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Résumé — La méthode PGD permet de calculer la solution d’une EDP directement sous forme séparée.
Cet algorithme est efficace quand il n’est pas nécessaire de reconstruire le champ recherché au cours
des itérations. Généralement les termes non-linéaires conduisent a cette reconstruction. Nous analysons
plusieurs approches permettant de limiter, voire de supprimer ces reconstructions. Les résultats obtenus
sont illustrés sur 1’équation de la chaleur avec une conduction non linéaire.

1 Problématique
Nous nous intéressons ici a la résolution de 1’équation de la chaleur non-linéaire suivante
u;—V-(x(u)Vu)=>b dans Qx= (1)

ol k (u) représente la conduction non linéaire. Les conditions aux limites et initiales sont prises homo-
genes.

Afin d’isoler la partie non linéaire, nous introduisons la variable v définie par v = x (1) — x(0). Le
probleme de départ (1) se réécrit

u;—V-((v+x(0))Vu) =>b ()
v =)~ k(0) @

Notre approche consiste a rechercher u et v sous forme séparée par la méthode PGD[1], i.e.

u(x,t) = i X*(x)T*(t) 4)
a=1

W)= Y 0%(x)RY(r) )
a=1

L’équation (2) contient une partie linéaire en u et une partie quadratique en u et v. Cette équation peut
étre résolue efficacement par la PGD. L’équation (3) est non linéaire, elle ne peut étre traitée directement
par la PGD.

Dans cet article nous proposons quatre approches : la méthode directe et la méthode par développe-
ment de Taylor qui se distinguent par le nombre de reconstruction de u et de séparation de v a effectuer au
cours de la résolution PGD. Une méthode originale utilisant la MAN (méthode asymptotique numérique)
et une nouvelle approche qui utilise une équation différentielle associée a (3) ce qui permet de supprimer
toute les reconstructions de u ainsi que toutes les séparations de v.

Présentation de la méthode PGD dans le cas linéaire

Nous présentons dans un premier temps 1’algorithme PGD, dans le cas linéaire, afin d’introduire les
notations. On prend ici x (u) =k (0), d’ou v = 0. Le probleme (2) se réduit a



L(u)=u;—x(0)Au=0>b (6)

Nous recherchons u sous la forme séparée

:iwwww 7

ol les X* sont des fonctions dépendant uniquement de x et les 7% des fonctions dépendant uniquement de
t. Nous considérons que les p — 1 premiers couples X*7T* sont connus. Nous décrivons la procédure pour
calculer le p-ieme couple. Ce couple sera noté X 7. Nous notons ulP) = ch:l XoT%et uP) = u(P=1) 4 XT.
L’algorithme PGD consiste a résoudre le systeme d’équations non-linéaire suivant

// X*Tdtd:n—//bX*Tdtdw vX* ®)
// XT*dtdx—//bXT*dtdac vT* ©)]

Ce systheme est équivalent a

T dt = /b T dt (10)
T

/ de—/bde (11)
Q

L (ulP) se détaille

o) st )

p—1
Z (XOT} —x(0)AX*T*) +XT, —x(0)AXT

en utilisant cette dernie¢re équation, le systeéme (10), (11) se réécrit

—1
~VAX +1X :/bT dzpr <(/T_;*T dt)XO‘K(O) </T°‘ sz> AX“) (12)
T o=1 T T

avec
’ylzx(o)/Tsz
T
ié ::u/pY} T dt
T
et
~ ~ p—1
BITI—BzT:/bde—Z <</X°‘de> T —x(0 )(/AX“de)T“) (13)
i Q =1 Q Q
avec

El—/QXXda:
Ezzx(O)/QAXde

Les équations (12), (13) forment un systeme de deux équations. La premiere est une équation différen-
tielle en espace et la seconde une ode en temps. Ce systeéme non-linéaire est résolu par une méthode



de point fixe. Des conditions aux limites homogenes sont appliquées a (12). L’ode (13) est résolue en
prenant une condition initiale homogene.

Une fois les opérateurs de (12) et de (13) discrétisés, il n’est plus nécessaire de les recalculer. Le
calcul de chaque couple ainsi que les itérations du point fixe ne demandent que des opérations matricielles
peu coliteuses.

Les équations (12) et (13) apparaissent ici sous une forme forte. L’utilisateur est libre de choisir
son schéma de discrétisation. Dans le cas présent nous utilisant les MLS associées a une méthode de
collocation.

Méthode directe

La méthode directe a été présentée dans [2]. Nous considérons que les couples (X*(x),T%(¢)) sont
connus jusqu’a I’ordre p — 1. Le p-ieme couple noté (X, T') est solution de

/f (u(p),v> Tdt:/det (14)
T T
/E(u(p),v> Xdaz:/bX dx (15)
Q Q

avec ulP) = uP=V) L XT, E (u,v) =u; — V- ((v+%(0)) Vu).
A chaque itération de I’algorithme le champ u'P) est reconstruit et v est calculé par décomposition
SVD, i.e.

ny,
v=Y QR =SVD,, (K (u(l’*” +XT) - K(O))
o=l
E (u(”) , v) se décompose de la maniere suivante
ny,
5 (u<P>,v> —Z (u“’*l),v) +XT,—k(0)AXT — Y (VQ®- VX + QAX) TR®

o=1

L’équation (14) se réécrit

1k (0)AX — (ﬁy%Q“)AX— ﬁyg*vg“-vxwx:/det—/z:(uU’U,v) Tdi (16)
a=1 a=1 T T

—ylAX—yg-VX+Y3X:/det—/£<u(”_l),v) T di (17)
T T

avec

et I’équation (15) devient

ET, —x(0)EaT — Z ESROT = / bX d:c—/ E (W*l),v) X da (18)
' o=1 Q Q

avec



élz/Xde

Q

gzz/AXXd.’B—i-
Q

o :/ (VO“. VX +Q%AX) X dz
Q

Les équations (16) et (18) constituent le systéme d’équations permettant de calculer le couple (X, 7).
Nous utilisons un algorithme de point fixe pour résoudre ce systeme. A chaque itération, il est nécessaire
de reconstruire le champ v & partir de u(P~") et des fonctions X et T', cette opération est gourmande en
place mémoire. De plus il est nécessaire de séparer v par SVD de maniere a déterminer les fonctions
Q%R ce qui est coliteux en temps de calcul. En conclusion cet algorithme n’est pas efficace.

Développement de Taylor

Cette approche, également utilisée dans [2], consiste a réaliser un développement de Taylor de k(u).
Nous prenons
k() = k(uP™V + XT) ~ k(u?D) + (XT)K (uP~ 1) (19)

Le systeme a résoudre par la PGD est voisin de celui décrit au paragraphe précédent par contre ce schéma
est plus efficace car la reconstruction de u et la séparation de v interviennent uniquement lors du calcul
d’un nouveau couple.

Méthode asymptotique numérique

L utilisation conjointe de la MAN et de la PGD a été proposée récemment dans [3]. Dans ce travail,
les auteurs appliquent dans un premier temps la MAN sur I’équation de la chaleur non linéaire. Ainsi
ils obtiennent une suite de problemes transitoires linéaires a résoudre. La résolution de chaque probleme
linéaire est assurée par la PGD.

Nous proposons ici d’appliquer la MAN a I’intérieur de la boucle PGD. Cette approche offre 1’avan-
tage d’utiliser la MAN sur des équations elliptiques et non paraboliques comme dans [3].

Dans les approches précédentes la décomposition de v est réalisée a partir de la décomposition de
u'P) Iciles couples (X*(x), T%(r)) et (Q%(x),R%(z)) sont calculés simultanément. L’ algorithme PGD est
donc construit a partir de deux systemes d’équations non-linéaire. Le premier correspond a 1’application

de la PGD sur I’équation (2) , i.e.
/f <u(p),v(m)> T di = /b T di (20)
T T

/ 3 (u(P>,v<m>) X da = / bX da Q1)
Q Q

avec uP) = uP=1) £ XT et v = ("1 L OR.
L’équation (20) se réécrit

m— m— p—1 p—1
- (K(O)vl + Zl Q“YS‘) AX — (Zl VQ“YS‘) VX + 13X — (Z VX“v%) VO - <Z AX“YZ‘) 0

o o

(@A +VX-¥0) = [ (b= (ur V) Tar @

T



avec

’Y]I/TTdt
T

yg‘:/TR‘*sz
T

’Y3:/TJle‘
T

I’équation (21) devient

p—1

et

yﬁ;‘:/T“Rsz
T

’YSZ/Rle‘
T

EiT, —K(0)&T — (Z é%R“) T— (Z gﬂ“) R—ETR —/Q (b= (=007 0)) X da 23)

avec

ﬁlz/XXdCC

Q

azz/AXXdiE
Q

g / (Q%AX +VX -VO¥) X da

Q
Ce systeme, constitué des équations (22), (23) n’est pas utilisé sous cette forme. En effet :

% = / (QAX* +VX®.VQ) X dx
Q

§5:/ (QAX +VX -VQ) X dx
Q

au ni-

veau de I’équation (22), nous effectuons un développement asymptotique de X et de Q en prenant

X=YN a'X, et Q =YV
asymptotique de T et de R en prenant T = Z
A Tordre n > 0, I’équation (22) se réécrit

m—1
- (K(O)Yl +Y Q%’%) AX,

r=1

_,1a"0, ; au niveau de 1’équation (23), nous effectuons un développement
_a'T,etR=YN_ a"R

m—1 p—1
- <Z VQOL’Y(ZX) VXn +7X — (Z VX(X’Y%) VQn_
p—1 n—1
(Z Maﬁ) 0,—% Z (QrAXn—r + VX, .

—xn/g(b—z(u@l),v(l’l))) X dr (24)

et (23) devient

m—1 —1
gl Tn,z - K(O) §2Tn - (Z &ng(x> Tn - (pz &%TOL> R

n—1
- &5 Z Tn—rRr = >"n
r=1

) (b— E (u<P—”,v<P—1>)) X dx (25)

Les équations (24) et(25) forment le premier systeme d’équations de notre algorithme PGD. Il est
maintenant nécessaire d’écrire le second systeme d’équations a partie de I’équation (3) et des dévelop-

pements asymptotiques de X, O, T et R. Nous obtenons :

/Taaa (v(;nl)Jr(ﬁ-’lanQn) R> R dt = /a (K(up 1) (Zanx> > (0)> R di
/Qaaa (v(m1)+Q (ﬂiamn)) Q du :/Qaaa <K <u<P1>+X (i”)) —K(0>> Qdx

A titre d’illustration nous prenons le cas particulier k (u)

s’écrivent a I’ordre n > 0

= eB=1) Jes deux équations précédentes



nly_r

M0, ="1X,— OX, WY, 0,X,_, (26)
r=1
avece
?1=/RRdr ?%:B/TR“Rdt
?2=BK(O)</TRdt> ?4=B/TRRdt
et ' | T
EiR, =BT, + Z & Z T, REAE Y T, R, 27)
r=1
avece
Elz/QQdm &%:B/XQ“de
Q Q
€= px(0) [ X X da &~ [ X0 X do

Dans cette méthode, les équ%tions (24), (25), (26), (27) forment le cceur dte’algorithme PGD. On
remarque qu’aucune reconstruction/séparation n’est nécessaire lors de la résolution du point fixe. Dans
ce papier nous présentons les bases de notre approche, en particulier le calcul de X, Q,, T, R, peu
conduire a une étape de reconstruction/séparation ce qui limite 1’intérét de I’approche.

EDP associée

Cette nouvelle méthode consiste a considérer que v est solution d’une EDP linéaire. Cette EDP
remplacera 1’équation (3). Cette derniere approche est la plus intéressante car elle permet de supprimer
toute étape reconstruction/séparation.

Pour obtenir ’EPD associée nous calculons le laplacien de v défini par (3). Nous obtenons

Av = Aux’ (u) + Vu- Vux” (u) (28)
Dans le cas particulier ou ¥ (u) = eP(#“~%) cette derniére équation devient
Av =B (Au+BVu-Vu) (v+x(0))

Sous cette forme il est possible de calculer, efficacement, la décomposition de v a partir u en utilisant la
PGD. Le systeme a résoudre se détaille :

—1 1 1
?1AQ—5<1721?§AXQ>Q—52 (ZPZYOLVX“ VX > Q=
o=1 o=1y=1
Bpi i 7P Ax QP 4 B2 i‘j i i Pvxe. vx1oh

p—1 —1p-1

+Bx(0) Y ¥AX* + Bk (0 Z Z PVXE. VXY — Z TAQ*  (29)

a=1 a=1y=1 o=

7= / RRdt 7Y — / TT'RP R dr

T T
?S‘—/T“RRdt ?g‘—/T“Rdt

T T
% = / TTYR dt T = / TOTYR dt

T T
VZ‘B:/TO‘RBRdr ?g‘:/Ro‘Rdt

T T



et

p—1p—1

ER-B z&“T“R BY Y ETeTIR -

a=1y=1

—1m-1

p—1p—1lm—1

B Z Y EPToRD 4 Z Z Y EPrreriRh

a=1p=1

+ Bie(

Elz/AQde
Q
Eg_/Ax“Qde
Q
£ = / (VX*.VX")Q Q dx
Q

o=17v=1 =1
p—1 —1p—1

O)Z E¢T% + B2k (0 Z Y grrort— Z&O‘RB
o=1 o= 1'\{_

g = / (VX*-VX") 0P Q da
Q
Eg‘ = / AX* Q dx
Q
£ = / (VX*.VX") Q dz
Q

:/AQBQdm
Q

(30)

Les équations précédentes sont issues d’un cas particulier. Il faut noter que cette approche se géné-
ralise efficacement méme si il est généralement nécessaire d’introduire des variables intermédiaires.

2 Résultats et conclusion

Nous comparons les différentes approches sur le probleme modele suivant : u®(x,1) = x(x — 1)z,
k(u) = koe™ avec a. = {1,7}, le terme source b est construit a partir de (1). Les figures suivantes per-
mettent de comparer I’efficacité des différentes méthodes. L’ abscisse représente les itérations de 1’algo-
rithme et I’ordonnée la norme L, espace temps de I’erreur u — u®*.

Nous constatons que la méthode directe est la plus précise. Elle est aussi la plus cofiteuse. Les autres
approches ont un comportement similaire. En particulier, la méthode "EDP associée" est tout aussi ef-
ficace sans avoir a reconstruire k(u). Ce premier résultat est trés encourageant et permet d’envisager de

disposer d’un algorithme efficace pour traiter des problemes multi-paramétriques non-linéaires par la
PGD.
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