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Dé
omposition 
anonique de tableaux hermitiens semi-dé�nispositifs d'ordre pair par rotation pro
ustéenne : appli
ation àl'ICALaurent Albera1, Ahmad Karfoul1, Lieven De Lathauwer21INSERM, U 642, Rennes, F-35000 Fran
eUniversité de Rennes 1, LTSI, F-35000 Fran
e2Laboratoire Traitement des ImagesKatholieke Univ. Leuven, Subfa
ulty S
ien
e and Te
hnology, B-8500 Kortrijk, Belgiumlaurent.albera�univ-rennes1.fr,ahmad.karfoul�univ-rennes1.fr,Lieven.DeLathauwer�kuleuven-kortrijk.beRésumé � Nous présentons i
i une nouvelle famille de méthodes itératives, nommée CanDeP (multi-way array Canoni
alDe
omposition based on Pro
rustes rotation), a�n de 
al
uler la dé
omposition 
anonique d'un tableau hermitien semi-dé�nipositif d'ordre pair. Cette appro
he alterne jusqu'à 
onvergen
e la résolution du problème de Pro
rustes et la dé
omposition detableaux de rang 1. Appliquée aux 
umulants d'ordre 2q, la méthode 2q-CanDeP permet de réaliser une analyse en 
omposantesindépendantes performante, o�rant i) un gain important en résolution, ii) la 
apa
ité d'identi�er un mélange sous-déterminé desour
es et iii) une robustesse à un bruit Gaussien de 
ovarian
e spatiale in
onnue.Abstra
t � A new family of iterative methods, named CandDep (multi-way array Canoni
al De
omposition based on Pro
rustesrotation) is proposed in this paper in order to 
anoni
ally de
ompose an even higher order positive semi-de�nite array withhermitian symmetry. This approa
h swit
hes, until the 
onvergen
e, between the best rank-1 approximation of a given HO arrayand the resolution of the well-known Pro
rustes problem. Applied to 2q-th order 
umulants, the 2q-CanDep approa
h allowsfor a well-performed independent 
omponent analysis. Indeed, the proposed approa
h enjoys i) a good identi�
ation resolution,ii) the ability of pro
essing underdetermined mixtures of sour
es and iii) a good robustness to a Gaussian noise with unknownspatial 
ovarian
e.1 Introdu
tionL'algèbre multilinéaire est dé�ni 
omme l'algèbre destableaux d'ordre q (q > 2), i.e., les tableaux à plus dedeux entrées. Si les premiers travaux en matière d'algèbremultilinéaire remontent au XIXème siè
le, il faut attendrela se
onde moitié du XXème siè
le pour voir 
e domaineprendre une toute nouvelle dimension au travers de l'analy-se de données et assister au sa
re du modèle PARAFAC(PARallel FACtor analysis) [6℄, que nous désignerons parCAND pour être également référen
é sous le nom de Dé-
omposition CANonique.Le modèle CAND n'est autre que l'é
riture d'un ta-bleau d'ordre q sous forme d'une 
ombinaison linéaire detableaux d'ordre q et de rang 1. L'utilisation d'un tel mo-dèle ne 
esse de se répandre, en tou
hant à présent desdomaines aussi ri
hes et variés que 
eux de l'ingénieriebiomédi
ale [7℄ et du traitement d'antennes [10℄. Parmi lesméthodes de dé
omposition les plus utilisées, on 
ompteles appro
hes itératives telles que la méthode du gradient
onjugué, la méthode de Levenberg-Marquardt [11℄ maisaussi la non moins populaire méthode ALS (AlternatingLeast Square) [6℄ et ses dérivées [9℄. Parmi les appro
hessemi-algébrique, on trouve la méthode FOOBI proposéedans [8℄ pour des tableaux d'ordre 3 et 4, ainsi que l'algo-

rithme BIOME proposée dans [1℄ pour des tableaux her-mitiens semi-dé�nis positifs d'ordre pair. Si les appro
hesalgébriques évitent les problèmes de 
onvergen
e propresaux méthodes itératives, elles sont la plupart du tempstrès voire trop gourmandes en termes de 
oût de 
al
ul.Aussi, présentons-nous i
i une nouvelle famille de mé-thodes itératives, nommée CanDeP (multi-way array Ca-noni
al De
omposition based on Pro
rustes rotation), a�nde 
al
uler la dé
omposition 
anonique d'un tableau her-mitien semi-dé�ni positif d'ordre pair. Cette appro
he al-terne jusqu'à 
onvergen
e la résolution du problème dePro
rustes et la dé
omposition de tableaux de rang 1. Ap-pliquée aux 
umulants d'ordre 2q, la méthode 2q-CanDePpermet de réaliser une analyse en 
omposantes indépen-dantes performante, o�rant i) un gain important en réso-lution, ii) la 
apa
ité d'identi�er un mélange sous-détermi-né de sour
es et iii) une robustesse à un bruit Gaussiende 
ovarian
e spatiale in
onnue.2 Outils préliminaires et présenta-tion du problèmeAvant tout, rappelons quelques notions d'algèbre mul-tilinéaire [2℄.



Dé�nition 1 Soit T ∈ CN1×···×Nq un tableau d'ordre q(q ≥ 2). On dira que T est de rang 1 s'il peut s'é
rire
omme le produit externe u(1) ◦ · · · ◦ u(q) de q ve
teurs
u(i) ∈ CNi (1 ≤ i ≤ q) où 
haque 
omposante de T estdonnée par Ti1,··· ,iq = u

(1)
i1

· · ·u
(q)
iq

.De même que pour les matri
es, il est possible de dé�nirle rang d'un tableau d'ordre supérieur :Dé�nition 2 Soit T ∈ CN1×···×Nq un tableau d'ordre q(q≥3). Le rang de T , noté rk(T ), est le nombre minimalde tableaux d'ordre q, et de rang 1 dé
rivant exa
tement
T par 
ombinaison linéaire. Cette 
ombinaison linéaire,minimale en son nombre de terme, dé�nit la CAND dutableau T .Notons que, 
ontrairement au 
as matri
iel, le rang d'untableau d'ordre stri
tement supérieur à 2 n'est pas obli-gatoirement majoré par la plus petite de ses dimensions.Par ailleurs, la dé�nition 2 montre que l'ordre et la pon-dération des di�érents tableaux de rang 1 dé�nissant laCAND d'un tableau T peuvent être modi�és sans 
han-ger la valeur de T . Si l'existen
e d'une telle dé
ompositionest toujours assurée, son uni
ité quant à elle ne sera ga-rantie, aux deux indéterminations 
itées pré
édemmment,que sous 
ertaines 
onditions (voir les référen
es dans [10℄pour des 
onditions su�santes d'uni
ité). Considérons àprésent la transformation tableau-à-matri
e suivante :Dé�nition 3 Soit T un tableau 
arré d'ordre 2q (q≥ 2)de dimensions N . Soient respe
tivement ⌊q/2⌋ et ⌈q/2⌉les parties entières inférieure et supérieure de q/2. La(i, j)ème 
omposante de la matri
e T = mat1(T ) de taille(N q × N q) est dé�nie par :
(mat1(T ))i,j =
Tn1,··· ,n⌈q/2⌉,n⌈q/2⌉+1,··· ,nq,nq+1,··· ,nq+⌈q/2⌉n2q+⌈q/2⌉+1,···,n2qoù






i = (n1 − 1)N q−1 + · · · + (n⌈q/2⌉ − 1)N ⌊q/2⌋

+ (nq+⌈q/2⌉+1 − 1)N ⌊q/2⌋−1 + · · · + (n2q − 1)N + n2q

j = (nq+1 − 1)N q−1 + · · · + (nq+⌈q/2⌉ − 1)N ⌊q/2⌋

+ (n⌈q/2⌉+1 − 1)N ⌊q/2⌋−1 + · · · + (nq − 1)N + nqPrenons à titre d'exemple le 
as d'un tableau T hermitiend'ordre 2q (q≥2) de dimensions N tel que ξ(ω) = 1 pour
ω ∈ {1, . . . , q} et ξ(ω) = −1 pour ω ∈ {q + 1, . . . , 2q}.Dé�nition 4 Un tableau T d'ordre q (q ≥ 2) à valeurs
omplexes sera dit hermitien si sa CAND prend la formesuivante :

T =
P∑

p=1

λp a
ξ(1)
p ◦ a

ξ(2)
p ◦ · · · ◦ a

ξ(q)
p (1)où les P valeurs λp sont réelles et l'appli
ation ξ est dé�niepar ξ(ω) = ±1 ave
 pour 
onventions x1 = x et x−1 = x∗,

x∗ désignant la 
onjuguée de x.Supposons également que T soit semi-dé�ni positif, les Pvaleurs λp de la CAND (1) de T sont alors toutes po-sitives. Construisons la matri
e T = mat1(T ) de taille

(N q×N q), on peut alors démontrer d'après les dé�nitions3 et 4 l'égalité T = AqΛAq
H, où Aq =A

⊘⌈q/2⌉ ⊘ A
∗⌊q/2⌋,

⊘ est l'opérateur du produit de Khatri-Rao produ
t [1℄,
⊘ désigne l'opérateur de puissan
e de Khatri-Rao [1℄, Aest la matri
e de taille (N ×P ) égale à [a1, . . . ,aP ] et Λest la matri
e diagonale diag{[λ1, · · · , λP ]}. De 
ette éga-lité dé
oule le 
ara
tère hermitien semi-dé�ni positif de Tgarantissant l'existen
e d'une ra
ine 
arré de T . En�n, in-troduisons la transformation tableau-à-ve
teur suivante :Dé�nition 5 Soit T ∈ CN1×···×Nq ave
 q ≥ 2. Les 
om-posantes du ve
teur 
olonne t = vec(T ) de dimension
N1 · · ·Nq sont dé�nies par :

t(n1−1)(N2···Nq)+(n2−1)(N3···Nq)+···+nq
= Tn1,··· ,nq (2)On peut alors dé�nir l'opérateur ré
iproque unvec tel quel'on ait unvec (vec(T ))=T .Le problème traité dans 
e papier peut être résumé de lamanière suivante :Problème 1 Cal
uler la CAND d'un tableau T hermi-tien semi-dé�ni positif d'ordre pair.3 La famille de méthodes CanDePNous proposons dans 
ette se
tion une méthode per-mettant de résoudre le problème 1 évoqué 
i-dessus. Soit

T un tableau hermitien semi-dé�ni positif d'ordre 2q (q≥
2). La méthode proposée i
i, baptisée 2q-CanDeP, 
al
ulela CAND de T en alternant jusqu'à 
onvergen
e deuxétapes de minimisation. Présentons tout d'abord la pre-mière étape. Pour 
e faire, notons T

1/2 une ra
ine 
arréede T = mat1(T ) obtenue par diagonalisation de T . Ene�et, T est diagonalisable sous la forme ELEH, du fait du
ara
tère hermitien de T , où E est la matri
e des ve
teurspropres orthonormés asso
iés aux P valeurs propres nonnulles de T rangées dans la matri
e diagonale L. On aalors T
1/2 = EL

1/2 où L
1/2 est la ra
ine 
arrée de L. Ona alors la proposition suivante :Proposition 1 Sous les hypothèses pré
édentes, la ma-tri
e B = (L1/2)−1EHAqΛ

1/2 est une matri
e orthonor-mée (unitaire) de taille (P ×P ), à valeurs réelles lorsque
q est pair.Ainsi, la première étape de 2q-CanDeP 
onsiste à mini-miser la norme de Frobenius de la di�éren
e entre T

1/2 etle produit matri
iel AqΛ
1/2

BH, ie, sans perte de généra-lité au vu des indéterminations de la CAND, entre T
1/2et le produit matri
iel AqB

H sous la 
ontrainte d'avoir Bunitaire. En supposant 
onnue la matri
e Aq, 
e problèmed'optimisation est 
onnu sous le nom de problème de Pro-
rustes [5℄. La solution optimale au sens des moindres 
ar-rés 
onsiste à 
hoisir B =UV H, où U et V sont respe
ti-vement les matri
es singulières gau
he et droite de la ma-tri
e A
H

q T
1/2 (la démonstration proposée dans [5℄ dans le
as de matri
es réelles peut fa
ilement être étendue au 
as
omplexe).
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e D 
al
ulée pour 6-CanDePet 6-BIOME en fon
tion du nombre d'é
hantillons

La se
onde étape de la méthode 2q-CanDeP 
onsisteà identi�er la matri
e Aq, et plus exa
tement les P ve
-teurs 
olonnes ap de A. Supposant 
onnue la matri
e B,la matri
e Aq peut être identi�ée, à une matri
e diago-nale près, en 
al
ulant le produit T
1/2

B. On peut alorsmontrer qu'appliquer l'opérateur unvec au p-ème ve
teur
olonne de dimension N q de la matri
e Aq identi�ée per-met d'obtenir le tableau 
arré A
(p) d'ordre q et de rang1, dé�ni par A

(p) = ap
◦⌈q/2⌉ ◦ a∗

p
◦⌊q/2⌋. La se
onde étape
onsiste don
 à 
al
uler la CAND de rang 1 de 
haque ta-bleau A

(p) à l'aide de la méthode des puissan
es d'ordresupérieure [2℄ a�n d'identi�er à un s
alaire près les P ve
-teurs 
olonnes ap. Notons que la dé
omposition est pro-posée dans [2℄ pour des tableaux de rang 1 est égalementréalisée au sens des moindres 
arrés.4 SimulationsUne étude 
omparative en termes de simulations numé-riques est présentée 
i-dessous dans le 
ontexte de l'identi-�
ation de mélange sous-déterminé de sour
es. Cette étudepermet de 
omparer les performan
es de la méthode Can-DeP et d'une autre méthode plus 
onnue sous le nom deBIOME [1℄. Notons que BIOME a pour 
ara
téristiquede proposer une solution semi-algébrique au problème deCAND. En fait, les méthodes 6-CanDeP et 6-BIOME ontété utilisées a�n d'obtenir la CAND d'un tableau 
umu-lant C6, x estimé à partir de réalisations d'un ve
teur aléa-toire x suivant le modèle x = As + ν où s est un ve
teuraléatoire dont les 
omposantes sont mutuellement indé-pendantes et ν un ve
teur Gaussien. La CAND de C6, x
onduit alors à l'identi�
ation du mélange A de taille(N×P ) par propriété des 
umulants [3℄. A titre d'exemple,nous nous sommes pla
és dans le 
adre de 
ommuni
ationssatellitaires où P =3 modulations QPSK �ltrées Nyquist(roll-o� de 0.3) ont été générées et dont la ré
eption surun réseau de N =2 
apteurs a été simulée. Les porteusesdes QPSK ont été respe
tivement prises égales à 0, 0.35et 0.7 (au fa
teur près de la fréquen
e d'é
hantillonnage).Le 
ritère d'évaluation de performan
e utilisé i
i est lapseudo-distan
e, D(A, Â ) = (α1, α2, · · · , αP ), entre A etson estimée Â où αp = min1≤i≤P {d(ap, âi)} ave
 :
d(u, v) = 1 − |uH

v|2/(||u|| ||v||) (3)Les résultats ont été moyennés sur 100 expérien
es indé-pendantes.La �gure 1 montre les variations de D en fon
tion dunombre de réalisations du ve
teur x pour un Rapport Si-gnal à Bruit (RSB) de 20dB. Les deux méthodes ont desperforman
es très voisines 
omme en témoigne la �gure 1.
750 é
hantillons su�sent aux deux algorithmes pour assu-rer des performan
es tout à fait 
orre
tes (i.e. D < 0.01)malgré l'usage de 
umulants d'ordre supérieur (l'ordre 6est i
i utilisé) réputés pour avoir une grande varian
e d'es-timation. La �gure 2 montre quant-à-elle les variations de
D en fon
tion du RSB pour 2500 réalisations de x. Onnote un bon 
omportement de 6-CanDeP au delà de 0dB,
omportement similaire à 
elui de 6-BIOME.
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