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Résumé

Nous considérons, en dimension un, une assemblée de N particules quantiques bosoniques interagissant par un po-
tentiel de Dirac attractif, a 1’équilibre thermique dans une boite de quantification de longueur L avec des conditions
aux limites périodiques. Pour de grandes valeurs de N, et lorsque L est bien supérieur au diametre de I’état dimere
dans I’espace réel, nous prédisons, par étude numérique et analytique d’un modele simple mais déduit des premiers
principes, que le systeme présente, a haute température c’est-a-dire dans le régime non dégénéré, une transition du
premier ordre entre deux phases. La phase privilégiée a haute température est un gaz presque pur d’atomes, avec une
faible fraction de dimeres, et des fractions encore plus faibles de trimeres, etc. La phase qui la supplante 8 moins haute
température est un état 1ié mésoscopique ou macroscopique que nous qualifions de liquide, équivalent quantique du
soliton brillant de la théorie de champ classique, et qui renferme toutes les particules du systeme, a I’exception d’une
petite fraction gazeuse composée essentiellement d’atomes.

Mots-clés : gaz de bosons unidimensionnel ; soliton brillant ; liquide quantique ; atomes froids

1. Introduction et motivations

Depuis une vingtaine d’années, les expériences sur les atomes froids font preuve de leur extréme flexibilité dans
le controle des parametres et de la géométrie. En figeant par piégeage laser le mouvement des atomes dans leur
état vibrationnel fondamental selon une ou deux directions de I’espace, on prépare des systemes de dimensionalité
effective réduite, ce qui a conduit par exemple a 1’observation dans un gaz atomique bidimensionnel de la transition
de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless [1]. De plus, par simple application d’un champ magnétique au voisinage d’une
résonance de Feshbach, on peut ajuster la longueur de diffusion dans ’onde s, donc 1’amplitude des interactions
atomiques [2]. L’application adiabatique de ces deux outils (confinement transverse puis passage de la longueur de
diffusion d’une valeur positive a une valeur négative) a un condensat de Bose-Einstein tridimensionnel presque pur, a
permis les premieres observations de N-meres dans un gaz atomique unidimensionnel en interaction attractive [3, 4],
c’est-a-dire d’états liés a N corps dont I’existence est prédite par la théorie purement quantique pour tout N > 1 [5],
et qui correspondent pour de grandes valeurs de N aux solitons brillants de 1’équation de champ classique (Gross-
Pitaevskii ou Schrodinger non linéaire).

Dans ce travail, nous identifions un autre mécanisme de formation de ces N-meres, purement a 1I’équilibre ther-
mique ' et dans un régime physique totalement différent. Nous montrons en effet qu’un gaz de bosons spatialement
homogene, certes unidimensionnel et en interaction attractive, mais dans un régime non dégénéré, peut étre thermo-
dynamiquement moins favorable, c’est-a-dire d’énergie libre plus élevée, qu’une phase N-mérique presque pure. En
d’autres termes, la phase gazeuse non dégénérée peut présenter une transition du premier ordre vers une phase presque
entierement liée, que nous qualifierons de « liquide » dans une limite thermodynamique a préciser.

1. On peut résoudre I’apparente contradiction entre 1’hypothese d’équilibre thermique et ’intégrabilité du systeme en thermalisant ce dernier
par contact avec un gaz tampon d’une autre espéce chimique.
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Il se trouve que la notion de transition de phase liquide-gaz dans un systeme d’atomes bosoniques froids est d’une
criante actualité en dimension trois, dans la limite dite unitaire d’une interaction de portée négligeable et de longueur
de diffusion infinie. Apres la découverte numérique d’états li€s fort probablement liquides [6], de N = 3 (les trimeres
d’Efimov [7]) jusqu’aux plus grandes valeurs de N accessibles (quelques dizaines), une telle transition a été tres
récemment mise en évidence par simulation de Monte-Carlo quantique sur une centaine de particules [8]. Cependant,
la réalisation expérimentale en est rendue difficile par les fortes pertes a trois corps induites par I’effet Efimov [9, 10],
et pourrait nécessiter une expérience dédiée.

Dans ce contexte, notre étude en dimension un semble présenter un double intérét théorique et pratique. D’une
part, I’intégrabilité de la théorie permet, sous des conditions que nous précisons en section 2, de construire de fagon
controlée un modele, simple ensuite a étudier numériquement et a interpréter analytiquement, comme nous le ferons en
section 3, y compris dans des limites thermodynamiques bien choisies, voir la section 4. D’autre part, I’insignifiance
des pertes a trois corps, loin ici de la limite unitaire, permet d’envisager une réalisation expérimentale a court terme
avec des atomes froids, ce sur quoi nous reviendrons dans la conclusion.

2. Construction du modele

Nous considérons N particules bosoniques quantiques sans spin de masse m, vivant en dimension un sur I’axe Ox
en I’absence de potentiel extérieur, et en interaction binaire par le potentiel de Dirac attractif V(x; — x;) = go(x; — x;),
avec g < 0 donc. Une propriété fondamentale de ce modele hamiltonien est son intégrabilité, puisqu’on peut en
déterminer les fonctions d’onde propres par ansatz de Bethe [11], au prix de 1’ajout par rapport au cas habituel
répulsif [12] de quasi-vecteurs d’onde complexes [13, 14], ce que rend nécessaire I’existence d’états propres d’énergie
négative, comme les auteurs de la référence [12] I’avaient déja compris dans le cas général et explicitement mis en
ceuvre (dans un appendice) dans le cas N = 2.
Dans I’espace libre — La solution par ansatz de Bethe reste simple sur la droite réelle, c’est-a-dire dans un pur
probleme de diffusion des N bosons, car on connait alors explicitement la valeur des quasi-vecteurs d’onde dans
I’ansatz de Bethe [13]. Sous la condition que la fonction d’onde a N corps ne diverge pas a I’infini, on trouve que
chaque état propre est composé d’une collection arbitraire de n-meres, indiscernables lorsqu’ils sont de méme taille,
le cas n = 1 correspondant simplement & une particule bosonique non li€e, c’est-a-dire un atome. Chaque n-mere est
caractérisé par une impulsion totale bien définie hK, et diffuse élastiquement sur les autres n-meres, puisque toute
réaction chimique d’association ou de dissociation, ou méme simplement toute rétrodiffusion de deux n-meres de
tailles différentes, est interdite par I’intégrabilité. Pour tout n > 2, il existe un et un seul état lié possible, d’énergie
interne [5, 13]
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Dans un état de diffusion donné, il peut y avoir bien entendu plusieurs n-meres de méme taille, le nombre total de
fragments possible varie donc de un (toutes les particules sont liées dans le N-mere fondamental, comme dans un
liquide) a N (toutes les particules sont sous forme atomique, gazeuse). En termes de la taille n; du i-¢me fragment et
du vecteur d’onde K; de son centre de masse, I’énergie de 1’état de diffusion s’écrit simplement comme la somme des

énergies internes et cinétiques :
W K?
E = Eo(n;) + —— 2
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Dans la boite — Nous étudions ici le systeéme lorsqu’il est a I’équilibre thermique a une température 7', ce qui nous
oblige a I’enclore dans une boite de quantification de longueur L, avec les habituelles conditions aux limites pério-
diques?. Les quasi-vecteurs d’onde de I’ansatz de Bethe sont alors solutions d’un systéeme d’équations non linéaires
couplées [14], ce qui en interdit I’expression analytique, et rend la détermination du spectre d’énergie discret dans la
boite problématique, méme numériquement, pour de grandes valeurs de N. Toute 1’idée du présent travail est donc

2. Méme si I’on sait produire des boites de potentiel [15], il est utile de transposer notre étude au cas harmoniquement piégé, comme dans la
référence pionniere [16].



de se restreindre a un cas limite traitable simplement, dans lequel la forme (2) obtenue dans I’espace libre reste
approximativement valable dans la boite, avec la seule condition de quantification naturelle :
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Une boite plus grande que les n-meres — Une premicre condition pour aller dans le sens du spectre (2) est que la
structure et I’énergie interne des états liés soient peu affectées par la boite. Comme 1’état dimere est le moins fortement
lié et de plus grand diametre spatial, ceci requiert

1/2
L
7 = n(lg—(j) > 1 4)

ol apparaissent le diametre du dimere £ = 2K2/(m| gl), le potentiel chimique o = —mgzN2 /(84?) du N-mére, et I’ éner-
gie de Fermi du gaz de fermions fictif unidimensionnel de méme densité moyenne p = N/L que celle des particules
bosoniques, Er = h%(np)*/(2m). Comme la fonction d’onde des n-méres décroit exponentiellement avec la somme
des distances entre les particules [5, 13], on s’attend a ce que I’erreur commise en négligeant 1’effet de la boite sur
I’énergie interne Ey(n) soit exponentiellement petite en L. Dans le cas N = 2, cette attente est confirmée par I’appen-
dice A de la référence [12], dont les deux “états liés", correspondant a notre état dimere avec une impulsion totale
hK = 0 et hK = 2nh/L respectivement, ont une énergie donnée par (2) aux déviations relatives prés ~ +4 exp(—L/{).
Dans le régime non dégénéré — La condition (4) oriente toute notre étude. En effet, comme || est I”énergie de liaison
d’une particule dans le N-mere, on peut raisonnablement s’attendre a ce qu’une éventuelle transition liquide-gaz se
produise a une température de 1’ordre d’une fraction de |uo|/kp > Er/kp, c’est-a-dire dans un régime ou la phase
atomique gazeuse est fortement non dégénérée :
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ot A = [277h?/(mkpT)]"/? est I’habituelle longueur d’onde thermique de de Broglie. Cette phase atomique se trouve
des lors proche également de la limite d’un spectre continu, au sens ou toute somme discrete sur les K; de I’équation
(3) peut étre remplacée par une intégrale, puisque L > NA implique L > A. En un mot, elle est assimilable a un
gaz classique. Nous nous plagons désormais dans ce cas de haute température, ce qui simplifie grandement le calcul
de la fonction de partition externe Zfl’_‘inéres, c’est-a-dire d’origine cinétique, des n-meres associée au spectre (2). Pour
une configuration interne donnée des N particules, le sous-ensemble des n-meres a n fixé forme un gaz, supposé pour
I’instant parfait, de NV, constituants indiscernables (bosoniques) de masse nm > m donc de longueur de de Broglie

A/n'/? < A, et de densité < p, ce qui le rend au moins aussi proche de la limite classique que le gaz atomique (de

n=1)etconduita [17]
Nn
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Des interactions entre n-meres négligeables — Une seconde condition pour I’utilisation du spectre d’énergie ap-
proximé par les Eqgs. (2,3) est que les déplacements d’énergie dans la boite dus aux diffusions élastiques donc aux
interactions entre n-méres, soient négligeables devant I’ énergie cinétique moyenne de chaque configuration interne 3.
Dans la phase purement atomique, 1’estimation de I’énergie d’interaction est simplifiée par la remarque suivante :
aux températures d’ordre |uo|/kp considérées, 1’énergie cinétique par atome =~ kpT /2 est beaucoup plus grande que

I’énergie de liaison du dimere |E((2)| des que N > 1, ou encore
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3. Ces diffusions élastiques sont bien prises en compte par la référence [13] dans 1’espace libre, mais n’ont pas d’influence sur le spectre (2)
puisque les différents n-meres y sont asymptotiquement libres.



si bien que le vecteur d’onde relatif typique de deux atomes ky; ~ 1/ est bien plus grand que m|g|/h>, et que la
diffusion a deux corps s’effectue dans le régime de Born, voir 1’équation (99) dans la référence [13]%. L’énergie
d’interaction par atome est alors simplement celle pg de la théorie de champ moyen, compte tenu du facteur deux da
a I’effet de groupement bosonique, et peut étre négligée si

plel _ 4 Erluo) '
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Cette condition semble étre génériquement satisfaite, au méme titre que (7), dans une limite de type thermodynamique,
puisque N y est au dénominateur, ce que confirmera d’ailleurs la section 4. De plus, elle découle directement du produit
des conditions (5,7), et peut donc étre simplement omise a leur profit dans ce qui suit.

Pour estimer I’énergie d’interaction d’un atome avec un n-mere quasi-classique (n > 1), traitons le soliton brillant
correspondant par la théorie de Bogolioubov, dans laquelle le processus de diffusion atome-z-mere au vecteur d’onde
relatif k est décrit par les modes propres de quasi-particule ui(x) et vi(x). Si up(x) ~ €** pour k > 0 et x — —oo,
I’expression exacte des fonctions modales [18, 19, 20] conduit 2 ux(x) ~ €®®e** pour x — +o0, avec un dépha-
sage O(k) = —4arctan(k{/n). Les conditions aux limites périodiques imposent alors la condition de quantification
exp(ikL) exp[if(k)] = 1, d’ou, pour notre grande boite L > {/n, un espacement entre vecteurs d’onde successifs de
o0k ~ 2nt/[L + @' (k)], ou &' (k) est la dérivée de 6(k), ce qui correspond a une longueur de quantification effective a
I’énergie cinétique thermique

L ~ L+ 6 (k= V2r/2) )

En reportant cette longueur effective dans la fonction de partition (6) écrite pour un atome, et en y réduisant 6'(k) a
son expression asymptotique ~ —4n/(k*€) aux grands k compte tenu de k3T =~ |ug|, on trouve que le changement de
longueur est tres petit en valeur relative, et correspond a une énergie d’interaction de la paire atome-n-mere d’ ordre
2n|g|/L, ¢’ est-a-dire d’ordre n fois I’énergie d’interaction d’une paire d’atomes>. On peut donc négliger I’interaction
entre atomes et n-meres a la méme condition que celle (8) obtenue pour les interactions entre atomes.

Le modele — En conclusion, aux conditions de validité précédemment énoncées (4,5,7), notre systeme a haute tempé-
rature de N particules bosoniques en interaction attractive dans une boite de quantification peut étre supposé admettre
comme configurations internes toutes les partitions possibles des N particules en atomes et états liés a deux corps, ...,
a N corps, chaque sous-ensemble d’atomes ou d’états liés de méme taille n étant assimilable a un gaz parfait classique
de N, particules indiscernables de masse nm, et donc de fonction de partition (6). En termes mathématiques, la fonc-
tion de partition complete Z de notre modele est la somme sur toutes les configurations internes a nombre total N de
particules fixé, des fonctions de partition configurationnelles :

N
Z =" Zeows, ol conf € [(N)izaen € NV tels que )" nA, = NJ, (10)

conf n=1

écrites, avec § = 1/(kpT), comme produits des fonctions de partition internes et externes,

Ln'2\M g
( S ) F} (11)

N

N
Zconf = exp [_,8 Z NnEO(n)
n=1 n=1

3. Explorations numériques mésoscopiques et interprétation en termes de transition liquide-gaz

Nous avons effectué une étude numérique directe du modele (10,11) par simple énumération de toutes les confi-
gurations internes possibles (N,)1<,<n. Les résultats obtenus sont donc aussi exacts que le modele. Cependant, le
nombre de configurations a explorer est égal au nombre p(N) de partitions de I’entier N, qui croit exponentiellement
avec N [21], ce qui limite les simulations sur ordinateur de bureau 8 N < 150. Pour un nombre total de N = 100

4. Au contraire du cas tridimensionnel, la diffusion d’une onde plane progressive sur un potentiel attractif a courte portée en dimension un tend
vers sa réflexion totale a basse énergie, ce qui est hors du régime de Born.
5. On pourra consulter aussi la note 14.
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particules et a géométrie fixée L/¢ = 100, bien dans la limite de grande boite (4), nous montrons sur la figure la et

1b la dépendance en température de deux observables, I’énergie libre totale ' = —kpT InZ et le taux de fragmenta-
tion moyen (v), moyenne sur la distribution thermique avec les poids Z.o,¢ du nombre relatif de fragments de chaque
configuration,
vzlzN:Nne[l,l} (12)
N & N

On constate sur la figure 1a un changement de pente assez brutal de 1’énergie libre, autourde 7 =~ 1057 =~ 0, 1|uol/kp,
bien dans le régime non dégénéré (5). Comme la dérivée —07F donne I’entropie du systeme, ce changement de
pente pourrait €tre le précurseur, dans notre systeme mésoscopique, d’une transition de phase du premier ordre, avec
chaleur latente de changement d’état. Le passage assez brutal, autour de la méme température, du taux moyen de
fragmentation d’une valeur proche de un, a haute température, a une valeur proche de 1/N, sur la figure 1b, suggere
la transition d’une phase gazeuse surtout atomique, c’est-a-dire presque totalement dissociée, a une phase liquide
composée essentiellement du N-mere fondamental. Cette analyse est confirmée par la forme de la distribution du
nombre de particules par classe de taille des n-meres (n{N,,)/N)1<,<n, qui présente a la transition deux maxima, I’un
enn = 1 et ’autre en n = N, au sommet de pics étroits séparés par des nombres d’occupation infinitésimaux aux
tailles intermédiaires, voir la figure 1c. Sil’on augmente (ou diminue) la température, on constate que le picenn = N
(respectivement en n = 1) s’effondre rapidement, mais nous ne le montrons pas ici.
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FIGURE 1: Pour N = 100 particules bosoniques de masse m a une dimension, en interaction attractive —|g|é(x; — x;) dans une boite de longueur L =
100¢, ol £ = 212 /(m|g]) est le diametre du dimere, (a) énergie libre par particule F/N, en unités de 1’énergie de Fermi Er = kpTF = K2 (mp)? | (2m),
et (b) taux de fragmentation moyen (v), en fonction de la température en unités de la température de Fermi. En trait plein : le résultat numérique
obtenu par énumeration de toutes les configurations possibles. En pointillé : en se limitant aux deux configurations extrémes, celle purement
atomique et celle du N-mere. En tireté : en y ajoutant les mélanges gazeux en proportions arbitraires d’atomes et de dimeres, ainsi que la phase
liquide minimalement dissociée du (N — 1)-mere en présence d’un atome. En (c), la fraction moyenne de particules bosoniques dans chaque classe
de taille des n-meres, n — n{N,)/N (pour les n ou elle est > 10~15) obtenue par simulation numérique a la température = 105, 17 telle que (v)
croise (1 + 1/N)/2 [ligne verticale en (a) et (b)]. Noter I’échelle verticale logarithmique en (b) et (c).

Cherchons a donner un support plus quantitatif a notre scénario de transition liquide-gaz. En premiére approxima-
tion, retenons dans la fonction de partition Z seulement deux configurations internes, celle a N atomes, de contribution
Zy, et celle du N-mere pur, de contribution Zy_nere. Les estimations correspondantes de 1’énergie libre et du taux de
fragmentation, F©© = —kpT In(Zy + Zy-mere) €t (MO = (N7 Zymere + Zar) | (Zag + Zn-mere)» SONt représentées en pointillé
sur la figure la et 1b. Le comportement général des résultats numériques est bien reproduit, a un décalage pres vers
les hautes températures d’environ 3,5%, comme nous I’avons vérifié explicitement. La température de transition TC(.O)
prédite, obtenue en égalant les fonctions de partition Zy et Zy_mere, €€ qui revient ici a choisir un taux de fragmentation
moyen de (1 + 1/N)/2, est solution de

N
orLVN _ 1 (L
OIS <55 ) )
c c
Pour les parametres de la figure 1, ceci conduit a TC(.O) =~ 108, 90TF, alors que le taux de fragmentation moyen dans la
simulation numérique atteint la méme valeur (1 + 1/N)/2en T =~ 105, 1TF.

Notons qu’une forme approchée commode de I’équation (13) est obtenue en en prenant le logarithme et en divi-
sant 1’équation résultante par N. On passe ensuite a la limite des grands N, sans préciser encore comment la limite
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thermodynamique doit étre prise sur L (ce sera I’objet de la section 4), mais en faisant I’hypotheése peu contraignante
que L/ /IE.O) croit moins vite qu’une certaine puissance de N, si bien que In(L/ /15.0 )) = O(In N). En utilisant I’équivalent

de Stirling pour N!, on obtient
1 e InN
§ﬁ£0)|#0| —ln(m) = O(T) (14)

En négligeant les termes de limite nulle aux grands N, et en choisissant comme inconnue la quantité sans dimension
ﬂgo) |to|, on obtient I’équation implicite

2 2 me?|uol
280,01 + Inl 2@ = In| 2222 15
3P |tcol n(3,3¢ |ﬂ0|) n( oE; 15)
dont la solution est donnée par la fonction de Lambert W, fonction inverse de x + xe* pour x > —1, sous la forme
2 7€ |uol
=B ol = W 16
3B ol ( oE, (16)

D’apres la condition de validité (4) du modele, I’argument de W doit étre beaucoup plus grand que un dans I’équation
(16). Pour les parametres de la figure 1, cette approximation aux grands N de TC(.O) reproduit sa valeur exacte a 3% pres
seulement par défaut, bien qu’il n’y ait somme toute que N = 100 particules.

Pour aller plus loin que ce modele a deux phases pures, et chercher a comprendre pourquoi sa prédiction (en
pointillé sur la figure 1) présente ce faible décalage en température avec le résultat de la simulation, remarquons une
autre de ses insuffisances : aux températures au-dela de la zone de transition, il revient a supposer que le systeéme est
sous forme purement atomique et prédit un taux de fragmentation égal a un, alors que le résultat numérique présente
un écart persistant d’environ 10% a la fragmentation totale. Ce qui est cohérent avec la présence d’une population non
négligeable de dimeres a la transition, voir la classe n = 2 sur la figure 1c, et donne 1’idée, en seconde approximation,
d’adjoindre a la phase purement atomique les mélanges en proportions arbitraires d’atomes et de dimeres, pour aboutir
3 une phase atomo-dimérique’ .

Par symétrie, bien que le besoin quantitatif s’en fasse moins sentir sur la figure la et 1b (le trait pointillé y dévie
bien moins du trait continu a 7 < 10577 qu’a T > 1057 ), nous élargissons aussi la phase liquide concurrente, en
ajoutant au N-mere la configuration minimalement dissociée a un (N — 1)-mere plus un atome, de fonction de partition
x e_'B‘ﬂOl%ZN_mére pour N > 1. On voit apparaitre le facteur exponentiel d’activation thermique attendu, qui traduit le
fait que I’état N-mere est protégé de la dissociation par la bande d’énergie interdite de largeur || le séparant (dans le
référentiel du centre de masse) du continuum des états excités a N corps. Cependant, la phase minimalement dissociée
bénéficie du facteur entropique cinétique o< L/A fourni par le mouvement relatif du (N — 1)-mere et de 1’atome libre.
Dans le cas particulier de la figure 1, I’effet de bande interdite 1I’emporte largement sur I’effet entropique cinétique,
e‘ﬁ'”o‘% ~ 0,06 a la transition, mais ceci ne reste pas nécessairement vrai pour un grand systeéme ot L/ A peut diverger.

L’énergie libre et le taux de fragmentation moyen obtenus en gardant les deux phases élargies que nous venons de
décrire, la phase atomo-dimérique et la phase avec un N-mere pur seulement a I’atome pres, sont représentés en tireté
sur la figure la et 1b. Le tireté est significativement plus proche des résultats numériques que le pointillé : la prise en
compte des dimeres, en abaissant I’énergie libre de la phase gazeuse, explique 1’essentiel du décalage en température.
La physique pour ce systeme de N = 100 particules semble donc quantitativement bien comprise.

Cependant, rien n’indique que I’élargissement de phase effectué ici suffise a la limite d’un grand systeme. En phase
gazeuse, il reste a clarifier analytiquement le role des dimeres, voire des trimeres, quadrimeres, etc ; en phase liquide,
comme nous I’avons vu, I’inclusion de dissociations plus séveres du N-mere pourrait devenir nécessaire. On pourrait
méme imaginer qu’une phase de nature complétement différente émerge aux grands N. Tout ceci peut-il conduire a de
grandes déviations de la température critique de I’estimation simple (13, 16), ou méme a sa totale remise en question ?
Ces questions, auxquelles nos simulations numériques mésoscopiques peuvent difficilement répondre, font 1’objet de
la section qui suit.

6. Au méme ordre d’approximation, on prédit une chaleur latente de changement d’état par particule Q©)/N = %I/lol + %kBTgo)
passe d’un N-mere d’entropie kzgO(In N) 2 un gaz atomique classique d’entropie Nkg In[¢>/?/(pA)] + kgO(In N).
7. Sa fonction de partition vaut Zy_gim = ZaS (2), ot z = exp[—LEp(2)]4 V2/L et la somme S (z) = ZE’Z(/)H Z*N!/[s!(N — 2s)!], portant sur le

nombre s de dimeres, est exprimable en termes d’une fonction hypergéométrique, S (z) = zFo(—%, % - %;4z).
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4. Existence de la transition de phase et différentes limites a grand nombre de particules

Sur la foi des simulations numériques de la section précédente, limitées a une centaine de particules, notre systeme
unidimensionnel de bosons en interaction attractive devrait admettre, dans une certaine limite macroscopique, une
transition de phase du premier ordre entre une phase gazeuse et une phase liquide, dont la température critique a
été estimée dans une approximation a deux phases pures, voir I’équation (13). L’ objectif de cette section est d’abord
d’apporter une justification analytique a 1’existence d’une telle transition, avec une majoration de 1’erreur commise
sur T, dans (13). Il est ensuite de construire différents types de limites thermodynamiques, de voir comment les effets
de taille finie les affectent, et de déterminer dans quelle mesure les deux phases concurrentes sont, respectivement,
surtout atomique et surtout liquide.

4.1. Existence de la transition et majoration de I’erreur sur T,

D’utiles majorations de la fonction de partition Z.oy¢ de 1’équation (11) vont permettre d’établir simplement que
les écarts a la monoatomicité de la phase gazeuse et a la pureté de la phase liquide ne remettent pas en question le
scénario d’une transition de phase liquide-gaz, pourvu que cette transition se produise dans le régime non dégénéré,
pd < 1. Ceci exclut la possibilité qu’'une troisieme phase, passée inapercue dans les simulations mésoscopiques,
puisse émerger et ’emporter a la limite des grands N. Pour cela, nous définirons, dans I’espace des configurations,
des voisinages des phases purement atomique et N-mérique, dont nous majorerons les corrections qu’ils apportent a
I’énergie libre par particule, donc a T, par rapport a I’approximation a deux phases pures de la section précédente.
Au voisinage du gaz monoatomique — Prenons d’abord comme référence la phase purement atomique, de fonction
de partition Z,, = (L/A)/N!, en formant le rapport Zeonr/Za, €t en éliminant le nombre d’atomes N, grice a la
conservation du nombre total de particules N, N1 = N — Znsz nN,. Cette élimination est simplifiée par le fait attendu
que Ey(1) = 0 dans I’équation (1). Le seul facteur non trivial restant provient de la factorielle d’indiscernabilité
atomique, que nous nous contentons donc de majorer,

N! . N-N; "o N,
aiel B I ELAREE & a7
I s=14+N

pour obtenir

NA n—1
avec a,(N) = n'/ze_ﬁEO(”)N(T) (18)

Zeowt _ 7 LI

= !
Zat n:2 Nn-

Intuitivement, cette inégalité est presque saturée, et les nombres entiers N, pour n > 2, obéissent presque a des lois de
Poisson de parametres @, (N), si le nombre d’atomes dans la phase considérée dévie tres peu de N en valeur relative,
en particulier |1 — (N1)/N| <« 1, et si I'effet de troncature dii a la conservation du nombre total de particules est
négligeable sur la distribution de N,, en particulier a,(N) < N/n.

Une interprétation physique simple de la quantité a,,(N) est que la fonction de partition d’un gaz de N — n atomes
en présence d’un unique n-mere, avec 2 < n < N, vaut approximativement «,(N)Zy : @, est la premiere correction
(en valeur relative) a la fonction de partition du gaz atomique due aux n-meres. Dans 1’expression de a,(N), le
facteur N" > 1 correspond a une augmentation de 1’entropie de comptage, induite par le remplacement de n atomes
par un n-mére discernable de ceux-ci. Le facteur (1/L)"~' < 1 correspond 2 une perte d’entropie cinétique due au
remplacement des degrés de liberté externes de n atomes par ceux du mouvement d’un n-mere. A N fixé, plus la taille
n du n-mere est grande, plus @,(N) est petit et moins son introduction dans le systeme est favorable, puisque pA < 1,
ce qui suggere déja que les trimeres doivent avoir un effet plus faible sur I’énergie libre de la phase gazeuse que celui
des dimeres, et ainsi de suite.

Introduisons ensuite la notion de voisinage d’ordre d’agrégation maximal np,x de la phase atomique, qui contient
toutes les configurations possibles composées de n-meres de tailles arbitraires n mais valant au plus 72y,x, aVec Amax
limité a N/2 afin d’éviter le recouvrement avec le voisinage du N-mere que nous allons définir dans la suite. Notre
voisinage d’ordre maximal ny, contient la phase purement atomique comme cas particulier, donc sa fonction de
partition Z=m) st minorée par Z,. Elle est majorée par application de (18) et extension de la sommation sur les

vois. at.

(Nﬂ)ZSngnmax é N”max*l .

vois. at.

Zat < Z(nSnmax) = Z Zconf < Zal eZ::Z'Zax (ln(N)’ (]9)

conf/N,=0Vn>nyax
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encadrement que nous utiliserons pour borner le changement de température critique dii a la présence de dimeres,
trimeres, etc, dans la phase gazeuse.
Au voisinage du N-mere — Prenons maintenant comme référence le N-mére pur, de fonction de partition Zy_mere =
exp[-BEo(N)IN'2L/A. Pour k < N — k, c’est-a-dire k < N/2, définissons comme son sous-voisinage de degré de
dissociation k 1’ensemble des configurations a un (N — k)-meére en présence d’une distribution quelconque des k
particules restantes en atomes, dimeres, ... ou au plus un k-mere. Sa fonction de partition sera notée Zégvois' Nomore: L€
cas particulier k£ = O correspond au N-mere pur.

Appliquons alors le raisonnement de la majoration précédente, au prix de légeres modifications : comme on
a nécessairement Ny_r = 1, et a part ce cas, N, = 0 dés que n > k, le nombre d’atomes est maintenant plus
commodément éliminé par la relation

k k
k!
Ny = k- Z nN, sibien que NS | | s| < KM = R (20)
n=2 . s=1+N)

On a aussi (N —k)!/? < N'/2, Tout ceci nous conduit 2 une majoration de Zégvois' Nmere dans le méme esprit que (18), si
ce n’est que les premieres corrections @, dues aux n-meres a la phase atomique entourant le (N — k)-mere s’ exercent
maintenant sur k particules seulement, et non plus N, d’ou le remplacement, dans I’équation (18), de «,(N) par a,(k),
de Z, par (L/D)*/k! et de 1a borne supérieure N par k :
Zeonf < e*ﬁ[EO(N*k)*EO(N)] (L//l)k ﬁ [a'n(k)]N"
ZN-mére h k! Nn'

(2D
n=2

Notons que le premier facteur, exponentiel, est ici un frein a la dissociation, suivant la loi d’activation thermique
attendue, correspondant a I’énergie minimale a fournir Eo(N — k) — Eo(N) > O pour extraire k particules du N-mere,
énergie proche de k|| pour k£ < N, alors que les puissances de L/A > 1 sont une incitation a la dissociation, par
gain d’entropie cinétique. Par ailleurs, comme dans la discussion qui suit I’équation (18), I’inégalité (21) devrait étre
saturée lorsque le produit de la dissociation est presque purement atomique, les n-meres de n > 2 s’y distribuant
alors selon des lois de Poisson de parametres a,(k). Maintenant, surmajorons, en 1’étendant a N1 1a somme sur
toutes les configurations (N, )2<,<x du sous-voisinage de degré k, puis définissons le voisinage du N-mere de degré de
dissociation maximal kp,y, par réunion de tous les sous-voisinages de degré k < km,x, de fonction de partition

Kmax

(k<kmax) — — (k)
Zvois.N-mére = Zzss-vois.N»mére (22)
k=0

Bien entendu, nous limitons cette définition a k,,x < N/2. Nous obtenons finalement 1’encadrement

Kiax (L/ /l)k
k<kmax _ Z 2: ~BLEo(N=k)=Eo (N K an(k
ZN»mére < Zx(fois. N—:nére = Zconf < ZN-mére 4 BlE( )-Eo)] k' 62"" @l ), (23)
conf/In>N—kmax /N, #0 k=0 ’

que nous utiliserons pour borner le changement de température critique dii a la dissociation partielle du N-mere.

Implications sur la transition de phase — Testons le scénario a deux phases pures de la section 3, en élargissant la
premiere a la phase gazeuse contenant des n-meres de tailles arbitaires jusqu’a nm,x, et la seconde a la phase liquide
contenant le N-mere partiellement dissocié en présence d’une phase arbitraire a au plus kyax particules. La température

critique T, on I’exposant signifie « élargie », s’obtient alors en égalant la fonction de partition Zi'(’)i"’:f) de la phase
gazeuse élargie, voir I’équation (19), a celle Ziﬁfs/f‘xf;ére

implicite (14) devient

de la phase liquide généralisée, voir I’équation (23). L’équation

(24)

(N<Nmax) (k<Kmax)
) + (11‘1 N) — 1 []n Zvois. at. In Zvois.N»mére
N

1 e
—B© —In —

Zal ZN -mere

Pour valider le scénario a deux phases pures, il faut donc montrer que le second membre de cette équation est petit
devant I’'un des deux premiers termes du premier membre. A cette fin, rendons les majorations plus explicites dans les
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sommes sur n des a,(N) et des «,(k), en utilisant le fait que —BE(n)/(n — 1) = n(n + 1)ﬁ|,uo|/(3N2), etquen(n+1)y
est majorable par 7y (Mmax + 1) OU kpmax(kmax + 1) :

Dy <N a2xr < N—(lﬁ;()z avec X = % Pl (s +1/GN?) (25)
n=2 n=2 N
k Kooy
Z a,(k) <k Z n'?y"! < kU\/——Z;//)Z avec Y = km%/l ol (ke + 1)/ GN?) (26)
n=2 n=2 N

Pour np,x et kmax assez petits, nous devrions avoir X < 1 et ¥ < 1 ce qui a permis de surmajorer en étendant les
sommations jusqu’a I’infini ®. Le report de (25) dans 1’encadrement (19) donne directement :

(n<Nmax )
0< —In Zvr(l)isr.l at. < \/EX
- N Zu T (1-X)?

27)

Pour obtenir une forme utilisable de la majoration (23), minorons [Eg(N — k) — Eo(N)]/(k|uol), qui est une fonction
décroissante de k, par sa valeur n = 1 — (kmax/N) + (kfnax —1)/(BN?) en k = kmax, puis utilisons le surmajorant dans
(26), et finalement surmajorons en étendant la somme sur k obtenue en une série sur N :

(k<kmax) —Bluoln
< . e
0 < L 1p Zoow Wome o VEVI(-YY (28)
ZN»mére P A

Pour confirmer I’existence d’une transition de phase liquide-gaz a une température proche de celle TC(.O) de I’équa-
tion (13), dans le cas N > 1, nous élargissons au maximum les deux voisinages en prenant (pour N impair)
Nmax = kmax = (N — 1)/2. Ces deux voisinages maximaux, disjoints, incluent dans leur ensemble toutes les confi-
gurations internes possibles °. Définissons T, comme le point d’égalité des fonctions de partition de ces voisinages
maximaux, et bornons 1’écart supposé petit de 7, a Tﬁo), en linéarisant le premier membre de 1’équation (24), et en
évaluant le second membre en 7 = Tﬁo), ce qui permet d’éliminer S|uo| au profit de pA dans les quantités X et ¥ pour
obtenir X = 2Y = e!/4(pA”)3/4. Nous trouvons que la borne supérieure apparaissant dans (27) est plus grande que
celle dans (28). Comme V2e!/* < 2, nous concluons qu’il existe un voisinage de pAY = 0, c’est-a-dire de L/€ = +oo
d’apres (14,16), sur lequel

ITe - T 20y

< —
T Infe/(pAL")] pA"~0

et qui peut donc bien accueillir une transition liquide-gaz, dans des limites thermodynamiques qu’il nous reste a
préciser. Avant cela, notons que le majorant dans (28), suffisant pour la présente discussion sur I’existence de la
transition au voisinage de T mais qui a le tort de diverger en 1/(pA) a trés haute température, doit &tre amélioré si
I’on veut exclure la présence d’une transition a des températures arbitrairement plus élevées que TC(.O), comme il est
fait dans I’ Annexe A.

(29)

4.2. Une limite rendant le modéle exact

Comme le montre sa 1égende, la figure 1 dépend seulement de deux parametres sans dimension, le nombre de
particules N et la longueur de la boite L/¢ adimensionnée par le diametre du dimere. Pour passer a la limite ther-
modynamique, le plus naturel est de faire tendre comme d’habitude N vers I’infini a force des interactions et densité
moyenne fixées, ce qui correspond donc a

N — +o00 a pl = constante (30)

et rend la premiere condition de validité (4) du modele exactement satisfaite.

8. Onautilisé 3*5(n/2)!2u=" < 355 (/2" = u(l — u/2)/(1 — u)* <u/(1 — w)?, Yu € [0, 1[.
9. En effet, soit la configuration ne comporte aucun n-mere de taille supérieure a N/2, auquel cas elle est dans le voisinage maximal du gaz
monoatomique ; soit il existe un tel n-mere, qui est alors seul dans cette catégorie, et la configuration est dans le voisinage maximal du N-mere.
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Déterminons d’abord la température critique TC(.O) dans I’approximation minimale a deux phases pures de la section
3. La limite (30), d’apres (4), implique que (|uo|/E Y2 =N/ (mpf) — +co, point peut-Etre troublant pour le lecteur et
sur lequel nous reviendrons en section 4.3. Par itération de 1’équation implicite (15), compte tenu du fait que ﬂgo) |tol
est bien plus grand que son logarithme, nous obtenons le comportement asymptotique

e, (ln InN )
plN12n InN
Lorsque N diverge, la température critique Téo) devient donc, tres lentement, arbitrairement plus faible que le po-

tentiel chimique du N-mere. De plus, les deux dernieres conditions de validité (5, 7) du modele deviennent, a cette
température, arbitrairement bien satisfaites :

1 1
§[;5.0)|u0| N InN - 3 InlnN +In (31)

A0 O 127 1n N)'/2
Pe  _ L ~ & =0 (32)
pf € N—+oo N

En d’autres termes, le modele simple (10,11) est asymptotiquement exact. Enfin, comme p/lﬁ.o ) - 0 essentiellement
comme une loi de puissance en N, I’équation (29) nous donne le résultat important que 1’approximation a deux phases
pures est, elle aussi, asymptotiquement exacte pour le calcul de T :

(ksTe = kT luol = OL/N) | — 0 (33)

Il ne faut pas en déduire que les dimeres apportent une contribution négligeable a la fonction de partition de la phase
gazeuse, ou que leur nombre moyen y tend vers zéro. Par étude de la fonction de partition atomo-dimérique, voir en
section 3, ou plus simplement en réalisant que la phase gazeuse est ici dans le régime quasi-poissonnien défini apres
I’équation (18), nous trouvons au contraire que Zy-4im/Zy diverge comme expl[az(N)], et que le nombre moyen de
dimeres diverge comme a»(N), ot @»(N), défini par (18), diverge en (In N)!/? i la transition. Mais ceci est o(N) donc
trop lent pour contribuer asymptotiquement a I’énergie libre par particule, ou au taux moyen de fragmentation. Encore
mieux, ’ajout de trimeres apporte, d’apres (18), une contribution a la fonction de partition négligeable par rapport a
Zy, car majorée par explaz(N)]{exp[as(N)] — 1} — 0, et le nombre moyen de trimeres tend vers zéro comme a3(N),
a la transition. De méme, la phase liquide y est asymptotiquement pure, car la probabilité d’y trouver un atome non
lié, voir en section 3, tend vers zéro comme exp(—S.|uol)L/A., donc en In N/N. Tout ceci permet de déterminer la
loi d’échelle avec laquelle la limite thermodynamique est atteinte, par simple utilisation de I’approximation a deux
phases pures. Par exemple, pour le taux de fragmentation moyen, on obtient la loi universelle '° :

expd T-T.

- ——— a 0=
N—+eo 1 +expd T,

”

1 1
N(E - §ﬂ$9>|uo|) fixé, (34)

c’est-a-dire que la largeur relative en température de la transition se rétrécit en 1/(N In N).

4.3. Une limite thermodynamique plus habituelle

La limite des grands N de la section 4.2 est inadaptée a une réalisation expérimentale, a force des interactions fixée,
puisque |uo| y diverge en N2, ce qui rend la condition d’unidimensionalité du systéme (|ug| petit devant le quantum
d’énergie vibrationnelle transverse /iw, ) asymptotiquement irréalisable i la transition'!. D’ou I’idée de fixer Ng a
une valeur constante dans I’expérience, en ajustant g grice a une résonance de Feshbach. La limite (30) correspond
alors & N?/L =constante, ce qui est inhabituel. Considérons donc ici plutot la limite

L
N — +00 a 7 = constante (35)

10. T suffit de poser T = TV/(1 = ¢), si bien que Zu/Zy-mue = expl—In(1 — )(N — 1)/2] exp[-€BL Eo(N)], avec (N — 1) In(1 — €) ~ —Ne et
(CO)EU(N) ~ - (CO)IyUIN/& Si I’on utilise (31) et un calcul numérique opto-dimérique (cf. le tireté sur la figure 1), on trouve pour pf = 1 que (34)
est déja presque atteinte a N = 1000.

11. Cette condition d’unidimensionalité justifie aussi I’utilisation d’une interaction en ¢ de Dirac, du moins dans le cas habituel pour les atomes
froids ol la véritable interaction tridimensionnelle V3p est de portée négligeable par rapport a la distance moyenne entre particules [3]. En effet, V3p
induit, en présence du confinement harmonique transverse, une interaction effective a une dimension de portée effective non nulle r, ~ [h/(mw, )] 172
[22] mais négligeable dans le régime de Born sous la condition suffisante kj|r.| < 1, ol le vecteur d’onde relatif typique est ici kye] = O(N/?).
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qui conduit bien a une densité p constante si Ng est fixé, et a un rapport |uo|/Er constant comme il se doit pour une
honnéte limite thermodynamique. Alors ,85.0 ) |tto| admet une limite finie, donnée par (16), et p/li.o) /e = exp(—ﬂﬁo) ltol/3).
Mais Téo) ne coincide plus avec T, elle en constitue seulement une bonne approximation dans un régime suffisamment
non dégénéré, comme le garantit le résultat mathématique (29) 12 1] en va de méme pour la relation universelle (34),
qui prédit maintenant une largeur de la transition en 1/N. Les deux premieres conditions de validité (4,5) du modele
ne sont d’ailleurs plus qu’approximativement vérifiées, seule la troisieme condition (7) est exactement remplie lorsque
N — 400 ala transition.

Méme si le résultat mathématique (29) doit, pour étre rigoureux, considérer les voisinages maximaux des deux
phases pures, avec nimax ~ kmax ~ N/2, il est physiquement attendu que les premieres corrections a Téo) proviennent en
fait de voisinages plus immédiats ny,x < N/2 et kpax << N/2. Comme le proche voisinage du gaz purement atomique
est quasi-poissonnien a la transition, tel qu’il est décrit apres 1’équation (18), nous trouvons que sa contribution
dominante au second membre de (24) est celle a2 (N)/N — \/zp/l des dimeres '3, celle des trimeres a3(N)/N étant
O(pA)?, etc. Nous voyons cependant apparaitre une insuffisance de notre modele : la phase purement atomique, bien
que non dégénérée, reste en réalité un gaz bosonique, dont la fonction de partition ZE%¢ dévie déja de celle du gaz
classique Z, = (L/A)V/N! au premier ordre en pA [17], N~ In(ZB%¢/Z,)) = 273/2pA + O(pA)?, ce qui apporte une
correction a la température critique du méme ordre en pA que celle des dimeres, mais ignorée par le modele.

Pour estimer la contribution du proche voisinage du N-meére, nous pouvons supposer, instruits par ce qui précede,
qu’a I’ordre dominant en pA, celui-ci se dissocie faiblement en un gaz purement atomique a k particules, bien dans
le régime poissonnien. Ce qui revient a dire que la seconde inégalité dans (23) est presque saturée, que les a, (k) y
sont négligeables, et que le N-mere se dissocie en un (N — k)-mere plus k particules avec un poids essentiellement
poissonnien, compte tenu du fait que kmax < N/2:

k Bl
*) Y e
Zss-vois.N—mére /ZN’mére - F

(36)

A la transition, le taux de dissociation moyen de la phase liquide est alors y/N = (,0/15.0))2 /€3, et la contribution
qu’apporte cette dissociation au second membre de (24) est négligeable devant celle des dimeres de la phase gazeuse.
Au-dela du modele — Afin de déterminer la vraie correction a Tgo) au premier ordre en pA, appliquons a la phase ga-
zeuse '* une approche systématique 4 haute température, celle du développement du viriel quantique, N~! ln(Zga"ZSe Zat)
bypd + O(pA)?, qui inclut & cet ordre la statistique quantique, les interactions entre atomes et la présence de dimeres
[23]. Avec la méthode de la §2.3 de la référence [24] ' nous trouvons pour des interactions attractives b,/ V2 =
(€"/2)[1 +erf (u'?)] — 1/4, ot u = B|Ey(2)| ; dans la limite (35), u — 0 donc by — 273/2, ce qui se réduit a ’effet de la
statistique quantique, au contraire des prédictions du modele, et rend le décalage en température attribué aux dimeres
sur la figure 1 non significatif '° ! Notre interprétation en est que les états 4 deux atomes non liés sont nécessaire-
ment orthogonaux a I’état du dimere, fait non pris en compte dans le modele ; si la constante de couplage g passait

de 0" a 07, I’état dimere apparaitrait mais un état non li€ a deux atomes disparaitrait, tout ceci a 1’échelle d’énergie

12. Les formes plus précises (27,28) garantissent 1’existence d’une solution 7. a 1’équation Z‘(/];iss{V]C?|Lére(T) = Z‘(/Ziss{\g/t?)(T) des que L/¢ > 105, 1.

13. Pour aller au-dela de I’approximation poissonnienne, nous avons appliqué la méthode de Laplace a la somme S(z) de la note 7, apres
utilisation de la formule de Stirling et remplacement de la somme sur s par une intégrale sur x = 2s/N. Alors Zy_dim/Zat ~ exp[Nu(xo)]/(1+ x0)'7?
lorsque N — +o0, avec u(x) = (x/2) In[2 \/prl/(ex)] — (1 =x) In(1 —x) et xp est la racine de ' (x) sur [0, 1]. On a toujours u(xp) < \/Ep/l, en accord
avec la majoration (19) appliquée a nmax = 2, et u(xp) ~ @2(N)/N si pd — 0.

14.  En phase liquide, on peut appliquer la théorie de Bogolioubov au soliton brillant, si les quasi-particules de Bogolioubov, de spectre ¢, =
o] + h2k? /(2m), sont en nombre SN = >lexp(Ber) — 117' < N, ce qui impose kpT < |ug| si pAd < 1, et donc 6N/N = e’ﬁl“("/(p/l) < 1:dansla
limite (35) a Ng fixé, la fonction de partition correspondante vérifie N~! In ZBog = %,8|;10| +(pA)~! Y o1 €xp(—Blrols)/ Vs, le terme dominant s = 1
a kpT < |uo| est donc bien prédit par (36) ; la contribution a N~'1n ZBog du déphasage 6(k) = —4 arctan(kf/N) dii au soliton [voir avant (9)] tend
bien vers zéro aux grands N, comme —(4¢/L) exp(=Bluo))[1 + OkpT /Iuol)1/(NpA).

15. Comme dans [25, 26] on utilise un régulateur harmonique de pulsation w, si bien que b,/ V2= 1/4+1limg_0 Zqzo(e‘ﬂfq —e"ﬂE‘(Im) oll (€7)geN
est le spectre de H = p?/m + mw*x? /4 + g6(x) limité aux états pairs (bosoniques), solution de I(3 — 552)/T'(3 - 55&) = ~2(2%iw/m)' 1/ g [27]
et 6,50) = (2q + 1/2)hw est le spectre correspondant pour ¢ = 0. Siw — 0a g < 0 fixé, g — Eo(2) et €51 = hw[2qg — 1/2 + 2A(¢y) + O(1/gq)] = 0,
avec A(e) = (1/n) arctan{[—€/Ey(2)]/?}. Si g >0, g0 = hwl[2g +3/2 - 2A(ey) + O(1/q)] = 0 avec la méme fonction A(e). Il reste a remplacer la
somme sur ¢ par une intégrale sur €;, pour obtenir by donné dans le texte a g < 0, et b/ V2 = %"[1 —erf(u'/?)] - % (en accord avec [28])a g > 0.

16. En revanche, la fraction de dimeéres dans la phase gazeuse prédite par le modele est en accord avec celle \/prl exp[—BEn(2)] déduite de b;.
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|Eo(2)| < kpT, ce qui conduirait 2 une compensation dans b, : le second cumulant b, varie bien continlment autour de
g = 0. Dans notre modele corrigé, nous obtenons finalement, pour la température critique de la transition liquide-gaz
dans la limite (35), I’équation implicite :

modele ( e
= In|—
corrigé .

; ) +2732p2, + O(pA.)? (37)

(&

l/3| |
3c,uO

5. Conclusion

Nous avons limité ici notre étude du systeme unidimensionnel de bosons en interaction attractive g < 0 au cas parti-
culier d’une grande boite, de longueur L bien supérieure au diametre £ de I’état dimere. Ceci signifie que, dans une dis-
tribution uniforme des N bosons a la densité p = N/L dans la boite, I’espacement moyen 1/p entre particules est bien
plus grand que le N-mere fondamental, de diamétre & ~ h?/(Nm|g|) et de profil de densité en [N/(4£)]/ ch’[x/ 29)]
aux grands N. En un mot, nous sommes dans le régime pé = ¢/(2L) < 1.

Dans ces conditions particulieres, et a I’équilibre thermique, nous avons montré qu’une transition de phase liquide-
gaz se produit a la limite thermodynamique, a une température 7. donnée a divers ordres d’approximation par (16,37),
mais tellement élevée que le systeme se trouve dans le régime non dégénéré pA. < 1, A, étant la longueur d’onde
thermique de de Broglie correspondante. Sur une plage de température de largeur O(1/N)T,, le systeme passe en effet
d’une phase gazeuse uniforme de densité p, essentiellement monoatomique [la fraction de n-meres y est O(pA.)"], a
une phase liquide réunie en une goutte inhomogene de diametre &, entourée d’une trés faible fraction gazeuse O(pA,.)>
essentiellement monoatomique et uniforme.

D’un point de vue théorique, notre résultat semble contredire un argument général dfi a Landau, suivant lequel
il ne peut y avoir coexistence de deux phases différentes dans les systemes unidimensionnels avec des interactions a
courte portée, ces phases ayant tendance a se morceler indéfiniment jusqu’a former une émulsion [23]. Cependant,
les n-meres ne constituent pas ici un liquide ordinaire extensif a densité plafonnée : leur énergie E((n) n’est pas une
fonction linéaire du nombre de particules n aux grands n, mais cubique, si bien que le morcellement du liquide en
fragments mésoscopiques ou macroscopiques a un coit énergétique considérable (par exemple (3/4)|Eo(N)| si ’on
coupe le N-mere en deux parties égales), au lieu d’étre simplement proportionnel au nombre de fragments avec un
coeflicient de proportionalité intensif, comme il est supposé dans la §163 de la référence [23].

A ce stade, on pourrait nous faire 1’objection de principe suivante : le défaut d’extensivité de notre phase liquide,
qui résulte du modele d’interaction en ¢ de Dirac, ne peut se maintenir a la limite N — +co, dans laquelle la densité
du liquide semble diverger et la portée non nulle de tout potentiel d’interaction réaliste, ne serait-ce que sous la forme
d’un ceeur dur, devrait donc se manifester. Cependant, a la limite thermodynamique, seul compte le parametre sans
dimension L/, voir I’équation (35), et non pas la longueur ¢ elle-méme. A I’objection de principe, nous opposons
donc une stratégie d’ ajustement de la force des interactions en fonction du nombre de particules N, par résonance de
Feshbach dans le cas des atomes froids, de fagcon que la densité N/(4£) au centre de la phase liquide reste constante.
11 faut pour cela que N?/{ reste constant, donc que la constante de couplage g tende vers zéro comme 1/N2. D’aprés
(35), on a alors que la longueur de la boite L diverge en N2, et que le potentiel chimique u de la phase liquide fonda-
mentale, I’énergie de Fermi Er de la phase gazeuse et la température de transition 7, s’annulent tous en 1 /N?. Mais,
a la transition, le parametre de dégénérescence quantique pA. reste constant, ainsi que 1’entropie par particule de la
phase gazeuse, ce qui montre que ces basses températures en 1/N? restent en principe accessibles par refroidissement
adiabatique.

Par ailleurs, cette absence d’extensivité de la phase liquide pourrait avoir une conséquence importante sur la
métastabilité de la phase gazeuse en dessous de la température de transition. De facon générale, on sait qu’un gaz
macroscopique lentement refroidi présente en principe un retard considérable a la liquéfaction, a cause de la barriere
d’énergie libre extensive entre les deux phases, mais qu’il I’évite en pratique par la nucléation locale de gouttelettes.
Ici, ce mécanisme local pourrait étre inhibé par la forte non linéarité en n de E((n). Isolons en effet par la pensée
une petite partie de la phase gazeuse a N’ particules, avec 1,pf < N’ < N, ce que permettent son homogénéité
et I’absence d’interaction a longue portée. Comme la température de liquéfaction 7, de 1’équation (14) est, a des
corrections logarithmiques pres, proportionnelle a I’énergie de liaison d’une particule dans le liquide qui se forme, la
petite partie ne devrait se liquéfier qu’a une température T’ oc N'? bien inférieure a celle o« N> du gaz complet.
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S’il se trouve que cette métastabilité constitue un sérieux obstacle expérimental, une échappatoire pourrait étre de
mesurer les énergies libres des deux phases de part et d’autre de la température critique, par chauffage graduel de la
phase liquide déja observée a basse température [3, 4] et par refroidissement progressif de la phase gazeuse facile a
préparer a haute température, puis de constater qu’elles se croisent a 7. L’énergie libre F(T') peut en effet &tre déduite
de I’énergie moyenne E(T) par intégration de la relation E = dg(BF), ou 8 = 1/(kgT). Or, I’énergie moyenne, comme
le montre la référence [29], est une fonctionnelle connue de la distribution en impulsion n(k) des particules, elle-méme
mesurable par temps de vol apres coupure brutale des interactions grace a une résonance de Feshbach.

Tout ceci laisse donc raisonnablement augurer d’une mise a I’épreuve expérimentale prochaine de notre scénario,
et peut-&tre de I’observation d’une transition liquide-gaz dans un systeéme d’atomes froids, ce qui constituerait une
grande premiére.

Remerciements

L’équipe d’Y.C. est aussi affiliée a 'IFRAF. L’'un d’entre nous (C.H.) a bénéficié d’une bourse Fulbright pour
son séjour a Paris en 1997-1998, au cours duquel il a accompli ce travail dans ses grandes lignes, ainsi que des
contrats numéros 1316617 et 0844827 de la « National Science Foundation » ; il remercie également la fondation
Sloan. M.O. a recu des financements de I’ « Office of Naval Research »(N0004-121-0400) et de la « National Science
Foundation »(PHY-1019197). Nous remercions Christoph Weiss pour son incitation a mener a terme ce projet.

Annexe A. Une meilleure majoration pour le voisinage du N-mere a tres haute température

Dans le corps de I’article, voir I’équation (28), on dispose de la majoration suivante de la fonction de partition du
voisinage du N-mere de degré de dissociation maximal kpax < N/2 :

1 1
(k<kmax) _
N In Zvois.N-mére < N In ZN-mére + 6 avec 0 = p/l

—Blroln ,
¢ Vva-ry (A.1)

Cette majoration, opérationnelle au voisinage de la température critique, ne 1’est plus dans la limite de tres haute
température, en particulier a 7 > Tﬁo). En effet, lorsque p4 — 0, Bluo| tend vers zéro, ainsi que Y, en vertu de 1’égalité

1
Bluol = E(p@z(ufﬁ (A.2)

Alors N7'In Zy_mere tend vers zéro en (pA)?, mais 6 diverge en 1/(pA), plus vite que N7'InZ,, qui croit seulement
logarithmiquement, en In[e/(pA)]. La majoration (A.1) ne suffit donc pas mathématiquement a exclure I’existence
d’une transition autre que celle identifiée dans cet article, a plus haute température.

Lexistence d’une telle transition concurrente est heureusement écartée par une simple amélioration du majorant
dans (A.1). 11 suffit de s’arréter avant la dernicre étape ayant conduit a (28), c¢’est-a-dire de garder la somme finie sur
k:

(k<kmax) Kimax
1 Zvois.N—mére < i (Ng)k 1 [ eNH

—1 < 1 =—1
N Zyme SN LR TN !

I'(1 + kmax,NH)] (A.3)

ou I est 1a fonction Gamma incompléte. La représentation intégrale de cette fonction conduit a la discussion suivante,
pour N — 400 a 6 et kyax/N fixés, ce qui correspond a la limite thermodynamique habituelle de la section 4.3. Si
NO/kmax < 1, un équivalent du majorant dans (A.3) est bien obtenu en y étendant la somme sur k a N tout entier, et
I’on retrouve (28). Si NO/kmax > 1, un équivalent est cette fois fourni par la majoration :

Kinax k Kimax Ko 1 | kmax £ K
(NOY" _ (NO) kma! _ (NO) (kmax) (A4)

k! kanax! = (NOF (Ko = K)! ™~ K N6

k=0 k'=0

ou I’on a posé k' = kmax — k, on a utilisé une majoration du type (17) et on a étendu la sommation sur " a N. Le
logarithme de la série géométrique obtenue, borné, ne contribue pas a la limite thermodynamique. En d’autres termes,
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Ficure A.2: Encadrements des fonctions de partition Zi';i]\ifz) et Ziﬁi]jéizére, plus précisément de leur logarithme par particule N~!In Zyoi., en
fonction de pA pour L/¢ = 150 a la limite thermodynamique N — +oo. Pour la phase gazeuse, I’encadrement correspond aux minorant et majorant
dans (27) (traits pleins rouges). Pour la phase liquide, il correspond aux minorant et majorant dans (A.5) (traits pleins noirs), ou au majorant dans
(28) (tireté noir). La valeur de pA a la température Tgo), estimation d’ordre zéro de la température de transition, est repérée par le pointillé vertical,
a l'intersection des traits pleins inférieurs rouge et noir. La majoration améliorée (A.S), au contraire de celle de (28), exclut 1’existence d’une

transition de phase a une température arbitrairement supérieure a Téo).

selon que N6/kpy,x est inférieur ou supérieur a un, la somme sur k dans (A.3) est dominée par ses derniers ou par ses
premiers termes, aux grands N. Nous retenons finalement :

(k<kmax) .
0< l In Zvois.N»mére < { 0 S1 Ne/kmax <1

) b 1n(eNO/kmax)  Si NO/kmax > 1 (A.5)

N-meére

Dans la limite pA — 0, le majorant dans (A.5) diverge seulement logarithmiquement, avec un préfacteur kpax /N < 1/2
donc au moins deux fois moins rapidement que N~' In Z.

Dans le cas des voisinages maximalement étendus de la phase atomique (n,0x = N/2) et du N-mere (kmax = N/2),
nous montrons, sur la figure A.2, les minorants et majorants des N7'In Zyois., 01 Zyojs. est la fonction de partition de
chaque voisinage, déduits des encadrements (27), (28) et (A.5), en fonction de pA et pour L/¢ = 150. Au contraire
de (28), le nouvel encadrement permet bien de conclure sans ambiguité que la transition liquide-gaz se produit a
une température critique proche de TC(.O), méme si I’on inclut dans la discussion des valeurs arbitrairement faibles de

pA. Rappelons que la phase thermodynamiquement favorisée est, a température fixée, celle de fonction de partition
maximale (donc d’énergie libre minimale).
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