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❆❜str❛❝t✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛ ✸❉ s❝❡♥❡ ❢r♦♠ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✷❉ ❧❛s❡r
✐♠❛❣❡s✱ ✉s✐♥❣ ❛❞✈❛♥❝❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ✜rst r❡❝❛❧❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❢❛♠♦✉s ❋❉❑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ s❝❛♥♥✐♥❣✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♣✐♥❤♦❧❡
❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❧❛s❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣
s✐♠✐❧❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ s❝❛♥♥✐♥❣✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❋❉❑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡
s❝❡♥❡✳ ❲❡ s❤♦✇ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ t❤❛t t❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ r❡❝♦♥str✉❝ts t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t
t♦ ❜❡ ✐♠❛❣❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ♦❝❝✉❧t❡❞✳

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆ ♥❡✇ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝ ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛s❡r ✐♠❛❣✐♥❣ ❤❛s ❡♠❡r❣❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦♠♠✉✲
♥✐t② ❬✸✕✺❪✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❡♥❡ ❢r♦♠ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❧❛s❡r ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡s❡ ❧❛s❡r ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❧❛s❡r ❡♠✐tt❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
s❝❡♥❡ ✐♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ♦r ♥❡❛r✲✐♥❢r❛r❡❞ ❜❛♥❞✳ ❚❤❡ ❧❛s❡r r❛❞✐❛t✐♦♥ r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝ts
✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤✲♣✐①❡❧ ❞❡♥s✐t② ❞❡t❡❝t♦r t♦ ❣✐✈❡ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❖♥❡ s✉❜✲q✉❡st✐♦♥ ✐s
✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ s❝❡♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❧❛s❡r s②st❡♠ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡
❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦❜❥❡❝t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✳ ◆❡✇ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛♥❞
✐♥❞✉str✐❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❤❛✈❡ ❛r✐s❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ✐♠❛❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢
❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❢♦r s✉❝❤ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❧❛s❡r ❞❛t❛✳

❚❤✐s s✉❜❥❡❝t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ✐♠❛❣✐♥❣ ❜② ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✿ r❡❝❡✐✈❡rs ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♠❡❞✐✉♠
♦♥ ✇❛✈❡s ❡♠✐tt❡❞ ❜② s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❢r♦♠ r❡❝♦r❞❡❞
❞❛t❛✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s ❛ ❧❛s❡r ❡♠✐tt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ♦r ♥❡❛r✲✐♥❢r❛r❡❞
❜❛♥❞ ✭❢r♦♠ ✺✵✵ ♥♠ t♦ ✷✷✵✵ ♥♠✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞
✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❛s❡r ♣✉❧s❡✳ ❚❤✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡s ❤♦♣❡s ♦❢ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞
✐♠❛❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s s❡✐s♠✐❝ ♦r r❛❞❛r ♠❡t❤♦❞s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s✳ ❆❧s♦
s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ r♦✉❣❤✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❧♦❝❛❧❧② ♣❧❛♥❡ s✉r❢❛❝❡s ❝♦♠♣❛r✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥✈♦❧✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❬✷❪ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ✷❉ r❡❝♦r❞❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦♥♦st❛t✐❝✿ t❤❡② ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛ ✷❉ ❛rr❛②
♦❢ r❡❝❡✐✈❡rs ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❘❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s
②✐❡❧❞s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✷❉ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞ t♦ ❣❡t ❛ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
s❝❡♥❡✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❝❛❧❧s t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ st❡r❡♦❣r❛♣❤✐❝
♣r♦❜❧❡♠✿ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ✸❉ s❝❡♥❡ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s✳ ❇✉t st❡r❡♦s❝♦♣② ❛ss✉♠❡s ❛ ♠♦❞❡❧
♦❢ ❧❛♠❜❡rt✐❛♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡❛❦ ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱
✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❡r♥s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ❧❛s❡r ✐♠❛❣❡r② ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❛r❣❡ts ❛t ✈❡r② ❧♦♥❣ r❛♥❣❡s❀
s♦ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ✉s❡ st❡r❡♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❡t❤♦❞s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❈♦♠♣✉t❡❞ ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❈❚✮ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❳✲r❛② s❝❛♥♥❡rs ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧
✐♠❛❣✐♥❣✿ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ✸❉ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ ✷❉ s❧✐❝❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② s❝❛♥♥✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ❳✲r❛②s✳
▲❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❛❧s♦ r❡❝❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ✉♥❞❡r
t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ❖♣t✐❝❛❧ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❖P❚✮ ❬✽❪✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✸✕✺❪✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡
♣r♦♣♦s❡ t♦ r❡❝❛❧❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ✉s✐♥❣ ❈❚ ❢♦r t❤❡
❧❛s❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ t❡st t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛✳

▲❡t ✉s ✜rst r❡❝❛❧❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✶✱ ✼❪✳
❚❤❡ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ s❝❛♥♥✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❛ s♦✉r❝❡ t✉r♥s ♦♥ ❛ ❝✐r❝❧❡ ❛r♦✉♥❞ ❛ s❝❡♥❡✳

❉❛t❡✿ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✸✱ ✷✵✶✸❀ ✈✷✳✶❜✐s✳
✷✵✶✵ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ✾✹❆✵✽❀ ✻✺❘✶✵❀ ✼✽❆✾✼✳
❑❡② ✇♦r❞s ❛♥❞ ♣❤r❛s❡s✳ ▲❛s❡r ✐♠❛❣✐♥❣❀ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤②❀ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥❀ ❋❉❑ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣❛rt✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❆❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡♥ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝

❧✬❊♥tr❡♣r✐s❡ ❡t ❧❛ ❙♦❝✐été✱ ✉♥❞❡r ●r❛♥t ❆◆❘✲✶✵✲▲❆❇❳✲✵✵✵✷✲✵✶✳
✶
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■t s❝❛♥s t❤❡ s❝❡♥❡ ❜② ❡♠✐tt✐♥❣ ♥♦♥✲❞✐✛r❛❝t✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ s✉❝❤ ❛s ❳✲r❛②s ❢♦r t❤❡
❤✉♠❛♥ ❜♦❞②✳ ❆ ✷❉ r❡❝❡♣t♦r ❛rr❛② ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦♥ t❤❡ ❛♥t✐♣♦❞❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✳
❊❛❝❤ r❡❝❡♣t♦r ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ■t ❣✐✈❡s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❛♥
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ♦✈❡r t❤❡ ❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❝❡♣t♦r✳ ■❢ ✇❡ r❡str✐❝t
t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✇❡ ❣❡t ❛ ✷❉ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ❧✐♥❡❛r ❢❛♥✲
❜❡❛♠ s❝❛♥♥✐♥❣✳ ❋♦r t❤❛t ✷❉ ❝❛s❡✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ②✐❡❧❞ ❞✐r❡❝t❧② s♦♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛❞♦♥
tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✳ ❙♦ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❧❧ ❧✐♥❡s t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ♣✐①❡❧ ❛♥❞ ❛ s♦✉r❝❡✱
❛♥❞ ✇❡ t❤❡♥ s✉♠ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ♣✐①❡❧ ❜②
♣✐①❡❧✳ ❚❤❡ ✐♥❣❡♥✐♦✉s ❋❉❑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✻❪ ✉s❡s t❤✐s ✷❉ ❢❛♥✲❜❡❛♠ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ✸❉ ❝♦♥❡✲
❜❡❛♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧✱ ❛ ❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦①❡❧ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡
✇❤✐❝❤ ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ r❡❝❡♣t♦r ❛rr❛② ♦♥ ❛ ❧✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♣❧❛♥❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❧✐♥❡ ❛s ✐❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤✐s ✷❉ ♣❧❛♥❡✱ ✉s✐♥❣ ♦❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡
✷❉ ❢❛♥✲❜❡❛♠ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤❡♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡s❡ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♠♦✈❡s✱ ✇❡ s✉♠ ❛❧❧
t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛❧❧ s✉❝❤ ❧✐♥❡s✱ ❛s ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡ ✐♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✷❉ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t
✐s ❛ ✈♦❧✉♠❡✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈♦①❡❧ ❜② ✈♦①❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❋❉❑ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

▲❡t ✉s ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❧❛s❡r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆ ❧❛s❡r s♦✉r❝❡ t✉r♥s ❛r♦✉♥❞ ❛ ✸❉ s❝❡♥❡✳ ❆t ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥✱
✐t ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡s t❤❡ s❝❡♥❡✱ ❛♥❞ ❛ r❡❝❡♣t♦r ❛rr❛② ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ✐♥ ❛ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ✐♥ t❤❡
♠♦♥♦st❛t✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❘❡❝♦r❞❡❞ ❞❛t❛ ❢♦r♠ ❛ s❡t ♦❢ ✷❉ ✐♠❛❣❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t②✱
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ✇✐t❤ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✳ ❲❡ ♥❡❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♦✉r
♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡✿ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♣✐♥❤♦❧❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② t❤❡
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t ❛ ❧❛s❡r ✐♠❛❣❡ ❛s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✱ ❛❧♦♥❣ r❛②s ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ ❛ s❛♠❡
♣♦✐♥t✿ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ r❡❝♦r❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧②
s♣❡❛❦✐♥❣ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ s❝❛♥♥✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❛s♦♥ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❋❉❑
❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t ❧❛s❡r ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s❧✐❣❤t
❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡❞✿ ❧❛s❡r ❞❛t❛ ❛r❡ ♥♦t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❞❛t❛✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t ✐t ✐s ♥♦t
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ ❋❉❑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ♦r ❛ ❤❡✉r✐st✐❝✱
r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛♥ ❡①❛❝t ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ t❤❡♥ s❤♦✇ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❲❡ ❞✐s♣❧❛② s❧✐❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡s❀ ✇❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❛ s✉❜✲✈♦❧✉♠❡ ✇❤♦s❡
❋❉❑ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ②✐❡❧❞s ❛ s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ✜rst r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦♠♦❣r❛✲
♣❤②✿ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ ✐ts ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❜② ❛ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋❉❑ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ s❝❛♥♥✐♥❣❀ t❤✐s ✜rst ♣❛rt ✜♥✐s❤❡s ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡
✉s❡ ♦❢ ❈❚ ❢♦r ❧❛s❡r ❞❛t❛✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱
✇✐t❤ t❤❡ ❋❉❑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❡st❡❞ ✉s✐♥❣ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❛ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ♣❛♣❡r ❜② s♦♠❡ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s✳

✷✳ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤②

✷✳✶✳ ❘❛❞♦♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❜② ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

✷✳✶✳✶✳ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐s t❤❡ ❘❛❞♦♥
tr❛♥s❢♦r♠ R✱ ✇❤✐❝❤ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✳ ■♥ ❛ ✷❉ s❡t✲✉♣✱ ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡
✐s ❛ ❧✐♥❡ L(θ, s) = {x ∈ R

2 : x · θ = s}✱ ✇❤❡r❡ θ ∈ S1 ✐s ❛ ✉♥✐t❛r② ✈❡❝t♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡
❧✐♥❡ ❛♥❞ s ∈ R ✐s t❤❡ s✐❣♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡✳ ❚❤✉s t❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

R[f ](θ, s) :=

∫

L(θ,s)
fdℓ ✭✇❤❡r❡ ℓ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♠❡❛s✉r❡✮.

❚❤❡ ♠♦st ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② t♦ ♠❡❛s✉r❡ s✉❝❤ ❛ tr❛♥s❢♦r♠ ✐s t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤②
❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❝❛♥♥✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr②✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥ θ✱ ❛ s♦✉r❝❡ ♠♦✈❡s
❛❧♦♥❣ ❛ ❧✐♥❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❜② θ ❛♥❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡s t❤❡ s❝❡♥❡ ❛❧♦♥❣ ❛ ❧✐♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ θ✱ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ L(θ, s)✳
❆ r❡❝❡♣t♦r ✇❤✐❝❤ ♠♦✈❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♠❡❛s✉r❡s R[f ](θ, s)✳ ❚❤✉s s✉❝❤ ❛♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ s❡ts ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ L(θ, s), s✳
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✷✳✶✳✷✳ ▼❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ s❛t✐s✜❡s s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♥❞❡r t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡t Fx ❜❡ t❤❡ ✷❉✲❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ x✲✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❧❡t Fs ❜❡ t❤❡ ✶❉✲❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ s✲✈❛r✐❛❜❧❡✿

Fx[f(x)](ξ) = (2π)−1

∫

R2

f(x)e−ix·ξdx, Fs[g(θ, s)](θ, σ) = (2π)−1/2

∫

R

g(θ, s)e−isσds.

❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝ts ✭♦♥ x ♦r s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❝♦♥t❡①t✮✿

(f1 ∗ f2)(x) =

∫

R2

f1(x− y)f2(y)dy, (v ∗ g)(θ, s) =

∫

R

v(θ, s− t)g(θ, t)dt.

❚❤❡♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ s❧✐❝❡ t❤❡♦r❡♠ ❧✐♥❦s t❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✿

Fs[R[f ](θ, s)](θ, σ) = (2π)1/2Fx[f ](σθ);

t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ✿

R[f1 ∗ f2] = R[f1] ∗ R[f2].

❚❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r R∗ ♦❢ t❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ■t ❛❝ts
♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s g(θ, t) ✐♥ t❤✐s ✇❛②✿

R∗[g](x) =

∫

S1

g(θ, x · θ)dθ.

❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r ❧✐♥❡s t❤r♦✉❣❤ x✳ ❚❤✐s ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥✿ ❢♦r g s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt② g(θ, s) = g(−θ,−s)✱

Fx [R
∗g] (ξ) = 2(2π)1/2 |ξ|−1Fs[g]

(

ξ

|ξ|
, |ξ|

)

. ✭✷✳✶✮

❚❤❡ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❣✐✈❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠✿

R∗

[

H
∂

∂s
Rf(θ, s)

]

= 4πf, ✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r H ✐s t❤❡ ❍✐❧❜❡rt tr❛♥s❢♦r♠✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❜② p. v. 1
πs ✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛

✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ g(θ, s) ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ R∗[v∗g]✱ ✇❤❡r❡ v ✐s ❛ ✜❧t❡r✳ ❆ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r ❛❝ts ♦♥ t❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✿

R∗[v ∗ Rf ] = R∗[v] ∗ f. ✭✷✳✸✮

❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✷✳✶✳✸✳ ❋✐❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❚♦ r❡❝♦♥str✉❝t f ❢r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ✐ts ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ Rf ✱
t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♥❞❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ R∗[v ∗ Rf ] ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱
✇❤❡r❡ v(s) ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ✜❧t❡r s✉❝❤ t❤❛t ✐ts ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ R∗[v] ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ❉✐r❛❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
❛♥❞ t❤✉s ✭✷✳✺✮ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ f ✳ ❚♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ r❡❝♦♥str✉❝ts ❢❛✐t❤❢✉❧❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s f ♦❢
❜❛♥❞✇✐❞t❤ 2Ω✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ✜❧t❡r vΩ s✉❝❤ t❤❛t R∗[vΩ] ∗ f = f ❢♦r f s✉❝❤ t❤❛t Fx[f ](ξ) = 0, |ξ| > Ω❀
✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ✭✷✳✶✮✱ ✇❡ s❡❡ ✐♥ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥ t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r vΩ s❛t✐s❢②✐♥❣✿

Fx [R
∗vΩ] (ξ) = 2(2π)1/2 |ξ|−1Fs[vΩ] (|ξ|) = (2π)−111|ξ|6Ω,

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ vΩ(s) s✉❝❤ t❤❛t✿

Fs[vΩ](σ) = 2−1(2π)−3/2 |σ| ϕ̂(σ/Ω), ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ ϕ̂(ν) ✐s ❛ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ 11|ν|61✳ ❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r vΩ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✷✳✷✮✿ ✉♣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦r✱ |σ| ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r
H ∂

∂s ❀ s♦ t❤❡ ✜❧t❡r ✭✷✳✹✮ ✐s ❥✉st t❤❡ ✜❧t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✳
❉✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉t♦✛ ϕ̂ ②✐❡❧❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ✜❧t❡rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ϕ̂(ν) = 11|ν|61 ②✐❡❧❞s
t❤❡ ❘❛♠✲▲❛❦ ✜❧t❡r❀ ❛♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❙❤❡♣♣✲▲♦❣❛♥ ✜❧t❡r✱ ✇✐t❤ ϕ̂(ν) = 11|ν|61 sinc

νπ
2 ✭✇❤❡r❡

sinc ν := sin ν
ν ✮✳

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ R∗[v ∗ Rf ] t♦
❝♦♠♣✉t❡ ✐t ❢r♦♠ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t ♦❢ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❧✐♥❡❛r
❢❛♥✲❜❡❛♠ ❞❛t❛✳
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✷✳✷✳ ■♠❛❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r ❢❛♥✲❜❡❛♠ ❞❛t❛✳ ❆s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st❡♣ t♦ ✸❉✲✐♠❛❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠
s❝❛♥♥✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❧✐♥❡❛r ❢❛♥✲❜❡❛♠ ❞❛t❛❀ s✉❝❤ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ s❝❛♥♥✐♥❣ ❞❛t❛ r❡str✐❝t❡❞
t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ✷❉✲s❝❡♥❡ t♦ ❜❡ ✐♠❛❣❡❞ ✐s ✐♥ t❤❡ ❞✐s❦ |x| < ρ✿ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐s ❛♥ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t f s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞✐s❦✳ ❆ s♦✉r❝❡ r✉♥s ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ |x| = r ✇✐t❤ ρ << r✳ ❲❤❡♥ t❤❡
s♦✉r❝❡ ✐s ♦♥ r(cosβ, sinβ) = rθ(β)✱ ✐t s❝❛♥s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❜② ❡♠✐tt✐♥❣ r❛②s❀ ❛ r❡❝❡♣t♦r ❛rr❛② r❡❝♦r❞s
t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♦♥ t❤❡ ❛♥t✐♣♦❞❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡
r❛② t❤r♦✉❣❤ rθ ❛♥❞ yθ⊥(β) = y(sinβ,− cosβ) ②✐❡❧❞s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ f ♦✈❡r t❤✐s ❧✐♥❡❀ ✐t ✐s ❞❡♥♦t❡❞
❜② g(β, y)✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ g ✐s t❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ f ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿

0

f(x)

rθ(β)

yθ⊥

θ⊥

g(β, y)

|x| = r

❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ❜② ❢❛♥✲❜❡❛♠ s❝❛♥♥✐♥❣✿ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t g(β, y) ✐s t❤❡ ❧✐♥❡
✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ f(x)✱ ♦✈❡r t❤❡ r❛② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♦✉r❝❡ rθ(β) ❛♥❞ t❤❡
✭✈✐rt✉❛❧✮ ♣♦✐♥t yθ⊥(β) ∈ θ⊥✳

g(β, y) = Rf(Θ(β, y), s(y)), ✇✐t❤ Θ(β, y) =

(

cos(β + arctan y
r − π

2 )
sin(β + arctan y

r − π
2 )

)

, s(y) =
ry

(r2 + y2)1/2
.

❲❡ ❛ss✉♠❡ g t♦ ❜❡ s❛♠♣❧❡❞ ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞✿

βj = j∆β,∆β =
2π

p
, j = 0, . . . , p− 1,

yl = (l + δ)∆y, l = −q, . . . , q,

✇❤❡r❡ δ ✐s t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r s❡t✲♦✛ ❛♥❞ ✐s ❡✐t❤❡r 0 ♦r±1/4✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ q s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
r❡❣✐♦♥ |x| < ρ ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ r❛②s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t f ✐s ✭❡ss❡♥t✐❛❧❧②✮ Ω✲❜❛♥❞✲❧✐♠✐t❡❞✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

∆y 6
π

Ω
, ∆β 6

r + ρ

r

π

Ωρ
.

❚♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡s❡ ❞❛t❛ g(βj , yl)✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✇r✐t❡ t❤❡
✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥R∗[vΩ∗Rf ] = R∗[vΩ]∗f ♦❢ f ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ (β, y)✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s✳
❆❢t❡r s♦♠❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ρ << r✱ ✇❡ ❣❡t✿

R∗[vΩ] ∗ f(x) =

∫

S1

r2

(r − x · θ)2
h

(

β,
rx · θ⊥
r − x · θ

)

dθ, h(β, z) =

∫ ρ

−ρ
vΩ (z − y) g(β, y)

rdy

(r2 + y2)1/2
.

✭✷✳✺✮
❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ h(βj , yk) ✉s✐♥❣ ❛ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ r✉❧❡✿ ❢♦r j = 0, . . . , p − 1✱ ❢♦r k =
−q, . . . , q✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

hj,k := h(βj , yk) = ∆y

q
∑

l=−q

vΩ(yk − yl)g(βj , yl)
r

(r2 + y2l )
1/2

.

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡
h(βj , z) ❢r♦♠ t❤❡ hj,k✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧✿ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
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♣♦✐♥t x ✭♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞ ♦❢ ♣✐①❡❧s✮✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ f(x) ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣

f❋❇(x) = r2∆β

p−1
∑

j=0

1

(r − x · θj)2
[(1− ω)hj,k + ωhj,k+1] ;

❤❡r❡✱ ✇✐t❤ θj = θ(βj) ❛♥❞ θj,⊥ = θ⊥(βj)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥
rx·θj,⊥
r−x·θj

= (1 − ω)yk + ωyk+1✱ ✇✐t❤

t =
rx·θj,⊥
r−x·θj

1
∆y

− δ✱ k = ⌊t⌋✱ ω = t− k✳

❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❥✉st✐❢② t❤❛t ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♣❡✲
③♦✐❞❛❧ r✉❧❡s❀ s♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s r❡s♦❧✉t✐♦♥ Ω✳

✷✳✸✳ ■♠❛❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ s❝❛♥♥✐♥❣✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✸❉ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠
s❝❛♥♥✐♥❣ ❞❛t❛❀ ✐t ✐s ❛ ✸❉✲❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✷❉ ❧✐♥❡❛r ❢❛♥✲❜❡❛♠✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❋❉❑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ✈❡r② ❢❛♠♦✉s ❤❡✉r✐st✐❝ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ✸❉ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✉s✐♥❣
✐♥❣❡♥✐♦✉s❧② t❤❡ ✷❉ ❧✐♥❡❛r ❢❛♥✲❜❡❛♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ✸❉✲s❝❡♥❡ t♦ ❜❡ ✐♠❛❣❡❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
f s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛❧❧ |x| < ρ✳ ❆ s♦✉r❝❡ r✉♥s ♦♥ ❛ ❝✐r❝❧❡ |x| = r ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡ x3 = 0✱
✇✐t❤ ρ << r✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s ♦♥ r(cosβ, sinβ, 0) = rθ(β)✱ ✐t s❝❛♥s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❜② ❡♠✐tt✐♥❣
r❛②s✳ ❆ r❡❝❡♣t♦r ❛rr❛② ✐s ♦♥ t❤❡ ❛♥t✐♣♦❞❛❧ ♣♦✐♥t✱ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ −rθ + 2θ⊥❀ ✐t r❡❝♦r❞s t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t❡❞
✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ♣❧❛♥❡ θ⊥ ❛s ❛ s❝r❡❡♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❡❡
t❤✐s r❡❝♦r❞❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ r❛② t❤r♦✉❣❤ rθ ❛♥❞ y = y2θ⊥ + y3e3 ∈ θ⊥✱ ✇✐t❤
θ⊥(β) = (sinβ,− cosβ, 0) ❛♥❞ e3 = (0, 0, 1)✱ ②✐❡❧❞s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ f ♦✈❡r t❤❡ r❛②❀ ✐t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
g(β, y)✳ ❚❤❡♥ g ✐s t❤❡ r❛② tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ f ❀ ✐t ✐s ❛❧s♦ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ✷❉ ❧✐♥❡❛r ❢❛♥✲❜❡❛♠ ✐s ❤❡r❡ ❡①❛❝t❧②
t❤❡ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳

f(x)

rθ(β)

θ⊥

e3
θ⊥

−rθ + 2θ⊥

g(β, y)

|(x1, x2)| = r

❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ❜② ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ s❝❛♥♥✐♥❣✿ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t g(β, y) ✐s t❤❡ ❧✐♥❡
✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ f(x)✱ ♦✈❡r t❤❡ r❛② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♦✉r❝❡ rθ(β) ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t
y = y2θ⊥ + y3e3 ✐♥ t❤❡ ✭✈✐rt✉❛❧✮ s❝r❡❡♥ θ⊥✳

❚❤❡ ❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ rθ(β) ❛♥❞ ❛ ♣♦✐♥t x ❤✐ts t❤❡ s❝r❡❡♥ θ⊥ ❛t y2θ⊥+y3e3✱ ✇❤❡r❡✿

y2 =
r

r − x · θ
x · θ⊥, y3 =

r

r − x · θ
x3. ✭✷✳✻✮

▲❡t π(x, θ) ❜❡ t❤❡ ♣❧❛♥❡ t❤r♦✉❣❤ rθ ❛♥❞ x t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ s❝r❡❡♥ θ⊥ ♦♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡
Rθ⊥ + y3e3✳ ■❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡r❡ ❛ ✷❉✲❧✐♥❡❛r ❢❛♥✲❜❡❛♠ s❝❛♥♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ π(x, θ)✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞
❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛♥✲❜❡❛♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣s t♦ θ✱ ❛♥❞ t❤❡♥
t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♦✈❡r θ t♦ ❣❡t t❤❡ ✜♥❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ f(x)✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❋❉❑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ❡①t❡♥❞
t❤✐s ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✷❉✲✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛✱ ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t θ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛♥❡s✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦✐♥t y3e3 ❛s ♦r✐❣✐♥ ✐♥ π(x, θ)✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ x′ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ x ✐♥ π(x, θ)✿

x′ = x− y3e3❀ t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ′ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ π(x, θ) ✐s θ′ = (rθ− y3e3)/r
′✱ ✇❤❡r❡ r′ = (r2 + y23)

1/2

✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ rθ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✐♥ π(x, θ)✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ r❡❛❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✷✳✺✮ t❤❛t
t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣s t♦ θ′ ✐s✿

I(x, θ) =
r′2

(r′ − x′ · θ)2

∫ ρ

−ρ
vΩ

(

r′x′ · θ⊥
r′ − x′ · θ′

− y′2

)

g(β, y′2θ⊥ + y3e3)
r′dy′2

(r′2 + y′2
2)1/2

.
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❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θ′ ✐♥ π(x, θ) t♦ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❚♦ ❡st✐♠❛t❡
f(x) ❜② t❤❡ ✷❉ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ π(x, θ)✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❛❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛❧❧
❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ π(x, θ)✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♠♦✈❡s ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
π(x, θ)✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❋❉❑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡s t❤❛t
✇❡ ❤❛✈❡✿

f(x) ∼ f❋❉❑(x) =

∫

I(x, θ)dθ′.

❆❢t❡r s♦♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❋❉❑ ❢♦r♠✉❧❛✿

f❋❉❑(x) =

∫

S1

r2

(r − x · θ)2
h(β, y)dθ, h(β, y) =

∫ ρ

−ρ
vΩ

(

y2 − y′2
)

g(β, y′2θ⊥ + y3e3)
rdy′2

(r2 + y′22 + y23)
1/2

.

✭✷✳✼✮
❍❡r❡✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t y = y2θ⊥ + y3e3 ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥ θ⊥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t x✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡
❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♦✉r❝❡ rθ(β) ✭y2 ❛♥❞ y3 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✷✳✻✮✮✳ ❚❤❡ ❋❉❑ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✷✳✼✮ ✐s s✐♠✐❧❛r
✇✐t❤ t❤❡ ❢❛♥✲❜❡❛♠ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✷✳✺✮❀ ✇❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡ ✐t ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ g(β, y)
♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞✿ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛ ✸❉ ♠❛tr✐① ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ [g(βj , y2,l, y3,k)]j,l,k❀ ❤❡r❡✱ t❤❡ ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡
✷❉✲s❝r❡❡♥ ❛r❡ t❤❡ (y2,l, y3,k)✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ h ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞✿ [h(βj , y2,l, y3,k)]j,l,k❀ ✇❡ ✇❡✐❣❤t t❤❡
❞❛t❛ ❜② r

(r2+y′2
2
+y2

3
)1/2

✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡

✇❡✐❣❤t❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ f❋❉❑(x) ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t x ♦♥ ❛ ✸❉✲❣r✐❞ ✭s❡t ♦❢ ✈♦①❡❧s✮✳ ▲❡t
✉s ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♥❡❡❞s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✷❉✲s❝r❡❡♥❀ ✇❡ ✉s❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢♦r
❡❛❝❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ y2 ❛♥❞ y3✳ ❚♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✈♦①❡❧s ♦♥ ❛
✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

✷✳✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❢♦r ❜♦t❤
✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ❢♦r s✉❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❙❤❡♣♣✲▲♦❣❛♥
♣❤❛♥t♦♠s✿ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❤❛r❛st❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r ❧✐♥❡s s✉❝❤
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛✿ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✳ ❚❤✉s t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ r❛② tr❛♥s❢♦r♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❡①❛❝t❧②✳

❲❡ ❤❛✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✸ t✇♦ s✐♥♦❣r❛♠s✿ t❤❡ ❧❡❢t ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❢❛♥✲❜❡❛♠ ❞❛t❛
g(βj , yl)✱ ✇❤❡r❡ βj ♠♦✈❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛♥❞ yl ♠♦✈❡s ✈❡rt✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ r✐❣❤t ♦♥❡ ✐s t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢
✇❡✐❣❤t❡❞ ❞❛t❛✿ h(βj , yl)✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✹ t✇♦ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✿

❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❢❛♥✲❜❡❛♠ s✐♥♦❣r❛♠ g ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐ts ✇❡✐❣❤t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ h ✭r✐❣❤t✮✳

t❤❡ ❧❡❢t ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❙❤❡♣♣✲▲♦❣❛♥ ♣❤❛♥t♦♠ f t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❢❛♥✲❜❡❛♠ ❞❛t❛✱ t❤❡
r✐❣❤t ♦♥❡ ✐s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ f❋❇ t❤❛t ✇❡ ❣❡t ❛❢t❡r ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♥❣ h✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✺ s❧✐❝❡s ♦❢ ❛ ✸❉ s✐♥♦❣r❛♠ g(βj , y2,l, y3,k) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠
s❝❛♥♥✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ♦♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ ✭❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ β✮ ✐s ❛ s❧✐❝❡
✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t β✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✻ t✇♦ ✈♦❧✉♠✐❝ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✿ t❤❡ t♦♣ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❙❤❡♣♣✲▲♦❣❛♥ ♣❤❛♥t♦♠ f t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❡✲
❜❡❛♠ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦♥❡ ✐s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ f❋❉❑ t❤❛t ✇❡ ❣❡t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❉❑ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❆ ✷❉ ❙❤❡♣♣✲▲♦❣❛♥ ♣❤❛♥t♦♠ f ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐ts r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ f❋❇ ❜② ✜❧t❡r❡❞
❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❙❧✐❝❡s ♦❢ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ ❞❛t❛ g(β, y2, y3)✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❙❧✐❝❡s ♦❢ ❛ ✸❉ ❙❤❡♣♣✲▲♦❣❛♥ ♣❤❛♥t♦♠ f ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐ts r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ f❋❉❑
❜② t❤❡ ❋❉❑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭r✐❣❤t✮✳

✸✳ ❍❡✉r✐st✐❝ ❢♦r ✸❉ ❧❛s❡r ✐♠❛❣✐♥❣

✸✳✶✳ ▲❛s❡r ✐♠❛❣❡s✳ ❲❡ ♥♦✇ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ❧❛s❡r s♦✉r❝❡ t✉r♥s ❛r♦✉♥❞ ❛ ✸❉ s❝❡♥❡✱ r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ❛
❝✐r❝❧❡ ✇❤♦s❡ ❝❡♥t❡r ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤❡ s❝❡♥❡ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✳ ❆t
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❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛s❡r ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡s t❤❡ s❝❡♥❡✱ ❛♥❞ ❛ r❡❝❡♣t♦r ❛rr❛② ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t
✐♥ ❛ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✱ ✐♥ t❤❡ ♠♦♥♦st❛t✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❣❡t ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❛ s❡t ♦❢ ✷❉ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♠❛❣❡s
❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ✇✐t❤ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡
s❝❡♥❡✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✸❉ s❝❡♥❡ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ✷❉ ✐♠❛❣❡s✳

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛ ❧❛s❡r ✐♠❛❣❡ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✿ t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡
❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧❀ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳ ❆❢t❡r ❛ ❧❛s❡r ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ r❡❡♠✐ts ✐♥
♠❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❆♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦r❞ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ r❡❝❡♣t♦r ♣❧❛♥❡
✇❤✐❝❤ ✐s ✭♣❛r❛❧❧❡❧ t♦✮ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ r❡❢♦❝✉s❡❞ r❛②s ❝♦♠✐♥❣
❢r♦♠ ❛ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t ♣♦✐♥t t♦ ❛ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♣t♦r ♣❧❛♥❡❀ t❤✐s ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥t ✐s ❛❧✐❣♥❡❞
✇✐t❤ s♦♠❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ r❡❝♦r❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♣♦✐♥t✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t ❛ ❧❛s❡r ✐♠❛❣❡
✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ❛❧♦♥❣ r❛②s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❡♥t❡r✳ ❙♦ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr② ✐s
❡①❛❝t❧② ❛ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ s❝❛♥♥✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ❛s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♦♥❡✦

rθ(β)

θ⊥

g(β, y)
|(x1, x2)| = r

❋✐❣✉r❡ ✼✳ P✐♥❤♦❧❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧✿ ❛ ✈✐s✐❜❧❡ ♣♦✐♥t ❢r♦♠ t❤❡ s❝❡♥❡ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥
t❤❡ r❡❝❡♣t♦r ❛rr❛② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❡♥t❡r rθ(β) ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s g(β, y)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ s❝r❡❡♥ θ⊥ ♦♥ y = y2θ⊥+
y3e3✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ r❡❝♦r❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t r✉♥s ♦♥
❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s r ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡ x3 = 0✳ ■ts ❝✉rr❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s r(cosβ, sinβ, 0) = rθ(β)✳
❚❤❡ r❡❝❡♣t♦r ❛rr❛② ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ θ⊥ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ rθ(β)✳
❍❡r❡ ❛❣❛✐♥ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ ✈✐rt✉❛❧ s❝r❡❡♥ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
♣❧❛♥❡ θ⊥✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t g(β, y) ❢r♦♠ t❤❡ r❛② t❤r♦✉❣❤ rθ ❛♥❞ y = y2θ⊥ + y3e3 ∈ θ⊥✱ ✇✐t❤
θ⊥(β) = (sinβ,− cosβ, 0) ❛♥❞ e3 = (0, 0, 1)✱ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ✭❢r♦♠ rθ✮
✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ r❛②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐s✿ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
t♦♠♦❣r❛♣❤② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t g(β, y) ✇❛s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ r❛②❀ ❤❡r❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❤❛s ❜❡❡♥ ❧♦st✳

❚♦ ✜♥✐s❤ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ t❤❛t
✇❡ ❣❡t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❉❛t❛ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ✸❉✲♠❛tr✐①✿ [g(βj , y2,l, y3,k)]j,l,k✳
❋✐rst✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ ❤❛❧❢✲❛✲❝✐r❝❧❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ βj =
j∆β,∆β = π

p , j = 0, . . . , p✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ s❝r❡❡♥ ✐s t❤❡

r❡❣✉❧❛r ✷❉✲❣r✐❞ (y2,l, y3,k)l,k ✇❤✐❝❤ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ✉♣
t♦ r❡s❝❛❧✐♥❣s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ st❡♣ y2,l+1 − y2,l ✐s δy = 1 ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
st❡♣ y3,k+1 − y3,k ✐s δz = 1✳ ❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❛②s ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ r❛❞✐✉s
r ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❛❢t❡r t❤❡s❡ r❡s❝❛❧✐♥❣s✳ ❚❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t s✐③❡ S ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❝❡♥❡ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② ♦✈❡r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛rr❛② t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t
s✐③❡ S ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ r❡❝♦r❞✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥str✉♠❡♥t ❛♥❞ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳ ❇② t❤❡ ✇❛②
t❤❡ ❚❤❛❧❡s t❤❡♦r❡♠ ❝❧❛✐♠s t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t s✐③❡ S ✐s ❛❧s♦ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s✐③❡
L ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ s❝r❡❡♥ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ r ❢r♦♠ t❤❡ s❝r❡❡♥ t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❡♥t❡r✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❛❜♦✈❡
r❡s❝❛❧✐♥❣s✱ S ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ L ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣✐①❡❧s ✭♦❢ ❛ r❡❝♦r❞❡❞ ✐♠❛❣❡✮
♠✐♥✉s ♦♥❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❜❡❝♦♠❡s r = SL✳ ■❢ ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ r❡❛❧ s❝❛❧❡s✱
t❤❡♥ t❤❡ st❡♣s δy ❛♥❞ δz ✭❜❡❢♦r❡ r❡s❝❛❧✐♥❣s✮ ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❞❛t❛✱ ❧❛s❡r ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥♦❣r❛♠✳ ❚✇♦
❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ r❡❛❧ s✐♥♦❣r❛♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✽ ❛♥❞ ✾✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦♥❝❡r♥s
❛♥ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤♦✉t ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳ ❙❧✐❝❡s ♦❢ ❛ ❧❛s❡r s✐♥♦❣r❛♠❀ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✿ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤♦✉t ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳ ❙❧✐❝❡s ♦❢ ❛ ❧❛s❡r s✐♥♦❣r❛♠❀ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✿ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✳

✸✳✷✳ ❇❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❛s❡r ✐♠❛❣❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❧❛s❡r ✐♠❛❣❡s
❛s t❤❡ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ s❝❛♥♥✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤✉s s♦♠❡ ✐❞❡❛ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ s❝❡♥❡ ✐s ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ✜❧t❡r❡❞
❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤✉s ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❋❉❑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤
❛ ❧❛s❡r s✐♥♦❣r❛♠ ❛s ✐♥♣✉t✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢ ❤❛s s♦ ❢❛r r❡❧❛t❡❞ ❧❛s❡r ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ t❤❡
r❛② tr❛♥s❢♦r♠✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ r✐❣♦r♦✉s❧② st❛t❡❞ t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
❝♦♠♣❧❡t❡❧② t❤❡ s❝❡♥❡✳ ❙♦ t❤❡ s❡q✉❡❧ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts ♦❢ t❤❡ ❋❉❑ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
✉s❡❞ ❛s ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r ❧❛s❡r ✐♠❛❣❡s ✐♥✈❡rs✐♦♥✳

❚❤❡ ❋❉❑ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣✲
r❡s❡♥t❡❞ ✉♥❞❡r ❛ s❧✐❝❡s ✈✐❡✇ ❢♦r♠ ♦♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✵ ❛♥❞ ✶✶ ✭♦♥ ❧❡❢t✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✇❡ ❣❡t s♦♠❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ❛s ❛ ✸❉ ✈♦❧✉♠❡✳ ❙♦♠❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤✐s ❋❉❑ ✈♦❧✉♠❡ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♥❡❛r t❤❡
r❡✢❡❝t✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ t❤❡ ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ❋❉❑ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧❛s❡r s✐♥♦❣r❛♠ ✶ ✭♦❜❥❡❝t ✇✐t❤♦✉t ♦❝❝✉❧t❛✲
t✐♦♥s✮✿ s❧✐❝❡s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐s♦✈♦❧✉♠❡ ✭r✐❣❤t✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳ ❋❉❑ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧❛s❡r s✐♥♦❣r❛♠ ✷ ✭♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✮✿
s❧✐❝❡s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐s♦✈♦❧✉♠❡ ✭r✐❣❤t✮✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ✐s ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ t❤✐s ✈♦❧✉♠❡✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ✐❞❡❛ ✐s
t♦ ♠❛♥✉❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❢② ❛ s♠❛❧❧ ❜♦① ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❡①tr❛❝t ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤✐s
❜♦① ✇❤♦s❡ ❋❉❑ ✈❛❧✉❡ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❤♦s❡♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❣❡t ✭✇✐t❤ t❤❡ ✐s♦✈♦❧✉♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
P❛r❛✈✐❡✇ s♦❢t✇❛r❡✮ ✐♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✭♦♥ r✐❣❤t✮ ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✵ ❛♥❞ ✶✶✳ ❲❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②
♦❜s❡r✈❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s s♦♠❡ s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✇❤❛t
✇❡ ❝♦✉❧❞ ❝❛❧❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✿ ❡❞❣❡s ♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✐❡❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t
✇✐t❤♦✉t ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s❀ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ r❡s✉❧t
✐s ❜❡tt❡r ✇✐t❤♦✉t ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✳

✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s

❋✐❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✐♥✈❡rt ❘❛❞♦♥ ❦✐♥❞ tr❛♥s❢♦r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛s❡r ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧❀ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦✲
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭❋❉❑ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ t♦ r❡❛❧ ❧❛s❡r ✐♠❛❣❡s✱ ❛s ❛ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐t
②✐❡❧❞s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✳
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❆ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❣❛♣ ♠✉st ❜❡ ✜❧❧❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❞❛t❛ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❛s❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
✇✐t❤ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❞❡t❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧❛s❡r ✐♥t❡♥s✐t② s❝❛tt❡r❡❞
❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠❧② r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ❆♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣r♦♦❢
✇❤✐❝❤ ❥✉st✐✜❡s ✇❤② ❛ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ s✉❝❤ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❙✉❝❤
❛ ♣r♦♦❢ ♠✐❣❤t r❡❧❛t❡ ❧❛s❡r ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠✳ ❋✐❧❧✐♥❣ t❤✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❣❛♣ ♠❛② ❛❧s♦
✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ♠❛② ❤❡❧♣ t♦ ❞❡s✐❣♥ ✜❧t❡rs ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝
♦♥❡s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❍✳ ❆♠♠❛r✐✳ ❆♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❊♠❡r❣✐♥❣ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✽✳
❬✷❪ ❏✳✲❇✳ ❇❡❧❧❡t ❛♥❞ ●✳ ❇❡r❣✐♥❝✳ ■♠❛❣✐♥❣ ❢r♦♠ ♠♦♥♦st❛t✐❝ s❝❛tt❡r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ▼✷❆❙✱ ✷✵✶✸✳
❬✸❪ ●✳ ❇❡r❣✐♥❝ ❛♥❞ ▼✳ ❏♦✉✛r♦②✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ❧❛s❡r s②st❡♠s✳ ■♥ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✐♥❣ ❙②♠♣♦s✐✉♠✱ ✷✵✵✾
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❬✺❪ ●✳ ❇❡r❣✐♥❝ ❛♥❞ ▼✳ ❏♦✉✛r♦②✳ ✸❉ ❧❛s❡r ✐♠❛❣✐♥❣✳ P■❊❘❙ ❖♥❧✐♥❡✱ ✼✭✺✮✿✹✶✶✕✹✶✺✱ ✷✵✶✶✳
❬✻❪ ▲✳ ❋❡❧❞❦❛♠♣✱ ▲✳ ❉❛✈✐s✱ ❛♥❞ ❏✳ ❑r❡ss✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❏❖❙❆ ❆✱ ✶✭✻✮✿✻✶✷✕✻✶✾✱ ✶✾✽✹✳
❬✼❪ ❋✳ ◆❛tt❡r❡r ❛♥❞ ❋✳ ❲ü❜❜❡❧✐♥❣✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❙■❆▼✱ ✷✵✵✼✳
❬✽❪ ❏✳ ❙❤❛r♣❡✳ ❖♣t✐❝❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❛s ❛ ♥❡✇ t♦♦❧ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ ❡♠❜r②♦ ❛♥❛t♦♠②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❛♥❛t♦♠②✱

✷✵✷✭✷✮✿✶✼✺✕✶✽✶✱ ✷✵✵✸✳

❯♥✐✈❡rs✐t❡ ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡✱ ■♥st✐t✉t ❊❧✐❡ ❈❛rt❛♥ ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡✱ ❯▼❘ ✼✺✵✷✱ ▼❡t③✱ ❋✲✺✼✵✹✺✱ ❋r❛♥❝❡✱
❈◆❘❙✱ ■♥st✐t✉t ❊❧✐❡ ❈❛rt❛♥ ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡✱ ❯▼❘ ✼✺✵✷✱ ▼❡t③✱ ❋✲✺✼✵✹✺✱ ❋r❛♥❝❡✳

❊✲♠❛✐❧ ❛❞❞r❡ss✿ ❥❡❛♥✲❜❛♣t✐st❡✳❜❡❧❧❡t❅✉♥✐✈✲❧♦rr❛✐♥❡✳❢r

❚❤❛❧❡s ❖♣tr♦♥✐q✉❡✱ ✷✱ ❆✈❡♥✉❡ ●❛② ▲✉ss❛❝ ❈❙ ✾✵✺✵✷✱ ✼✽✾✾✺ ➱❧❛♥❝♦✉rt ❈❡❞❡①✱ ❋r❛♥❝❡✳
❊✲♠❛✐❧ ❛❞❞r❡ss✿ ❣❡r❛r❞✳❜❡r❣✐♥❝❅❢r✳t❤❛❧❡s❣r♦✉♣✳❝♦♠


