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RÉSUMÉ Reprenant une modélisation utilisée en particulier par DRISCOLL et al. (1980), nous dégageons les différentes

Méiose, hypothèses probabilistes qu’elle suppose. Nous discutons de l’estimabilité des paramètres du modèle le plus
Chromosome, général que permet l’observation microscopique. Nous proposons une estimation différente des paramètres,
Chiasma, 

’ 

celle du maximum de vraisemblance, aux qualités statistiques supérieures. D’autre part, cette méthode

Maximum de vraisem- dispense des variances asymptotiques des estimateurs, on peut donc en déduire des intervalles de confiance et

blance, 
discuter du nombre de cellules à observer pour obtenir une précision désirée.

Estimation,
Triploïde.

SUMMARY Statistical analysis of meiotic chromosome configurations in triploids
Meiosis, The different hypotheses underlying the model of Da!sco!! et al. (1980) are presented. The estimability of
Chromosome, the parameters in the most general model allowed by microscopic observation is discussed. A new parameter
Chiasma, 

, 

’d 
estimate, with better statistical properties, is proposed : the maximum likelihood estimate. The asymptotic

Maximum likelihood, variances of the estimators are derived and can be used to provide confidence intervals and to determine the
Estimation, number of cells to be observed in order to reach a given precision.
Triploid.

1. INTRODUCTION

Au stade métaphase 1 de la méiose (métaphase de la

première division cellulaire), les chromosomes sont conden-
sés à leur maximum, bien visibles dans le plan équatorial, et
sont associés en figures méiotiques particulières, résultant
de la terminalisation de chiasmas, conséquences physiques
des « crossing-over ». L’apparition des chiasmas est un

événement aléatoire qui dépend de nombreux facteurs
dont la composition génomique de l’individu ; celle-ci peut
être étudiée à l’aide des configurations méiotiques : c’est

l’analyse génomique.
Nous nous proposons d’aborder cette étude d’un point

de vue statistique, en reprenant les travaux publiés sur ce
sujet dans le cas des hybrides triploïdes du genre Triti-
cum par DRISCOLL et al. (1979), DttISCOLL (1979), DRIS-
COLL et al. (1980), K!MBER et al. (1981), ALONSO &
KIMBER (1981), EsPiNASSE (1982).
Sur la base des mêmes hypothèses, que nous explicitons,

nous envisageons des extensions du modèle dont nous

montrons les limites. Nous proposons une autre méthode
d’estimation qui nous permet de calculer des intervalles de
confiance. Finalement, nous appliquons cette méthode aux
données publiées par les auteurs précités et nous discutons
du nombre nécessaire de cellules observées.

II. PRÉSENTATION DU PROBLÈME

Chez les êtres vivants à reproduction sexuée, les cellules
somatiques d’un individu possèdent deux jeux de n chromo-
somes, l’un vient du père et l’autre de la mère ; les
chromosomes sont homologues deux à deux. Par exemple,
chez le blé tendre, Triticum aestivum (L.) Thell ssp vulgare
M. K., n vaut 21. Ces 21 paires de chromosomes se répartis-
sent en 3 génomes (A, B et D) et en 7 groupes d’homéolo-
gie (SEARS, 1958). Cette structure en 7 groupes d’homéolo-
gie s’étend à d’autres espèces de la tribu des triticées ; 7 est
le nombre de base que nous noterons b (pour le différencier
de x, paramètre du modèle ALONSo-KimBER). Nous nous
intéresserons essentiellement aux hybrides triploïdes des

triticées, mais la méthode peut être appliquée à tous les

triploïdes qui justifient des mêmes hypothèses.
En général, chaque chromosome comprend deux bras ni

symétriques, ni identiques, situés de part et d’autre du

centromère ; nous les nommerons droit et gauche, sans que
cela implique une quelconque latéralisation. Les liaisons
observées au microscope (chiasmas) ne peuvent se faire

qu’entre bras gauches (ou entre bras droits) de chromoso-
mes du même groupe d’homéologie. On considérera qu’un
bras ne peut intervenir que dans une liaison. L’identification
du groupe d’homéologie du chromosome ainsi que la



distinction des deux bras est impossible par l’observation
microscopique classique.

Si, dans un triplet, nous identifions les chromosomes par
les lettres A, B, et C, chaque côté (droit ou gauche) peut se
présenter dans 4 situations (fig. 1) et donc le triplet prend
l’une des 4 x 4 = 16 combinaisons déduites (fig. 2). Mais au
niveau de l’observation microscopique, seuls 4 cas de figu-
res se distinguent soit, en reprenant les notations de
DRISCOLL et al. (1980) :
- les bivalents fermés ((n), somme de 3 cas élémentai-

res qui conduisent à l’obtention simultanée d’un univalent) ;

- les trivalents (III, somme de 6 cas élémentaires) ;
- les bivalents ouverts ( II , somme de 6 cas élémentai-

res qui conduisent à l’obtention simultanée d’un univalent) ;
- les triplets d’univalents restant (3 I, un cas élémen-

taire).
Les données disponibles se résument donc pour chacune

des cellules observées à la fréquence de ces 4 types de

configuration : II , III, l1lJ et I.

Trois situations sont possibles pour un triplet :

1) Tous les chromosomes sont véritablement identiques
(AAA), on dit qu’ils sont homologues.

2) Tous les chromosomes sont différents (ABC), on dit
qu’ils sont homéologues.

3) En situation intermédiaire, deux chromosomes sont
très proches ; par abus de langage, nous les désignerons par
le terme « homologue », et par simplification, nous les
considérerons comme aussi éloignés du troisième, situation
notée (AAB). Il y a donc simultanément deux couples
homéologues AB et AB, et un couple homologue AA.

Tous les triplets d’un même individu sont de même type.
Il est en effet admis que la structure génomique des Triticum
provient de la juxtaposition de génomes d’espèces différen-
tes ayant toutes un hypothétique ancêtre commun.

III. HYPOTHÈSES DE TRAVAIL

Dans ce paragraphe, nous formalisons les hypothèses
employées par les auteurs précités.

H,) un bras n’intervient que dans une liaison.

H, : les configurations observées sur des cellules différen-
tes sont indépendantes en probabilité - deux événements
sont indépendants en probàbilité si la réalisation d’un
événement ne modifie pas la probabilité de réalisation de
l’autre événement - et ont même distribution.

C’est une hypothèse justifiée par le tirage au sort des
cellules. En particulier, si on veut caractériser un hybride, il
convient d’observer les cellules d’un échantillon représenta-
tif de plantes pour neutraliser d’éventuelles différences
entre plantes.
H2: à l’intérieur d’une cellule, les probabilités de liaison

sont les mêmes pour tous les groupes d’homéologie et les
liaisons apparaissent indépendamment d’un groupe à
l’autre.

Cette hypothèse se vérifie dans les faits et a été discutée
par KIMBER & HULSE (1978).
H3 : à l’intérieur de chaque groupe de chromosomes, il y a

indépendance en probabilité et même distribution des
liaisons entre bras « gauches » et bras « droits ». Cette

hypothèse a été vérifiée expérimentalement par SALLEE &
KIMBER (1978) au moyen de télocentriques.

Il ne faut pas se leurrer sur la validité de ces 4 hypothèses
de base ; la pauvreté de l’observation microscopique, en
l’absence de marqueurs de chromosomes, qui ne permet de
distinguer ni les groupes, ni les bras des chromosomes, les
rendent pratiquement indispensables. Tout le problème est
de savoir si elles constituent une approximation raisonnable
de la réalité. C’est, tant que les mécanismes n’auront pas été
démontés avec précision, un outil de travail. Les résultats
présentés par les anglo-saxons permettent d’affirmer que cet
outil de travail est utile.



IV. MODÈLES PROBABILISTES

A. Modèle général

Comme dans la figure 2, nous distinguerons a priori les
3 chromosomes d’un triplet en les notant A, B, C. Les
3 hypothèses (H,, H2 et H3) d’indépendance et d’identité de
distribution font que la paramétrisation peut être faite au
niveau d’un côté de triplet (ensemble des bras gauches ou
des bras droits). La figure 1 donne la description des
4 événements possibles et les probabilités que nous leur
attachons.
Du fait de H3, nous déduisons des figures 1 et 2 les

probabilités respectives des 16 cas élémentaires de configu-
ration d’un triplet (fig. 3), puis celle des 4 cas que l’on peut
distinguer à l’observation (tabl.l). L’interprétation des

paramètres est immédiate : r(resp, s, t) est la probabilité
que les bras gauches (droits) de A et de B (resp de B et de
C, de C et de A) soient liés.
Le paramètre c de ALONSO et KcMaEtt s’exprime comme :
c = r + s + t (probabilité d’une liaison, car les liaisons

A-B, B-C, C-A sont des événements incompatibles,
d’après H!).

B. Modèles particuliers

1. Si l’on suppose que C est très proche de A (autrement
dit A et C sont « homologues »), alors la liaison AB et la
liaison BC sont des événements équivalents, donc de même
probabilité : r = s. Sous l’hypothèse supplémentaire que les
liaisons homologues sont plus fréquentes que les liaisons

homéologues, on imposera encore r < t. Les probabilités de
ce modèle sont dans le tableau 1.
Pour le modèle 2:1 1 d’ALoNso & KIMBER qui lui

correspond, c, est égal à 2 r + t et garde le même sens de
probabilité d’une liaison ; x, qu’ils dénomment affinité

, 
t

relative entre les génomes les plus proches, vaut r + t et
s’interprète difficilement en terme de probabilité.

2. Si l’on suppose de plus que B est identique à A

(autrement dit les 3 chromosomes d’un triplet sont « homo-
logues »), il nous faut poser t = r. Les probabilités de ce
modèle sont aussi dans le tableau 1.
La correspondance avec le modèle 3 : 0 d’ALONSO &

Kn-isErt (1981) est : 1

3. En fait, on peut très bien imaginer 3 génomes, A, B, C

distincts, mais équivalents, i.e. que les probabilités des
3 liaisons A-B, B-C et C-A sont égales, situation
indiscernable de AAA. De même, AAB est identique à
ABC ou A-B et A---C ont même probabilité. Dans la suite
de notre exposé, nous assimilerons, pour la facilité, les

équiprobabilités à des identités de génomes.
Pour chacun des modèles, les hypothèses H, et H2

conduisent à une distribution multinomiale des configura-
tions des triplets ; si N est le nombre de cellules observées,
elle est de taille bN. Les probabilités de cette multinomiale
sont définies dans le tableau 1 par pl, P2, p3 et P4. De
manière cohérente, nous noterons :



V. ESTIMATION

Nous allons montrer que les données observées ne

permettent pas d’estimer le modèle général, mais seulement
les 2 modèles particuliers. Ensuite, nous changerons de
paramétrisation pour couvrir de manière unique les modèles
estimables ; cette paramétrisation est très proche de celle
d’ALoNso & KIMBER (1981). Enfin, nous donnerons les
estimateurs du maximum de vraisemblance et leurs varian-
ces asymptotiques qui permettront de proposer des interval-
les de confiance.
Le modèle général dépend des 3 paramètres r, s et t, et

nous disposons de 3 valeurs indépendantes n,, n, et n, (car
n, = bN - n, - n, - n,) pour les estimer. Cependant, les

paramètres de la multinomiale ne dépendent que des
2 fonctions u et v de r, s et t.

Il est donc impossible d’estimer autre chose que des
fonctions de u et de v ; les 3 paramètres r, s, et t sont

indéterminés. En revanche, les paramètres des modèles
particuliers (AAB) et, a fortiori, (AAA) sont estimables ;
aussi sommes-nous obligés de restreindre nos ambitions à
un ensemble de paramètres comportant une contrainte.
Nous choisissons r = s pour nous mettre dans le cadre des
modèles particuliers.
Remarquons dès à présent ce que cette contrainte impli-

que. Si nous traduisons graphiquement nos modèles par des
triangles dont les sommets sont les 3 chromosomes et les

longueurs des côtés, les valeurs d’une fonction inverse des
probabilités de leurs liaisons (fig. 4), nous nous restreignons
au cas des triangles isocèles. D’autre part, il faut observer

que si nous connaissions u et v, alors r, s, et t seraient
donnés par:

Le système (1) nous donne 2 solutions qui sont les
2 points intersection du plan (a), de la sphère (p) et du plan
(y) dans l’espace (r, s, t) de la figure 5. Ces 2 points sont les
correspondants des modèles AAB et A-B-C, les 2 triangles
isocèles de la figure 4, que nous ne saurons distinguer sans
informations cytogénétiques supplémentaires. Néanmoins,
il est important de souligner le fait, car un ajustement
correct à un modèle AAB peut aussi bien indiquer que les
3 chromosomes sont distincts, mais aussi qu’il y en a un en
position intermédiaire entre les 2 autres ! t
Pour dériver les équations du maximum de vraisem-

blance, nous allons changer de paramètres dans le but
d’assurer une interprétation intuitive des paramètres et

l’indépendance asymptotique des estimateurs. Nous passons
donc de r, s, t avec (r = s) à :

c est toujours la probabilité d’une liaison d’un côté d’un
triplet ; d est la probabilité conditionnelle que la liaison soit

la liaison homologue pour le modèle AAB (d > 1) ou

extrême pour le modèle A-B-C Cd < 31 . Le tableau 2
donne les probabilités dans cette nouvelle paramétrisation.
Le x de la paramétrisation de KIMSEIt vaut 2 d/(d + 1).



A. Estimation du maximum de vraisemblance

Avec les notations précédemment définies, le modèle
multinomial fournit comme logarithme de la vraisemblance,
à une constante additive près :

L’annulation des dérivées conduit au système :

Eliminons immédiatement le problème dû à la valeur
d = 1. Cette hypothèse n’est envisageable que si n, = 0

(cf. (1)) et, dans ce cas, l’estimation d3 que nous donnons

plus loin donne d3 = 1. La formule d3 peut donc être utilisée
de manière générale.
Le système (2) donne 3 valeurs éventuelles pour d.

qui correspond au modèle A A A

qui correspond au modèle A-B-C

qui correspond au modèle A A B

Des valeurs possibles, on retient comme estimateur d de d
celle qui maximise la vraisemblance. Lorsque des solutions
d, ou d3 existent, la vraisemblance calculée pour d, est

toujours plus faible que celle calculée pour d, ou d3. D’autre
part, les vraisemblances calculées pour d, et d3 sont égales,
si bien que le choix entre d2 et d3 ne peut être trouvé dans le
calcul de la vraisemblance.
On obtient ainsi les estimateurs suivants :

si 2 n, < n, d = d, car d, et !, ne conduiraient pas à des
valeurs réelles,

sin,<n,<2n, d = d, ou d3,

si n, < n, d = d3 car d, conduirait à une valeur néga-
tive.

Notre procédure d’estimation détermine donc le sous-

modèle retenu (AAA, AAB, ou A-B-C, AAB). Pour

apprécier la validité de ce choix, on doit examiner l’inter-
valle de confiance autour de d.

B. Variance asymptotique des estimateurs

C’est une des propriétés de la méthode du maximum de
vraisemblance que de conduire à des valeurs approchées des
variances asymptotiques. Du fait de la paramétrisation
retenue, nos 2 estimateurs sont asymptotiquement indépen-
dants. Leurs variances sont :

qui sont approchées en remplaçant c et d par c et d. Comme
de plus les estimateurs du maximum de vraisemblance sont
asymptotiquement gaussiens, on peut utiliser ces variances
pour construire des intervalles de confiance. Par exemple,
au niveau 5 p. 100, on emploiera :

Remarques :
- On retrouve pour c la variance d’une probabilité

estimée d’une binomiale, ce qui est tout à fait logique, étant
donné les hypothèses utilisées :

- Si on considère le nombre de cellules observées fixé, d
et var (d) ne dépendent que du nombre de bivalents fermés
et de trivalents (n, et n2).
- L’intervalle de confiance peut servir à renforcer ou à

affaiblir l’hypothèse faite sur le modèle par d ; il permet
également une comparaison statistique d’hybrides diffé-
rents.

VI. APPLICATION AUX DONNÉES D’ALONSO
ET KIMBER

A. Estimations de c et d (ou x)

Pour c, notre estimateur est le même que celui d’ALONSO
et KIMBER, les estimations sont donc identiques, aucun
autre commentaire n’est à faire, sinon que nous démontrons
que leur estimateur est celui du maximum de vraisem-
blance. Quant au paramètre du modèle [d pour nous, x pour
eux, avec x = 2d/(1 + d)], nous les comparerons dans la

figure 6 sur les 24 lots de données qu’ils ont traités. On
constate que si pour x > 0,90, il est difficile d’affirmer une
différence, toutes les autres valeurs à part (0,5 ; 0,5) sont
au-dessous de la première bissectrice, c’est-à-dire qu’ils
sous-estiment x par rapport à nous. Pour les valeurs les plus
différentes (0,683 ; 0,500), en supposant seulement 20 cellu-
les observées et en prenant l’intervalle de confiance à
1 p. 100 (donc très large), elles sont déclarées différentes. Il
semble donc qu’il y ait là une divergence à confirmer sur un
plus grand nombre de données.



B. Intervalle de confiance, nombre de cellules à observer
pour obtenir une précision donnée

1. Paramètre c

Comme il a déjà été observé, cette estimation se ramène à
celle d’un paramètre de binomiale de taille 2 bN ou N est le
nombre de cellules observées et b le nombre de base. En

conséquence, à 5 p. 100, la longueur de l’intervalle de
confiance est donné par

Au cas le plus défavorable (c = 0,5), cette formule se

réduit à le = 1,386 ; à titre indicatif, le tableau 3 donne
V Nb

cette longueur pour les valeurs de N = 10(10)60, 80(20)200
et b = 7 (blé, seigle...).

Ce tableau montre que si on veut distinguer des valeurs
de c assez proches, il faut un nombre élevé de cellules.
N = 40 paraît un minimum ; N = 100 donne une précision
respectable.

2. Paramètre d

La complexité de la formule de var(d) ne permet pas de
tirer des conclusions aussi générales que pour c. La figure 7
donne sur les données d’ALoNso & KIMSErt l’intervalle de
confiance à 5 p. 100 en supposant 100 cellules observées.
On y voit la variabilité de celui-ci. Il atteint, pour de faibles
valeurs de d, des valeurs très élevées, en particulier pour
d = 1/3. Dans ces conditions, si on n’a aucun a priori sur la
valeur de d, il paraît convenable d’envisager un minimum de
100 cellules.

VII. CONCLUSION

Un point important que nous avons mis en évidence est
que le modèle estimé « AAB » peut aussi bien être un
modèle « A-B-C », c’est-à-dire que les 3 chromosomes sont

distincts, mais qu’un se trouve en position intermédiaire.
L’estimation par le maximum de vraisemblance - mé-

thode statistique efficace - nous a permis de proposer
une alternative à l’analyse d’ALoNso & KIMBER (1981).
Elle ne diffère que pour l’estimation de second paramètre d
(ou x). Mais elle permet surtout de déterminer des interval-
les de confiance des paramètres, ce qui nous paraît un
argument décisif en sa faveur. Des sous-programmes For-
tran et des modules Hewlett Packard réalisant les calculs
d’estimations et de bornes d’intervalle de confiance à
5 p. 100 et 1 p. 100, ainsi que le calcul des fréquences
espérées sont disponibles sur simple demande auprès des
auteurs.
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