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UNE MÉTHODE D'INVESTIGATION : 
L A RÉGRESSION ORTHOGONALE 

R . T O M A S S O N E 

Station de Biométrie, 

Centre national de Recherches forestières, 54 - Nancy 

Institut national de la Recherche agronomique 

S O M M A I R E 

O n é tud ie l'analyse de régression orthogonale de façon à la fois t héo r ique et pratique : seules 
les démons t r a t i ons qui permettent de mieux comprendre les conditions exactes d'application sont 
données . O n expose les liens avec les mé thodes classiques de la régression et de l'analyse des com
posantes principales, et on dégage l 'or iginal i té de la m é t h o d e en insistant tout par t icul ièrement 
sur son intérêt comme outi l d'investigation dans la première approche d 'un p r o b l è m e nouveau. 
L'exemple t ra i té é tudie la nature des relations entre une variable de production et des variables 
écologiques. 

1. — I N T R O D U C T I O N 

1.1. — Méthode d'investigation et méthode statistique 

Lorsqu 'un chercheur travaillant sur un maté r ie l vivant désire le confronter 
avec un m o d è l e m a t h é m a t i q u e d o n n é a pr ior i , les résu l ta t s sont souvent décevan t s ; 
rarement, les h y p o t h è s e s indispensables pour que ce modè l e soit applicable sont véri
fiées. L a confiance que l ' o n peut avoir dans les résu l ta t s de l 'analyse statistique est 
naturellement t rès l imi tée . Pourtant, rares sont les publications où , si une in t e rp ré 
tat ion statistique a été effectuée, on ne fasse é ta t de « tests de signification » et « d'inter
valle de confiance » ; malheureusement, ces deux ca rac té r i s t iques sont géné ra l e 
ment sensibles aux écar ts par rapport aux hypo thèses . Sans prendre le contre-pied 
sys t éma t ique d'une telle attitude, nous voudrions attirer l 'attention sur des techni
ques d'analyse qui , si elles sont moins fines, permettent en revanche, dans une pre
miè re phase de recherche, de s'attacher aux causes de variat ion les plus importantes ; 
ainsi un projecteur qu i n ' éc la i r e qu 'un domaine nécessa i rement restreint, rend quel
ques services s ' i l est b r a q u é datis de bonnes directions. Les conclusions partielles 
d'une analyse de ce type peuvent u l t é r i eu rement servir de base à des é tudes plus 
poussées : des hypo thèse s formulées à partir de ces conclusions pourront ê t re « tes
tées » : les m é t h o d e s statistiques les plus rigoureuses sont alors e m p l o y é e s de façon 
beaucoup plus sûre . 
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1.2. — Analyse multivariate 

A l ' in té r ieur des techniques statistiques, l 'analyse multivariate jouit d'une 
place à part : souvent, elle peut jouer le rôle du projecteur dont nous venons de par
ler. Evidemment, les tests statistiques existent, et fort nombreux, mais en abordant 
un p r o b l è m e où plusieurs var iâ tes agissent de façon concomitante tellement de 
questions se font j ou r q u ' i l est naturel de re léguer les tests, pour un temps, au second 
plan. 

M ê m e si les chercheurs qu i travaillent sur un matér ie l vivant reconnaissent 
q u ' i l n'est pas raisonnable de traiter s é p a r é m e n t les ca rac tè res qu ' i ls enregistrent, 
rares sont ceux qu i utilisent l 'analyse multivariate de façon sys t éma t ique . Cette 
attitude est due, en grande partie, à ce que par sa nature l 'analyse multivariate néces
site des calculs qu i , sans être toujours complexes, sont r égu l i è rement fastidieux. 
A l 'heure o ù n ' importe qui , à condit ion de le vouloir , peut s'assurer les services d 'un 
bureau de calcul d o t é d 'un ordinateur, cette attitude n'est plus admissible. 

Dans cet article, nous voudrions faire c o n n a î t r e une m é t h o d e peu connue qui 
fait appel s i m u l t a n é m e n t à l 'analyse des composantes principales et à l 'analyse de 
régress ion. N o u s allons voir que l ' idée généra le qui conduit à cette m é t h o d e est 
relativement simple et pourtant nous en avons t rouvé peu d 'applications publ iées . 
A titre documentaire, notons que S T O N E J . R . N . (1945) l ' a utilisée dans une é tude 
de consommation de bière en fonction de divers cr i tères é c o n o m i q u e s , que M A S S Y 
W . F . (1965) l ' a utilisée pour analyser la demande de certains biens de consommat ion 
en fonction des revenus, enfin JEFFERS J . N . R . et S E A L E B . E . (1966) dans l ' é tude 
d 'un p r o b l è m e fotestier. 

1.3. — Principe de l'analyse de régression orthogonale 

Nous appellerons tout au long de notre exposé variables explicatives un ensemble 
de p variables x u x2, ... x p , et variable exp l iquée ( ') une variable y que nous essaierons 
d'estimer au moyen des variables x, (i = 1, p) par une é q u a t i o n l inéaire de la forme : 

.V = b0 + bix]+b2x2 + ... + b p x v (1) 

o ù bu bi, ... bp sont les coefficients de régression que nous nous proposons d'estimer, 
b0 le coefficient constant. 

Nous supposons que toutes les transformations inspirées , soit pour des raisons 
statistiques (val idi té d ' h y p o t h è s e s concernant les variables) soit pour des raisons 
physiques (connaissance a priori d'une forme d ' é q u a t i o n ) ont été effectuées, ce 
sont donc ces nouvelles variables qui figurent dans l ' é q u a t i o n (I). L 'ob jec t i f de 
l 'analyse de la régress ion orthogonale est double : 

0) Nous préférons ces deux termes à ceux de variables indépendantes et de variable dépendante 
communément employés, car ils reflètent mieux, à la fois l'objet de l'analyse et les liens entre les deux 
types de variables ; de plus l'adjectif indépendant s'adapte mal à des variables qui ne le sont en général pas 
au sens des probabilités. On trouve quelquefois aussi le terme de « régresseurs » pour désigner ces dernières 
cf. D U M A S D E R \ U L Y D . (1966). 
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1° transformer les variables xi (i = 1, p) en un nouvel ensemble de variables 
explicatives. N o u s choisirons les composantes principales Zj (j = 1, p) qui p o s s è d e n t 
la p r o p r i é t é d ' ê t r e i n d é p e n d a n t e s deux à deux ; 

2° effectuer une régress ion de la variable y en fonction des ZJ (j = 1, p) ; ces 
variables é t a n t i n d é p e n d a n t e s , chacune d'elle apporte à l 'expl icat ion de y une contr i 
bu t ion qui l u i est propre 

1.4. — Intérêt de cette méthode 

11 est rare dans les applications réelles de ne pas pouvoir i n t e rp ré t e r assez aisé
ment les p remiè res composantes pr inc ipa les^ 2 ) i l est donc pa r t i cu l i è r emen t in té res
sant de chercher les relations entre y et un nombre de variables explicatives infér ieur 
à p ; cet aspect est pa r t i cu l i è r emen t important dans des analyses d' investigation o ù 
le choix des xi (i = 1, p) est t rès souvent d ic té par des raisons empiriques ; la ques
t ion essentielle est de savoir combien choisir de variables pour expliquer convena
blement y, ce choix permettant d ' é l im ine r des variables n 'ayant aucun effet sur elle. 

N o u s verrons qu 'en plus, l a m é t h o d e que nous allons exposer possède des 
avantages précieux d 'un strict point de vue n u m é r i q u e ( 3). 

1.5. — Présentation de l'exposé 

Nous utiliserons tout au long de notre exposé la notation matricielle ; nous 
adopterons toutefois une approche heuristique en ne formulant rigoureusement 
que ce qui est strictement nécessai re à la c o m p r é h e n s i o n et à l ' appl ica t ion de la 
m é t h o d e ( 4). 

2. — A S P E C T T H É O R I Q U E E T P R O P R I É T É S 

2.1. — Position du problème et hypothèses de départ 

2.11. Restrictions 

N o u s savons que les techniques de l 'analyse multivariate ne sont pas invar ian
tes lo r squ 'on effectue des changements d 'échel le sur les variables observées ; les 
modifications des résu l ta t s de l 'analyse sont en généra l mineures, aussi, dans un but 

(') Cette façon d'aborder la régression linéaire est comparable à celle d'aborder la régression curvi
ligne (régression de y en fonction des puissances croissantes d'une seule variable .v par un polynôme) 
au moyen des polynômes orthogonaux, cf. D U M A S D E R A U L Y D . (1966), pp. 317-321. 

A ce propos, cf. J E F F E R S J .N .R. (1967), M A S S Y W.F. (1965). 

(3) Ces avantages sont voisins de ceux de la méthode de régression progressive qui consiste à introduire 
les variables l'une après l'autre en fonction de la part propre qu'elles fournissent à l'explication de y ; 
cette méthode est exposée par E F R O Y M S O N M . A . (1959) ; nous pouvons fournir des programmes pour ordi
nateur écrits, soit en Algol, soit en Fortran, cf. T O M A S S O N E R . (1967). 

(*) Tous les ouvrages statistiques de base comportent une partie réservée à la présentation de l'outil 
matriciel, nous prions le lecteur qui aurait quelques difficultés à suivre le côté technique de notre exposé 
de s'y reporter ; cf. par exemple R A O C . R . (1965), S C H E F F E H . (1959), S E A L H . (1964). 
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de simplification, nous supposerons que toutes les variables sont cen t rées (c 'es t -à -
dire de moyennes nulles) et rédui tes (de variance égale à 1) ('). Le centrage é l imine 
le coefficient constant b0 dans l ' é q u a t i o n (1) ; tandis que la r é d u c t i o n revient à u t i l i 
ser non pas les covariances de toutes les variables prises deux à deux mais les coeffi
cients de co r r é l a t i on . 

2.12. Modèle et hypothèses 

N o u s supposons que les estimations des coefficients de régress ion s'effectuent à 
partir d 'un échan t i l l on de taille n, ce qui signifie que pour chaque é lément du n-
échan t i l lon l ' é q u a t i o n (1), (où le terme constant a é té s u p p r i m é pour la raison exposée 
plus haut), est « pratiquement » satisfaite ; en terme statistique, nous introduisons 
un terme a léa to i re dans cette é q u a t i o n et nous formulons un m o d è l e : 

yj = biXjl + b2Xj2 + -- + bpXjp + ej (j=l,n). (2) 

Dans les conditions habituelles, nous supposons que les termes ej, qu i tra
duisent l ' éca r t au m o d è l e , sont de moyenne nulle, de variance constante et non 
cor ré lés entre eux. A l 'a ide de l ' in format ion fournie par le «-échant i l lon , nous dési
rons obtenir une estimation des bi (i = 1, p) et de la variance des fluctuations a léa
toires. Pour l 'obtenir , nous essayons de rendre minimale l 'influence du terme aléa
toire du m o d è l e . S i on emploie la m é t h o d e d 'est imation au sens des moindres ca r rés , 
on obtient cette minimisa t ion en rendant minimale la q u a n t i t é U de l ' é q u a t i o n 
suivante : 

j= n 
U- l e ) 

E n terme matriciel , l ' é q u a t i o n d u m o d è l e et les différentes h y p o t h è s e s sont 
condensées de la f açon suivante : 

Y = X p + e (4) 

(n x 1 ) (n x p) (p x 1 ) (n x 1 ) 

U=e' emin (5) 

E(é) = 01„ (6) 
= G2 In (7) 

(n xn) (nx n) 

o ù — le signe ' ap rès une matrice signifie que l ' o n a effectué une transposition 
(échange des lignes et des colonnes). 

— Les nombres inscrits sous une matrice indiquent sa dimension (nombre 
de lignes et de colonnes) ( 2). 

P) Les modifications dues aux changements d'échelle ont rarement été étudiées de façon systématique 
d'un point de vue à la fois théorique et pratique, cf. à ce sujet E S C O U F F I E R Y . (1966) pour quelques 
comparaisons. 

(2) Afin de ne pas alourdir le texte, ces dimensions ne seront indiquées que lors de la première appari
tion de cette matrice. 
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— In est la matrice un i t é , ca r rée , à n lignes et à « colonnes, fo rmée de 1 sur la 
diagonale principale et de 0 partout ailleurs. 

— l n un vecteur dont les n composantes sont toutes égales à 1. 

— E(e) r ep résen te l 'est imation du vecteur e. 

— E e la matrice des variances et covariances relative aux variables a léa to i res 
représen tées par les composantes d u vecteur e. 

A i n s i l ' é q u a t i o n (6) traduit le fait que les moyennes des ej sont nulles, l ' é q u a t i o n 
(7) celui de l ' h o m o s c é d a s c i t é (égali té des variances) et de la n o n - c o r r é l a t i o n des termes 
a léa to i res puisque tous les termes ex tér ieurs à la diagonale qui r e p r é s e n t e n t les 
covariances sont nuls et ceux de la diagonale tous égaux à a2. 

2.13. Estimation des paramètres 

O n d é m o n t r e que les p a r a m è t r e s définis par les composantes d u vecteur y? 
sont définis par l ' é q u a t i o n : 

( X ' X ) P = X' Y (8) 

X ' X rep résen te la matrice des variances et covariances des variables Xi 
(i = 1, p), et X' Y les covariances entre y et les xi (i = 1, p). 

S i l a matrice (X'X) p o s s è d e une inverse i l est alors possible : 

1° d'estimer les coefficients de régress ion par : 

P = ( X ' X ) " i X ' F (9) 

2° d'estimer la matrice de variances et des covariances de ft par : 

= <Tl(X'X)-l (10) 

(la variance rés iduel le rr 2 é t a n t es t imée comme nous le verrons plus loin) . 

N o u s remarquons i m m é d i a t e m e n t les deux points essentiels qu i constitueront 
les é l émen t s pr imordiaux de notre é tude : 

— l 'est imation des coefficients de régress ion et de leur matrice de variances et 
covariances n'est possible que si la matrice des coefficients de c o r r é l a t i o n des varia
bles explicatives p o s s è d e une inverse ; nous noterons d é s o r m a i s : 

R = X ' X (11) 

0>x/>) 
et 

rv = X'Y (12) 
(pxl) 

— les estimations des coefficients sont en généra l cor ré lées puisque les élé
ments ex té r ieurs à la diagonale de leurs matrices de variances et covariances sont 
différents de zé ro . 
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2.14. Test relatif aux paramètres 

O n d é m o n t r e que la variation totale Y' F de la variable expl iquée peut se d é c o m 
poser en deux parties : 

— l 'une que l'ajustement au modè l e permet de con t rô le r , est égale à p•'ry, 

— l'autre « inexplicable » par le m o d è l e traduit les variations a léa to i res non 
con t rô lées , elle est égale à ( Y— XP)'( Y— X p ) . Cette de rn iè re divisée par n—p—1 
fournit une estimation sans biais de la variance résiduel le a2. 

J u s q u ' à p résen t , nous n 'avons fait appel à aucune h y p o t h è s e : cela est assez 
remarquable puisque toutes les estimations sont absolument i n d é p e n d a n t e s de la 
forme des distributions des variables a léa to i res ej. Si nous supposons que ces dis
tributions sont normales : 

1° tout ce qui a été dit au sujet de la n o n - c o r r é l a t i o n des variables peut ê t re 
traduit en terme d ' i n d é p e n d a n c e et les estimateurs au sens des moindres ca r rés 
sont confondus avec ceux fournis par la m é t h o d e du max imum de vraisemblance, 
(cf. D U M A S de R A U L Y D . , op. cit.) ; 

2° dans l ' é q u a t i o n qu i traduit la var ia t ion des y] en deux parties : 

YX = p ' r y + ( Y-XP)'( Y-XP) (13) 

les termes du second membre sont d i s t r ibués i n d é p e n d a m m e n t : le premier comme 
un x2 à p degrés de l iber té et le second comme un x2 à n—p — 1 degrés de l iber té . 
I l est alors possible d'effectuer un test analogue à celui de l 'analyse de variance à 
un facteur con t rô l é , test que nous r é s u m o n s dans le tableau suivant (') : 

Source de variation Somme des carrés d. 1. Ca r r é moyen 

Ajustement au modè le (due à la 
P ' r „ 
(*) 

P 
n—p — 1 oh: 

Y ' Y n - l 

(*) Le terme résiduel est calculé, au moins lorsque les calculs sont faits sur des machines électro
mécaniques, par différence. 

Le test de la valeur de l'ajustement se fait au moyen du rapport des deux car rés 
moyens qui est un F de Snedecor à p et n—p — 1 degrés de l iber té . O n rejette l 'hypo
thèse : « l'ajustement au m o d è l e n'est pas significatif » si cette valeur calculée est 
supér i eu re à la valeur t h é o r i q u e F(p, n—p — 1 ; a) au seuil de p robab i l i t é a choisi . 
Malheureusement ce test est global , i l ne permet pas de juger de l ' a m é l i o r a t i o n 
a p p o r t é e par chaque variable i n d é p e n d a m m e n t des autres ; cela est absolument 
normal puisque les variables observées sont corré lées et i l n'est pas possible, à cause 
de cette co r r é l a t i on , de juger de leur effet propre. Tout au plus, est-il possible de 
juger de l'effet partiel de chaque variable Xi en testant son coefficient de régress ion p« 

C1) Il y a d'ailleurs plus identité qu'analogie : la seule différence avec l'analyse de variance tient à la 
nature des variables x ; continues dans la régiession, discrètes (0 ou 1) dans l'analyse de variance. Seule 
une étude « terre à terre » des deux méthodes masque leurs liens profonds. 
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o u son coefficient de co r ré l a t ion partielle, les expressions analytiques des deux 
tests statistiques é t a n t absolument identiques. M a i s ce test permet uniquement 
d 'analyser l'effet d 'une variable quelconque parmi les p variables, toutes les autres 
é t a n t maintenues constantes. 

2.2. — Simplification des variables explicatives 

2.21. Rappel sur l'analyse des composantes principales 

Dans l 'esprit de l ' exposé de notre m é t h o d e , nous voyons que la régress ion 
mult iple sous sa forme « globale » est d 'emploi dél icat dans la mesure o ù l 'ac t ion 
de chaque variable n'est pas i n d é p e n d a n t e de celle des autres, sauf cas d ' e spèce . 
11 est donc naturel dans une phase d'investigation d'essayer de synthé t i se r au maxi 
m u m l ' ac t ion des variables explicatives. Nous allons donc dans un premier temps 
porter notre attention sur les variables explicatives seules et effectuer sur elles un 
changement de variables, les variables t r a n s f o r m é e s seront les composantes pr inci 
pales relatives aux variables initiales. N o u s ne reviendrons pas sur cette analyse 
dans ses dé ta i l s (*), nous n 'al lons en donner que les é l émen t s nécessai res pour la 
suite. Faire une analyse des composantes principales revient à faire sur les varia
bles Xi (/ = 1, p) une transformation qui les transforment en de nouvelles variables 
Z). E n généra l , i l y aura autant de variables zj q u ' i l y a de variables xi, mais : 

1° les variables zj (J = 1, p) sont n o n cor ré lées entre elles, 
2° chaque variable zj traduit une part positive de l a var iat ion globale dont la 

somme est p ; i l en résul te que certaines parmi les nouvelles variables ont une par
t ic ipat ion négl igeable dans la var iabi l i té totale des variables explicatives. L a trans
format ion sur les variables xt est définie par une matrice M telle que pour cha-

(pxp) 
que é lément d u «-échan t i l lon on puisse faire correspondre aux variables xt des 

variables Zj définies par : 
Z = X M (15) 

(nxp) (nxp)(pxp) 

L'es t imat ion de la matrice des variances et covariances des Zj est obtenue 
en calculant E ( Z ' Z ) . Soit D cette nouvelle matrice ; on voit que M é t a n t une matrice 
dont les é l émen t s sont fixés : 

D = M'RM (16) 

Pour que les z ; aient les p rop r i é t é s énoncées plus haut, nous choisissons pour 
D une matrice diagonale. O n sait, d ' a p r è s les t h é o r è m e s connus d ' a l g è b r e matricielle, 
que la transformation M qui permet d 'obtenir une matrice diagonale est telle que 
les colonnes de M sont cons t i tuées par les vecteurs propres de la matrice R, et que 

(i) Se reporter soit aux traités généraux déjà cités plus haut, soit aux exposés plus simples comme ceux 
de D E B A Z A C E . F . et T O M A S S O N E R. (1965) ou E S C O U F F I E R Y. (1966). 
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les valeurs propres correspondantes sont les é léments diagonaux de D. N o u s sup
posons que les valeurs propres sont placées sur la diagonale principale de la plus 
grande vers la plus petite (du > d21 ... dpv) (')• D 'au t re part, puisque la matrice 
M est une matrice orthogonale réelle son inverse est égale à sa t r a n s p o s é e , nous 
pouvons donc passer t rès a i sément des variables z ; aux variables xi ; en effet, puisque 
M ' = M - 1 

X = ZM' (17) 

2.22. Les nouvelles variables explicatives 

L'analyse des composantes principales classique s ' a r rê te en généra l à ce stade-
11 est f réquent , surtout en analyse factorielle, de ne pas utiliser directement les varia
bles Zj (j = 1, p) mais les variables divisées par leur éca r t - type , de telle sorte que 
les nouvelles variables que nous appellerons composantes rédu i tes /} (J = 1, p) 
ont toutes une variance égale à 1 ( 2). E n terme matriciel, cette transformation s 'écr i t : 

1 F = ZD>-V2 

\(nxp) (18) 
I = XMD'-i/* 

selon que nous dés i rons exprimer les composantes rédu i tes soit en fonction des 
composantes principales, soit en fonction des variables initiales. I l est souvent 
in té ressan t d 'exprimer ces dern ières en fonction des composantes rédui tes : 

X = F ( M D - ' / 2 ) - 1 (19) 

11 est facile de d é m o n t r e r les égali tés suivantes qui nous seront utiles dans la 
suite de l ' exposé : 

( A A' = R 

) A = ( M D - w ' t 1 (20) 
i A = M'D1'2 

( A~l = D'A 

L a matrice A est couramment util isée en analyse factorielle sous le n o m de 
matrice des saturations ; on voit qu'elle permet de passer facilement des compo
santes rédu i t e s aux variables initiales par : 

X = FA (21) 

D e plus, ses coefficients ont une signification statistique puisque, si nous mul t i 
plions à gauche les deux membres de l ' é q u a t i o n (21) par F' pour estimer la matrice 

0) Selon la méthode de diagonalisation utilisée les valeurs propres sont obtenues directement par 
ordre décroissant (méthode de déflation, méthode de Jacobi adaptée par Von Neumann) ou non (méthode 
de tndiagonalisation) ; dans ce second cas, il est nécessaire de les replacer dans l'ordre dans l'étude que 
nous faisons. 

(2) Cette transformation peut paraître étrange puisque l'utilisation des composantes est essentiellement 
facilitée par les valeurs décroissantes des variances ; mais c'est à cause de la facilité d'interprétation qui 
en découlera qu'elle est utilisée, cf. M A S S Y W.F. (1965). 
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des variances et covariances des composantes et des variables, et si nous prenons les 
estimations de ces deux membres, nous obtenons : 

E(F'X) = E(F'F)A (22) 

comme la matrice des variances et covariances des fj est égale à la matrice Ip par 
défini t ion des variables e l les -mêmes (') nous voyons que les é l émen t s de A sont 
é g a u x aux coefficients de co r r é l a t i on des variables initiales avec les composantes 
r édu i t e s : 

lE(fiXj) = coefficient de co r ré l a t ion de (23) 
fi et de X) 

' = Cllj 

2.3. — Régression sur les nouvelles variables 

Etant d o n n é les p ropr i é t é s des composantes principales que nous avons rappe
lées, nous voyons que l ' é tude de la régress ion de y avec les f sera in té ressan te dans 
la mesure où elle permettra « d ' é p u r e r » l 'analyse : 

— soit parce que les composantes n ' é t a n t pas corré lées i l sera plus facile d 'ana

lyser leur act ion i n d é p e n d a m m e n t les unes des autres, 

— soit parce que le nombre des variables explicatives é t a n t élevé, i l peut ê t re 
bon de diminuer d 'abord la dimension de cette variat ion : plus petite sera cette 
dimension, plus simple sera l ' i n t e r p r é t a t i o n . Formellement, le nouveau m o d è l e 
dont nous nous proposons d'estimer les p a r a m è t r e s est analogue à celui de l ' é q u a 
t ion (4) mais les variables /} remplacent les variables xt : 

Y = F y + e (24) 

« x 1 (n x p) (p x 1 ) (n x 1 ) 

où y est u n vecteur à p dimensions dont les composantes sont les coefficients de 
régress ion de y en fonction des composantes principales rédu i tes . L 'es t imat ion de y 
au sens des moindres ca r rés s'obtient t rès facilement à l 'aide de l ' équa t i on (8) où 
la matrice X est r emp lacée par la matrice F, comme nous avons construit F de telle 
sorte que F' F = Ip 

[ y = F' Y 
] = (XA-ty Y = (XD-'A'Y Y (25) 
/ y = AD 1 (X' Y) = AD ]ry 

L a p r e m i è r e des é q u a t i o n s (25) nous permet de dire que les coefficients de régres
sion jj r e p r é s e n t e n t les coefficients de co r ré l a t ion de y avec la composante f . 

Para l l è l emen t , l a matrice des variances et covariances de y s'obtient g râce à 
l 'homologue de l ' é q u a t i o n (10), et toujours en vertu des p rop r i é t é s des variables 
fj cette matrice prend une forme pa r t i cu l i è r emen t simple : 

2 y = oHv (26) 

(') Ceci ne serait pas exact en analyse factorielle où les 1 de la diagonalisation principale sont rempla
cés par les communautés. 



242 R. TOMASSONE 

cette de rn iè re é q u a t i o n signifie que non seulement les coefficients y; sont non co r ré -
lés, mais aussi qu ' i ls ont tous la m ê m e variance a1. E n fonction des coefficients de 
la matrice A et des valeurs propres de R on retrouve a i s émen t l 'expression 

1 - = p 
''J ' r ï . "jiriy (27) 

o ù r i y est le coefficient de co r r é l a t i on de y avec la variable explicative xt. I l ne nous 
reste donc plus q u ' à estimer la variance résiduel le en calculant la part de la varia
t ion totale de y (ici s u p p o s é e égale à 1) que la régress ion permet de c o n t r ô l e r ; cette 
part peut se d é c o m p o s e r en p parties i n d é p e n d a n t e s car : 

y'F'Y=y'y 

y\+yl + -yl 
(28) 

Chacune de ces parts donne une mesure de l 'expl icat ion fournie par chaque 
composante. U n tableau d'analyse de variance ca lqué sur le tableau (14) permet 
de synthé t i se r l 'ensemble de ces résu l ta t s . 

Source de variation Somme des carrés d. 1. Ca r r é moyen 

Due à la régression . . T ' Y = Y 2 I + Y 2 2 + . . . Y 2 J > P 

composante 1 Y 2 i 
Y 2 2 

1 
composante 2 

Y 2 i 
Y 2 2 1 C T 2 « 2 

composante p Y 2 P 1 C2Rp 

Résiduelle (par différence) n—p— 1 

Totale 1 n - \ 

(29) 

O n voit alors q u ' i l est facile d'estimer : 

— le coefficient de co r ré l a t ion multiple R2 qu i mesure le pourcentage de la 
var iat ion totale imputable à la régress ion : 

— l ' écar t type résiduel 
R2 = y\+y\ + .-y2

P 

ai 
l - R 2 

n — p — 1 

(30) 

(31) 

Si nous voulons ensuite é tud ie r les écar t s entre les valeurs de la variable expl i 
cative et les valeurs es t imées au moyen de l ' é q u a t i o n de régress ion, c'est la valeur 
p récéden te mul t ip l iée par (n-l) q u ' i l faut utiliser car la variat ion totale de y est 
égale à E j 2 , = ( M - 1 ) , puisque les y ont été r édu i t s . 
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2.4. — Retour aux variables initiales 

A v a n t d 'aborder les p ropr i é t é s d é c o u l a n t de notre é t u d e , nous voulons donner 
ic i les expressions des p a r a m è t r e s /3i coefficients de régress ion sur les variables in i 
tiales. Quel que soit l ' é l émen t du «-échant i l lon E(Y) est fournie par une des deux 
é q u a t i o n s : (4) si l ' o n désire exprimer y en fonction des Xt, (24) si c'est en fonction 
des fj ; ainsi 

p = D - M ' Y 

= A~!y = A-l(A-l)'ry (32) 

-

nous retrouvons bien l 'est imation classique des coefficients de rég iess ion sur les 
variables r édu i t e s . O n peut s'assurer que la part de la variat ion imputable à la régres
sion est bien la m ê m e selon que l ' on utilise l ' un ou l'autre des groupes de variables 
explicatives. Enfin, la matrice des variances et covariances des /?» s'obtient 

= E ( p p ' ) = £ ( D - ' . 4 ' Y ( D - M ' Y ) ' ) 

= DlA' E(yy') AD'1 (33) 

= a2

EA'D-2A 
soit 

c o y W = * S p g L . (34) 
k àkk 

Toutes ces quan t i t é s , comme nous le verrons plus lo in , peuvent se calculer sans 
aucune difficulté sur un ordinateur. 

2.5. — Propriétés de l'analyse de régression orthogonale 

A u paragraphe 2.13, nous avons dit q u ' i l é ta i t nécessai re , pour calculer les 
coefficients de régress ion d'inverser la matrice des coefficients de co r r é l a t i on . S i 
cette inversion est impossible, les coefficients (h sont i ndé t e rminés . Cette situation 
peut se réal iser lo r squ ' i l existe des relations l inéaires entre les variables xi, en d'autres 
termes lorsque le rang de la matrice des coefficients de co r r é l a t i on est infér ieur à p. 
Dans la pratique, ce cas e x t r ê m e est relativement rare ; par contre, i l peut exister 
des liaisons suffisamment fortes entre les variables pour que n u m é r i q u e m e n t i l ne 
soit pas possible d 'obtenir une précis ion suffisante dans le calcul d ' inversion. N o u s 
allons examiner successivement ces deux cas et voir comment la régress ion orthogo
nale permet d ' é t u d i e r ces p r o b l è m e s . 

2.51. Prise en compte des liaisons linéaires entre variables 

Lorsque le rang de la matrice des coefficients de co r r é l a t i on est q(q < p), parmi 
les p valeurs propres, p — q sont nulles et la dimension de l'espace de variat ion des 
x est q. E n d'autres termes, l'espace est rédui t ; par exemple, si nous avons deux 
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variables JCI et x2 et s ' i l existe une liaison l inéaire entre les deux, l a variat ion des x 
au lieu de se situer dans un plan sera concen t r ée sur une droite, et c'est en fonction 
de cette nouvelle variable que nous pourrons essayer d 'expliquer l a variable y (l). 

Dans ce cas, la matrice A n'est plus car rée mais rectangulaiie à q lignes et p 
colonnes. O n peut alors d é m o n t r e r que toutes les estimations faites sur les yj sont 
valables, mais nous calculons q seulement de ces q u a n t i t é s ; i l suffit d'effectuer une 
rotat ion dans l'espace ini t ia l pour se placer dans l'espace des vecteurs propres 
dont les valeurs propres sont différentes de zéro et i l est alors possible d'estimer les 
fii dans ce nouvel espace ( 2). 

2.52. Choix des variables explicatives 

N o u s avons dit plus haut que l ' i n t e rp ré t a t ion serait d'autant plus facile que 
la dimension de l'espace ini t ial des variables explicatives serait plus rédui te . C'est-
à-dire que nous porterions notre attention sur un nombre l imité de composantes. 
Deux attitudes sont alors possibles pour é l iminer des composantes : 

1. Suppression en fonction des valeurs propres 

N o u s nous p l a ç o n s dans ce cas dans l'espace des variables explicatives et nous ne 
conservons des p composantes que celles ayant une part de variat ion significative. 
Cette attitude, dictée par le bon sens, se justifie dans la mesure o ù l ' o n désire expliquer 
y en fonction de variables in te rp ré tab les ( 3) ; en effet, l ' expér ience pratique que nous 
avons de l 'analyse des composantes principales nous permet de penser que, dans la 
major i té des cas, ce sont les p remiè re s composantes que l 'on peut in te rpré te r de la 
façon la plus satisfaisante. De plus : 

— la préc is ion n u m é r i q u e des faibles valeurs propres est souvent mal connue, 
i l n'est pas sage d'essayer d ' i n t e r p r é t e r des composantes alors que des variations, 
m ê m e s faibles sur les variables de base, pourraient les modifier p r o f o n d é m e n t , 

— les erreurs d ' é c h a n t i l l o n n a g e de ces nouvelles variables n 'ont pas été é tudiées . 

Les règles de suppression sont empiriques ; t h é o r i q u e m e n t , lorsque les distri
butions sont normales, i l est possible, une fois q valeurs propres calculées , de tester 
l 'égal i té des p — q suivantes ; si cette h y p o t h è s e est vérifiée, il n'existe pas de direc
t ion privilégiée dans l'espace des p — q vecteurs propres ( 4) et l ' o n dit alors que les 
variations y sont purement a léa to i res . 

(') Pour une discussion plus détaillée et une représentation graphique, cf. N A M K O O N G G . , (1967). 

(-) Pour les études d'inverse généralisée d'une matrice cf. R A O C .R. (1965) et pour l'application d'inverse 
à droite ou à gauche de matrice rectangulaire cf. M A S S Y W.F. (1965). Ce problème peut être étudié d'une 
façon différente en ramenant sa résolution à celui de l'estimation des paramètres dans un modèle linéaire 
lorsque l'on impose des contraintes à ces paramètres, cf. J U D G E C.C. and T A K A Y A M A T . (1966), N A G A R A.L. 
and K A K W A N I N.C. (1965), T H E I L H . (1963). 

(3) Dans l'analyse d'investigation où nous nous plaçons il peut de toute façon être intéressant de 
voir que y n'est pas lié à des « facteurs » facilement interprétables, ou éventuellement que la forme 
linéaire pour l'étude de la liaison n'est pas adéquate. 

(') Pour plus de détails, cf. S E A L H. (1964) citant le test proposé par Barlett et amélioré par Lawley. 
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M a i s , ce test n'est valable que dans l ' h y p o t h è s e où la dis tr ibut ion est /7-normale ; 
dans les cas pratiques, i l est prudent de l 'uti l iser avec p r é c a u t i o n , c ' es t -à -d i re de 
s'en servir comme d 'un indicateur sans attacher trop d ' importance au seuil de pro
bab i l i t é choisi . Pratiquement, nous pré fé rons choisir une règle plus simple et ne 
conserver que les vecteurs propres dont les valeurs propres sont supér ieures à l ' un i t é 
0 ) ; dans ce cas, nous pouvons dire que nous conservons les composantes dont la 
contr ibut ion à la var iab i l i té est supér i eu re à celle des variables prises individuellement. 

2. Suppression en fonction des coefficients gamma 

Rien ne nous permet de supposer, a p r io r i , que y est liée à des composantes 
ayant une part importante dans la var iab i l i t é ; i l est logique de ne conserver dans la 
régress ion sur les composantes rédu i tes que les composantes pour lesquelles la 
valeur du coefficient de régress ion gamma est significative. 

2.53. Différences entre les deux stratégies 

Analyt iquement , les deux p r o b l è m e s sont identiques : nous nous p l açons dans 
des sous-espaces Eq de Ep (q < p) ; mais ces sous-espaces ne sont pas les m ê m e s , 
et r ien ne nous permet de supposer que les résu l ta t s soient voisins : 

— dans le premier cas, nous axons notre recherche sur les relations éventuel les 
entre y et des composantes ayant une signification physique ; 

— dans le second, nous essayons de chercher uniquement des liaisons sans nous 
p r é o c c u p e r de leur i n t e rp r é t a t i on . 

Dans les deux cas, nous ne conservons dans la matrice A qu 'un certain nombre 
de lignes sé lec t ionnées suivant un des deux cr i tères é n o n c é s ci-dessus. Une des é q u a 
tions (32) permet de calculer les p coefficients fii(i = 1, p). D 'aut re part, l ' é q u a t i o n 
(21) fournit la part de variat ion de chacune des variables xt (;' = 1, p) qu i entre en 
compte dans la var iab i l i té totale : c'est la somme des car rés des coefficients des q 
composantes rédui tes qu i sont conservées relatifs à la variable xt (2). 

3. — E X E M P L E 

N o u s avons chois i ( 3) u n exemple d ' é t u d e de la l ia ison entre treize variables de 
mi l ieu (variables explicatives) et des variables de product ion (variables expl iquées) . 
N o u s avons essayé d 'expliquer les c inq variables de product ion s é p a r é m e n t en fonc
t ion du m ê m e ensemble de variables de mi l ieu ( 4). 

(1) ou voisines, s'il existe des valeurs propres de l'ordre de 0.8 ou 0.9. 
(2) En analyse factorielle, cette quantité est égale à la communauté. 
(s) Nous remercions à la fois M. G O D R O N du Centre d'Etudes phytosociologiques et écologiques, et 

M. D E C O U R T de la Station de Sylviculture et Production du C.N.R.F. de nous avoir communiqué ces 
éléments. 

(4) Il aurait été possible d'analyser les deux ensembles globalement par une analyse canonique 
cf. S E A L H. (1964) mais nous avons volontairement limité notre étude à la régression orthogonale. 
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3.1. — Présentation des données 

Variables explicatives 

3 

4 

5 

2 

1 Posi t ion topographique 

Pente 

Recouvrement de la strate muscinale 

in t e rméd ia i r e 

dominante 

6 Couvert angulaire 

7 Epaisseur de l ' ho r i zon A0 

8 Epaisseur de l ' ho r i zon Ai 

9 Profondeur de l ' hor izon e n g o r g é en hiver 

10 Profondeur de l ' hor izon argileux 

11 Activi té biologique 

12 H u m i d i t é 

13 Age . 

Variables expliquées 

— Indice de fertilité (hauteur à cinquante ans) 

— N o m b r e d'arbres à l'hectare 

— Surface terr ière moyenne 

— V o l u m e 

— Hauteur moyenne 

N o u s ne dés i rons pas entrer dans les détai ls de l ' i n t e r p r é t a t i o n biologique qui 
seront l 'objet d'une publ icat ion commune ; nous voulons simplement montrer : 

— la valeur syn thé t ique de la m é t h o d e , 

— que des variables expl iquées différentes sont liées de façon diverse à un m ê m e 
ensemble de variables explicatives. 

11 est assez frappant, dans le tableau 1, que seules les variables 11 (act ivi té 
biologique) ou 13 (âge) aient un coefficient de régress ion partielle significatif, et m ê m e 
si nous ne portons notre attention que sur les valeurs t rès élevées du t de Student, 
seul l ' âge p a r a î t avoir une influence lorsque les autres facteurs sont maintenus cons
tants. 

Par contre, les résu l ta t s de la régress ion orthogonale, bien qu ' i ls soient dél icats 
à in te rp ré te r , offrent une diversi té plus grande. S i nous portons notre attention sur 

3.2. — Résultats 
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les r é su l t a t s concernant la hauteur moyenne (bas du tableau 2) les composantes 
2, 3, 6 et 7 paraissent exercer une influence : 

— la seconde, à laquelle la hauteur est liée positivement, fait intervenir en plus 
de l ' âge (coefficient positif) le recouvrement de la strate in t e rméd ia i r e (positif), le 
recouvrement de la strate dominante (négat i f ) , le couvert angulaire (négat i f ) , les 
épa i sseurs des horizons A0 et Ai (positif) ; 

— la troisième (l iaison positive) est i n t e rp ré t ab le en fonction de la posi t ion 
topographique et de la pente ; 

— la sixième ( l iaison négat ive) fait intervenir l ' âge (négat i f ) mais aussi les 
variables Xi, X3, X4 et X8 qu i s'opposent à l'effet de l ' âge ; 

— la septième (liaison positive) associe positivement le couvert angulaire de 
façon importante puis l ' âge et l ' ac t iv i té biologique. 

T A B L E A U 1 

Résultats de la régression multiple normale : 

coefficients de régression (BO et test de Student (/(B«)) 

variables 
expliquées 

Indice 

-0.132 
0.100 

-0.085 
-0.059 
0.091 
0.000 
0.271 
0.101 
0.017 

-0.054 
0.790 

-0.281 
-0.243 

0.55 
0.41 
0.37 
0.25 
0.32 
0.00 
0.87 
0.43 
0.04 
0.18 
2.38* 
0.86 
0.97 

Nombre 

-0.058 
0.044 
0.020 

-0.003 
0.040 
0.154 

-0.026 
-0.049 
-0.009 

0.178 
-0.085 

0.039 
-0.694 

f(|3<) 

0.30 
0.23 
0.11 
0.01 
0.17 
0.83 
0.10 
0.26 
0.03 
0.77 
0.32 
0.15 
3.46* 

Surface terrière 

-0.003 
-0.103 
-0.008 
-0.156 
0.068 
0.098 
0.277 
0.037 
0.111 
0.042 
0.365 

-0.217 
0.604 

r(Bi) 

0.01 
0.45 
0.03 
0.71 
0.25 
0.44 
0.93 
0.16 
0.32 
0.15 
1.16 
0.70 
2.55* 

Volume 

-0.023 
-0.030 
0.032 

-0.132 
-0.020 

0.080 
0.248 
0.022 
0.133 

-0.014 
0.371 

-0.229 
0.792 

t([ii) 

0.14 
0.18 
0.20 
0.85 
0.10 
0.51 
1.18 
0.14 
0.55 
0.07 
1.66 
1.04 
4.69* 

Hauteur 

f(B<) 

-0.020 
0.017 

-0.011 
-0.062 

0.041 
-0.005-
0.152 
0.037 
0.054 

-0.089 
0.350 

-0.157 
0.888 

0.16 
0.14 
0.10 
0.54 
0.29 

-0.04 
0.98 
0.32 
0.30 
0.62 
2.12* 
0.97 
7.13** 

N o u s voyons que la régress ion orthogonale permet de sépa re r des contributions 
propres à chaque composante. A i n s i la variable X I 3 , qui pa ra î t jouer un rôle impor
tant dans cette é t u d e , a p p a r a î t d i f fé remment dans les deux m é t h o d e s : 

— dans la régress ion mult iple habituelle son effet est fourni globalement, 

— dans la régress ion orthogonale, les différents aspects de sa contr ibut ion sont 
mis en évidence dans les diverses composantes qui ont un effet significatif. 
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Résultats de la régression orthogonale (coefficients yj) 
oc 

C o m p o 
sante i i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
valeur 
propre 2.96157 1.74137 1.54278 1.41930 1.24487 0.96063 0.74179 0.63290 0.56259 0.41151 0.38772 0.21400 0.17873 

% 
c u m u l é 22.78 36.18 48.04 58.96 68.54 75.93 81.63 86.50 90.83 93.99 96.98 98.62 100.00 

X 1 - 0 . 0 9 0.05 0.58 0.17 0.13 0.39 - 0 . 2 9 0.34 0.27 0.12 - 0 . 3 7 - 0 . 1 2 - 0 . 1 3 
X 2 - 0 . 0 8 - 0 . 0 2 0.64 - 0 . 2 0 0.02 0.15 0.07 - 0 . 2 4 - 0 . 5 6 0.11 0.35 0.05 0.11 
X 3 0.04 - 0 . 2 0 - 0 . 2 1 0.33 - 0 . 5 3 0.39 0.13 0.29 - 0 . 4 8 0.04 - 0 . 1 4 0.01 - 0 . 1 4 
X 4 0.13 0.41 0.04 0.08 - 0 . 4 2 0.43 0.15 - 0 . 3 8 0.44 - 0 . 0 9 0.27 0.03 - 0 . 0 7 
X 5 - 0 . 3 6 - 0 . 3 4 0.18 0.27 - 0 . 0 7 - 0 . 0 4 - 0 . 1 9 - 0 . 1 8 0.04 - 0 . 6 8 0.06 0.34 0.03 
X 6 - 0 . 1 0 - 0 . 4 0 0.20 0.38 0.07 0.17 0.62 - 0 . 2 5 0.22 0.29 - 0 . 0 9 - 0 . 1 3 - 0 . 0 9 
X 7 0.11 0.33 0.04 0.66 0.02 - 0 . 2 2 - 0 . 1 7 0.01 - 0 . 1 0 0.11 0.07 - 0 . 0 4 0.57 
X 8 - 0 . 0 1 0.29 - 0 . 2 0 0.16 0.59 0.37 0.23 - 0 . 2 8 - 0 . 2 7 - 0 . 1 9 - 0 . 3 1 0.13 - 0 . 1 0 
X 9 - 0 . 4 8 0.25 0.01 0.04 - 0 . 0 9 - 0 . 1 4 - 0 . 0 6 - 0 . 1 4 - 0 . 2 0 - 0 . 1 6 0.04 - 0 . 7 3 - 0 . 2 3 
X 1 0 - 0 . 4 2 0.12 - 0 . 0 2 - 0 . 1 7 - 0 . 3 0 - 0 . 0 7 - 0 . 1 7 - 0 . 4 0 - 0 . 0 8 0.39 - 0 . 4 8 0.31 0.14 
X I 1 - 0 . 4 4 0.05 - 0 . 0 2 - 0 . 2 5 0.01 0.25 0.43 0.33 0.10 - 0 . 1 1 0.05 - 0 . 0 5 0.60 
X 1 2 - 0 . 4 4 0.25 - 0 . 0 5 0.18 0.15 - 0 . 0 5 0.03 0.28 - 0 . 0 1 0.30 0.46 0.41 - 0 . 3 7 
X 1 3 0.15 0.42 0.30 - 0 . 0 7 - 0 . 2 2 - 0 . 4 3 0.39 0.24 - 0 . 0 7 - 0 . 3 0 - 0 . 3 1 0.20 - 0 . 1 7 a 2 

indice 
y« - 0 . 4 0 4 - 0 . 0 8 6 - 0 . 0 8 2 -0 .091 0.165 0.195 0.198 0.024 - 0 . 0 2 1 - 0 . 1 1 5 0.052 - 0 . 0 8 5 0.337 0.428 0.04095 

1.99 0.42 0.40 0.44 0.81 0.96 0.97 0.11 0.10 0.56 0.25 0.41 1.66 
0.428 0.04095 

nombre 
- 0 . 3 1 4 - 0 . 4 9 6 - 0 . 2 8 7 0.111 0.073 0.198 - 0 . 2 0 6 - 0 . 2 3 1 0.060 0.201 0.091 - 0 . 0 3 1 0.025 0.633 0.02629 

1.93 3.05** 1.77 0.68 0.44 1.21 1.26 1.42 0.37 1.24 0.55 0.18 0.15 
0.633 0.02629 

surface 
Y* - 0 . 1 3 2 0.307 0.182 0.093 - 0 . 0 9 8 - 0 . 3 2 1 0.301 0.169 0.040 - 0 . 1 8 1 - 0 . 2 2 1 - 0 . 0 2 7 0.137 0.488 0.03665 

'(Y*) 0.68 0.60 0.94 0.48 0.51 1.67 1.57 0.88 0.21 0.94 1.15 0.13 0.71 
0.488 0.03665 

volume 
Y* 0.016 0.438 0.266 0.021 - 0 . 1 7 0 - 0 . 3 6 3 0.396 0.221 - 0 . 0 9 3 - 0 . 1 9 8 - 0 . 2 2 2 - 0 . 0 3 6 0.116 0.741 0.01858 

<(Y0 0.11 3.21** 1.95 0.15 1.24 2.66* 2.90* 1.62 0.68 1.44 1.62 0.26 0.84 
0.741 0.01858 

hauteur 
Y> 0.097 0.505 0.338 - 0 . 0 6 6 - 1 . 0 5 8 - 0 . 3 3 7 0.406 0.248 - 0 . 0 7 2 - 0 . 2 6 3 - 0 . 1 7 5 0.022 0.078 0.859 0.01009 

t(rù 0.96 5.02" 3.36** 0.65 1.57 3.35** 4 .04" 2.46* 0.71 2.62* 1.74 0.21 0.77 
0.01009 

-
c > on •S. 
O Z m 
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S U M M A R Y 

A N INVESTIGATORY METHOD : T H E ORTHOGONAL RÉGRESSION. 

The theoretical and the practical aspects of the orthogonal régression are studied : the only 
démons t r a t i ons which are necessary for the understanding of the conditions of application are 
given. The l inks with the classical methods of régression and principal component analysis are set 
off ; the particular interest as an investigatory tool for the first approach of a new problem are 
stromgly emphasyzed. A n example treats of the relations between a production's variable and a 
set of ecological data. 

Z U S A M M E N F A S S U N G 

D I E ORTHOGONALE RÉGRESSION. 

In der vorliegenden Arbeit wird die Analyse der orthogonalen Régression sowohl theoretisch 
als auch an einem praktischen Beispiel untersucht ; es werden dabei nur die fur das Vers tàndnis 
der exakten Anwendungsbedingungen notwendigen Demonstrationen angefiihrt. 

D i e Beziehungen mit den klassischen Methoden der Régress ions — und Pr inzipalkompo-
nentenanalyse werden dargestellt und die Original i tà t der M é t h o d e hervorgehoben. D i e Bedeutung 
dieser M é t h o d e als Hilfsmittel fur eine erste, angenàher t e Untersuchung eines neuen Prob lèmes 
wird besonders unterstrichen. Das angeflihrte Beispiel behandelt die A r t der Beziehungen zwischen 
einer Zuwachsgrôsse und ôkologischen Variabeln. 
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A N N E X E 

P R É S E N T A T I O N D U P R O G R A M M E D E R É G R E S S I O N O R T H O G O N A L E 

L a suite des o p é r a t i o n s effectuées par le programme est ind iquée dans les cartes 
« commentaire » ; nous invitons donc le lecteur qui voudrait suivre le déta i l des 
o p é r a t i o n s à s'y reporter. N o u s voulons simplement donner ic i une aide pour des 
modifications éventuel les que certains voudraient apporter au programme. 

1. Le programme a été tes té sur l 'ordinateur 1130 I B M de la Stat ion de B i o 
mé t r i e du C . N . R . F . (8 K à disque). Le disque est util isé si on désire calculei les 
valeurs es t imées par l ' é q u a t i o n et les composantes principales de chaque é lément 
de l ' échan t i l lon é tud ié . (Programme écrit en F O R T R A N ) . 

2. 11 fait appel à quatre subroutines o u fonctions : 

d) l a fonction permettant le calcul de la transformation (') A r c s i n 

sjx, qu i n'est pas une fonction standard sur le sys tème 1130 carte 128 

b) calcul des valeurs propres et des vecteurs propres d'une matrice 
réelle s y m é t r i q u e (EIGEN) carte 191 

c) recherche du nombre de valeurs propres supér ieures à une 
valeur fixée par l 'util isateur (TRACE ) carte 199 

d) formation de la matrice A cf. texte (LOAD ) carte 223 

3. P o u r atteindre la taille i nd iquée (25 variables explicatives), i l faut util iser 
sur le 1130 la possibi l i té du traitement L O C A L . Douze constantes seulement peu
vent ê t re incluses dans les transformations. 

4. Si on désire obtenir les é léments A et non les composantes des vecteurs 
propres, i l suffit de placer les cartes 210-217 après la carte 223. 

5. S i les rés idus sont dés i rés , ce sont les composantes rédui tes que le programme 
calcule ; si on veut les composantes principales, i l faut effectuer auparavant l ' inverse 
de l ' o p é r a t i o n effectuée par le subroutine L O A D . 

P) Toutes les transformations possibles grâce à ce programme permettent de recouvrir un grand 
nombre de cas intéressants dans la pratique statistique. 



252 R. TOMASSONE 

C 

C 

n?i^N?!2N
 ? A J A ( 2 6 ) ' I T R A N < 2 6 > ' J T R A N ( 2 6 ) , K T R A N ( 2 6 ) , L T R A N ( 2 6 ) , X B A R 1 

1 [ 2 6 ) , S I G M A ( 2 6 ) / D ( 2 5 ) / G A M M A ( 2 5 ) , C 0 N S T ( 1 2 ) / A I 0 ( 1 8 ) / B ( 2 5 ) , R ( 3 2 5 ) / V 2 

C 

£ . . . 0 S INON 

C 

C L E C T U R E DES C A R T E S C O N S T A N T E S S ' I L Y EN A 

3 

9 

U 
15 
16 

COMMUN MX,MY 11 
D E F I N E F I L E 1 ( 1 0 0 0 , 6 0 , U , I F A ) 5 

1 F O R M A T ( 2 1 2 ) 6 
2 F O R M A T ( 1 8 A l i ) 7 
3 FORMAT ( I 5 , 1 * I 2 , F 6 . 0 , 11 ) 
U F 0 R M A T ( 3 6 I 2 ) 

5 F 0 R M A T U 2 F 6 . 3 ) 10 
6 F O R M A T ( 1 2 F 6 . 0 ) 11 
7 F 0 R M A T ( 1 H 1 , 1 8 A I ( ) 12 

8 FORMAT ( 3i*H VAR MOYENNES E C A R T - T Y P E S , / ) 13 
9 F O R M A T ( 1 H , I 3 , 2 F 1 5 . 3 ) 

10 F O R M A T U 1 H 0 M A T R I C E DES C O E F F I C I E N T S DE C O R R E L A T I O N , / ) 
11 F O R M A T ( / 1 6 H V A L E U R S P R O P R E S / ( 1 0 F 1 2 . 5 ) ) 
12 F O R M A T ( / 1 9 H P O U R C E N T A G E C U M U L E / ( 1 0 F 1 2 . 5 ) ) 17 
13 F O R M A T ( / 1 7 H V E C T E U R S P R O P R E S ) 18 
1U F O R M A T ( / 1 8 H COMPOSANTE N U M E R O , I 3 / ( 1 0 F 1 2 . 5 ) ) 19 
15 F O R M A T ( / / 8 H RCARRE = , F 1 0 . 5 , 2 0 H V A R I A N C E R E S I D U E L L E = , F 1 0 . 5 ) 20 
16 F O R M A T ( 2 7H COMPOSANTE GAMMA S T U D E N T ) 21 
17 F O R M A T ( 1 H , I 8 , F 9 . 5 , F 1 0 . 2 ) 22 
18 F O R M A T ( 2 7 H V A R I A B L E B E T A S T U D E N T ) 23 
19 FORMAT ( 2 3H OBS YOBS Y C A L C Dl F F , 16 ( 1» H Z , I 2 ), / , 2 3 X , IU ( UH Z, I 2 2"t 

1 ) ) 25 
20 F O R M A T ( l 5 , 1 9 F 6 . 2 , / , 2 3 X , l l ( F 6 . 2 ) 26 
21 F O R M A T ( 1 H 2 0 F 6 . 2 ) 27 

28 
C L E C T U R E DES U N I T E S DE S O R T I E ET D ' E N T R E E 29 
C 30 

R E A D ( 2 , 1 ) M X , M Y 31 
999 IFA = 1 32 

C 33 
C L E C T U R E DE LA C A R T E E N T E T E , CODE A L P H A N U M E R I Q U E DES 31* 
C COLONNES 1 A 72 35 
C 36 

R E A D ( M Y , 2 ) ( A I D ( I ) , 1 = 1 , 1 8 ) 37 
C 38 
C L E C T U R E DE LA C A R T E PARAMETRE CONTENANT 
C COLONNE 1 A 5 NOMBRE D ' O B S E R V A T I O N S 
C COLONNES 6 - 7 NOMBRE DE V A R I A B L E S O B S E R V E E S 

C COLONNES 8 - 9 NOMBRE DE V A R I A B L E S DANS LA R E G R E S S I O N "»2 
C COLONNES 1 0 - 1 1 .NOMBRE DE T R A N S F O R M A T I O N S SUR L E S 1(3 
C V A R I A B L E S Lit 
C COLONNES 1 2 - 1 3 NOMBRE DE C O N S T A N T E S DANS L E S 1(5 

C T R A N S F O R M A T I O N S 1,6 

C ^^SS^P^rJ^"1 9 V A L E U R MINIMUM DE LA V A L E U R PROPRE 

39 
1(0 
1(1 

1 SI ON V E U T C A L C U L E R LES R E S I D U S ii9 

50 
51 

R E A D ( M Y , 3 ) N O B S , N V l N , N P , N T R A N , N C O N , C O N , I R E S 52 
NVAR = NP+1 53 
I F ( N T R A N ) 7 3 0 , 7 3 0 , 700 51» 

55 
L E C T U R E DES C A R T E S T R A N S F O R M A T I O N S ' I L Y EN A 5 6 

C I T R A N ( I ) D E F I N I T LE T Y P E DE T R A N S F O R M A T I O N 57 
C ( V O I R A D R E S S E 761 À 7 7 1 ) 58 
C J T R A N E S T LE NOUVEL IND ICE DE LA V A R I A B L E QUI R E M P L A C E 
C S O I T KTRAN ( V A R I A B L E ) 
C S O I T KTRAN ET LTRAN ( V A R I A B L E ) 
C S O I T KTRAN ET LA C O N S T A N T E LTRAN 
C 

59 
60 
61 
62 
63 

700 R E A D ( M Y , 1 ( ) ( I TRAN( I ) , J T R A N ( I ) , KTRAN (I ), LTRAN (I ) , 1 = 1 , N T R A N ) 61( 
I F ( N C O N ) 7 3 0 , 7 3 0 , 7 2 0 65 

66 
67 



c 
6 8 

720 R E A D ( M Y , 5 ) ( C O N S T ( l ) , t = l , N C O N ) ^9 

C 
C I N I T I A L I S A T I O N 
C 

71 
72 

730 OBS=NOBS I ? 
DO 90 l = l , N V I N yt 
SI G M A C I ) = D . O 

90 X B A R C I ) = 0 . 0 7 , 
NPX= f N P « N P + N P V 2 ' ' 
DO 91 1 - 1 , N P 1 ' l 

91 R ( I ) = 0 . 0 8 „ 
DO 92 I = 1 , N P 

92 B ( I ) = 0 . 0 

C 

81 
82 

C 
C L E C T U R E DES D O N N E E S , T R A N S F O R M A T I ON S ' I L Y A L I E U ET FORMAT ION 83 
C DES P R E M I E R E S S T A T I S T I Q U E S 8•» 
C 85 

DO 110 l - l , N O B S 86 
R E A D ( M Y , 6 ) ( D A T A ( J ) , J » 1 , N V I N ) 87 
I F ( N T R A N ) 8 6 0 , 8 6 0 , 7 5 0 88 

C 89 
C T R A N S F O R M A T I O N DES DONNEES I N I T I A L E S 90 
C 91 

750 DO 850 M=1 ,NTRAN 92 
l l - I T R A N ( M ) 93 

J J = J T R A N ( M ) 9"t 
KK=KTRAN(M) 95 
L L = L T R A N ( M ) 96 
GO T O ( 7 6 1 , 7 6 2 , 763 , 7 6 1 » , 7 6 5 , 766 , 7 6 7 , 7 6 8 , 7 6 9 , 770 , 771 ), I I 97 

C 98 
C LES ONZE T R A N S F O R M A T I O N S P O S S I B L E S SONT F O N C T I O N DU CODE DE LA 99 

1 0 0 
1 0 1 
102 
103 

105 
106 
1 0 7 

C C A R T E T R A N S F O R M A T I O N 

C 
761 D A T A ( J J ) = D A T A ( K K ) 

GO TO 850 
762 D A T A ( J J ) = - D A T A ( K K ) 101» 

GO TO 8 5 0 
763 D A T A ( J J ) = A L O G ( D A T A ( K K ) ) 

GO TO 850 
761) D A T A ( J J ) = 1 . 0 / D A T A ( K K ) 1 0 8 

GO TO 850 109 
765 D A T A ( J J ) = D A T A ( K K ) + D A T A ( L L ) 1 1 0 

GO TO 850 111 
766 D A T A ( J J ) = D A T A ( K K ) * D A T A C L L ) 112 

GO TO 850 113 
7 6 7 D A T A ( J J ) = D A T A ( K K ) / D A T A ( L L ) 111» 

GO TO 850 115 
768 D A T A t J J ) = D A T A ( K K ) + C 0 N S T ( L L ) 116 

GO TO 850 1 1 7 

769 D A T A ( J J ) = D A T A ( K K ) + C O N S T ( L L ) 118 
GO TO 850 119 

770 D A T A ( J J ) = ( D A T A ( K K ) ) * * . 5 120 
GO TO 850 1 2 1 

C 122 
C LA F O N C T I O N ASRAC EST LA F O N C T I O N A R C S I N U S R A C I N E C A R R E E ( X ) 123 
C OU X EST E X P R I M E E EN P O U R C E N T A G E , C ' E S T LA S E U I L E F O N C T I O N U T I - 121» 
C L I S E E DANS LES T R A N S F O R M A T I O N S OUI N ' E S T PAS UNE F O N C T I O N 125 
C STANDARD SUR LE 1130 IBM 1 2 6 

1 2 7 
771 D A T A ( J J ) = A S R A C ( D A T A ( K K ) ) 128 
850 C O N T I N U E 1 2 9 

C 1 3 0 
C SI ON D E S I R E C A L C U L E R LES E S T I M E E S ET LES COMPOSANTES P R I N C I P A - 131 
C LES ON E C R I T LES DONNEES SUR L E D I SOUE 132 
C 1 3 3 

860 I F ( I RES ) 8 8 0 , 8 8 0 , 870 131» 
870 WRI T E ( 1 ' I F A ) ( D A T A ( J ) , J = 1 , N V A R ) 135 
880 DO 100 J = 1 , N V A R 1 3 6 

X B A R ( J ) = X B A R ( J ) + D A T A ( J ) 1 3 7 
100 S I G M A ( J ) = S I G M A ( J ) + D A T A ( J ) » D A T A ( J ) 138 

DO 1 0 1 J = 1 , N P 1 3 9 
DO 101 K = J , N P H O 

C 11»1 
C L ' A D R E S S E DE LA L I G N E J ET DE LA COLONNE K (K SUG J ) D ' U N E 1"»2 
C M A T R I C E S T O C K E E S U I V A N T LE MODE1 DES S . S . P . EST K ( K - l ) / 2 + J 1U3 

ll»l» 



I = ( K » K - K ) / 2 + J 1 1 5 
101 R ( L ) = R ( L ) + D A T A ( J ) ' D A T A ( K ) . 1U6 

C m 
C ON S T O C K E UN IQUEMENT LES E L E M E N T S N E C E S S A I R E S AU C A L C U L DES 11(8 
C C O E F F I C I E N T S DE C O R R E L A T I O N DE LA V A R I A B L E E X P L I Q U E E A V E C LES » 9 
C V A R I A B L E S E X P L I C A T I V E S 150 
C 151 

DO 102 J = 1 , N P 152 
102 B ( J ) = B ( J ) + D A T A ( J ) * D A T A ( N V A R ) 153 
110 C O N T I N U E 151» 

C 155 
C C A L C U L DES E C A R T - T Y P E ET DES C O E F F I C I E N T S DE C O R R E L A T I O N 1 5 6 
C 1 5 7 

DO 120 1=1 ,NVAR 1 5 8 
120 S I G M A ( I ) = ( S I G M A ( I ) - X B A R ( I ) * X B A R ( I ) / 0 B S ) * » . 5 159 

DO 121 1=1,NP 1 6 0 
DO 121 J = I . N P 161 
K « ( J » J - J ) / 2 < I 1 6 2 

121 R ( K ) = ( R ( K ) - X B A R ( 1 ) * X B A R ( J ) / 0 B S ) / ( S 1 G M A ( I ) * S I G M A ( J ) ) 163 
DO 122 J = 1 , N P 161* 

122 B ( J ) = ( B ( J ) - X B A R ( J ) * X B A R ( N V A R ) / O B S ) / ( S I G M A ( J ) * S I G M A ( N V A R ) ) 165 
C " 166 
C O A S S A G E A LA PAGE S U I V A N T E (SI MX = 3 ) ET I M P R E S S I O N DES 1 6 7 
C P R E M I E R E S S T A T I S T I Q U E S 168 

169 
W R I T E ( M X , 7 ) ( A I D ( I ) , 1 = 1 , 1 8 ) 1 7 0 
W R I T E ( M X , 8 ) 171 
DO 123 1=1,NVAR 172 
X B A R ( I ) = X B A R ( I ) / O B S 173 
S I G M A t I ) =S I GMA( l ) / ( O B S - 1 . 0 ) * » . 5 171» 

123 W R I T E ( M X , 9 ) I , X B A R ( I ) , S I G M A ( I ) 175 
W R I T E ( M X , 1 0 ) 176 
DO 12U J = 1 , N P 1 7 7 
DO 125 1=1 ,d 1 7 8 
L = l + ( J * J - J , / 2 179 

125 D ( I ) = R ( L ) 180 
12U W R I T E ( M X , 2 1 ) ( D ( I ) , I = 1 , J ) 181 

W R I T E ( M X , 2 1 ) ( B ( I ) , I = 1 , N P ) 1 8 2 
MV = 0 

C 

C 

C 

C 

C 

C 

183 
181» 

C C A L C U L DES V E C T E U R S PROPRES ET DES V A L E U R S PROPRES D ' U N E M A T R I C E 185 
C R S Y M E T R I Q U E NPXNP S E U L E LA P A R T I E S U P E R I E U R E D R O I T E EST F O U R N I E 186 
C A P R E S L E C A L C U L L E S NP V A L E U R S PROPRES SONT SUR L A D I A G O N A L E DE 1 8 7 
C R; L E S V E C T E U R S PROPRES CORRESPONDANTS SONT LES COLONNES DE V 188 
C MV EST UN PARAMETRE PROPRE A LA S U B R O U T I N E C F . SSP IBM 1 1 3 0 NOTI 189 
C C E P A G E S 6 2 - 6 3 190 

C 1 9 1 
C A L L E I G E N ( R , V , N P , M V ) 192 

193 
C R E C H E R C H E DES V A L E U R S PROPRES S U P E R I E U R E S A LA V A L E U R CON DONNEE 191) 
C LE NOMBRE DE CES V A L E U R S PROPRES C A L C U L E E S PAR LA S U B R O U T I N E E S T 195 
C K, LES P O U R C E N T A G E S CUMULES SONT L E S COMPOSANTES DU V E C T E U R D 1 9 6 
C ( D I M E N S I O N NP) 1 9 7 

C 198 
C A L L T R A C E ( N P , R , C O N , K , D ) 199 

2 0 0 
C IMPRESS ION DES V A L E U R S PROPRES DU P O U R C E N T A G E CUMULE ET DES 2 0 1 
C V E C T E U R S PROPRES 2 0 2 

203 
DO 130 1=1,K 2 01* 
L - l + ( l * l - l ) / 2 2 0 5 

130 D A T A ( I ) = R ( L ) 206 
W R I T E ( M X , 1 1 ) ( D A T A ( J ) , J = 1 , K ) 2 0 7 
W R I T E ( M X , 1 2 ) ( D ( J ) , J = 1 , K ) 208 
W R I T E ( M X , 1 3 ) 209 
L=0 210 
DO 150 J = 1 , K 2 1 1 
DO Î U O 1=1,NP 212 
L=L+1 213 

11(0 D( I ) = V ( L ) 211* 
150 W R I T E ( M X , l l » ) J , (D ( I ) , I = 1 , N P ) 215 

DO 160 J = 1 , K 2 1 6 
160 G A M M A ( J ) = 0 . 0 2 1 7 

218 
C FORMAT ION DE LA M A T R I C E DES F A C T E U R S : CHAQUE COMPOSANTE D ' U N 219 
C V E C T E U R PROPRE E S T M U L T I P L I E E PAR LA R A C I N E C A R R E E DE SA V A L E U R 220 
C PROPRE 2 2 i 
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C 222 

C A L L L O A D ( N P , K , R , V ) 2 2 3 
C 221» 
C A P A R T I R DE LA M A T R I C E DES F A C T E U R S V , D E S V A L E U R S PROPRES DES 225 
C COMPOSANTES ET DES C O E F F I C I E N T S DE C O R R E L A T I O N E N T R E LA V A R I A - 226 
C B L E E X P L I O U E E ET LES V A R I A B L E S E X P L I C A T I V E S C A L C U L DE TOUS LES 2 2 7 
C E L E M E N T S DE LA R E G R E S S I O N 228 
C R . C A R R E ET E C A R T - T Y P E R E S I D U E L 229 
C 2 3 0 
C C O E F F I C I E N T S GAMMA ET LEUR T E S T ( R E G R E S S I O N SUR L E S COMPO 231 
C S A N T E S R E D U I T E S 2 3 2 
C C O E F F I C I E N T S B E T A ET LEUR T E S T ( R E G R E S S I O N SUR LES V A R I A 233 
C B L E S ) 231» 

235 

R 2 - 0 . 0 236 
L=0 2 3 7 
DO 180 J = 1,K 238 

C 

DO 170 1 - 1 , N P 
2 3 9 
2"»0 

L = L+1 

170 G A M M A ( J ) = G A M M A ( J ) + B ( I ) * V ( L ) 2U1 
L1 = J+ ( J « J - J ) /2 21*2 
GAMMA ( J ) 'GAMMA CJ ) / R( L l ) 21»3 

180 R2 = R2 + GAMMA( J ) *GAMMA( J ) 21»"» 

S T 2 = ( 1 . 0 - R 2 ) / ( O B S - 1 . 0 - F L O A T ( N P ) ) 21» 5 

W R I T E ( M X , 1 5 ) R 2 , S T 2 21»6 
S T 2 = S Q R T ( S T 2 ) 2I»7 
WR ITE (TMX,16 ) 21» 8 
DO 190 J « 1 , K 21*9 
T = G A M M A ( J ) / S T 2 2 5 0 

190 W R I T E ( M X , 1 7 ) J , G A M M A ( J ) , T 251 
W R I T E ( M X , 1 8 ) 2 5 2 
DO 200 I = 1 , N P 253 
L= I -NP 251» 
D{ I ) =0 . 0 255 
T = 0 . 0 2 5 6 
DO 201 J « 1 , K 2 5 7 
L l = J + ( J * J - J ) / 2 258 
L=L+NP 259 
D ( I ) = D ( I ) + V ( L ) * G A M M A ( J ) / R ( L l ) 26 0 

201 T = T + V ( L ) * V ( L ) / R ( L 1 ) / R ( L 1 ) 2 6 1 
T = D ( I ) / S T 2 / S Q R T ( T ) 262 

H R I T E ( M X , 1 7 ) I , D ( I ) , T 2 6 3 
200 C O N T I N U E 261» 

C 2 6 5 
C IRES EST E G A L A 1 ON C A L C U L E 266 
C LA V A L E U R C E N T R E E R E D U I T E DE LA V A R I A B L E E X P L I Q U E E 2 6 7 
C LA V A L E U R E S T I M E E 268 
C LA D I F F E R E N C E SUR L ' E C A R T - T Y P E R E S I D U E L 269 
C L E S V A L E U R S DES K COMPOSANTES C O N S E R V E E S 2 7 0 
C 271 

I F C I R E S ) 9 9 9 , 9 9 9 , 610 2 72 
6 1 0 1FA=1 273 

W R I T E t M X , 1 9 ) ( I , I = 1 , K ) 271» 
S T 2 « S T 2 « S Q R T ( O B S - 1 . 0 ) 275 
DO 630 L l = l / N O B S 2 7 6 

R E A D ( 1 ' I F A ) ( D A T A ( I ) , I = 1 , N V A R ) 2 7 7 
T = 0 . 0 2 7 8 
DO 631 J = 1 , K 279 

631 G A M M A ( J ) » 0 . 0 280 
DO 632 1=1 ,NP 281 
D A T A ( I ) * ( D A T A ( I ) - X B A R ( I ) ) / S I G M A ( I ) 282 

632 T = T + D ( I ) « D A T A ( I ) 2 8 3 
L = 0 281» 
DO 633 J = 1 , K 2 8 5 
DO 633 1=1 ,NP 2 8 6 
L=L+1 2 8 7 

633 G A M M A ( J ) = G A M M A ( J ) + D A T A ( I ) * V ( L ) 288 
D A T A ( N V A R ) - ( D A T A ( N V A R ) - X B A R ( N V A R ) ) / S I G M A ( N V A R ) 2 89 
R 2 = ( D A T A ( N V A R ) - T ) / S T 2 2 9 0 
W R I T E ( M X , 2 0 ) L 1 , D A T A ( N V A R ) , T , R 2 , ( G A M M A ( J ) , J - 1 , K ) 2 9 1 

630 C O N T I N U E 2 9 2 
GO TO 999 2 9 3 
END 291» 



1 R E G R E S S I ON O R T H O G O N A L E E X P L I C A T I O N DE LA H A U T E U R MOYENNE 
0 M A T R I C E DES C O E F F I C I E N T S DE C O R R E L A T I O N 

1 00 
0 36 1 00 

- 0 09 - 0 15 1 00 
0 05 0 03 0 11» 1 00 
0 22 0 00 0 10 - 0 21» 1 . 0 0 
0 08 0 06 0 10 - 0 20 0 39 1 00 
0 12 - 0 12 0 10 0 21 - 0 05 0 05 1 00 
0 00 - 0 10 - 0 11» 0 05 - 0 18 - 0 08 0 19 1 00 
0 06 - 0 08 - 0 09 - 0 02 0 l»0 - 0 02 0 01» 0 06 1 Oû 
û 00 - 0 06 - 0 03 0 02 0 30 - 0 01» - 0 18 - 0 12 0 61» 1 00 
0 10 - 0 Qb - 0 03 - 0 07 0 25 0 01» - 0 l»0 0 07 0 52 0 i»3 1 00 
0 l it - 0 18 - 0 10 - 0 09 0 28 0 01» 0 15 0 17 0 65 0 i»l 0 51» 
0 03 0 21 - 0 15 0 25 - 0 30 - 0 12 0 25 - 0 10 0 01 - 0 Ob - 0 09 
0 . 06 0 18 - 0 11» 0 17 - 0 19 - 0 07 0 21 - 0 02 0 11 - 0 05 0 12 

V A L E U R S PROPRES 

2 . 9 6 1 5 7 1 . 7 4 1 3 7 1 . 5 4 2 7 8 1 . 4 1 9 3 0 
0 . 3 8 7 7 2 0 . 2 1 4 0 0 0 . 1 7 8 7 3 

P O U R C E N T A G E CUMULE 

0 . 2 2 7 8 1 0 . 3 6 1 7 6 0 . 4 8 0 4 4 0 . 5 8 9 6 1 
0 . 9 6 9 7 7 0 . 9 8 6 2 3 0 . 9 9 9 9 8 

V E C T E U R S PROPRES 

1 . 2 4 4 8 7 

0 . 6 8 5 3 7 

1 . 0 0 
- 0 . 08 

0 . 0 0 

0 . 9 6 0 6 3 

0 . 7 5 9 2 7 

00 
88 

0 . 7 4 1 7 9 

0 . 8 1 6 3 3 

C O M P O S A N T E NUMERO 1 
- 0 . 0 9 1 3 3 0 . 0 7 9 4 8 
- 0 . 4 3 6 4 5 - 0 . 4 4 4 8 2 

C O M P O S A N T E NUMERO 2 
0 . 0 5 0 2 0 - 0 . 0 2 3 6 7 
0 . 0 4 7 5 9 0 . 2 4 5 1 6 

C O M P O S A N T E NUMERO 3 
0 . 5 8 2 4 2 0 . 6 3 9 2 3 

0 . 0 4 0 5 5 0 . 1 2 9 6 6 - 0 . 3 5 5 3 0 - 0 . 0 9 7 2 4 0 1 1 3 4 7 
0 . 1 4 6 9 3 

0 . 6 3 2 9 0 

0 . 8 6 5 0 1 

- 0 . 0 0 6 1 0 

- 0 . 1 9 9 3 2 0 . 4 0 8 9 9 - 0 . 3 4 2 8 6 - 0 . 3 9 9 8 2 0 . 3 3 2 0 6 0 2 9 2 7 4 
0 . 4 2 4 1 1 

- 0 . 2 1 2 5 2 0 . 0 3 9 2 3 0 . 1 7 7 2 4 0 . 1 9 6 7 3 0 . 0 4 1 8 3 - 0 . 2 0 2 2 2 

0 . 5 6 2 5 9 

0 . 9 0 8 2 9 

- 0 . 4 8 2 4 4 

0 . 2 4 6 6 0 

0 . 0 0 5 3 3 

0 . 4 1 1 5 1 

0 . 9 3 9 9 4 

- 0 . 4 1 8 9 8 

0 . 1 1 5 9 8 

- 0 . 0 1 9 9 1 



-0 .02291 -0 .05035 0.298G2 

C O M P 8 ! ! ë ï b N U M E - R 8 . 20307 
-0 . 21(710 0.18286 

0.33371 
-0 .06519 

0 . 081(18 0 . 26970 0 . 3 8051* 0 . 661(15 0 . 15677 0 . 01(1(1(8 -0.16715 

COMPOSANTE NUMERO 5 
0 . 12999 0 . 021(1(8 -0 . 52 51(1 
0.01127 0.1U571 - 0 . 2 2 0 2 7 

-0 . 1( 2321 -0 . 07335 0.06660 0.01735 0.59029 - 0 . 0 9 1 7 2 -0 .30071* 

COMPOSANTE NUMERO 6 
0 . 38957 0 . U 6 5 8 0 . 38889 
0 . 25152 -0 . 051*91* - 0 . 1*3 058 

0 . 1* 2692 -0 . 03763 - 0 . 16 73 2 -0 . 22 171* 0 . 3 701(5 - 0 . 11*351* -0.0711*5 

COMPOSANTE NUMERO 7 
-0 . 28760 0 . 07326 0 . 131*06 

0 .1*3025 0 . 029 71* 0 . 38936 
0 . 11(638 - 0 . 18635 0 .61987 - 0 . 1 7 3 1 1 0.22879 -0 .06262 -0 .17229 

COMPOSANTE NUMERO 8 
0 . 3381*1* -0 . 21*21*9 0 . 28878 
0 . 33 235 0 . 27876 0 . 21*1*30 

-0 .38170 -0 .17605 -0 . 251*81* 0 . 00760 -0 . 28095 -0 . 13 593 -0.39530 

COMPOSANTE NUMERO 9 
0 . 27303 -0 . 55627 -0 . 1*81*33 
0 . 09759 -0 . 01179 -0 . 071*82 

0.1*3611 0.01*1*05 0 . 21615 - 0 . 10325 - 0 . 2673** -0 . 19879 -0 .07503 

COMPOSANTE NUMERO 10 
0.11881 0 . 11155 0 .03611* 

-0 .11100 0 . 30091* -0 . 29899 
-0 .0881(5 -0.67865 0.29373 0.10500 -0 .19398 -0 .16188 0.38767 

COMPOSANTE NUMERO 11 
-0 . 36905 0 .31(793 - 0 . 13636 

0 . 01*911* 0 . 1*5 8 7«* -0 .30602 
0 . 27317 0 . 05863 -0 . 08812 0 .0721(9 - 0 . 30963 0 . 03971 -0.1(7861 

COMPOSANTE NUMERO 12 
- 0 . 11913 0 .01(996 0 . 00955 
- 0 . 05276 0.1(0685 0 . 20378 

0.02522 0.33590 -0 . 12 620 -0 . 01(218 0 . 12858 -0 . 72835 0 . 3081(7 

COMPOSANTE NUMERO 13 
-0 .12852 0 . 1071(1 - 0 . 13721 

0 . 59968 - 0 . 3691 (6 -0 . 17233 
-0.071(01 0.02692 -0 . 0939 7 0 . 5 7075 - 0 . 1 0 1 U 3 -0.231(92 0.11*1(87 



258 R. TOMASSONE 

RCARRE= 0 . 8 5 9 0 5 V A R I A N C E R E S I D U E L L E ' 0 . 0 1 0 0 6 
C O M P O S A N T E GAMMA S T U D E N T 

1 0 . . 0 9 7 0 6 0 .96 
2 0, . 501(82 5 .03 
3 0. , 3 3 7 7 8 3, .36 
it - 0 . . 0 6 5 9 6 - 0 . ,65 
5 - 0 , . 1 5 7 8 8 - 1 . ,57 
6 - 0 . , 3 3 6 8 0 - 3 . ,35 

7 0 .1(0597 k.Ok 
8 0 . 21(786 2 .1(7 
9 - 0 . 0 7 1 8 1 - 0 . 7 1 

10 - 0 . 2 6 3 3 6 - 2 . 6 2 
11 - 0 . 1 7 5 0 3 - 1 . 7 « t 
12 0 . 0 2 1 5 2 0 . 21 
13 0 . 0 7 8 1 5 0 . 7 7 

V A R I A B L E B E T A S T U D E N T 
1 - 0 . 019711 - 0 . 1 6 
2 0 .0171(8 0.11» 
3 - 0 . O H M - 0 . 1 0 
k - 0 . 0 6 1 6 8 - 0 . 5 1 » 
5 0 .01(120 0 . 2 9 
6 - 0 .001(90 - 0 . 0 1 » 
7 0 .1521(9 0 . 9 8 
8 0 . 0 3 6 9 5 0 . 3 2 
9 0 , . 0 5 3 5 7 0 . 3 0 

10 - o . . 0 8 8 9 8 - 0 . 6 3 
11 0 , , 3 5 0 1 8 2 . 1 3 
12 - 0 . . 1 5 6 7 3 - 0 . 9 7 
13 0 , , 8 8 7 6 9 7 . 1 5 


