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Chapitre 1

Introduction générale

Soit X une variété algébrique affine normale munie d’une opération fidéle d’un tore
algébrique T. Supposons que le corps de base k est algébriquement clos de caractéris-
tique 0. Alors X peut étre décrite par des objets combinatoires de géométrie convexe.
Plusieurs descriptions ont été obtenues notamment par les travaux de Mumford, Dol-
gachev, Pinkham, Demazure, Timashev, Flenner, Zaidenberg, Altmann, Hausen, e.a.
Dans cette thése, nous étudions des problémes nouveaux concernant les propriétés
algébriques et géométriques de la variété X.

Rappelons que la présentation d’Altmann-Hausen en termes de diviseurs poly-
édraux donne une description explicite de l'algébre M-graduée k[X] des fonctions
régulieéres de la variété X, ou M est le réseau des caractéres de T. Plus précisément,
si N est le réseau dual & M, et Mg, Ng sont les Q-espaces vectoriels associés a M, N
alors cette présentation est donnée par un triplet (Y, 0,9). La premiére donnée Y est
une variété semi-projective normale sur k; c’est & dire une variété normale qui est
projective sur une variété affine. En fait, c¢’est un quotient d’un ouvert de X par T.
En particulier, les orbites générales de 'opération de T dans X sont de codimension
dim Y. La deuxiéme donnée o est un cone polyédral saillant de Ng. Le cone dual
o C Mg est le cone des poids de k[X]. La troisiéme donnée est un diviseur de Weil
® sur la variété Y dont les coeflicients sont des o-polyedres de Ng tous égaux a o sauf
pour un nombre fini. Rappelons qu'un o-polyédre dans Ny est la somme de Minkowski
d’un polytope de Ng avec le cone 0. De plus, I'évaluation ©®(m) de © en le vecteur
m € o est un diviseur de Weil rationnel Q-Cartier, semi-ample et abondant lorsque
m est dans l'intérieur relatif de o¥ (voir [AH|). On a un isomorphisme d’algébres
M-graduées, k[X]| ~ A[Y, D] ou

AY, D= D HY.Ov(ID(m)]))x™

meaVNM



Les éléments x™ vérifient les relations x° = 1 et y™ - x™ = ¥, pour tous m, m’ €
oY N M. Réciproquement, en partant d’une présentation d’Altmann-Hausen (Y, 0,9),
I'algebre A[Y,®] définit une variété normale sur k munie d’une opération fidéle de T
avec quotient rationnel Y. Lorsque Y est de dimension 0 (cas de complexité 0), on a

H(Y,Oy([®(m)])) =k
pour tout m € ¥ N M, de sorte que

kKX]~AY,9]= f k™

meaVNM

On retrouve ainsi la description bien connue des variétés toriques affines en termes
de cones polyédraux saillants. Une des motivations majeures des travaux présentés
dans cette thése est la généralisation de résultats connus dans le cas torique (cas
dim Y = 0) au contexte des diviseurs polyédrauz présenté ci-dessus (cas général). Plus
précisément, nous nous intéressons au cas ou Y est une courbe algébrique réguliére C'
(cas de complexité 1). Dans ce contexte, on reconstruit aisément C' a partir de A[C, D].

Cette thése est divisée en trois parties. Dans la premiére partie (chapitre 3), un
résultat donne une maniére explicite de calculer la normalisation d’une variété affine
munie d’une opération d'un tore algébrique de complexité 1 en termes de diviseurs
polyédraux d’Altmann-Hausen, lorsque k est algébriquement clos de caractéristique
0. Ce résultat peut étre mis en paralléle avec les travaux de Hochster dans le cas
torique (voir [Ho|). Comme application, nous nous intéressons a la théorie des idéaux
intégralement clos introduite par Zariski, Lejeune-Jalabert, Teissier, etc. (voir [Za,
LeTe]). On donne une description combinatoire des idéaux homogénes intégralement
clos de l'algébre A = A[C, D], généralisant 'approche de [KKMS]. Nous obtenons sous
certaines conditions un critére de normalité pour les idéaux homogénes de A.

Les calculs de la premiére partie suggérent une démonstration de la validité de la
présentation d’Altmann-Hausen sur un corps quelconque dans le cas de la complexité
1. Ce qui est fait dans la deuxiéme partie (chapitre 4). Sur un corps de base arbitraire,
la descente galoisienne des variétés affines normales munies d’une opération d’un tore
algébrique de complexité 1 est décrite par des objets combinatoires que nous appe-
lons diviseurs polyédraux Galois stables. Nous étudions aussi d’autres types d’algébres
multigraduées, celles qui sont définies par un diviseur polyédral sur un anneau de
Dedekind.

Dans la troisiéme partie (chapitre 5), nous étudions la description des racines de
Demazure en complexité 1 sur un corps quelconque dans la lignée amorcée par Liendo
[Li]. Cette étude est aussi une généralisation en dimension plus grande de résultats



di a Flenner et & Zaidenberg concernant les opérations normalisées du groupe additif
dans les surfaces affines complexes munies d’une action de C* (voir [FZ 2|).

Awvertissement. Les trois prochains chapitres sont issus d'une publication (voir |La])
et de deux prépublications (voir |[La 2, LL]). Les deux prochains chapitres peuvent
étre lus indépendamment. Le chapitre 5 utilise les conventions du chapitre 4. Chaque
chapitre est muni de sa propre introduction détaillée.
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Chapitre 2

(zeneral introduction

Let X be a normal affine algebraic variety endowed with an effective action of an
algebraic torus T. Assume that the ground field k is algebraically closed of characte-
ristic 0. Then we can describe the variety X by combinatorial objects arising in convex
geometry. There exist several descriptions due mainly to the works of Mumford, Dolga-
chev, Pinkham, Demazure, Timashev, Flenner, Zaidenberg, Altmann, Hausen, among
others. In this thesis, we study new problems concerning the algebraic and geometric
properties of the variety X.

Let us recall that the Altmann-Hausen presentation in terms of polyhedral divisors
provides a concrete description of the M-graded algebra k[X] of regular functions on
X, where M is the character lattice of T. More precisely, if N is the dual lattice of
M, and Mg, Ng are the Q-vector spaces associated to M, N then this presentation is
given by a triple (Y, 0,D). The first data Y is a normal semi-projective variety over
the field k, i.e., Y is assumed to be projective over an affine variety. Actually, Y is a
quotient of an open subset of X by the torus T. In particular, the general T-orbits in
X have codimension dim Y. The second data o is a strongly convex polyhedral cone
of Ng. The dual cone 0¥ C My is the weight cone of the M-graded algebra k[X]. The
third data is a Weil divisor ® over Y whose coefficients are o-polyhedra of Ng equal
to o for all but finitely many prime divisors of Y. Recall that a o-polyhedron in Ny is
the Minkowski sum of a polytope of Ng with the cone o. Furthermore, the evaluation
D(m) of ® in a vector m € ¢" is a rational Q-Cartier divisor, semi-ample, and big
for m in the relative interior of the cone o¥ (see [AH]). We have an isomorphism of

M-graded algebras, k[X]| ~ A[Y, ®] where

AY, D= D HY.Ov(|D(m)]))x™

meaVNM
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m

The symbols x™ satisfy the relations y* = 1 and ™ - Y™ = ™", for all m,m’ €
oY N M. Conversely, given a presentation (Y, o0,®) the corresponding algebra A[Y, D]
defines naturally a normal affine variety over k endowed with an effective T-action
with rational quotient Y. When the dimension of Y is 0 (complexity 0 case), we have

H(Y,Oy([®(m)])) =k
for any m € 0¥ N M so that

kKX]~ Ay, D)= & k"

meaVNM

and we recover the classical description of affine toric varieties in terms of strongly
convex polyhedral cones. One of the main motivations of the work presented in this
thesis is a generalization of well known results in the toric case (case of dimY = 0)
to the context of polyhedral divisors (general case). More precisely, we are interested
in the case where Y is a regular algebraic curve (complexity 1 case). In this context,
we reconstruct easily the curve C' starting from the algebra A[C,D].

This thesis is divided into three parts. In the first part (Chapter 3) we give an
explicit description of the normalization of an affine variety endowed with an algebraic
torus action of complexity 1 in terms of polyhedral divisors, when the ground field k is
algebraically closed of characteristic 0. This result can be compared with the work of
Hochster in the toric case (see [Ho|). As an application we are interested in the theory
of integrally closed ideals introduced by Zariski, Lejeune-Jalabert, Teissier, etc. (see
|Za, LeTe]). We provide a combinatorial description of homogeneous integrally closed
ideals of the algebra A = A[C, D], extending the approach of [KKMS|. We obtain
under some conditions a normality criterion for homogeneous ideals of A.

Following the computations of the first part, we can show next that the Altmann-
Hausen presentation in complexity 1 holds over an arbitrary field. This is done in the
second part (Chapter 4). Still over an arbitrary field, the Galois descent of normal
affine varieties endowed with an algebraic torus action of complexity 1 is described via
a new combinatorial object that we call Galois invariant polyhedral divisor. We study
as well other types of multigraded algebras, namely, those defined by a polyhedral
divisor over a Dedekind domain.

In the third part (Chapter 5), we describe the Demazure roots in complexity 1 for
more general fields following the work of Liendo [Li|. We obtain a generalization in
higher dimensions of classical results concerning the quasihomogeneous surfaces [FZ
2| due in particular to Flenner and Zaidenberg.

12



Warning. The next three chapters arise from a publication (see [La]) and two
preprints (see [La 2, LL]). The next two chapters can be read independently. Chapter
5 uses the conventions of Chapter 4. Each chapter is provided with its own detailed
introduction.
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Chapitre 3

Cloture intégrale et opérations de
tores algébriques de complexité un
dans les variétés affines

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux algébres multigraduées de complexité
1 sur un corps algébriquement clos k de caractéristique zéro.

En utilisant la géométrie convexe développée par Altmann et Hausen nous obte-
nons des résultats nouveaux sur des questions classiques d’algébre commutative. Un
de nos principaux théorémes donne une description combinatoire des idéaux intégrale-
ment clos en termes de diviseurs polyédraux, voir le théoréme 3.6.6. Un autre résultat
nous permet de calculer de fagon explicite la normalisation d’une variété affine munie
d’une opération d’un tore algébrique de complexité un. Nous décrivons aussi la ferme-
ture intégrale des idéaux homogénes, voir les théorémes 3.4.4 et 3.6.2, et donnons de
nouveaux exemples d’idéaux normaux homogénes, voir le théoréme 3.7.3.

Donnons deux exemples illustrant notre problématique. Considérons 1’algebre des
polynémes de Laurent en n variables

Liy = Ligy(k) ==k [t 87 to, 151, .t 1,1

Notons que L, est I'anneau des coordonnées de la variété affine (k*)". Soit A une
sous-algebre engendrée par un nombre fini de mondémes. Soit F C Z" le sous-ensemble
des exposants correspondant aux monodmes apparaissant dans A. Sans perte de gé-
néralité, nous pouvons supposer que E engendre le réseau Z". Il est connu [Ho| que

15



la normalisation de A est I’ensemble des combinaisons linéaires de tous les mondomes
dont les exposants appartiennent au cone w C Q" engendré par E. Nous avons donc

A= ) K™

(m1, ..., mn)EwWNZ™

oll A est la normalisation de A. Par exemple, si n = 1 et si A est la sous-algébre engen-
drée par les monomes t? et t5 alors la normalisation de A est 'anneau des polynomes
k[t1].

Un probléme analogue apparait pour les idéaux monomiaux. Supposons que l’'al-
gebre A soit normale. Soit [ un idéal de A engendré par des monomes. L’enveloppe
convexe dans Q" de tous les exposants des mondémes de I est un polyédre P contenu
dans le cone w. Ce polyedre P satisfait P + w C P. La fermeture intégrale de I est
égale a

I= & K™

(m1,...,mn)€ PNZ™

Nous pouvons déterminer P par un ensemble fini de monoémes dans A engendrant
l'idéal I. Par exemple, si n = 2, A = Clt;,t5] et si [ est I'idéal engendré par les
monomes t; et t5 alors

I = (8], tits, 1113, 3) .

Voir [LeTe, HS, Va| pour plus de détails concernant la fermeture intégrale des idéaux ;
nous rappelons les définitions essentielles ci-dessous. Notons que 1’étude des idéaux in-
tégralement clos nous permet de décrire la normalisation d’un éclatement (voir [KKMS]
pour le cas torique et [Br| pour le cas sphérique). Cela est aussi utilisé dans le but de
décrire les modifications affines équivariantes par les opérations d’un tore algébrique
(voir [KZ, Dul).

Par analogie avec le cas monomial présenté ci-dessus, nous considérons le cas plus
général des opérations de tores algébriques de complexité 1. Avant de passer a la
formulation de nos résultats, rappelons quelques notions.

Un tore algébrique T de dimension n est un groupe algébrique isomorphe a (k*)".
Soient M le réseau des caractéres de T et A une algébre affine sur le corps k. Alors
se donner une opération algébrique de T dans X = Spec A est équivalent & se donner
une M-graduation sur A. La complexité de ’algébre M-graduée affine A est la codi-
mension d’une orbite dans X en position générale. Notons que le cas classique torique
correspond au cas de la complexité 0.

16



Soient A un anneau intégre et I un idéal de A. Un élément a € A est dit entier sur
Isilexister € Zeget¢; € I'yi=1,...,r tels que a" + Y ;_, ¢;a" " = 0. La fermeture
intégrale I de I'idéal I est 'ensemble de tous les éléments de A qui sont entiers sur I. I1
est connu que le sous-ensemble I est un idéal [HS, 1.3.1]. Un idéal I est intégralement
clos si I = I. De plus, I est dit normal si pour tout entier strictement positif e, 1'idéal
I¢ est intégralement clos. Si A est normal alors cette derniére condition est équivalente
a la normalité de lalgebre de Rees A[It] = A®@D,., I't". Voir [Ri| pour plus de détails.

Le but de ce chapitre est de répondre aux questions suivantes : étant donnés
une algébre M-graduée affine A de complexité 1 sur k et des éléments homogénes
a,...,a, € A tels que

A=klay,..., a],

peut-on décrire explicitement la normalisation de A & partir des générateurs aq, ..., a,?
De plus, si A est normale et si I est un idéal homogéne dans A, peut on décrire
explicitement la fermeture intégrale de I & partir d’'un ensemble fini de générateurs
homogenes 7 Il existe un lien entre ces deux derniéres questions. En fait, la réponse a
la seconde question peut étre déduite de la premiére en examinant la normalisation de
'algebre de Rees A[lt] correspondant a l'idéal 1.

Pour répondre a la premiére question, il est utile d’attacher un objet combinatoire
approprié¢ a une algebre M-graduée normale A. Par exemple, dans le cas monomial
présenté ci-dessus, si A est normale alors le cone polyédral w (engendré par les poids
de A) nous permet de reconstruire ’algebre A.

Rappelons qu’une T-variété est une variété normale munie d’une opération fidéle
d’'un tore algébrique T. Il existe plusieurs descriptions combinatoires des T-variétés
affines. Voir [De 2, AH| pour la complexité arbitraire, [KKMS, Ti| pour la complexité
1 et |FZ| pour le cas des surfaces. Notons que la description de [AH| est généralisée
dans |[AHS| pour des T-variétés. Voir aussi I'article d’exposition [AOPSV]| pour des
applications concernant la théorie des T-variétés.

Dans ce chapitre, nous utilisons le point de vue de [AH] et de [Ti|]. Pour simplifier
nous supposons que M = Z" et que T = (k*)". Une T-variété affine X = Spec A de
complexité 1 peut étre décrite par son cone des poids w C Q" et un diviseur polyédral
® sur une courbe algébrique lisse C', dont les coefficients sont des polyédres dans Q.
Pour tout élément m = (mq,...,m,) de w N Z", nous avons une évaluation D (m)
appartenant a l'espace vectoriel sur Q des diviseurs de Weil rationnels sur C. Etant
donnée un triplet (C,w,®) on peut construire une algébre M-graduée

AlC.®D]:= @@ HC,O0c(|D(m)])x™,

mewnM
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o x™ est le monome de Laurent " ...¢"". Voir [AH| pour des définitions et des
énoncés précis. Un des principaux résultats de ce chapitre peut étre énoncé de la fagon
suivante (voir le théoréeme 3.4.4).

Théoréme. Soit C' une courbe algébrique lisse. Considérons une sous-algébre
B =K[C][fix™, ..., [:X"] C Liy(k(C)) :=k(O) [tr,t7", ... tas b, ]
telle que
Frac B = Frac L, (k(C)),

ot s; € Z", X% est le monéme de Laurent correspondant, et f; € k(C)*. Alors la
normalisation de B est l'algébre A[C,D] dont le cone des poids w est engendré par
S1y..., 8, et dont le coefficient du diviseur polyédral ® au point z € C' est

A, ={veQ", (s;,v)>—ord, f;,i=1,...,1},

ot ord, f; est l'ordre d’annulation de f; en z.

Ce théoréme répond a la premiére question. Il généralise des résultats bien connus
dans le cas des surfaces munies d’une opération algébrique de k*, voir [FZ, 3.9, 4.6].
Notons aussi que ce résultat peut étre appliqué

(*) pour trouver un diviseur polyédral propre représentant une sous-algébre (nor-
male) donnée par un ensemble fini de générateurs homogénes;

(**) pour trouver un ensemble fini de générateurs d’une algébre représentée par un
diviseur polyédral propre : I'idée est de deviner un ensemble fini de générateurs
en appliquant (*).

La réponse a la seconde question est donnée par le théoréme 3.6.2. Il est connu que
I’ensemble des idéaux intégralement clos homogénes d’une variété torique décrite par
son cone des poids w est en correspondance bijective avec I’ensemble des w-polyédres
entiers contenus dans w (voir [KKMS] et la section 3.5). Nous donnons une correspon-
dance analogue pour les idéaux intégralement clos homogeénes sur une T-variété affine
de complexité 1 (voir le théoréme 3.6.6) qui est totalement combinatoire lorsque C' est
affine (voir le corollaire 3.6.7).

Tout idéal intégralement clos homogeéne I d'une T-variété affine X = Spec A de
complexité 1 peut étre décrit par le biais d'un couple (P,D) ou P est un polyédre
entier dans Q". Ce polyéedre joue le méme role que le polyedre de Newton pour le cas
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monomial. Le diviseur polyédral D correspond & la normalisation de I'algébre de Rees
de I. Nous donnons une interprétation géométrique des coefficients de ®. Supposons
par exemple que le cone des poids de A est saillant, et soit A, le coefficient de ® au
point z € C. Alors le théoréme 3.6.6 donne des conditions sur les équations des faces
de codimension 1 de A, de sorte que ® correspond & la normalisation de 1’algébre de
Rees A[It].

Nous donnons aussi des conditions suffisantes sur le couple (P, 35) pour que l'idéal
correspondant I soit normal (voir le théoréme 3.7.3). Pour le cas des k*-surfaces af-
fines qui ne sont pas elliptiques, nous obtenons une démonstration combinatoire de
la normalité des idéaux intégralement clos homogénes de ces surfaces. Comme autre

application, nous obtenons un nouveau critére de normalité qui généralise le théoréme
de Reid-Roberts-Vitulli [RRV, 3.1] dans le cas de la complexité 0 (voir 3.7.5).

Théoréme. Soient n > 1 un entier et k"1 = X[z, ... x,] lalgébre des polynomes
an+1 variables sur k. Nous munissons k"t de la Z"-graduation donnée par I’égalité

k[""‘l} — @ Am> avec Am = k[z’o] 1’1ml R A

n
m=(mi,...,mpn)EN?

[n+1

Pour un idéal homogéne I de k"™ les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) L’ideal I est normal;

(ii) Pour tout e € {1,...,n}, l'idéal I¢ est intégralement clos.

Donnons un court résumé de chaque section de ce chapitre. Dans la section 3.3,
nous rappelons quelques faits sur les opérations de tores algébriques de complexité
1 et sur les diviseurs polyédraux. Dans la section 3.4, nous traitons le probléme de
la normalisation des algébres multigraduées et montrons le théoréme 3.6.6. Dans la
section 3.5, nous nous concentrons sur les idéaux monomiaux intégralement clos. Dans
la section 3.6, nous étudions la description en termes de couples (P, D) pour les idéaux
intégralement clos des T-variétés affines de complexité 1. Finalement, dans la derniére
section, nous discutons de la normalité des idéaux dans un cas particulier.

Tout au long de ce chapitre k est un corps algébriquement clos de caractéristique
zéro. Par une variété on entend un schéma intégre séparé de type fini sur k.

19



3.2 Introduction (english version)

In this chapter, we are interested in multigraded affine algebras of complexity 1
over an algebraically closed field k of characteristic zero.

Using the convex geometry developped by Altmann-Hausen we obtain some new
results on classical questions of commutative algebra. One of our main theorems gives
a description of integrally closed homogeneous ideals in terms of polyhedral divisors,
see Theorem 3.6.6. Another result allows us to compute effectively the normalization
of an affine variety with an algebraic torus action of complexity one. We describe as
well the integral closure of homogeneous ideals, see Theorem 3.4.4, Theorem 3.6.2 and
exhibit new examples of normal homogeneous ideals, see Theorem 3.7.3.

The following two classical examples illustrate well the issues that arise. Consider
the algebra of Laurent polynomials in n variables

L = Lyy(k) :=k [t t7 o, 85 oot 1]

Notice that Ly, is the coordinate ring of the affine variety (k*)". Let A be a subalgebra
generated by a finite number of monomials, and let £ C Z" be the subset of exponents
corresponding to the monomials of A. Without loss of generality, we may suppose that
E generates the lattice Z". It is known [Ho| that the normalization of A is the set of
linear combinations of all monomials with their exponents belonging to the rational
cone w C Q" generated by E. We have

A= [y Kt

(m1, ..., mn)€EWNZ™

where A is the normalization of A. For instance, if n = 1 and if A is the subalgebra
generated by the monomials #? and ¢} then the normalization of A is the polynomial
ring k[t].

A similar problem arises for monomial ideals. Assume that the algebra A is normal.
Let I be an ideal of A generated by monomials. The convex hull in Q™ of all exponents
appearing in [ is a polyhedron P contained in w. This polyhedron P satisfies P+w C P.
The integral closure of [ is equal to

I= &y K™
(m1,...,mn)€ PNZ™

We can determine P by means of a finite system of monomials generating the ideal I.
For instance, if n = 2, A = Clty, t,] and if [ is the ideal generated by the monomial ¢3
and ¢3 then

I= (8, tits, t183, 13) .
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See |LeTe, HS, Va| for more details concerning the integral closure of ideals ; we recall
below the definition. Note that the study of integrally closed ideals allows us to find
the normalization of a blowing-up (see [KKMS] for toric varieties and |Br| for spherical
varieties). This is used as well in order to describe (T-equivariant) affine modifications
(see [KZ, Dul).

By analogy with the monomial case presented above, we address more generally
the actions of algebraic tori of complexity 1. Before formulating our results, let us
recall some notation.

An algebraic torus T of dimension n is an algebraic group isomorphic to (k*)". Let
M be the character lattice of T, and let A be an affine algebra over k. Defining an
algebraic action of T on X = Spec A is the same as defining an M-grading of A. The
complexity of the affine M-graded algebra A is the codimension of a general T-orbit
in X. Note that the classical toric case corresponds to the complexity 0 case.

Let A be a domain and let I be an ideal of A. An element a € A is said to be integral
over I if there exist r € Z>g and ¢; € I', i = 1,...,7 such that a" + > _;_, ¢;a"* = 0.
The integral closure I of the ideal I is the set of all elements of A that are integral
over I. It is known that I is an ideal [HS, 1.3.1]. An ideal I is integrally closed if
I = I. Furthermore, I is said to be normal if for any positive integer e, the ideal
I¢ is integrally closed. If A is normal then this latter condition is equivalent to the
normality of the Rees algebra A[It] = A® @, I't". See [Ri] for more details.

The purpose of this paper is to answer the following questions : given an affine
M-graded algebra A of complexity 1 over k and homogeneous elements aq,...,a, € A
such that

A=klay,..., a],

can one describe explicitly the normalization of A in terms of the generators ay, ..., a,?
Furthermore if A is normal and if [ is a homogenous ideal in A, can one describe ef-
fectively the integral closure of I in terms of a given finite system of homogeneous
generators of I 7 There exists a connection between these two questions. Indeed the
answer to the second can be deduced from that to the first by examining the norma-
lization of the Rees algebra A[It] corresponding to I.

To answer the first question, it is useful to attach an appropriate combinatorial
object to a given normal M-graded algebra A. For instance, in the monomial case if
A is normal then the rational cone w allows us to reconstruct A.

Recall that a T-variety is a normal variety endowed with an effective algebraic
T-action. There exists several combinatorial descriptions of affine T-varieties. See [De
2, AH] for arbitrary complexity, [KKMS, Ti| for complexity 1 and [FZ]| for the case
of surfaces. Note that the description of [AH] is generalized in [AHS] to non-affine
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T-varieties. See also the survey article [AOPSV] for applications of the theory of T-
varieties.

In this chapter, we use the point of view of [AH| and [Ti]. To simplify things we
assume that M = Z" and T = (k*)". An affine T-variety X = Spec A of complexity
1 can be described by its weight cone w C Q" and by a polyhedral divisor ® on a
smooth algebraic curve C', whose coefficients are polyhedra in Q". For any element
m = (my,...,my) of wNZ" we have an evaluation ©(m) belonging to the Q-linear
space of rational Weil divisors on C. Given a combinatorial data (C,w,®) one can
construct an M-graded algebra

AlC.D]:= @@ HC,O0c(|D(m)]))x™,

mewnM

where x™ is the Laurent monomial ¢]" ...¢"". See [AH]| for definitions and specific

statements. One of the main results of this paper can be stated as follows (see Theorem
3.4.4).

Theorem. Let C be a smooth algebraic curve. Consider a subalgebra
B =K[C][fix™, ..., [:X"] C Liy(k(C)) :=k(C) [t1, 7", ..., tn, 1, ']
such that
Frac B = Frac Ly, (k(C)),

where s; € Z™, x* is the corresponding Laurent monomial, and f; € k(C)*. Then the
normalization of B is the algebra A[C, D] with weight cone w generated by i, ..., s,
and with the following coefficient of the polyhedral divisor ® at the point z € C' :

A, ={veQ" (s;,v)>—ord, f;,i=1,...,7},

where ord, f; is the order of f; at z.

This theorem answers the first question. It generalizes well known results for the
case of affine surfaces with k*-actions [FZ, 3.9, 4.6]. Note also that it may be applied

(*) to find a proper polyhedral divisor representing a (normal) subalgebra given by
generators ;

(**) to find generators of an algebra represented by a proper polyhedral divisor : the
idea is to guess some generating set and apply (*).
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The answer to the second question is given by Theorem 3.6.2. It is known that
the set of integrally closed homogeneous ideals of the affine toric variety with weight
cone w is in bijective correspondence with the set of integral w-polyhedra contained
in w (see [KKMS| and section 3.5). We provide a similar correspondence for integrally
closed homogeneous ideals on affine T-variety of complexity 1 (see Theorem 3.6.6) that
is wholly combinatorial when C'is affine (see Corollary 3.6.7).

Any integrally closed homogeneous ideal I of an affine T-variety X = Spec A
of complexity 1 can be described by means of a pair (P,®) where P is an integral
polyhedron in Q". This polyhedron plays the same role as the Newton polyhedron
does in the monomial case. The polyhedral divisor ® corresponds to the normalization
of the Rees algebra of I. We give a geometric interpretation of the coefficients of ©.
Assume for instance that the weight cone of A is strongly convex, and let A, be the
coefficient of © at a point z € C. Then Theorem 3.6.6 provides conditions on the
equations of facets of A, so that ® corresponds to the normalization of the Rees
algebra A[It].

We provide as well sufficient conditions on (P,ZND) in order for I be normal (see
Theorem 3.7.3). For the case of non-elliptic affine k*-surfaces, we obtain a combinato-
rial proof for the normality of any integrally closed invariant ideals of such surfaces.
As another application, we obtain the following new criterion of normality which ge-
neralizes Reid-Roberts-Vitulli’s Theorem [RRV, 3.1] in the case of complexity 0 (see
3.7.5).

Theorem. Let n > 1 be an integer and let k"™ = K[z, ..., z,] be the algebra of
polynomials in n + 1 variables over k. We endow k"™ with the Z"-grading given by

K+l — @ A, where A, =k[zol m™ ..oz

n
m=(ma,...,mn)EN"

For a homogeneous ideal I of k"1 the following are equivalent.

(i) The ideal I is normal;

(ii) For anye € {1,...,n}, the ideal I° is integrally closed.

Let us give a brief summary of the contents of each section. In Section 3.3, we recall
some notions on tori actions of complexity 1 and on polyhedral divisors of Altmann-
Hausen. In Section 3.4, we treat the normalization problem for multigraded algebras
and show Theorem 3.4.4. Section 3.5 focuses on integrally closed monomial ideals. In
Section 3.6, we study the description in terms of the pairs (P, ®) for integrally closed
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homogeneous ideals of affine T-varieties. Finally, in the last section, we discuss the
problem of normality in a special class.

Throughout this paper k is an algebraically closed field of characteristic zero. By a
variety we mean an integral separated scheme of finite type over k.

3.3 T-variétés affines de complexité un et géométrie
convexe

Nous rappelons ici les notions fondamentales sur les opérations de tores algébriques
dont nous aurons besoin par la suite.

3.3.1. Soit N un réseau de rang n et M = Hom(N,Z) son réseau dual. On note
Ng =Q®z N et Mg = Q®z M les Q-espaces vectoriels duaux associés. Au réseau M,
on associe un tore algébrique T de dimension n dont I'algébre des fonctions réguliéres
est définie par

K[T] = € kx™

meM

La famille (x)mens satisfait les relations ™ - x™ = x™*™, pour tous m, m’ € M. Le
choix d’une base de M donne un isomorphisme entre k[T| et I’algébre des polyndmes
de Laurent a n variables. Chaque fonction y" s’interpréte comme un caractére de T
et tous les caractéres s’obtiennent ainsi.

3.3.2. Soit X une variété affine et supposons que T opére algébriquement dans X.
Alors cela induit une opération de T dans A := k[X] définie par (¢- f)(x) = f(t-x) avec
teT, fek[X]|etze X, faisant du k-espace vectoriel A un T-module rationnel. Le T-
module A admet une décomposition A = P A,, en somme directe de sous-espaces
vectoriels ot pour tout m € M,

A ={f € Alvte T, t- f=x"(t)f} .

L’algebre A est ainsi munie d’'une M-graduation. Réciproquement, toute M-graduation
de la k-algébre A est obtenue par une opération algébrique de T dans X = Spec A. La
partie

meM

S:={me M| A, £ {0}}
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de M contenant 0 et stable par ’addition est appelée monoide des poids de A. Puisque
A est de type fini sur k, ’ensemble S engendre un cone polyédral w C Mg dit cone
des poids de A.

L’opération de T dans X est fidéle si et seulement si S n’est pas contenu dans un
sous-réseau propre de M. Dans ce cas, le cone w est de dimension n et il existe un
unique cone polyédral saillant o C Ng tel que

w={m € My |Yv € g, m(v) >0} .

On dit que w est le cone dual de o. On le note o¥. Une T-variété est une variété
normale munie d’une opération algébrique fidéle de T.

3.3.3. Considérons le sous-corps k(X )T des fonctions rationnelles T-invariantes sur X.
Nous appelons complezité de 'opération de T dans X = Spec A, le degré de transcen-
dance de I'extension de corps k(X)T/k. La complexité s’interpréte géométriquement
comme la codimension d’une orbite en position générale. Lorsque l'opération est fidéle,
elle est égale & dim X — dim T. Elle fut introduite dans [LV] pour les opérations de
groupes algébriques réductifs dans les espaces homogénes.

Les T-variétés affines de complexité 0 sont les variétés toriques affines. Elles ad-

mettent une description bien connue en terme de cones polyédraux saillants. Pour plus
d’informations, voir [CLS, Da, Fu, Od].

Etant donnés un sous-monoide £ C M et un corps Ky, nous notons
KolE] = 6P Kox™

I'algebre du monoide E sur le corps Ky. Pour tout cone polyédral 7 C Mg, nous
écrivons 1y ;=17 N M.

Nous rappelons une description combinatoire des T-variétés affines de complexité
1 obtenue dans [AH, Ti|. Voir [FZ] pour la présentation de Dolgachev-Pinkham-
Demazure (D.P.D.) des C*-surfaces affines complexes. Notons que l'approche donnée
dans |Ti] provient d’une description antérieure des opérations de groupes algébriques
réductifs de complexité 1 [Ti 2]. Dans [Vol|, on donne un lien entre [AH]| et la descrip-
tion classique de [KKMS].

3.3.4. Soit C' une courbe algébrique lisse et 0 C Ng un cone polyédral saillant. Une
partie A C Ng est un o-polyedre si A est somme de Minkowski de o et d'un polytope
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() C Ng. On note Pol,(Ng) le monoide abélien des o-polyédres de loi la somme de
Minkowski et d’élément neutre o.

Pour A € Pol,(Ng), on définit la fonction ha : 0¥ — Q par ha(m) = min,ea m(v),
pour tout m € . On dit que ha est la fonction de support de A. Elle est identiquement
nulle si et seulement si A = o. Pour tous m, m’ € ¢”, on a I'inégalité de sous-additivité

(3.1) ha(m) + ha(m') < ha(m +m').

Un diviseur o-polyédral sur C' est une somme formelle

@:ZAM

zeC

ol chaque A, appartient a Pol,(Ng) avec pour presque ' tout z € C'; A, = 0. On note
supp(®), dit support de ©, 'ensemble des points z € C tels que A, # o. On dit que
D est propre lorsque pour tout m € oy,, 'évaluation

D(m) =Y ha.(m).z
zeC
est un diviseur de Cartier rationnel semi-ample et abondant (big) pour m appartenant
a l'intérieur relatif de oV.
3.3.5. La propreté de © est décrite en distinguant les deux cas suivants [AH, 2.12|.

(i) Lorsque C est une courbe projective lisse, le diviseur polyédral © est propre si et
seulement si pour tout vecteur m € oy,, on a deg(D(m)) > 0 et si deg(D(m)) =0
alors m appartient au bord de ¢" et un multiple non nul de ©(m) est principal ;

(ii) Lorsque C' est une courbe affine lisse, aucune condition n’est imposée sur 1’éva-
luation de ©.

Notation 3.3.6. D’apreés I'inégalité (3.1) dans 3.3.4, si © est un diviseur o-polyédral
sur C' alors pour tous vecteurs m, m’ € o), application

H(C,0c(|D(m)])) x H(C,0c(|D(m')])) = H°(C, Oc(|D(m+m)|)), (f,9) f-g
est bien définie. Le T-module
AlC,®]:= @ H(C,0c([D(m)]))x™,

est donc une algébre M-graduée. On la notera A[®] lorsque la mention de C est claire.
Pour tout élément homogene fx™ de k(C')[M], nous sous-entendons que f € k(C)* et
que Y™ est un caractére du tore T.

1. Cela signifie qu’il existe un sous-ensemble fini F' C C tel que pour tout z € C' — F, A, = 0.
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Le théoréme suivant décrit les algébres affines normales M-graduées de complexité
1 et de cone des poids ¢ (voir [AH, Ti|).

Théoréme 3.3.7. (i) Si D est un diviseur o-polyédral propre sur une courbe al-
gébrique lisse C alors l'algébre multigraduée A = A[C, D] est normale, de type
fini sur k et sa M-graduation fait de X = Spec A une T-variété de complexité
1. Réciproquement, l’algébre des fonctions régulieres de toute T-variété affine de
complexité 1 est isomorphe comme algébre M-graduée a A[C, D], ou C est une
courbe algébrique lisse et ® est un diviseur polyédral propre sur C'.

(ii) Plus précisément, toute sous-algebre multigraduée A C k(C')[M] normale, de type
fini sur k, satisfaisant Ay = K[C], de méme corps des fractions que A et ayant
a¥ pour cone des poids, est égale o A[C, D] pour un unique diviseur o-polyédral
D propre sur C'. Compte tenu des hypothéses ci-dessus, l’algébre A détermine de
fagon canonique la courbe C'.

Notation 3.3.8. Si ® est un diviseur polyédral propre sur C' alors on note par X[C, D]
la T-variété affine Spec A[C', D] correspondante.

L’assertion suivante est connue [AH, §8], [Li, Theorem 1.4(3)]. Elle permet de com-
parer deux données combinatoires (C, 0, D) et (C’,0’,D’) donnant des k-algébres M-
graduées isomorphes.

Théoréme 3.3.9. Soient C,C" des courbes algébriques lisses et D, des diviseurs
polyédrauz propres respectivement sur C, C" selon des cones polyédraux saillants o, 0’ C
Ng. Alors X[C,D] et X[C',D'] sont T-isomorphes si et seulement si il existe un au-
tomorphisme de réseau F': N — N tel que® Fo(o) = o', un isomorphisme ¢ : C' — C'
de courbes algébriques, vy, ... v, € N et f1,..., [, € k(C)* tels que pour tout m € o},

¢*(D')(m) = Fi(D)(m) + Z m(v;) - div(f;)

D= Az, =) A2, ¢"(D) =) AL.¢7'() et

zeC z'eC’ Z’ec’

F(D) =) (Fg(A.) +0). 2.

zeC

2. Un automorphisme de réseau F' : N — N induit un automorphisme de ’espace vectoriel Ng
que l'on note Fp.
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La proposition suivante montre que la fonction de support d’un o-polyédre est
linéaire par morceaux. La démonstration de ce résultat est aisée et laissée aux lecteurs.

Lemme 3.3.10. Soit 0 C Ng un céne polyédral saillant, A € Pol,(Ng) un polyédre
et S C A une partie non vide. Notons V(A) l'ensemble des sommets de A. Alors
A = Conv(S) + o si et seulement si pour tout m € o”, ha(m) = min,es m(v). En
particulier, pour tout m € a”, on a ha(m) = min,cyay m(v).

La terminologie suivante est classique pour les C*-surfaces affines complexes [FZ].
Elle est introduite dans [Li] pour les T-variétés affines de complexité 1.

Définition 3.3.11. Soit X une variété affine. Une opération algébrique de T de com-
plexité 1 dans X est dite elliptique si I’algébre multigraduée correspondante

A=K[X] = @D An avec Ay ={f € A|VLET, t-f=x"(1)f}
meM

vérifie Ag = k. Dans ce cas, on dit que 'algébre M-graduée A est elliptique.
Remarque 3.3.12. Considérons A = A[C,D]. Alors A est elliptique si et seulement si
C est projective. L’ellipticité de A donne des contraintes géométriques sur la variété
X = Spec A. En effet, si C est affine alors X est toroidale [KKMS] et n’admet donc
que des singularités toriques. Tandis que lorsque C' est projective de genre g > 1, la
variété X a au moins une singularité qui n’est pas rationnelle [LS, Propositions 5.1,
5.5].

La proposition suivante peut étre vue comme une généralisation de [FZ, Lemma
1.3(a)].
Proposition 3.3.13. Soit X une T-variété affine de complexité 1 et notons o C Ny
le dual du cone des poids de [’algébre multigraduée

A=K[X]= P A, avec A, ={f € A|Vte T, t f=x"(1)f}
meM
obtenue par lopération de T. Les assertions suivantes sont vraies.

(i) Si lopération de T n’est pas elliptique alors le monoide des poids de k[ X] est o),
et pour tout m € oy, le Ag-module A, est localement libre de rang 1 ;

(ii) Si lopération est elliptique alors o # {0} ;

(iii) L’intersection du sous-ensemble
L={meoy|A,={0}} C Mg

avec toute droite vectorielle rencontrant lintérieur relatif de o est finie.
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Démonstration. Si I'opération de T n’est pas elliptique alors par le théoréme 3.3.7,
on peut supposer qu’il existe une courbe algébrique affine lisse C' et un diviseur o-
polyédral propre © sur C' tels que pour tout m € oy,

(3.2) Ap = H(C,0c(|D(m)]))x™ et k[X]= D An.

Comme C' est affine, pour tout m € oy, on a A,, # {0}. D’ou l'assertion (i).

Si l'opération est elliptique alors on peut supposer que k[X] vérifie (3.2) avec C
une courbe projective lisse de genre g. Si 0 = {0} alors 0¥ = Mg. Pour tout m € oy,
on a par propreté : deg(®(m)) > 0. L’égalité ©(0) = 0 donne une contradiction. D’ou
'assertion (ii).

Soit m € oy, appartenant a l'intérieur relatif de o¥. Alors il existe ry € Z+ tel que
pour tout z € supp(®) et tout sommet v de A, rov € N. Ainsi, par le lemme 3.3.10,

(3.3) D(rom) = |D(rom))].
Par la propreté de ©, on peut supposer que
deg(®(rgm)) = deg(|D(rom)]) > d+g—1
ou d est le cardinal de supp(®). Donc pour tout r € N,
deg([D((ro + r)m)]) = deg(|D(rom)]) + deg(|D(rm)])

(3.4) > deg(|D(rom)]) —d > g - 1.

Comme o # {0}, la demi-droite Q< -m ne rencontre 0¥ qu’en l'origine [CLS, Exercice
1.2.4]. Par le théoréme de Riemann-Roch, (3.4) donne 'inclusion

Q-mn Lc{0,m,2m,...,(ro—1)m}.
D’ou le résultat. O

Remarque 3.3.14. Notons 0 = 220. L’exemple du diviseur polyédral propre

1 1
©:A00+A11+AOOOO, AOI <§,O)+O', Alz (—§,O)+O',

As =[(1,0),(0,1)] + o,

sur P! montre qu’en général, il existe des demi-droites vectorielles contenues dans le
bord de ¢V qui rencontrent L en une infinité de points. En effet, dans cet exemple,
pour tout » € N, on a

HO(PY, Op (|D(2r +1,0) )y 19 = {0}.
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3.4 Normalisation des algébres affines multigraduées
de complexité un

Le but de cette section est de décrire explicitement la normalisation des algebres
affines multigraduées de complexité 1.

Dans le cas de la complexité 0, toute algebre M-graduée affine est réalisée comme
sous-algébre T-stable de k[M]. La normalisation de A est déterminée par son cone
des poids [Ho|. De facon analogue, toute algébre M-graduée affine de complexité 1
est plongée dans une algebre k(C)[M] ou C est une courbe algébrique lisse. Nous
rappelons ceci dans le paragraphe suivant.

3.4.1. Soit A= &P, ., Am une algébre M-graduée intégre de type fini sur k. Notons
K son corps des fractions. On suppose que tr.degy KT = 1. Sans perte de généralité,
on peut supposer que la M-graduation de A est fidéle. Alors pour tout vecteur m € M,

K ={f/g|3e, f € Apse, g€ Ae, g #0} C K

est un sous-espace vectoriel de dimension 1 sur Ky = K'. Le choix d’une base de M

nous permet de construire une famille (x™),,en d’éléments de K* vérifiant pour tous
/

m,m’ € M,

!

K =Kox™ et x"-x™ =x

m—+m’

Quitte & remplacer Ay par Ay, on peut supposer que Ag est normale. Notons que
lalgebre Ay est de type fini sur k. Soit C' la courbe compléte lisse sur k obtenue a
partir de 'ensemble des valuations discrétes de Ky /k, de sorte que Ky = k(C').

Si 'opération de T dans X = Spec A n’est pas elliptique alors Ky est le corps des
fractions de Ag. En effet, si b € K alors b est un élément algébrique sur Frac Ag. 11
existe donc a € Ay non nul tel que ab soit entier sur Ay. Par normalité de Ay, on a
abe AN Ky = Ay et donc K, C Frac A,. L’inclusion réciproque est immédiate. Dans
tous les cas, il existe un unique ouvert non vide C' C C tel que

Ao =K[C] et AC @ Kn =k(C)[M].

meM

Par le théoréme 3.3.7, I'égalité K = Frack(C)[M] implique que A = A[C, D], pour un
unique diviseur polyédral propre ® =" A, - z.
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Fixons un systéme de générateurs homogénes

A= k[C] [flxmlv R fTXmT]

avec f1,..., f, des fonctions rationnelles non nulles sur C' et my, . .., m, des éléments de
M. 1l s’agit de déterminer les polyédres A, en fonction de ((f1,m1), ..., (fr, my)). Dans
[FZ], on donne la présentation® D.P.D. de A pour le cas des surfaces affines complexes
avec opération parabolique ou hyperbolique de C*. Nous rappelons ces résultats dans
le corollaire 3.4.7.

Le lemme élémentaire suivant sera utilisé dans la preuve du théoréme 3.4.4. La
démonstration de ce résultat est laissée aux lecteurs.

Lemme 3.4.2. Soient 0 C Ny un cone polyédral saillant et Ay, Ay € Pol,(Ng) des o-
polyedres. Alors Ay = Ay si et seulement si pour tout m € oy, appartenant a lintérieur

relatif de o, ha,(m) = ha,(m).

Notation 3.4.3. Soient C' une courbe algébrique lisse et f = (fix™,..., fx™") un
r-uplet d’éléements homogeénes de k(C)[M] tels que Y ;_, Qm; = Mg. Posons o C
Ng le cone polyédral saillant dual de Y, Qsom; et pour tout z € C, considérons
A.[f] C Ng le o-polyédre défini par les inégalités

m; > —ord, f;, 1=1,2,...,7.
On note ®[f] le diviseur o-polyédral >, A.[f]. 2.

Dans le théoréme suivant, nous décrivons la normalisation de ’algébre A donnée
dans 3.4.1.

Théoréme 3.4.4. Soient C' une courbe algébrique lisse et
A =K[C)[fix™, ..., frxX™] Ck(C)[M]

une sous-algebre T-stable engendrée par des éléments homogeénes fix™', ..., f.x™".
Supposons que A a le méme corps des fractions que k(C)[M] et soit A la normalisation
de A, vue comme sous-algébre de k(C)[M]. Considérons D|[f] défini comme dans 3.4.3.
Alors le dual o du cone polyédral Y";_, Qsom; est saillant et D[f] est 'unique diviseur
o-polyédral propre sur C vérifiant A = A[C, D[f]].

3. La présentation D.P.D. est la description donnée dans 3.3.7 pour le cas des surfaces.
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Démonstration. D’aprés [HS, Theorem 2.3.2|, la sous-algébre A C k(C)[M] est M-
graduée. Puisque A a le méme corps des fractions que k(C)[M], le cone o est saillant.
Par le théoréme 3.3.7, il existe un unique diviseur o-polyédral propre © sur C' tel que
A = A[C,D]. Posons B := A[C,D|[f]]. Alors pour tout i € {1,...,7} et tout z € C,
on a l'inégalité

ha.ip)(mi) > —ord, f;,

de sorte que pour tout i € {1,..., 71},

DIf)(mi) =D hap(mi) .z > —div(f;).

zeC

On obtient l'inclusion A C B. Comme B est l'intersection d’anneaux de valuations
discrétes de Frac B/k [De 2, §2.7|, 'algébre B est normale (voir aussi 'argument de
démonstration de 4.4.4 (i)). D'ott A = A[D] C B.

Montrons 'égalité © = D[ f]. Supposons que C' est une courbe algébrique projective
lisse de genre g. Pour tout m’ € o, on a

(3.5) H(C,Oc(|D(m)])) € H(C, Oc([D[f](m)])).

Soit m € oy, appartenant a l'intérieur relatif de ov. Prenons s € Z- tels que s©(m)
et sD[f](m) soient des diviseurs de Cartier a coefficients entiers. Alors par (3.5), par
le théoréme de Riemann-Roch et puisque ® est propre, il existe ry € Z~( tel que pour
tout entier r > 7,

ho(C, Oc(rsD[f](m))) > rdeg(sD(m)) +1— g > 1.

D’aprés [Ha, IV, Lemma 1.2, pour tout entier r > 1o, deg(rs®[f](m)) > 0 et donc
D[f](m) est semi-ample. Donc par [AH, Lemma 9.1], on a D[f](m) > ©(m). Cette
inégalité est aussi vraie lorsque C' est une courbe algébrique affine lisse. Revenons a
I’hypothése ou C est une courbe algébrique lisse quelconque. Les inégalités

D(my) +div(f) >0, i=1,...,r,

entrainent que pour tout z € C, A, C A,[f]. Donc pour tout m € o, ®(m) >
D[f](m). Par le lemme 3.4.2, on conclut que ® = D|f]. O

L’exemple qui suit illustre comment on peut établir la normalité d’une algébre
donnée a partir d'un systéme de générateurs.
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Exemple 3.4.5. Soit z une variable et soit T le tore (k*)?. Considérons la sous-algebre
T-stable

z 22
A=k | —=x®0 OV D B C k(2)[27].
z—1 z—1

Alors on a les égalités AT = k et (Frac A)T = k(z). Le cone des poids oV C Q? de
A est le quadrant positif. Par le théoréme 3.4.4, la normalisation A de A est égale a
APL D] ou D = Ag-0+ Ay -1+ Ay - o0 est le diviseur o-polyédral propre sur P!
défini par

1 1 1 1
A(] = — <§,O) + o, Al = <§,O) + o, Aoo = [(5,0),(0,5)] + 0.

Par exemple, le polyédre Ay est donné par les inégalités

2x > —ordg

‘ S= -1y > —ordg 1=0, 2042y > —ordyz = 1,
Z—

22

z—1

3x + 2y > —ordy =-2.

Un calcul direct montre qu’en fait A = A[P!, ®]. Si 'on pose

2
22) 4= 262

T A 5= 2x*?, X%,
z—1

t] = ——
! z—lX ’

2 = X(OJ)v t

alors les fonctions ¢y, to, t3, t4 vérifient la relation irréductible 3 — t3t3t3 — ¢1t3 = 0. On

conclut que Uhypersurface V(23 — 222323 — x123) C A* identifiée & Spec A est normale.

Rappelons que pour une variété algébrique affine X, on note SAut X le sous-groupe
des automorphismes de X engendré par la réunion des images des opérations algé-
briques de G, dans X. Ici une opération de G, dans X est vue comme un morphisme
de groupes de G, vers Aut X. Pour plus d’informations voir [AKZ, AFKKZ] ou la
notion de variété flexible est introduite. L’exemple suivant est inspiré de [LS, Example
1.1]. 11 correspond au cas de d = 3 et de e = 2.

Exemple 3.4.6. Soient d,e > 2 des entiers tels que d + 1 = ¢2. Notons

Dye= AP0+ A 14+ A% o
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le diviseur polyédral propre sur P! avec

E - 170> +Jdeu

1
AL =1[(1,0), (1, 1)] 4 0ge, ALC = <—g,0> + e, A% = (d

ol a4 est le cone de Q? engendré par les vecteurs (1,0) et (1,de), et Xg. := X[Dgel-
Alors X4, n’est pas torique. En effet, X;. n’est pas T-isomorphe a X[P', D] avec D
un diviseur polyédral propre sur P! porté par au plus 2 points, i.e. Card Supp® < 2
(voir [AL, Corollary 1.4] et le théoréme 3.3.9).

Montrons que le groupe SAut X; . opére infiniment transitivement dans le lieu lisse
de X;.. Pour cela considérons la sous-algébre

1—2)? oy 1=z 1—2)¢
Ad,e —k X(O,l) ( ) X(de, 1) X(e,O) ( ) (d,0) C k(Z) [22]

’ Zde—l ? e ’ Zd X

ou T est le tore (k*)? et z est une variable sur k(T). Posons

U= X(O’l), v = (1 ;_Zl)dx(de,—l)7 o 1__ezx(e70)7 y = (1 _dz)ex(d’o)-
z z z
Alors les fonctions u, v, z,y vérifient la relation irréductible uv + 2¢ — y¢ = 0 (E),
identifiant Spec A, . avec I'hypersurface Hy . d’équation (F) de A*. L'origine O de A*
est I'unique point singulier de H,.

D’aprés le critére de normalité de Serre |Vie, Proposition 2|, H;. est normale
en O et par [KZ, §5|, [AKZ, Theorem 3.2|, le groupe SAut H, . opére infiniment
transitivement dans Hy, — {O} comme suspension® du plan affine. Par ailleurs, on
a (FracA;.)" = k(z) et FracA;, = Frack(z)[Z%. Un calcul facile montre que
Du, v, x,y] = Dge. On conclut par le théoréme 3.4.4.

Notons que le calcul de ®,4, peut étre obtenue a partir de Hy . en utilisant [AH,
§11].

Le théoréme 3.4.4 appliqué & T = k* donne le corollaire suivant. Les parties concer-
nant les cas parabolique et hyperbolique ont été établies dans [FZ, 3.9, 4.6]. Gréace a
ces résultats, il est montré dans [FZ] que toute C*-surface complexe normale affine
parabolique ayant un bon quotient isomorphe a A est la normalisation d’une hyper-
surface de A2 d’équation z¢ = yP(z), o P € C[z] est un polynéme. Une description
analogue est donnée dans le cas hyperbolique, c.f. [FZ, 4.8|.

4. Rappelons qu’une suspension d’une variété affine V est une hypersurface de A% x V d’équation
uv — P(x) = 0, ot (u,v) est un systéme de coordonnées sur A? et P : V — Al est une fonction
réguliére.
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Corollaire 3.4.7. Soit C' une courbe algébrique lisse, considérons x une variable sur
k(C) et soit A une sous-algebre graduée de k(C)[x, x| ayant le méme corps des
fractions que k(C)[x, x']. Alors les assertions suivantes sont vraies.

(i) (cas elliptique et parabolique) Si

A=K[CI[fix™, ..., foxX™] C k(O x, x 7,

avec f; € k(C)* et my,...,m, € Zso, alors la présentation de Dolgachev-
Pinkham-Demazure (D.P.D.) de A = Ac,p est donnée par le diviseur de Weil
rationnel sur C

div(f;)

D = — min ;
i<i<r  my

(ii) (cas hyperbolique) Si C' = Spec Ay est une courbe affine lisse,

A=K[CIfix™™, o X X™, 95X ™) CR(O) [, x T,

avecny, ..., Mg, My, ..., My € Lo, alors la présentation D.P.D. de A = Ay[D_, D]
est donnée par les Q-diviseurs
div(f; div(g;
D_ = — min (o) et D = — min (9:) .
i<i<r  m; 1<i<s 1,

Démonstration. Nous donnons la démonstration pour le cas de (i). L’assertion (ii) se
traite de la méme fagon. D’apres le théoréme 3.4.4, on peut écrire A = A[C, D] avec
D=3 .cA;-zoupourzeC,

A={veQm-v>—ord, f;, 1<i<r}.

Puisque D = ®(1), nous obtenons le résultat. O

3.5 Idéaux monomiaux intégralement clos et poly-
édres entiers

Dans cette section, nous rappelons une description des idéaux monomiaux inté-
gralement clos en terme de polyédres entiers. Nous commengons par quelques notions
générales.
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3.5.1. Puisque nous restons dans un contexte géométrique, la lettre A désigne une
algebre intégre de type fini sur k. Soit I C A un idéal. Un élément a € A est dit entier
(ou satisfaisant une relation de dépendance intégrale) sur I s’il existe r € Z~¢ et des
éléments

MELXMED, . NeEI telsque a”+» Na " =0.

i=1

L’idéal I est dit intégralement clos (ou complet) si tout entier de A sur I appartient a
I. On dit que I est normal si pour tout entier 4 > 1, I'idéal I* est intégralement clos.

Le sous-ensemble I C A, appelé cléture intégrale (ou fermeture intégrale) de I dans
A, est 'ensemble des éléments entiers sur I. C’est le plus petit idéal intégralement clos
de A contenant I [HS, Corollary 1.3.1|. La démonstration de ce fait utilise les réductions
d’idéaux (voir [NR]). Pour plus d’informations sur les idéaux intégralement clos, voir
par exemple |[LeTe, HS, Val|. Considérons I’algébre de Rees

B=Allt]= Ao P I't C Alt]

i>1
correspondante a un idéal I de A. Alors la normalisation de B est

(3.6) B=As@PAIt C Al

i>1

oit A est la normalisation de A (voir [Ri]). La normalisation de B est égale & celle de
A[AIt] [HS, Proposition 5.2.4]. Si A est normale alors A[It] est normale si et seulement
si I est normal.

Supposons maintenant que A est M-graduée normale. Un idéal I de A est dit
homogéne si I est non nul et si I est engendré par des éléments homogénes de A. Chaque
idéal homogéne de A est un sous-T-module rationnel et admet une décomposition en
somme directe de sous-espaces propres. D’apreés [HS, Corollary 5.2.3|, si I est homogéne
alors I est homogéne.

En I'absence de référence, nous donnons la démonstration du lemme suivant.

Lemme 3.5.2. Soit A une algébre normale de type fini sur k et soit I un idéal de A.
Alors la fermeture intégrale de A[It] dans son corps des fractions est égale a celle de

A[It]. En particulier, pour tout i € Zsq, 1t = I'.
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Démonstration. Pour tout i € Z=q, ona I* C I, soit A[It] C A[lt]. D’ou A[It] C A[lt].

Par (3.6) et puisque A = A est normale, It est inclus dans A[It], donc A[lt] C A[lt]

et finalement A[lt] C A[It]. La deuxiéme affirmation est une conséquence de (3.6) et
de I'égalité A[It] = A[It]. O

3.5.3. Fixons un cone polyédral saillant o C Ng. Considérons une partie /' C Mg
telle que F'N o est non vide. On note Pol,v(F) ensemble des polyedres de la forme
P = Q@+ 0" avec Q un polytope dont les sommets appartiennent a F'. Un o"-polyédre
entier est un élément de Pol,v (M).

Si P € Pol,v (M) alors pour tout entier e > 1, on pose eP := P+...+ P la somme
de Minkowski de e exemplaires de P. Le polyédre eP est 'image de P par I’homothétie
de centre 0 et de rapport e. Si e = 0 alors on pose eP = ¢". On dit que P est normal
si pour tout entier e > 1,

(eP)NM={mi+...+meg|mq,...,m¢e € POM}.

Un sous-monoide E C M est dit saturé si pour d € Z- et pour m € M tels que
dm € E,on am € E. Cela est équivalent a ce que E soit I'intersection de Cone(E) et
du réseau M.

L’assertion suivante est aisée et nous laissons la démonstration aux lecteurs.

Lemme 3.5.4. Pour un cone polyédral saillant o C Ng et un polyedre entier P €
Pol,v (M), on note

S=5p:={(m,e) e M xN|me€ (eP)NM}.

Alors S est un sous-monoide saturé de M X Z. De plus, pour tout e > 1, l’enveloppe
conveze de

Eepi={mi+...+me|mqy,...,m¢€ PN M}
dans Mg est égale a eP.

Rappelons que tout idéal homogeéne intégralement clos d'une variété torique affine
est caractérisé par ’enveloppe convexe de I’ensemble de ses poids. Voir [Vit, 3.1] pour le
cas de l'algebre des polyndmes a plusieurs variables. Le résultat suivant est connu (voir
|CLS, Proposition 11.3.4] pour le cas ou 0" est saillant, ainsi que [KKMS, Chapter I,
§2| pour le cas général). Par commodité, nous donnons une courte preuve. Cela nous
sera utile pour la suite. Pour tout entier e, nous noterons M, = M x {e}.
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Théoréme 3.5.5. Soit 0 C Ng un cone polyédral saillant. Alors Uapplication
P—IPl= P kx"

mePNM
est une bijection entre Pol,v(oy,) et l'ensemble des idéaux homogénes intégralement
clos de A :=Kkloy|. Plus précisément, si I = (x™,...,x™) est un idéal homogene de
A alors sa fermeture I est I[P] ou

(3.7) P = Conv(my,...,m,;) +0c".
Le cone des poids w de A[lt] est l'unique cone vérifiant w N M, = (eP) N M, pour

tout e € N. De plus, si P € Pol,v(o),) alors P est normal si et seulement si I[P] est
normal.

Démonstration. La justification de la bijectivité de I +— I[P] provient de [KKMS,
Chapter I, §2| et nous 'omettons.

Soit I C A un idéal engendré par x™, ..., x" . Considérons P comme dans (3.7).
Montrons 1'égalité I = I[P]. Puisque I C I[P] et comme I[P] est intégralement clos,
on a I C I[P]. Soit Y™ € I[P]. Alors m € PN M. Donc il existe cy,..., ¢, € Qs de
somme ¢égale a 1 et ¢ € o tels que

T
m = g c;m; + C.
i=1

Soit d' € Zs tel que d'c; € M pour chaque i et tel que dc € oy,. Alors x™ € I? et
donc x™ € I. D'oit I = I[P] et la surjectivité de ¢.

Déterminons le cone des poids w de A[It]. D’aprés le lemme 3.5.2, on peut supposer
que [ = I[P]. Soit e € Z~q. Alors on a

rr= @ k"
mekEle,P)

Notons I[P]¢ = I[F,], pour un polyédre P. € Pol,v(o};). Par le lemme 3.5.4, on a
d’une part,
eP = Conv(E,p)) C Pe..
D’autre part, I[P]® C I[eP] et donc I[P.] C I[eP]. D’ou eP = P,. D’aprés l'égalité
(3.6) de 3.5.1, w est le cone des poids de
Al = Ao & I[eP)t.
e€Z>o

Dot w N M, = (eP) N M, pour tout entier e > 0. Les autres assertions suivent
aisément. U
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Le théoréme suivant est une conséquence d’un résultat sur la normalité des polytopes
entiers [BGN, Theorem 1.1.3].

Théoréme 3.5.6. Soit 0 C Ng un cone polyédral saillant, notons n = dim Ny et
considérons P € Pol,v(M). Alors pour tout entier e > n — 1, le polyédre eP est
normal. En particulier, tout idéal stable intégralement clos d’une surface torique est
normal.

Démonstration. Soit & une subdivision de o¥ par des cones polyédraux saillants de
dimension n. Ecrivons P = Q + ¢V avec () un polytope entier. Soit m € (eP) N M.
Alors il existe 7 € & tel que m € (eQ + 7) N M. D’aprés |CLS, Proposition 7.1.9], on
am € Eo4q (voir 3.5.4). Donc m € E|, p) et eP est normal. Le reste provient du
théoréme 3.5.5. O

Remarque 3.5.7. Notons que dans le cas ou k[oy,] = k[zy,...,x,] est 'algebre des
polynémes, un idéal monomial I C Kk[zy,...,z,] est normal si et seulement si pour
tout i = 1,...,n — 1, I'idéal I’ est intégralement clos [RRV, 3.1]. Nous verrons une
généralisation de ce résultat dans la section 3.7.

D’aprés |ZS, Appendix 5|, [HS, §1.1.4, §14.4.4], tout idéal intégralement clos d’une
surface affine lisse est normal. Cependant cela ne s’applique pas aux variétés toriques
affines de dimension 3. En effet, d’aprés [HS, Exercice 1.14], si 0 C Q3 est 'octant
positif et si

P := Conv((2,0,0), (0,3,0), (0,0,7)) + o

alors I[P] n’est pas normal.

3.6 Idéaux homogénes intégralement clos et T-variétés
affines de complexité un

Dans cette section, C' désigne une courbe algébrique lisse, le sous-ensemble o C Ng
est un cone polyédral saillant et ® = > _~ A, - z est un diviseur o-polyédral propre.
Posons A := A[C,®]. Nous allons étudier les idéaux homogénes intégralement clos de
A. Nous commengons par décrire le cone des poids de 1'algebre de Rees de A associée
a un idéal homogéne. Rappelons que pour un entier e, M, désigne M x {e}.

Lemme 3.6.1. Soit [ C A un idéal engendré par des éléments homogénes fix™, ..., frx™ .
Notons

P = Conv(my,...m,)+oc".
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Alors le cone des poids w de ’algébre (M x Z)-graduée A[It] vérifie oNM, = (eP)NM,
pour tout e € N.

Démonstration. Soit E 1’ensemble des poids de I. La partie J := €
idéal de A’ := k[S]. Par le lemme 3.5.2, on a

mep KX est un

A'[Jt] = B[JBt] avec B := k[o},].

Les éléments x™ ..., x™" engendrent 'idéal JB. Puisque w est le cone des poids de
A'[Jt], le reste provient du théoréme 3.5.5. O

L’assertion suivante permet de calculer explicitement la fermeture intégrale des
idéaux homogeénes de 'algebre A.

Théoréme 3.6.2. Soit I un idéal de A = A[C, D] engendré par des éléments homo-
genes fix™, ..., fox™ . Alors on a

A= P HC,Oc(D(m, 0)])x"

Vv
meo,,

et pour tout entier e > 1,

IF= @ HACO0o(D(m,e)])x"

me(eP)NM
ot (P,®) wvérifie les conditions suivantes.

(i) P est le polyedre Conv(my,...,m,) +0o";

(ii) D est le diviseur polyédral sur C dont ses coefficients sont définis par
A, Zﬂ{(v,p) € No xQ, my(v) +p > —ord, fi } N (A, x Q),
i=1
pour tout z € C.

Démonstration. On applique le théoréme 3.4.4 & l'algébre A[lt] en utilisant les élé-
ments f;x™ et des générateurs homogenes de A. Le diviseur polyédral correspondant
D vérifie I'assertion (ii) ci-dessus. On conclut par le lemme 3.6.1. O
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Exemple 3.6.3. Reprenons 'exemple 3.4.5. On considére 1’'idéal homogéne

k[flfl, T2, T3, LU4]

2

I = (to,t3,t4) C A = k[t to, ts, ts] = .
(2 3 4) [1 2,03 4] ($4—$%x%$3—$1x§)

Soit @ C Q? le cone vérifiant w N Z2 = (0,¢) + Q220> pour tout entier e > 0. Soit D
le diviseur w"-polyédral sur P! construit par les générateurs t,, t3,t4. Les coefficients
non triviaux de © sont

~ 1 % 1 -
A(] = — (5,0,0) —i—wv, Al = (5,0,0) _'_(A)\/,

A.. = Conv ((o, 1,-1), @,0,0) , <0, %0)) "

Fixons un polyedre P € Pol,v(o),). Considérons le cone w C Mg x Q satisfaisant
la relation

wNM,=(eP)N M,

pour tout e € N. Dans les deux prochains lemmes, nous étudions des diviseurs w"-
polyédraux dont les piéces graduées correspondant a M, forment un idéal de A.

Lemme 3.6.4. Soit® = Y osec A, -z un diviseur w" -polyédral propre. Alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes.

(i) Pour tout z € C, le polyedre A, est la projection orthogonale de A, parallelement
a Q(0p,1) et si (v,p) est un sommet de A, alorsp <0;

(ii) Pour tout entier e > 0,

Iy= € H(CO(D(m,e)])x"

mée(eP)NM

est un idéal de A et Ijo) = A.

Démonstration. Soit z € C. Notons A/, la projection orthogonale de A, parallélement
al'axe Q (Ops, 1). Montrons I'implication (i) = (ii). Puisque pour m € ¢, hx_(m,0) =
har(m), on al'égalité Iig = A. Le lemme 3.3.10 implique que pour tout e € N, I C A.
D’ou lassertion (ii).
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Réciproquement, la propreté de © et I'égalité A = Ijg) montre que A, = A’ Soit
(v,p) un sommet de A,. Il reste & montrer que p < 0. La partie
A= { (m,e) € Mg x Q, hx_(m,e) =m(v) —i—ep}
est un cone d’intérieur non vide [AH, §1]. Donc 'ensemble A7 = AN (M X Z) contient

un élément (m/,e’) dans Uintérieur relatif de A\ vérifiant ¢’ > 1. Soit ' € A, tels que

m/(v') = ha.(m').

Par propreté de © et [AH, Lemma 9.1|, il s’ensuit que

m/(v) +€'p=hx_(m',¢') < ha (m') =m'(v').
Comme v appartient & A,, on a m/(v") < m/(v) et donc p < 0. D’ou le résultat. O
Lemme 3.6.5. Soit © un diviseur wY-polyédral sur C. Supposons que D vérifie la

condition (ii) du lemme 3.6.4. Alors pour tout e € N, I est un idéal homogéne inté-
gralement clos.

Démonstration. Soit e € N. Il suffit de montrer que tout élément homogene de I
appartient a If). Soit a € I un élément homogene. L’élément ax(%® appartient a
la normalisation de A[C,®]. Puisque A[C,®] est normal [De 2, §2.7], nous avons
a€l [e]- O

Le théoréme suivant décrit les idéaux homogénes intégralement clos en complexité
1. Soit S le monoide des poids de A. Dans ce théoréme, nous considérons des couples
(P,®) vérifiant les conditions suivantes.

(i) P est un polyeédre de Pol,v(S5);
(i) ©=>,cc A, -z est un diviseur W'-polyédral ott w C Mg x Q vérifie
wNM,=(eP)N M,
pour tout entier e > 0;

(iii) Pour tout z € C, A, est la projection orthogonale de AZ parallélement a
Q (057, 1) et tout sommet (v,p) € A, satisfait p < 0;

(iv) Pour tout z € C, A, est l'intersection dans A, x Q d’un nombre fini de demi-
espaces

Ape:={(v,p) € Ng xQ, m(v)+p>e}

avec e € Z et m € PN M tel que les sections globales du faisceau O¢ ( |_i~)(m, 1)])

engendrent le germe O (|D(m,1)])..
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Théoréme 3.6.6. Soit © =) A, -z un diviseur o-polyédral propre et soit A =
A[C,D]. Alors il existe une bijection entre l’ensemble des idéaux homogénes intégrale-
ment clos de A et Uensemble des couples (P, D) vérifiant (i)—(iv). Cette correspondance
est donnée par

(3.8) (PD)~T= P H(C,O0c([D(m,1)])x"

mePNM

De plus, sous cette correspondance, 'algébre A|C, 5] s’identifie a la normalisation de
Ualgebre de Rees A[It].

Démonstration. Soit (P,®) un couple vérifiant les conditions (i) — (iv). Montrons que
D est propre. Soient zi,...,zs les points du support de ®. D’aprés (iv), on a pour
7=1,...,s,

T

A= (A x QN[ )Amye,

i=1

avec e;; € Z et m;; € PN M tel qu'il existe fi;x™D € A[C, 5] homogeéne satisfaisant
ord, fi = h&zj (mj;,1). Considérons 'algébre B engendrée par A et par les éléments

(3.9) fixmi) 1< j<s 1<i<r,

Par le théoréme 3.6.2, 'anneau A[C), 5] est la normalisation de B. Ce qui donne la
propreté de D.
Les lemmes 3.6.4 et 3.6.5 montrent que I'application (3.8) est bien définie. Ainsi,
A[C, D] = A[I1] ou t = V. Par D'égalité (3.6) de 3.5.1, on déduit Iinjectivité.
Montrons la surjectivité. Soit I un idéal intégralement clos de A engendré par des
éléments homogenes fix™, ..., f,x™ . Considérons le couple (P,®) obtenu & partir
du théoréme 3.6.2. Des lemmes 3.6.1, 3.6.4 et 3.6.5, on obtient (i), (ii), (iii). Montrons

(iv). Pour un point z € C, écrivons

A= (A, xQ)N ﬂ Ay

i=1
avec pour tout i, e; := —ord, f;. Soit E un sous-ensemble minimal de {1,...,7} tel que
Az = (Az X Q) N ﬂ Ami@i'
i€E
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Fixons un élément ¢ € E. Alors on a
(3.10) {(v,p) € Ng x Q,my(v) +p=es} N A, £0.

Donc hx_(mi, 1) = ey = —ord, fy. D’ott la condition (iv). O

Lorsque C est affine, tout fibré en droite au-dessus de C' est globalement engendré.
Ainsi, comme conséquence immédiate, on a le résultat suivant.

Corollaire 3.6.7. Supposons que C' est affine. Alors il existe une bijection entre l’en-
semble des idéaur homogénes intégralement clos de A et [’ensemble des couples (P, D)
vérifiant (ii), (iil) du théoréme 3.6.6 et les conditions suivantes.

(i) P est un polyedre de Polyv (o)) ;

(iv)” Pour tout z € C, le polyédre A, est lintersection dans A, x Q d’un nombre fini
de demi-espaces

Ape={(v,p) € NgxQ, m(v) +p=e}

avece€ Z etm e PNM.

La correspondance est donnée par l'application (3.8) de 3.6.6.

Remarque 3.6.8. Soient ¢y, g3 € k tels que g5 — 27¢g3 # 0. Considérons la courbe
elliptique C' C P? d’équation de Weierstrass y? = 423 — gox — g3, O son point & 'infini
et A l'algebre graduée

@HO (07 Oc (m ' O)) Xm'

meN

Soit @ C Q2 le cone
@ZO(la O) + @20(17 1)a

P=Qs et D := A- O le diviseur polyédral sur C avec A = (1,0) + &Y. Alors (P, D)
vérifie les conditions (i), (ii), (iii) et (iv)" de 3.6.6 et 3.6.7. Cependant la condition (iv)
n’est pas satisfaite. L’algebre A[C, ’E)] est donc distincte de la normalisation de A[/%]
ott I est 'idéal provenant de (3.8) et ¢ := x(®Y. Cela montre que I’enoncé du corollaire
3.6.7 ne se généralise pas au cas ou C' est une courbe algébrique lisse, éventuellement
projective.
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3.7 Exemples d’idéaux homogénes normaux

Dans cette section, nous considérons l'algebre A = A[C, ®] comme dans la section
3.6. Supposons que C' est affine et fixons un idéal homogene intégralement clos I C A.
Nous allons donner des conditions sur le couple (P,®) associé¢ (voir 3.6.6) pour que /
soit normal. Comme d’habitude, nous notons A, le coefficient de D au point z € C.

Notation 3.7.1. Pour tout z € C, nous considérons le sous-ensemble
P, := Conv ({(m,i) € (PN M) x Z, hg_ > —i}).

On vérifie aisément que PZ est un polyedre entier de Mg x Q. Par ailleurs, pour un
ouvert non vide U C C, D|U := ¥

par restriction de D.

cev Az - z est le diviseur polyédral sur U obtenu

L’assertion suivante est inspirée de la description de X |[C,®] comme variété toroi-

dale (voir [LS,§2.6], [KKMS, Chapter 2, 4|).

Lemme 3.7.2. Soit z € C. Supposons que C est affine et que D, D ont au plus le
point z dans leurs supports. Si le polyédre P, est normal alors l'idéal I est normal.

Démonstration. Fixons e € Z~q. Déterminons un sous-ensemble de générateurs de /¢.
Pour tout vecteur (m,i) € M x Z, posons

B(m,i) = HO(C, Oc(—'é . Z))Xm.

Sim € (eP) N M alors on a l'égalité

H(C,0c(D(m,))))x" = |J B

1€Z,1>—hz.e(m)
ou h,(m) := hx_(m,e). Donc I'idéal I¢ est engendré par
U Bm.iy-
(mi)€(ePs)N(M X Z)
Montrons que pour tout (m,i) € (eP,) N (M x Z), la partie B, est incluse dans I°.
Fixons un tel couple (m, ). Par normalité de P., il existe
(my,i), ..., (me,ic) € P.N (M x Z) tels que Z mj,i;) = (m, 7).
7j=1
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Pour chaque j =1,...,¢e, By, est contenu dans /. Puisque la multiplication
B(m1,i1) ®X...x0 B(me,ie) — B(m@
est surjective, on a B, C I°. D’ot le résultat. ]

Le théoréme suivant se déduit du lemme précédent par localisation. Il peut étre vu
comme un analogue de I’assertion 3.5.6.

Théoréme 3.7.3. Supposons que C' est affine. Soit I C A = A[C,D] un idéal ho-
mogene intégralement clos et (P,’E)) le couple correspondant. Si pour tout point z ap-
partenant au support de 5, le polyedre ﬁz est normal alors l’idéal I est normal. Pour
tout entier e > n = dim Ng, l’idéal I¢ est normal. En particulier, tout idéal stable
intégralement clos d’une k*-surface affine non elliptique est normal.

Démonstration. Notons z1, ..., 2, les points distincts du support de D. Par le théoréme
des restes chinois, ’application

T K[C] =K, = (f(2), - f(2)

est surjective. Soit (eq,...,e,) la base canonique de k" et pour ¢ = 1,...,r, prenons
fi un éléement de 7~ *({e;}). Pour une fonction réguliere f € k[C], nous notons Cy =
C' — V(f) son lieu de non-annulation. Soient f,,1, fri2,..., fs € k[C] tels que

U=C—{z,....2} = U Cy,.

i=r+1
Alors on a I’égalité
S
c=Jcy.
i=1
Considérons z,41, Zr49, . .., 2s € U des points tels que f;(z;) #0 pouri=r+1,...,s

Fixons un entier ¢ € N tel que 1 < i < s. Puisque P,, est un polyédre entier normal,
par le lemme 3.7.2, I'idéal

Ifi = @ HO(sz'> OC(Lé(m> 1)J))Xm =1 k(] k[ofz] CA Qx| k[sz]

mePNM

correspondant au couple (P, ’E)|C'fz.) est normal. Donc nous avons

(3.11) A[Cy,,D|C] = (A @iy K[Cr ][I 1.1]
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= (A @xo K[CR) 1] = Allt] ey K[Cr].

Ecrivons

(m,e)€d); .z

avec I(me) C k(C'), pour tout (m,e). Alors par (3.11), le monoide des poids de A[/t]
est oy;.z. Cela implique que chaque /() est un idéal fractionnaire de k[C]. Donc
pour tout vecteur (m,e) € 0y;,4, il existe un diviseur de Cartier entier Dy, ¢y sur C
tel que

I(m,e) = HO(Cu OC(D(m,e)))-
Comme

Allt] @y kK[Cf] = H°(C},, Oc(Dm,ey) )X ™,

(m,e)E&Xle

on a d’une part,

et d’autre part,

ﬂ A[Cfi7 5‘sz] = A[Cv 5]7

i=1

on conclut par (3.11) que A[It] = A[C,D)]. Cela donne la normalité de I. Le reste de

la preuve est une conséquence directe du théoréme 3.5.6. O
La prochaine assertion est une traduction combinatoire de [RRV, Proposition 3.1|

via la correspondance du théoréme 3.5.5.

Lemme 3.7.4. Soit n € N un entier, notons c¥ = ’;0’1 et soit P un oV-polyedre

entier contenu dans V. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Le polyeédre est normal ;
(ii) Pour tout s € {1,...,n}, on a Uégalité (sP) NZ"T = Ej; p (voir 3.5.2).
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Comme application du théoréme 3.7.3, nous obtenons une caractérisation de la nor-
malité pour une classe d’idéaux de l'algébre des polyndémes.

Corollaire 3.7.5. Soit n € Z~q. Considérons l’algébre des polynomes
k[n—l—l] = k[l‘o, L1,y ... ,ZL’n]

a n+ 1 variables munie de la Z"-graduation

kit = @ k[zola]™ ... ™
(m1,...,my)EN?

et soit I un idéal homogéne de A. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) L’idéal I est normal;

(ii) Pour tout e € {1,...,n}, l'idéal I° est intégralement clos.
Démonstration. Posons C' := A' = Speck|z(], 0 := Q% et M := Z". Considérons
le diviseur o-polyédral ® sur la courbe C' dont I’évaluation est identiquement nulle.
Alors on a k"t = A = A[C, D).

Montrons I'implication (ii) = (i). Soit (P,®) le couple correspondant a l'idéal I.

Notons z1, ..., 2. les points distincts du support de ®. Pour ¢ = 1, ..., r, considérons
le polynéme

fi(zo) = H(SCO - zj).

J#
Alors pour tout ¢, nous avons
1 e, m
Iy, =1 Qe k[Cy,] = @ k {?:| (zo — 2i)“X
(m,e)€P.,N(MXZ) ‘
ou pour m = (mq,...,m,), X" =" ...2". Fixons s € {1,...,n}. Alors on a d’'une
part,

et d’autre part,

I_Js”i - @ H'(Cy,, O(Lﬁ(”% e)]))x™ = @ k {l} (xo — 2:)X™,

me(sP)NM (m,e)e(sP,N(MxZ)



comparer avec [HS, Proposition 1.1.4]. Puisque I° est intégralement clos, I'idéal I 7. C
Ay, T'est encore. Ce qui donne par les égalités précédentes,

(sP.) N (M X Z) = E 5.

En appliquant le lemme 3.7.4, on déduit que ﬁzl est normal. Par le théoréme 3.7.3, on
obtient que I est normal. D’ott 'implication (ii) = (i). La réciproque est aisée. O
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Chapitre 4

La présentation d’Altmann-Hausen en
complexité un sur un corps
quelconque

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a une description combinatoire des al-
gébres normales multigraduées affines de complexité 1 sur un corps quelconque. D’un
point de vue géométrique, ces algébres sont reliées a la classification des opérations de
tores algébriques déployés de complexité 1 dans les variétés affines. Soit k un corps et
considérons un tore algébrique déployé T sur k. Rappelons que dans ce contexte une
T-variété est une variété normale sur k munie d’une opération fidéle de T. La plupart
des travaux classiques sur les T-variétés (voir [KKMS, Do, Pi, De 2, Ti2, FZ, AH, Ti,
AHS, AOPSV, etc.]) demandent que le corps de base k soit algébriquement clos de
caractéristique zéro. Mentionnons tout de méme que la description des G,,-variétés
affines |De 2| due & Demazure est vraie sur un corps arbitraire.

Donnons une liste de quelques résultats du présent chapitre.

- La présentation d’Altmann-Hausen des T-variétés affines de complexité 1 en
termes de diviseurs polyédraux est vraie sur un corps quelconque, voir le théoréme
4.6.3.

- Cette description est vraie aussi pour une classe d’algébres multigraduées sur un
anneau de Dedekind, pour plus de détails voir le théoréme 4.4.4.

- Nous étudions comment change ’algébre associée a un diviseur polyédral lorsque
qu’on étend les scalaires, voir 4.4.12 et 4.5.9.

Comme autre application, nous donnons une description combinatoire des G-
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variétés affines de complexité 1, ott G est un tore algébrique possiblement non déployé
sur un corps k, en utilisant quelques faits élémentaires de descente galoisienne. Ces
G-variétés affines sont décrites par un nouvel objet combinatoire, que 1'on appelle
diviseur polyédral stable par Galois, voir le théoréme 4.7.10.

Avant de passer a la formulation de nos résultats, rappelons quelques notions. Nous
commencons par le cas le plus simple d'une opération d'un tore algébrique déployé.
Rappelons qu'un tore algébrique déployé T de dimension n sur le corps k est un
groupe algébrique isomorphe a G, ou G, est le groupe multiplicatif du corps k.
Soit M = Hom(T, G,,) le réseau des caractéres du tore T. Alors définir une opération
de T dans une variété affine X est équivalent a fixer une M-graduation sur ’algébre
A = k[X], ou k[X] est 'anneau des coordonnées de X . Suivant la classification des G,,,-
surfaces affines |[FiKa| nous disons comme dans [Li, 1.1] ou dans 3.3.11 qu’une algébre
M-graduée A est elliptique si la piece graduée Ag est réduite au corps k. Considérons
le corps k(X)) des fonctions rationnelles sur la variété X et soit K, son sous-corps des
fonctions invariantes sous 'opération de T. La complexité de 'opération de T dans X
est le degré de transcendance de K sur le corps k.

Dans le but de décrire des classes particuliéres d’algébres multigraduées de com-
plexité 1, nous aurons a considérer des objets combinatoires de la géométrie convexe
et de la géométrie des courbes algébriques. Soit C' une courbe réguliére sur le corps k.
Un point de C' est supposé étre fermé, et en particulier, éventuellement non rationnel.
De plus, il est connu que le corps résiduel en tout point de C' est une extension de
corps de degré fini sur k.

Pour reformuler notre premier résultat, nous avons besoin de rappeler quelques
notations disponibles dans [AH, Section 1|. Désignons par N = Hom(G,,, T) le réseau
des sous-groupes a 1 parameétre du tore algébrique déployé T qui est vu comme le dual
du réseau M. Comme d’habitude, on note Mg = Q ®z M, Ng = Q ®z N les espaces
vectoriels sur Q associés a M, N et on considére 0 C Ng un cone polyédral saillant.
Nous pouvons définir comme dans [AH| un diviseur de Weil ® = > _ A, - z avec
des coefficients o-polyédraux dans Ng, qui est appelé diviseur polyédral d’Altmann-
Hausen. Plus précisément, chaque A, C Ng est un polyédre dont le cone de récession
est o et A, = o pour presque tout z € C. En désignant par k. le corps résiduel du point
z € C et par [k, : k| - A, 'image de A, par ’homothétie de rapport deg(z) = [k, : k],
la somme

deg® = Z[Hz k] - A,

zeC

est un polyeédre de Ng. Cette somme peut étre vue comme la somme finie de Minkowski
de tous les polyedres [k, : k|- A, différents de 0. En considérant le cone dual 0¥ C My
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de o, nous définissons la fonction évaluation

o' = Divg(C), m — D(m) = miAn<m,l>~z
zeC lea:
a valeurs dans l'espace vectoriel Divg(C') sur Q des diviseurs de Cartier rationnels sur
C'. Comme dans le cas classique [AH, 2.12], nous introduisons la condition de propreté

pour le diviseur polyédral © (voir 4.4.1, 4.5.4, 4.6.2) que nous rappelons ci-apreés.

Définition 4.1.1. Un diviseur o-polyédral ® = " _- A, -z est dit propre sil satisfait

une des conditions suivantes.
(i) C est affine.

(ii) C est projective et deg® est strictement contenu dans o. De plus, si deg ©(m) =
0 alors m appartient au bord de ¢¥ et un multiple entier non nul de D (m) est
un diviseur principal.

zeC

Par exemple, si C' = P est la droite projective alors le diviseur polyédral D
est propre si et seulement si deg® est strictement inclus dans o. Un des résultats
principaux de ce chapitre peut étre énoncé comme suit.

Théoréme 4.1.2. Soit k un corps.

(i) Pour tout diviseur o-polyédral propre ® sur une courbe réguliere C' sur k on peut
associer une algébre normale M-graduée de type fini sur k et de complexité 1,
donnée par

AlCD] = P Aw, avec A, = H(C,0c(|D(m)])).

meoVNM

(ii) Réciproquement, toute algebre normale effectivement' M-graduée de type fini sur
k et de complexité 1 est isomorphe o A[C, D], pour une courbe réguliere C' sur k
et un diviseur polyédral propre ® sur C.

Dans la démonstration de I'assertion (ii), nous utilisant un calcul explicite donné
dans le chapitre précédent (voir aussi [La|). Nous divisons la démonstration en deux
parties. Dans le cas non elliptique nous montrons que l’assertion est vraie dans le
contexte plus général des anneaux de Dedekind. Plus précisément, nous donnons un
dictionnaire parfait analogue a 4.1.2(i), (ii) pour les algébres M-graduées définies par

1. Une algébre M-graduée est dite effectivement M-graduée si ’ensemble de ses poids engendre
le réseau M.
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un diviseur polyédral sur un anneau de Dedekind (voir 4.4.1,4.4.2 et le théoréme
4.4.4). Nous donnons dans le paragraphe 4.4.6 un exemple avec un diviseur polyédral
sur Z[v/=5]. Dans le cas elliptique, nous considérons une algébre M-graduée elliptique
A sur k satisfaisant les hypothéses de 4.1.2 (ii). Par un résultat bien connu (voir par
exemple [EGA II, 7.4]), nous construisons une courbe projective réguliére a partir du
corps des fonctions algébriques Ky = (Frac A)T. Dans cette construction, les points de
C sont alors identifiés avec les places de Kj. Ensuite, nous montrons que cette algébre
M-graduée est décrite par un diviseur polyédral sur C' (voir le théoréme 4.5.6).

Passons plus généralement au cas des variétés affines avec une opération d’un tore
algébrique possiblement non déployé. Le lecteur peut consulter [Bry, CTHS, Vos,
ELST| pour la théorie des variétés toriques arithmétiques et [Hu| pour le cas plus
général des variétés sphériques. Soit G un tore sur k; alors G se déploie dans une
extension galoisienne finie £/k. Soit Varg g(k) la catégorie des G-variétés affines de
complexité 1 (se déployant dans E/k), pour une définition précise voir 4.7.4. Pour un
objet X € Varg g(k) nous notons [X] sa classe d’isomorphisme et

XE =X Xgpeck Spec E

I'extension de X sur le corps E. Fixons X € Varg p(k). Comme application des
résultats précédents, nous étudions ’ensemble pointé

({[Y] |Y S VarGE(k) et Xg “Varg p(E) YE} , [X])

des classes d’isomorphismes des E/k-formes de la variété X qui est en bijection avec
le premier ensemble pointé¢ H'(E/k, Autg,(Xg)) de cohomologie galoisienne. Par des
arguments élémentaires (voir 4.7.7) ces derniers ensembles pointés sont en bijection
avec ’ensemble pointé des classes de conjugaison des opérations semi-linéaires homo-
genes de &g dans I'algebre multigraduée E[Xg|, ot &g/ est le groupe de Galois
de l'extension E/k. En traduisant ceci dans le langage des diviseurs polyédraux, nous
obtenons une description combinatoire des E/k-formes de X, voir le théoréme 4.7.10.
Ce théoréme peut étre vu comme une premiére étape de 1'étude des E/k-formes des
G-variétés de complexité 1.

Donnons un court résumé de chaque section de ce chapitre. Dans la section 4.3, nous
rappelons comment étendre la présentation D.P.D. des algébres graduées paraboliques
au contexte des anneaux de Dedekind. Ce fait a été mentionné dans I'introduction de
[FZ] et traité en premier lieu par Nagat Karroum dans un mémoire de mastére dirigé
par Hubert Flenner |[Kal|. Dans les sections 4.4 et 4.5, nous étudions respectivement une
classe d’algébres multigraduées sur un anneau de Dedekind et une classe d’algébres
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multigraduées elliptiques sur un corps. Dans la section 4.6, nous classifions les T-
variétés affines de complexité 1. Enfin, dans la section 4.7, nous traitons le cas des
opérations de tores algébriques possiblement non déployé.

Soit k un corps. Par une variété X sur k on entend un schéma intégre séparé de
type fini sur le corps k; on suppose en outre que le corps k est algébriquement clos
dans le corps des fonctions rationnelles k(X). En particulier, cela implique que X est
géométriquement irréductible [Liu, §3.2.2, Corollary 2.14].

4.2 Introduction (english version)

In this chapter, we are interested in a combinatorial description of multigraded
normal affine algebras of complexity 1. From a geometric viewpoint, these algebras are
related to the classification of algebraic torus actions of complexity 1 on affine varieties.
Let k be a field and consider a split algebraic torus T over k. Recall that a T-variety
is a normal variety over k endowed with an effective T-action. Most classical works on
T-varieties (see [KKMS, Do, Pi, De 2, Ti2, FZ, AH, Ti, AHS, AOPSV, etc.]) require
the ground field k to be algebraically closed of characteristic zero. It is worthwile
mentioning that the description of affine G,,-varieties [De 2| due to Demazure holds
over any field.

Let us list the most important results of the chapter.

- The Altmann-Hausen presentation of affine T-varieties of complexity 1 in terms
of polyhedral divisor holds over an arbitrary field, see Theorem 4.6.3.

- This description holds as well for an important class of multigraded algebras over
Dedekind domains, see Theorem 4.4.4.

- We study how the algebra associated to a polyhedral divisor changes when we
extend the scalars, see 4.4.12 and 4.5.9.

- As another application, we provide a combinatorial description of affine G-
varieties of complexity 1, where G is a (not necessarily split) torus over k, by using
elementary facts on Galois descent. This class of affine G-varieties are classified via
a new combinatorial object, which we call a (Galois) invariant polyhedral divisor, see
Theorem 4.7.10.

Let us now discuss these results in more detail. We start with a simple case of
varieties with an action of a split torus. Recall that a split algebraic torus T of di-
mension n over the field k is an algebraic group isomorphic to G, where G,, is the
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multiplicative group of the field k. Let M = Hom(T, G,,) be the character lattice of
the torus T. Then defining a T-action on an affine variety X is equivalent to fixing an
M-grading on the algebra A = k[X], where k[X] is the coordinate ring of X. Following
the classification of affine G,,-surfaces |[FiKa] we say as in [Li, 1.1] or in 3.3.11 that
the M-graded algebra A is elliptic if the graded piece Aq is reduced to k. Multigraded
affine algebras are classified via a numerical invariant called complexity. Consider the
field k(X)) of rational functions on X and its subfield K of T-invariant functions. The
complexity of the T-action on X is the transcendence degree of K, over the field k.

In order to describe particular classes of multigraded algebras of complexity 1, we
have to consider combinatorial objects coming from convex geometry and from the
geometry of algebraic curves. Let C' be a regular curve over k. A point of C' is assumed
to be a closed point, and in particular, not necessarily rational. Thus, the residue field
extension of k at any point of C' has finite degree.

To reformulate our first result, we need some combinatorial notions of convex geo-
metry, see [AH, Section 1]. Denote by N = Hom(G,,, T) the lattice of one parameter
subgroups of the torus T which is the dual of the lattice M. Let Mg = Q®z M, Ng =
Q ®z N be the associated dual Q-vector spaces of M, N and let ¢ C Ng be a strongly
convex polyhedral cone. We can define as in [AH| a Weil divisor ® = - A, -z with
o-polyhedral coefficients in N, called a polyhedral divisor of Altmann-Hausen. More
precisely, each A, C Ny is a polyhedron with a tail cone 0 and A, = o for all but
finitely many points z € C'. Denoting by x, the residue field of the point z € C' and by
[k, : k] - A, the image of A, under the homothety of ratio deg(z) = [, : k], the sum

deg® = Z[Hz k] - A,

zeC

is a polyhedron in Ng. This sum may be seen as the finite Minkowski sum of all
polyhedra [k, : k] - A, different from o. Considering the dual cone o¥ C Mg of o, we
define an evaluation function

o' = Divg(C), m— D(m) =Y min{m,l) -z
2 IEA:
with value in the vector space Divgy(C') of Weil Q-divisors over C. As in the classical
case [AH, 2.12] we introduce the technical condition of properness for the polyhedral

divisor ® (see 4.4.1, 4.5.4, 4.6.2) that we recall thereafter.

Definition 4.2.1. A o-polyhedral divisor ® = ) A, - z is called proper if it
satisfies one of the following conditions.
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(i) C is affine.

(ii) C is projective and deg® is strictly contained in the cone o. Furthermore, if
deg®(m) = 0 then m belongs to the boundary of ¢¥ and some non-zero integral
multiple of ©(m) is principal.

For instance, if C' = Pj is the projective line then the polyhedral divisor ® is
proper if and only if deg® is strictly included in o. One of the main results of this
paper can be stated as follows.

Theorem 4.2.2. Let k be field.

(i) To any proper o-polyhedral divisor ® on a reqular curve C' over k one can asso-
ciate a normal finitely generated effectively® M-graded domain of complexity 1
over k, given by

AlCD] = E An, where A, =H(C,0c(|D(m)])).

meoVNM

(ii) Conwversely, any normal finitely generated effectively M-graded domain of com-
plezity 1 over k is isomorphic to A[C, D] for some regular curve C over k and
some proper polyhedral divisor ® over C.

In the proof of assertion (ii), we use an effective calculation from [La|. We divide
the proof into two cases. In the non-elliptic case we show that the assertion holds
more generally in the context of Dedekind domains. More precisely, we give a perfect
dictionary similar to 4.1.2(i), (ii) for M-graded algebras defined by a polyhedral divisor
over a Dedekind ring (see 4.4.1,4.4.2 and Theorem 4.4.4). We deal in 4.4.6 with an
example of a polyhedral divisor over Z[/=5]. In the elliptic case, we consider an
elliptic M-graded algebra A over k satisfying the assumptions of 4.1.2 (ii). By a well
known result (see [EGA II, 7.4|), we can construct a regular projective curve arising
from the algebraic function field Ky = (Frac A)T. In this construction, the points of
C are identified with the places of K. Then we show that the M-graded algebra is
described by a polyhedral divisor over C' (see Theorem 4.5.6).

Let us pass further to the general case of varieties with an action of a not necessarily
split torus. The reader may consult [Bry, CTHS, Vos, ELST| for the theory of non-split
toric varieties and [Hu| for the spherical embeddings. Let G be a torus over k; then
G splits in a finite Galois extension E/k. Let Varg g(k) be the category of affine G-
varieties of complexity one splitting in E/k (see 4.7.4). For an object X € Varg g(k)

2. An M-graded algebra is said to be effectively M-graded if its set of weight generates the lattice
M.
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we let [X] be its isomorphism class and Xp = X Xgpeck Spec E' be the extension of
X over the field extension. Fixing X € Varg g(k), as an application of our previous
results, we study the pointed set

({[Y] |Y € Varg p(k) and Xg ~varg p(5) YE} , [X])

of isomorphism classes of F/k-forms of X that is in bijection with the first pointed
set H'(E/k, Autg,(Xg)) of non-abelian Galois cohomology. By elementary arguments
(see 4.7.7) the latter pointed sets are described by all possible homogeneous semi-linear
G p/k-actions on the multigraded algebra E[Xg], where &g/ is the Galois group of
E/k. Translating this to the language of polyhedral divisors, we obtain a combinatorial
description of E/k-forms of X, see Theorem 4.7.10. This theorem can be viewed as a
first step towards the study of the forms of G-varieties of complexity 1.

Let us give a brief summary of the contents of each section. In Section 4.3, we recall
how to extend the D.P.D. presentation of a parabolic graded algebra to the context of
a Dedekind domain. This fact has been mentioned in [FZ]| and firstly treated by Nagat
Karroum in a master dissertation [Ka|. In Sections 4.4 and 4.5, we study respectively a
class of multigraded algebras over Dedekind domains and a class of elliptic multigraded
algebras over a field. In Section 4.6, we classify split affine T-varieties of complexity 1.
The last section is devoted to the non-split case.

Let k be a field. By a wvariety X over k we mean an integral separated scheme of
finite type over k; one assumes in addition that k is algebraically closed in the field
of rational functions k(X). In particular, X is geometrically irreducible |Liu, §3.2.2,
Corollary 2.14].

4.3 Algébres graduées normales sur un anneau de
Dedekind et présentation D.P.D.

Dans cette section, nous généralisons la présentation D.P.D. introduite dans [FZ,
Section 3] au contexte des anneaux de Dedekind (voir [Ka|). Commengons par une
définition bien connue.

4.3.1. Un anneau intégre Ay est dit de Dedekind s’il n’est pas un corps et s’il satisfait
les conditions suivantes.
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(i) L’anneau Ay est noethérien.
(ii) L’anneau Ay est intégralement clos dans son corps des fractions.

(iii) Tout idéal premier non nul de Ay est un idéal maximal.
Donnons quelques exemples classiques d’anneaux de Dedekind.

Exemple 4.3.2. Soit K un corps de nombres. Si Zg désigne 'anneau des entiers de
K alors Zjy est un anneau de Dedekind.

Soit A une algébre normale de type fini et de dimension 1 sur un corps k. D’un
point de vue géométrique, le schéma C' = Spec A est une courbe affine réguliére sur k.
L’anneau des coordonnées A = k[C] est de Dedekind.

L’algebre des séries formelles k[[t]] & une variable sur le corps k est un anneau de
Dedekind. Plus généralement, tout anneau principal (et donc tout anneau de valuation
discréte) qui n’est pas un corps est un anneau de Dedekind.

4.3.3. Soit Ay un anneau intégre de corps des fractions K,. Rappelons qu'un idéal
fractionnaire b de Ap est un sous-module de Ky non nul de type fini sur Ay. En fait,
tout idéal fractionnaire de Ag est de la forme % -a,ou f € Ap est un élément non nul
et a est un idéal non nul de Agy. Si b est égal a u - Ay, pour u € Ky non nul, alors on
dit que b est un idéal fractionnaire principal.

Le résultat suivant donne une description des idéaux fractionnaires de Ay en termes
de diviseurs de Weil sur le schéma Y = Spec Ay, lorsque Aj est un anneau de Dedekind.
Ce résultat est bien connu. Nous incluons ici une courte démonstration.

Théoréme 4.3.4. Soit Ay un anneau de Dedekind de corps des fractions Ky. Posons
Y = Spec Ag. Alors Uapplication

Divy (V) — Id(4y), D+ H(Y,Oy (D))

est une bijection entre l’ensemble Divy(Y') des diviseurs de Weil entiers sur'Y et l’en-
semble 1d(Ag) des idéaux fractionnaires de Ag. Tout idéal fractionnaire est localement
libre de rang 1 comme module sur Ag et l'application naturelle de multiplication

H'(Y,0y(D)) ® H(Y,Oy(D')) = H(Y, Oy (D + D))

est surjective. Un diviseur de Weil D sur le schéma Y est principal (resp. effectif) si
et seulement si l’idéal correspondant est principal (resp. contient Ay ).
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Démonstration. Par [Liu, §4.1.1, Proposition 1.12] le localisé de Ay en tout idéal pre-
mier est un anneau principal. Donc par [Ha, 11.6.11] le groupe des diviseurs de Weil
entiers sur Y s’identifie au groupe des diviseurs de Cartier. En particulier, tout module
H°(Y, Oy (D)) sur Ay est de type fini [Ha, I1.5.5], localement libre de rang 1 et non
nul. Par conséquent, ’application

Divy(Y) — Id(4p)

est bien définie.

Soient D, D' des diviseurs de Divz(Y). Alors par les observations précédentes, les
faisceaux Oy (D)@ 0Oy (D') et Oy (D+D’) de Oy-modules sont isomorphes. Cela induit
un isomorphisme au niveau des sections globales.

Tout idéal premier non nul de Aj est le module des sections globales d’un faisceau
inversible sur Oy . Ainsi par la décomposition en produit d’idéaux premiers au sein
d’un anneau de Dedekind, I'application Divy(Y) — Id(Ap) est surjective.

Supposons que 'on ait 1’égalité

H°(Y, Oy(D)) = H(Y,Oy(D")),
pour des éléments D, D’ € Divy(Y). Alors nous pouvons écrire D = D, — D_ et
D =D, —-D",ou Dy, D\, ,D_,D" sont des diviseurs de Weil effectifs entiers. En
appliquant des produits tensoriels, nous obtenons la relation
HO(Y,Op(—D_ — D)) = H'(Y, Oy (—D". - D,))

entre idéaux de Ay. A nouveau en utilisant la décomposition en produit d’idéaux
premiers, nous avons —D_ — D' = —D" — D, de sorte que D = D’. On conclut que
I’application est injective.

Supposons que H°(Y, Oy (D)) contient Ay. Ecrivons D = D, — D_ avec Dy, D_
des diviseurs de Weil effectifs entiers ayant des supports disjoints. Alors par hypothése,
nous avons

HO(Y,0y(0)) = Ag = Ay N H°(Y, Oy (D)) = H*(Y, Oy (—D_)).
Cela donne D_ = 0 et donc le diviseur D est effectif. Le reste de la démonstration est
aisé. [
Notation 4.3.5. Soit Ay un anneau de Dedekind. Pour un diviseur de Weil rationnel
D sur Y = Spec Ay, nous désignons par Ay[D] Panneau gradué?

@ H(Y, Oy (liD]) £,

i1€EN

3. Rappelons que [iD| est le diviseur de Weil entier obtenu & partir de ¢D en prenant la partie
entiére sur chaque coefficient.
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ou t est une variable sur le corps Kj. Notons que l'anneau intégre Ao[D] est normal
comme intersection d’anneaux de valuation discréte de corps des fractions Ky(t); le
lecteur peut consulter les arguments de démonstration de [De 2, 2.7].

Le prochain lemme donne une présentation D.P.D. pour une classe naturelle de
sous-anneaux gradués de Kj[t]. Ce résultat nous sera utile pour la prochaine section.
Nous donnons ici une démonstration élémentaire en utilisant la description de 4.3.4
concernant les idéaux fractionnaires de Ay.

Lemme 4.3.6. Soit Ag un anneau de Dedekind avec corps des fractions Kq. Soit

1€EN

une sous-algébre normale de type fini sur Ay ot pour tout i € N, A; C Ky. Supposons
que le corps des fractions de A est exactement Ko(t). Alors il existe un et un seul
diviseur de Weil rationnel D sur le schéma affine Y = Spec Ag tel que A = Ag[D]. De
plus, nous avons Y = Proj A.

Démonstration. Par le théoréme 4.3.4 et le lemme 2.2 de |GY], pour tout module non
nul A;, il existe un diviseur D; € Divy(Y) tel que

Par [Bou, I11.3, Proposition 3|, il existe d € Z~q tel que la sous-algébre

AD = P Agit”

i>0

est engendrée par la partie A;t?. En procédant par récurrence, pour tout i € N, on a
Dy; = iDgy. Posons D = D,/d. Alors en utilisant ’hypothése de normalité des anneaux
A et Ag[D], nous obtenons que pour tout élément homogeéne f € Kt],

feAD e fle D)< flcAs feA

Cela donne I'égalité A = Ay[D].

Soit D" un autre diviseur de Weil rationnel sur Y tel que A = Ay[D']. En comparant
les pieces graduées de Ag[D] et de Ay[D'], il s’ensuit que [iD]| = |iD’|, pour chaque
entier i € N. Dot D = D’ et ainsi la décomposition est unique.

Il reste & montrer ’égalité Y = Proj A. Posons d’abord V' = Proj A. Par I'exercice
5.13 de [Ha, II] et la proposition 3 de [Bou, III.1], nous pouvons supposer que A =
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Ap[D] est engendrée comme algébre sur Ay par la partie Ajt. Puisque que le faisceau
Oy (D) est localement libre de rang 1 sur Oy, il existe gq,...,gs € Ao tels que

Y = U Y, avec Y, = Spec(Ao),,
j=1
et tels que poure=1,...,s,0on a
A1 @4, (Ao)g. = Oy (D)(Yy,) = he - Ao,

pour h, € K{. Soit m : V. — Y le morphisme naturel induit par l'inclusion 4y C A.
L’image inverse de I'ouvert Y;, sous I’application 7 est

Proj A ®AO (AO)ge = Proj (Ao)gc [Al ®AO (Ao)gc t] = Proj (Ao)gc [het] = ch7

et les recollements sont les mémes. Ainsi, 'application 7 permet d’identifier Y avec V,
comme demandé. O

Comme conséquence des arguments de démonstration de [FZ, 3.9], nous obtenons
le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.7. Soient Ay un anneau de Dedekind avec corps des fractions Ky et t
une variable sur Ky. Considérons la sous-algébre

A= Ag[fit™, ..., fut™] C Kolt]

ot my,...,m, sont des entiers strictement positifs et les éléments fi, ..., f. € K} sont
pris de sorte que le corps des fractions de A est le corps Ko(t). Alors la normalisation
de lanneau intégre A est Ag[D], o D est le diviseur de Weil rationnel

div f;

D = — min .
1<i<r m;

4.4 Algébres multigraduées normales sur un anneau
de Dedekind et diviseurs polyédraux

Soient Ay un anneau de Dedekind et K|, son corps des fractions. Etant donné un

réseau M, le but de cette section est d’étudier les sous-algébres M-graduées normales
de Ky[M] de type fini sur Ag. Remarquons que le fait de demander que ces algébres
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alent le méme corps des fractions que celui de Ky[M] n’est pas une hypothése restric-
tive. Nous montrons ci-aprés que ces algeébres admettent une description combinatoire
faisant intervenir des diviseurs polyédraux.

Dans la suite, nous fixons conformément aux notations du premier chapitre, des
réseaux duaux M, N et un cone polyédral saillant ¢ C Ng. La définition suivante
introduit la notion de diviseurs polyédraux sur un anneau de Dedekind.

Définition 4.4.1. Soit Ay un anneau de Dedekind. Considérons le sous-ensemble Z
des points fermés du schéma affine Y = Spec Ay. Un diviseur o-polyédral ® sur Ag est
une somme formelle

D=) A,z
z€Z

ou A, appartient a Pol,(Ng) et pour tout z € Z, en dehors d’un ensemble fini, on a
A, =o0.

Pour des éléments zy, ..., 2. de Z tels que pour tout z € Z et tout i = 1,...,r,
z # z; implique A, = o, si la mention de Ay est claire, alors nous notons

i=1

En partant d’un diviseur o-polyédral ®, nous construisons une algebre M-graduée
sur Ay de la méme maniére que dans [AH, Section 3].

4.4.2. Soit m € oV. L’évaluation de ® en un vecteur m € oV est le diviseur de Weil
rationnel

D(m) = ZhAz(m) -z avec ha,(m) = T{IenAri(m, ).
2€Z

Par analogie avec les notations de [FZ] pour les anneaux gradués, nous désignons par
Ap[®] le sous-anneau M-gradué

P Anx™ C Ko[M] avec A,, = H* (Y, 0y (|D(m)))).

Vv
meo,y,

Notation 4.4.3. Soit

f = (.lemla"'afTer)
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un r-uplet d’éléments homogenes de Ky[M]. Ici on sous-entend que chaque f; ap-
partient a K. Supposons que les vecteurs my, ..., m, engendrent le cone o”. Nous
désignons par D[f] le diviseur o-polyédral

S ALf] -z avec AL[f]={veE Ng| (mi,v) > —ord, f;, i=1,2,...,r}.

z€Z

Notons que dans la section 4.5, nous utilisons une notation analogue pour les diviseurs
polyédraux sur une courbe projective réguliére; nous remplagons donc I'ensemble Z
par la courbe projective réguliere C.

Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant. Pour une démons-
tration de la partie (iii), nous référons le lecteur aux arguments de démonstration du
théoréeme 3.4.4 (voir aussi |La, 2.4]).

Théoréme 4.4.4. Soient Ay un anneau de Dedekind avec corps des fractions K, et
o C Ng un céne polyédral saillant. Alors les assertions suivantes sont vraies.

(i) Si® est un diviseur o-polyédral sur Ay alors lalgébre Ao[D] est normale, noe-
thérienne, et a son corps des fractions égal a celui de Ky[M].

(ii) Réciproquement, soit

A= P Anx™ C Ko[M]

v
meoy,

une sous-algebre M -graduée normale noethérienne sur Ag avec cone des poids oV
et A, C Ko, pour tout m € oy,. Supposons que les anneaux intégres A et Ko[M]

ont le méme corps des fractions. Alors il existe un unique diviseur o-polyédral ®
sur Ay tel que A = Ay[D].

(iii) De fagon plus explicite, soit

f = (.lemla"'afTer)

un r-uplet d’éléments homogénes de Ko[M| avec my,...,m, des vecteurs non
nuls engendrant le réseau M. Alors la normalisation de ’anneau

A= AO[lemla SRR fTXmT]
est exactement Ag[D[f]] (voir 4.4.3).

Commencons par un exemple élémentaire.
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Exemple 4.4.5. Posons ici Ag = Z. Soient z,y des variables indépendantes sur Q.
Considérons le sous-anneau Z2-gradué

2 1 4
A=1Z gmy27 §LU, gxzy CQ(«T,y)

Nous allons calculer la normalisation de A. Notons que Ng est identifié avec le plan
rationnel Q?. Par le théoréme 4.4.4, nous avons A = Ag[D] ou D = Ay - (2) + Az - (3).
Les coefficients Ay et Az sont donnés par les égalités suivantes.

Ag = {(v1,v2) € Q* vy + 205 > —1, v1 >0, 201 + vy > —2}
et
Ag = {(Ul,Ug) Qv +2v0 > 1, v1 > 2, 201 + vy > 1}.
Plus précisément, le cone des poids de A est w = Q>¢(1,2) + Q>0(1,0). Pour tout

(m1,mg) € wzz, on a

Dms,ma) =~ (2) + (2m1 _ %m2> (3).

Les piéces graduées sont données par

APl= @ HY.O(1D(mi,mg)])) a™y™

(m1,m2)€w,2

ol Y = SpecZ. En fait,

1 2 2
9" 3t 3t

(4.1) AP =Z [— Sy, - xy?
En effet, soit (mq,msg) € wz2 et supposons que my = 2r est pair. Alors U'entier m; —r

est positif. La piéce graduée Ag,, m,) de Ag[®] correspondante au couple (my,my) est

2" i m 1 e 2 "

Supposons que mg = 2r + 1 est impair. Alors m; — (r+1) > 0 et

oret 2 1 \™ g NT
Awmma) = L gy & Y =230y (55’3) '(ﬁw) |

Ainsi, toutes les picces graduées de Ay[D] sont engendrées par les éléments éx, %a:y,
2 zy®. On conclut que I'égalité (4.1) est vraie.
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Dans ’exemple suivant, ’anneau de Dedekind Ag n’est pas principal.

Exemple 4.4.6. Pour un corps de nombres K, le groupe des classes Cl K est le
quotient du groupe des idéaux fractionnaires de I’anneau des entiers de K par le sous-
groupe des idéaux fractionnaires principaux. En d’autres termes, C1 K = Pic Y ou
Y = SpecZk est le schéma affine associé a I’anneau des entiers de K. Il est connu que
le groupe Cl K est fini. De plus, 'anneau Zy est principal si et seulement si Cl K est
trivial.

Donnons un exemple ol Zx n’est pas principal. Posons K = Q(v/=5). Alors Zg =
Z]v/=5] et le groupe Cl1 K est isomorphe & Z/27Z. Un ensemble de représentants dans
Cl K est donné par les idéaux fractionnaires a = (2, 1+ v/—5) et Zg. Etant données
x,y deux variables indépendantes sur K, considérons I'anneau Z2-gradué

A=1Zk[32%y, 2y, 6x].

Décrivons la normalisation de A. En désignant respectivement par b, ¢ les idéaux
premiers (3, 1 ++/—5) et (3, 1 —+/—5), nous avons les décompositions

Observons que les idéaux a, b, ¢ sont distincts. Ainsi,
div2=2.-a et div3d="0+rc,

ol a,b,c¢ sont vus comme des points fermés de Y = SpecZg. Soit © le diviseur
polyédral sur Zy donné par A, - a+ Ay - b+ A, - ¢ avec coefficients polyédraux

A, = {(’Ul,Ug) € Q%20 +vy >0, vy > —2, vy > —2} et

Ab :Ac: {(’Ul,’Ug) €@2|2’Ul—|—’l}2 2 —1, (%) 20, U1 2 —1}

Par le théoréme 4.4.4, nous obtenons A = A, [®] ot Ay = Zg. Le cone des poids de A
est le premier quadrant w = (Q>¢)?. Un calcul ais¢ montre que pour tous my, my € N,

D(my, mg) = min (my — 2mg, —2my + 4my) - a + min (—%, —my + m2> (b +0).
En posant

w1 = Qx>0(0,1) + Qx0(2,1) et wo =Qx0(2,1) +Qx0(1,0),
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sur le cone wq, nous avons

D(ma, ms) = (M1 — 2my) - a — % (b +¢),

et sur wo, il vient
’D(ml,mg) = (—le + 4m2) -a-+ (—ml + mg) . (b + C).

Pour 7 = 1, 2, nous posons aussi

Awi = @ A(ml mz)

(m1,m2)€Ew;NZ2

comme ¢étant la somme des picces graduées de Ay[D] correspondantes au monoide
w; NZ2. Alors A, est engendrée comme algébre sur Zg par les éléments 6z et 3z2y.
Fixons un couple (my,ms) € wy NZ?. Si m; = 2r est pair alors r —m; < 0. Il s’ensuit
que

Ay mo) = L (3 a:yz)r S(2y)™ .

D™un autre coté, si m; = 2r + 1 est impair alors my — 7 — 12> 0 et Ay, m,) est lidéal
de Zk engendré par les éléments

(Bay?)" - (2y)™ - B+ V=5)xy), (Bay®)"  (2y)™ " -6ay.

On conclut que

A:AO[CD] =Lk [2% 6 zy, 3(1+ \ _5)3:'3/7 312'3/, 61’} .

Pour la démonstration du théoréme 4.4.4, nous avons besoin de quelques résultats
préliminaires. Nous commengons par rappeler un fait bien connu [GY, 1.1] donnant une
équivalence entre les propriétés noethérienne et de finitude d’une algébre multigraduée.
Notons que le prochain résultat ne se généralise pas pour la classe des algebres graduées
par un groupe abélien G arbitraire; un contre-exemple est construit dans [GY, 3.1].

Théoréme 4.4.7. Soient G groupe abélien de type fini dont la loi est notée additive-
ment et A un anneau G-gradué. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) L’anneau A est noethérien.

(ii) La piece graduée Ay correspondante a I’élément neutre de G est un anneau noe-
thérien et l'algébre A est de type fini sur Ag.
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Le prochain lemme nous permet de montrer que I'anneau Ay[®], provenant d’un
diviseur polyédral ® sur un anneau de Dedekind Ay, est noethérien.

Lemme 4.4.8. Soient D+, ..., D, des diviseurs de Weil rationnels sur le schéma affine
Y = Spec Ag. Alors l'algébre Z" -graduée

B = @ HY (Y,Oy(\‘imiDiJ)>
(m1,...,my)ENT i=1

est de type fini sur Ag.

Démonstration. Soit d € Z~ tel que pour chaque i = 1,...,r, le diviseur de Weil dD;
est entier. Considérons le polytope entier

Q={(my,....m)eQ"|0<m; <d,i=1,...,r}.

Le sous-ensemble ) N N" étant de cardinal fini, le module

)
(m1,...,my)ENTNQ i=1

est de type fini sur Ay (voir I'assertion 4.3.5). Soit (my, ..., m,) € N". Ecrivons m; =
dqg; + r; avec q;,r; € N tel que 0 < r; < d. L’égalité

\‘Z miDiJ = Z%’ ldD;] + {Z TiDiJ
i=1 i=1 i=1
implique que tout élément homogéne de B peut étre exprimé comme un polyndéme

en les éléments de F. Si fi,..., fs engendrent le module F sur A, alors nous avons
A= Ao[f1,..., fs]. Cela montre notre assertion. O

Ensuite, nous donnons une démonstration de la premiére partie du théoréme 4.4.4.

Démonstration. Posons A = Ay[D]. Par le théoréme 4.3.4, toute picce graduée de A
correspondant au vecteur m € oy, a au moins un élément non nul. Puisque que le cone
des poids 0¥ est d’intérieur non vide les algébres A et Ky[M] ont donc le méme corps
des fractions.

Montrons que A est un anneau normal. Pour cela nous adaptons I’argument habi-
tuel au cas multigradué. Etant donnés un point fermé z € Z et un élément v € A,
considérons 'application

Vew : Ko[M] — {0} = Z
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définie comme suit. Soit o € Ko[M] un élément non nul ayant pour décomposition en
homogénes

T
o= fix™ avec f; € KJ.
0

i=1

Alors nous posons

v, () = min {ord, f; + (m;, v)}.

1<i<r

L’application v, ,, définit une valuation discréte sur le corps Frac A. Désignons par O, ,
I'anneau local associé. Par définition de I'algébre Ay[D], on a

A=K JMIn() ) O..-

zEZ vEA,

et A est normal comme intersection d’anneaux normaux avec corps des fractions
Frac A.
Il reste & montrer que A est noethérien. Par le théoréeme de la base de Hilbert,

il suffit de montrer que A est de type fini sur Ay. Soient A,..., A\, C " des cones
polyédraux réguliers d’intérieur non vide formant une subdivision de o" et tels que
pour chaque i = 1,..., e, I'application évaluation

0’ = Divg(Y), m— D(m)

est linéaire sur \;. Fixons i € N tel que 1 <17 < e. Considérons les éléments distincts
v1,...,V, de la partie génératrice minimale (base de Hilbert)* du monoide \; N M.
Désignons par Ay, 'algébre

P H, 0 (1Dm)y™

Alors les vecteurs vy, ..., v, forment une base du réseau M et donc nous avons un
isomorphisme d’algébres

A)w ~ @ HO }/,Oy imli)(v,)
i=1

(mlrnymn)eNn

4. On peut montrer qu’il existe une et seule partie génératrice minimale pour l'inclusion de tout
monoide provenant d’un cone polyédral saillant [CLS, 1.2]. Cette partie génératrice est un ensemble
fini en vertu du lemme de Gordan.
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Par le lemme 4.4.8, I'algébre A), est de type fini sur A,. L’application surjective
A)\1®...®A)\e —)A
montre que A est également de type fini. O

Pour la deuxiéme partie du théoréme 4.4.4, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.4.9. Supposons que A vérifie les hypothéses de l’énoncé 4.4.4 (ii). Alors les
assertions suivantes sont vraies.

(i) Pour chaque m € oy, nous avons A,, # {0}. En d’autres termes, le monoide
des poids de l'algebre M-graduée A est exactement o).

(ii) Si L C Mg est un cone polyédral contenu dans o alors l’anneau

A= @ Anx"

meLNM

est normal et noethérien.
Démonstration. Soit
S={meoay, An #{0}}

le monoide des poids de A. Supposons que S # oy,. Alors il existe e € Z~g et m € M
tels que m € S et e - m € S. Puisque A est un anneau noethérien, par [GY, Lemma
2.2] le module A.,, sur anneau Ay est un idéal fractionnaire de Ay. Par le théoréme
4.3.4, nous obtenons ’égalité

Aem == HO(Ya OY(Dem))v

pour un diviseur de Weil entier D, € Divz(Y). Soit f une section non nulle de

(o (%))

Cet élément existe en vertu du théoréme 4.3.4. Nous avons les inégalités

Dem
diver—e{ J

e

v

—Dep.

La normalité de A implique f € A,,. Cela contredit notre hypothése et donne (i).
Pour la deuxiéme assertion, nous notons que par 4.4.7 et par I'argument de dé-
monstration de [AH, Lemma 4.1], I'algébre A, est noethérienne.
Il reste & montrer que A;, est normal. Soit o € Frac A;, un élément entier sur Aj.
Par normalité de A et de Ky[x™], nous obtenons a € ANKy[x™| = Ay et donc Ay, est
normal. O
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Dans la suite, nous introduisons quelques notations utiles de géométrie convexe.

Notation 4.4.10. Soient

(mi,ei), 1= 1,...,7",
des éléments de M x Z tels que les vecteurs my, ..., m, sont non nuls et engendrent
le réseau M. Alors le cone w = Cone(my, ..., m,) est de pleine dimension dans Mg.

Considérons le w"-polyedre
A ={ve Ny, (mj,v) > —e;, i=1,2,...,r}.

Soit L = Q>¢ - m un cone de dimension 1 contenu dans w avec vecteur primitif m. En
d’autres termes, 1’élément m engendre le monoide L N M. Désignons par 77, la base
de Hilbert dans le réseau Z" du cone polyédral saillant non nul

p HL)N (Qs0)", avec p:Q" — My.

L’application linéaire p envoie la base canonique sur la famille de vecteurs (my, ..., m,).
Nous posons

L*:{(sl,...,sr)G%, Zsi-mi#O}.
i=1

Pour chaque vecteur (sq,...,s,) € 27, il existe un unique entier \(sy,...,s,;) € Zsg
tel que

T

Zsi~mi:)\(sl,...,sr)-m.

=1

Les arguments de la démonstration du lemme suivant utilisent seulement des faits
¢élémentaires d’algébre commutative et de géométrie convexe. Ils permettent d’obtenir
la présentation d’Altmann-Hausen énoncée dans le théoréme 4.4.4 (ii).

Lemme 4.4.11. Considérons les mémes notations que dans 4.4.10. Posons ha(m) =
mingea (m, v). Nous avons [’égalité

r
ha(m) = —  min M.
(8150-y8r) € I )\(Sl, Cee, ST)
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Démonstration. Soit t une variable sur le corps C. Considérons la sous-algébre M-
graduée

A=CHE Y™, ... tx™] C C()[M].

Le corps des fractions de A est le méme que celui de C(¢)[M]. En utilisant les résultats
de [Hol, la normalisation de l’algébre A est

A =Clwo N (M x Z)], avec wy C Mg x Q

le cone rationnel engendré par les vecteurs (0,1),(mq,e1),...,(m,, e.). En fait, un
calcul direct montre que

wo = {(w, —min (w, A) +¢e) |w € w, e € Q>¢}
et done

A= @ HOMBEOu(lhalm)] - 0)x"
mewnM
avec AL = Spec C[t].

Le sous-réseau G C M engendré par la partie p(.77°) est un sous-groupe de Z - m.
Par conséquent, il existe un unique entier d € Zso tel que G = dZ - m. Pour un
élément m’ € wN M, nous désignons par A, (resp. A,) la piece graduée de A (resp.
A) correspondante & m/. Alors la normalisation /_l(Ld) de l'algébre

d sdm 1 sdm
A(L) = @Asdmx dm oot By = @Asdmx dm
s>0 5>0
De plus,
AL = @ Asmxsm
s>0

est engendrée comme algébre sur C[t] par les éléments

T

Jistrmmsry = [ J(E0X™) = iz sieiyACrsam,
i=1

ou (s1,...,s,) parcourt #;". Par le choix de lentier d, nous avons donc AS-Jd) = A;. En
considérant la G-graduation de Agj), pour tout (si,...,s,) € J7, 'élément f(, )

de I'anneau gradué A(Ld) a pour degré

A(S1,..., 8
degf(sl,...,sr) = % .
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En posant

div fs,...s . e
R ﬁ = T W % o
par le corollaire 4.3.7, nous obtenons
A = D HO(AL Ou(IsD))X™™
5>0
L’égalité AS-Jd) = By, implique que pour tout entier s > 0,
H"(Ag, Oy ([ha(sd - m)] - 0)) = H(Ag, Oy ([sD])).
D’ou par le lemme 4.3.6, il vient
D = ha(d-m)-0.
En divisant par d, nous obtenons la formule désirée. O

Soit A une algeébre M-graduée satisfaisant les hypothéses de 4.4.4 (ii). En utilisant
la présentation D.P.D. sur chaque céne de dimension 1 contenu dans le cone des poids
oV (voir le lemme 4.3.6), nous pouvons construire une application

o — Divg(Y), m— D,

a valeurs dans I'espace vectoriel des diviseurs de Weil rationnels de Y = Spec Ay. Elle
est convexe, positivement homogene et vérifie pour tout m € oy,

Ay = H(C, Oc(| D).

Par le lemme 4.4.11, cette application est linéaire par morceaux (voir [AH, 2.11]) ou
de fagon équivalente m — D,, est 'application évaluation d’un diviseur polyédral. La
démonstration suivante précise cette idée.

Démonstration de 4.4.4 (ii). Par I'assertion 4.4.7, nous pouvons considérer

f = (flxmlv"'vaer)

un systéme de générateurs homogeénes de A avec des vecteurs non nuls my, ..., m, € M.
Nous utilisons ici la méme notation que dans 4.4.3. Désignons alors par © le diviseur
o-polyédral ©[f]. Montrons que A = Ay[D]. Soient L = Qs - m un cone de dimension
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1 contenu dans w = ¢" et m le vecteur primitif de L pour le réseau M. Par le lemme
4.4.9, la sous-algebre graduée

Ap = @ A X™ C Ko[x™]

m/eLNM

est normale, noethérienne et a le méme corps des fractions que celui de Ky[x™]. De plus,
avec les mémes notations que dans le paragraphe 4.4.10, I’algébre Ay est engendrée
par I'ensemble

{ H(fiXmi)si, (81,...,8;) € I } .

i=1
Par le corollaire 4.3.7, si on a

r .
s div f;
D, =— min —Z’_l (div /i
(81,..,8r) €I )\(81, RN Sr)

alors par rapport a la variable x™, on a A, = Ag[D,,|. Par le lemme 4.4.11, pour tout
point fermé z € Z,

. S siord, f;
5 m) = — min === =
Az[f]( ) (31,,..,33)6%5 )\(81, ceey Sr)

Ce qui entraine ®(m) = D,,. Puisque I'égalité est vraie pour tout vecteur primitif
d’un cone de dimension 1 contenu dans ¢, on conclut que A = Ay[®]. L’unicité de ©
est aisée. U

En utilisant des faits connus sur les anneaux de Dedekind nous obtenons 'assertion
suivante.

Proposition 4.4.12. Soient Ag un anneau de Dedekind et By la fermeture intégrale de
Ap dans une extension séparable finie Lo/ Ky, ot Ky = Frac Ag. Soit © = ZZEZ A, -z
un diviseur polyédral sur Ay o Z C'Y = Spec Ay est I’ensemble des points fermés. En
posant Y' = Spec By et en considérant la projection naturelle p : Y' — Y, 'anneau By
est de Dedekind et nous avons la formule

Ao[D] ®4, By = Bo[p*D] avec p*® =Y A, - p*(2).

z€7

Donnons un exemple pour illustrer ’assertion précédente.
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Exemple 4.4.13. Considérons le diviseur polyédral
D=0y () + Dy - (£ +1)
sur 'anneau de Dedekind Ay = R[t] avec coefficients polyédraux
Ay = (=1,0) + 0, Apzi1) =1[(0,0),(0,1)] + o,

et 0 C Q? est le cone polyédral engendré par les vecteurs (1,0) et (1,1). Un calcul aisé
montre que

R[fﬁl, X2, T3, flf4]

_ 1,0) (0,1 2 L=D] ~
AO[Q] =R [tv —tX( )7 X( )7t(t + 1>X( )] N ((1 + ;L’%)SL’Q + ;L’3£L’4)7

ou x1, T2, T3, T4 sont des variables indépendantes sur R. Posons ¢ = v/—1. En considé-
rant la projection naturelle p : AL — A}, nous obtenons

PO =200+ Agziry - €+ Agzgry - ().

En posant By = C[t], on conclut que Ay[D] ®r C = By[p*D] est le complexifi¢ de
A[®].

4.5 Algébres multigraduées elliptiques et corps de
fonctions algébriques d’une variable

Dans cette section, nous étudions un autre type d’algebres multigraduées. Ces
algébres sont décrites par un diviseur polyédral propre sur un corps de fonctions al-
gébriques d’une variable. Fixons un corps quelconque k. Rappelons une définition
classique.

4.5.1. Un corps de fonctions algébriques (sous-entendu d’une variable) sur le corps k
est une extension de corps Ky/k vérifiant les conditions suivantes.
(i) Le degré de transcendance de Ky sur k est égal a 1.
(ii) Tout élément de K, qui est algébrique sur le sous-corps k appartient a k.
(iii) Il existe aq,...,q, € Ky tels que Koy = k(aq, ..., q,).
En vertu de notre convention sur les variétés algébriques, une courbe projective

réguliere C' sur k donne naturellement un corps de fonctions algébriques Kjy/k en
posant Ky = k(C). Comme application directe du critére valuatif de propreté (voir
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[EGA TII, Section 7.4]), tout corps de fonctions algébriques Kj/k est le corps des
fonctions rationnelles (unique a isomorphisme prés) d’une courbe projective réguliére
C sur k. Dans le prochain paragraphe, nous rappelons comment on construit la courbe
C en partant d’un corps de fonctions algébriques K.

4.5.2. Rappelons qu’'un anneau de valuation dans K, est un sous-anneau propre de
O C K, contenant strictement k et tel que pour tout élément non nul f € K, soit on
a f € Osoitona % € O. Par [St, 1.1.6] tout anneau de valuation dans K, est I’anneau
associé & une valuation discréte de Ky/k. Un sous-ensemble P C K est appelé une
place de Ky il existe un anneau de valuation O de Kj tel que P est I'idéal maximal
de O. Nous désignons par Zy Ky ’ensemble de toutes les places de Kj. Cette derniére
est souvent appelée la surface de Riemann de Ky. Par [EGA II, 7.4.18] ’ensemble

Zy Ko peut étre muni d’une structure de courbe projective C' sur le corps k tel que

Désormais, nous considérons ’ensemble C' = %y K, avec sa structure de schéma.
Par convention un élément z appartenant & C' est un point fermé; qui correspond
exactement a une place de Kj. Nous notons par P, la place associée a z.

4.5.3. Pour une place P de Ky, nous posons x(P) = O/P, ou O est 'anneau de
valuation de la place P. Le corps k(P) est une extension finie de k [St, 1.1.15] et
nous l'appelons le corps résiduel de P. Nous posons également x, = k(P,). Pour une
fonction rationnelle f € k(C')*, son diviseur principal associé est

divf = Zordzf~z,
zeC

ou ord, f est la valeur en f de la valuation correspondante & P,. Rappelons que le
degré d'un diviseur de Weil rationnel D =" _. a. - z est le nombre rationnel

deg D = Z[HZ )

Par le théoréme 1.4.11 dans [St|, nous avons deg div f = 0.

4.5.4. Soient M, N des réseaux duaux et o C Ng un codne polyédral saillant. Un
diviseur o-polyédral sur K, (ou sur C') est une somme formelle ® = > _ A, - z avec
A, € Pol,(Ng) et A, = o pour tout z € C' en dehors d'un sous-ensemble fini. Nous
considérons aussi la fonction évaluation

D(m) =Y ha.(m) z;

zeC
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qui est un diviseur de Weil rationnel sur la courbe C. Le degré de © est la somme de
Minkowski

deg® =) [k, : k|- A..

zeC
Etant donné m € ¢V, nous avons naturellement la relation hgeso(m) = deg D (m).

Nous pouvons maintenant introduire la notion de propreté des diviseurs poly-
édraux. Voir [AH, 2.7, 2.12| pour d’autres cas particuliers.

Définition 4.5.5. Un diviseur o-polyédral ® = Y _ A, -z est dit propre s'il satisfait
les assertions suivantes

(i) Le polyedre deg® est strictement inclus dans le cone o.

(i) Sion adeg®(m) = 0 alors le vecteur m appartient au bord de ¢" et un multiple
entier non nul de ®(m) est un diviseur principal.

Notre résultat principal donne une description analogue a 4.4.4, mais celui-ci concerne
les corps de fonctions algébriques. Pour I'assertion 4.5.6 (iii), nous renvoyons le lecteur
aux arguments de démonstration de 3.4.4.

Théoréme 4.5.6. Soient k un corps et C = %y Ky la surface de Riemann d’un
corps de fonctions algébriques d’une variable Ky/k. Alors les assertions suivantes sont
vrates.

(i) Soit

A= P Anx™ C Ko[M]

Vv
meo

une sous-algebre M-graduée normale noethérienne sur k de cone des poids oV.
On suppose que pour tout m € oy, A, C Ky et que Ag =k. Si A et Ko[M] ont
le méme corps des fractions alors il existe un unique diviseur o-polyédral propre

D sur la courbe C tel que A = A[C, D], ou

AlC, D)= @ H(C,0c(|D(m)]))x™

Y
meo,,

(ii) Soit ® un diviseur o-polyédral propre sur C. Alors lalgébre A = A[C, D] est
M -graduée, normale, de type fini sur k et a le méme corps des fractions que
Ko[M]. Le come o est le cone des poids de A.
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(iii) De fagon plus explicite, soit

A=K[fix™, . fox™]

une sous-algebre M-graduée de Ko[M] avec fi,..., f. € kK(C)* et my,...,m, €
M non nuls engendrant un cone rationnel o”. Posons f = (fix™, ..., frX™).
Supposons que A et Ko[M] aient le méme corps des fractions. Alors le cone

o C Ny est polyédral saillant, D[f] est un diviseur o-polyédral propre sur C et
A = A[C,D[f]] (voir la notation 4.4.3).

Pour la démonstration de 4.5.6, nous avons besoin de quelques préliminaires. Nous
commencons par donner quelques résultats sur les sous-algébres A; de l'algébre M-
graduée A satisfaisant les hypothéses de I’énoncé 4.5.6 (i).

Lemme 4.5.7. Soit A une algebre M-graduée satisfaisant les hypothéses de 4.5.6 (i).
Etant donné un cone L = Qsq-m C ¢" de dimension 1 avec vecteur primitif m,
considérons la sous-algebre

AL = @ Am/Xm,.

m/eLNM

Posons aussi
QAL = {51 a € Ay, b€ A, 70,520},

Alors les assertions suivantes sont vraies.
(i) L’algébre Ap est normale et de type fini sur k.

(ii) Soit on a Q(AL)o =k, soit on a Q(AL)o = K.

(iii) Si Q(AL)o =k alors il existe B € K§ et d € Zq tels que A = k[Bx™™].
Démonstration. La démonstration de I’assertion (i) est analogue a celle de 4.4.9 (ii) et
donc nous 'omettons.

Le corps Q(AL)o est une extension de k contenue dans K. Si le degré de transcen-
dance de Q(Ay)o sur k est 0 alors par normalité de Ay, Q(AL)o = k. Nous supposons

que nous sommes dans le cas contraire, a savoir, I'extension Ky/Q(AL)o est algébrique.
Soit v € K. Alors il existe des éléments ay, ...,aq € Q(AL)o avec ag # 0 tels que

d
al = E ajad_J.
Jj=1
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Posons

I[={ie{l,...,d}, a;#0}.

Pour tout ¢ € I, nous écrivons a; = *Z—?, avec p;,q; € Ar des éléments homogénes de
1
méme degré. En considérant ¢ = [[,.; ¢;, nous obtenons

d
(aq)? = Z a;q’ (aq)*.

La normalité de A;, donne ag € Ay. Cela montre que o = aq/q € Q(AL)o.

Pour montrer l'assertion (iii), nous considérons S C Z - m le cone des poids de
lalgebre graduée Aj. Puisque L est contenu dans le cone des poids ¢V, le monoide S
est non trivial. Par conséquent, si G est le sous-groupe engendré par S alors il existe
un unique entier d € Zsq tel que G = Zd-m. En posant u = %™, nous pouvons écrire

AL = P A’
s>0
l

Ainsi, pour des éléments homogénes de méme degré a;u
Q(AL)§ = k* de sorte que

,asu! € Ap, nous avons Z—; €

Ap = Dkfw,

ses’

ou S = éS et f; € k(C)*. Fixons des éléments homogénes fs, u®, ..., fs u* for-
mant un sous-ensemble générateur de l'algébre G-graduée A;. Considérons d :=
p.g.c.d.(s1,...,8:). Sid > 1 alors I'inclusion S C dd'Z - m donne une contradiction.
Donc d' = 1 et il existe des entiers [, ...,[, tels que 1 = Z’Zle l;8;. L’élément

T

Bu=[J(fou)"

1=1

vérifie alors

(Bu)* , _px

m S Q(AL)() =k*.
Par normalité de Az, on a Bu € Ap et donc A;, = k[fBu] = k[Bx?™]. Cela établit
assertion (iii). O
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Le lemme suivant est bien connu; voir par exemple [De 2, Section 3|, [Liu, §7.4.1,
Proposition 4.4] et I'argument de démonstration de [AH, 9.1].

Lemme 4.5.8. Soient Dy, Dy, D des diviseurs de Weil rationnels sur la courbe C'.
Alors les assertions suivantes sont vraies.

(i) Sile degré de D est strictement positif alors il existe d € Z~q tel que le faisceau
inversible Oc(|dD|) de Oc-modules est trés ample. De plus, l'algébre graduée

B =D H(C,00(ID))H,

1>0
ou t est une variable sur Ko = k(C), est de type fini sur k. Le corps des fractions
de B est k(C)(t).

(ii) Supposons que pour i = 1,2, nous avons soit deg D; > 0 ou soit rD; est un
diviseur principal, pour r € Z~q. Si pour tout s € N, on a l'inclusion

H°(C,Oc(|sD1])) € H(C, Oc(|sD2]))
alors on a linégalité D1 < Ds.

Dans le prochain corollaire, nous gardons les mémes notations que dans le lemme
4.5.7. En utilisant le théoréme de Demazure (voir [De 2, théoréme 3.5]) pour les
algébres graduées normales, nous montrons que chaque A; admet une présentation
D.P.D. sur une méme courbe projective réguliéere.

Corollaire 4.5.9. [l existe un unique diviseur de Weil rationnel D sur C' tel que

Ap =P H(C, Oc(|sD])x™
s>0
De plus, les assertions suivantes sont vraies.
(i) St Q(AL)o =k alors il existe f € K} et d € Z~g tels que D = dicvlf.
(i) Si Q(AL)o = Ky alors deg D > 0.

(i) St fix®™, ..., frx*™ sont des éléments homogenes de degré si,...,s, > 0 de
Ualgebre graduée Ay (par rapport a la variable x™) alors

div f;
D = — min L
1<i<r s
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Démonstration. (i) Supposons que Q(Ar)o = k. Par le lemme 4.5.7, on a A;, =
k[ x*™], pour B € K} et d € Z~g. Ainsi, nous pouvons prendre D = di%fil. L’unicité
dans ce cas est facile. Cela donne l'assertion (i).

(ii) Le corps des fonctions rationnelles de la variété normale Proj Aj est Ky =
Q(AL)o. Puisque Proj Ay est une courbe projective réguliére (car normale) sur Ay = k,
nous pouvons l'identifier avec la surface de Riemann des places de K. Par conséquent,
I'existence et 'unicité de D suivent du théoréme de Demazure (voir [De 2, théoréme
3.5]). De plus, Q(AL)o # k implique que dimy Ay, > 2, pour un entier s € Z~,. D’ou
par [St, 1.4.12], nous obtenons deg D > 0.

La démonstration de 'assertion (iii) suit de 4.5.8 et de [FZ, 3.9]. O

Comme conséquence du corollaire 4.5.9, nous pouvons a nouveau appliquer la for-
mule de géométrie convexe de 4.4.11 pour obtenir I'existence du diviseur polyédral
dans 'énoncé 4.5.6 (i).

Démonstration de 4.5.6 (1). Gardons les mémes notations que dans 4.4.3 et 4.4.10.
Soit

f = (flxmlv"'vaer)

un systéme de générateurs homogenes de A avec f; € Kjj. Considérons un cone
L= @20 -m C UV

de dimension 1 avec vecteur primitif m € M. Par le corollaire 4.5.9, nous avons

Ay = @ H(C. Oc(|sDm Y™

s>0

pour un unique diviseur de Weil rationnel D,, sur C'. Par 'argument de démonstration
de [AH, Lemma 4.1], l'algébre A est engendrée par

H(flxm)s avec (1,...s,) € A7

i=1
Par le corollaire 4.5.9 (iii) et le lemme 4.4.11, nous avons D[f](m) = D,, et donc
A = A[C,D]f]].

Il reste & montrer que ® = D|[f]| est propre; I'unicité de © sera donnée par le

lemme 4.5.8 (ii). Désignons par S C C l'union des supports des diviseurs div f;, pour

1=1,...,7r. Soit v € deg®. Nous pouvons écrire
v = Z[/{(PZ) k| - v,
z€S
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pour v, € A,[f]. Par conséquent, pour chaque i = 1,...,r, on a

(mi, Y [K(P.) : K] -v.) > =) [6(P.) 1 K] - ord, f; = —degdiv f; = 0

z€S seS

et donc deg® C o. Si deg® = o alors on conclut que Frac A # Frac Ky[M], contre-
disant notre hypothése. D’ott deg® # o. Soit m € oy, tel que deg®(m) = 0. Alors
m appartient au bord de ¢¥. Considérons le cone L de dimension 1 engendré par m.
En appliquant le corollaire 4.5.9 (i) pour I'algébre Ay, nous déduisons qu'un multiple
entier non nul de ®(m) est un diviseur principal. Cela montre que © est propre. [

Démonstration de 4.5.6 (ii). Montrons que A = A[C, D] et Ky[M] ont le méme corps
des fractions. Soit L = Qs - m un cone de dimension 1 intersectant o' avec son
intérieur relatif et ayant m comme vecteur primitif. Puisque deg®(m) > 0, par le
lemme 4.5.8 (i), Frac A, = Ko(x™). Comme conséquence, 0¥ est le cone des poids de
l’algébre M-graduée A. La démonstration de la normalité de A est analogue a celle de
4.4.4 (i).

Montrons que A est de type fini sur k. Désignons par relint ¢ 'intérieur relatif du
cone ¢”. Tout d’abord, nous pouvons considérer une subdivision de ¢V par des cones
polyédraux réguliers wy, . . ., w, tels que pour tout i = 1,..., s, on aw;Nrelint 0¥ # (), w;
est de pleine dimension, et © est linéaire sur w;. Fixons 1 < i < s et un entier k € Z+.
Soit (eq, ..., e,) une base du réseau M engendrant le cone w; et telle que e; € relint 0.
Par propreté de D, il existe d € Z~ tel que chaque D(de;) est un diviseur de Weil
entier donnant un faisceau inversible globalement engendré. En posant

Awi,k = @ HO <07 O (\‘Z azkezJ>> XZZ aikei’
(a1,...,an)€Z™ i=1

nous considérons fix™,..., X" € A,, 4 obtenus par un ensemble fini de générateurs
de I'espace vectoriel des sections globales de chaque O(®D(de;)), et un ensemble fini de
générateurs homogenes de 'algébre graduée

V17

B =D H'(C, Oc(D(dler)))x"*,

1>0

voir le lemme 4.5.8 (i). En utilisant 4.5.6 (iii), la normalisation de k[fix™, ..., fix™]
est A, 4. Donc par le théoréme 2 dans [Bou, V3.2|, l'algébre A,, = A,, 1 est de type
fini sur k. On conclut en utilisant la surjection 4, ® ... ® A4,, — A. O
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Dans la prochaine assertion, nous étudions comment 'algébre associée a un divi-
seur polyédral sur une courbe projective réguliere change lorsque nous étendons les
scalaires a une cloture algébrique du corps de base. Les assertions (i), (ii) proviennent
de faits classiques de la théorie des corps de fonctions algébriques dune variable. Les
démonstrations sont donc omises. Rappelons qu’un corps est dit parfait si toutes ses
extensions algébriques sont séparables.

Proposition 4.5.10. Supposons que le corps k est parfait et soit k une cléture al-
gébrique de k. Désignons par S le groupe de Galois absolu de k. Pour une courbe
projective réquliere C' sur k associée a un corps de fonctions algébriques Ky/k, les
assertions sutvantes sont vraies.

(i) Koy = k ®x K est un corps de fonctions algébriques sur k dont sa surface de
Riemann s’identifie a la courbe Cy = C' Xgpeck SPeck.

(ii) Le groupe &g opere naturellement dans Cy et dans l’ensemble des places de
Cxk. Toute orbite sous l'opération de Si ) dans l'ensemble des places de Cy est
un ensemble fini qui est une fibre de l'application surjective

S %Ky — C =% K, P— PnK,,

et toute fibre de S est décrite ainsi.

(iii) SiD =3, A, -z est un diviseur o-polyédral propre sur C' alors
AlC, D] @ k = A[Ck, Dy,

ot D est le diviseur o-polyédral propre sur Cg défini par

Di = ZAZ - S*(z) avec S*(z) = Z 2.

zeC 2’eS—1(z)

Démonstration. (iii) Etant donné un diviseur de Weil rationnel D sur C, par [St,
Theorem 3.6.3,|, il vient

H°(C,0c(|D])) @k = H(C, O (|S* D))

La démonstration de (iii) suit du calcul de A[C, D] ®y k. La propreté de Dy est donnée
par 4.5.6 (i). O

L’énoncé ci-dessus ne se généralise pas dans le cas imparfait, comme expliqué dans
la remarque suivante.
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Remarque 4.5.11. Il est bien connu que toute extension de corps de type fini sur un
corps parfait est séparable. Cependant, dans le cas imparfait, nous pouvons considérer
le corps de fonctions algébriques

k[X, Y]

Ky=F
0 1FSLC(tXQjLS—I— Y2)’

qui est inséparable sur k = Fy(s, t_), ol s,t sont deux variables indépendantes sur Fs.
Si on fixe une cloture algébrique k de k, alors pour tout diviseur polyédral propre D
sur C' = Zx Ky, 'anneau B = A[C, D] ® k contient au moins un élément nilpotent
non nul.

4.6 Description des T-variétés affines de complexité
un dans le cas ou T est déployé

Comme application des résultats de la section précédente, nous pouvons donner
maintenant une description des T-variétés affines de complexité 1 sur un corps k, ot T
est un tore algébrique déployé. Dans le paragraphe suivant, nous rappelons quelques
faits élémentaires sur les opérations de tores algébriques.

4.6.1. Soit T un tore algébrique déployé sur k. Désignons par M et N ses réseaux
duaux des caractéres et des sous-groupes a 1 parameétre. Soit X = Spec A une variété
affine sur k. Supposons que T opére dans X. Alors le comorphisme A — A ®y k[T]
donne une M-graduation sur A. Nous disons que X est une T-variété si X est normale
et si lopération de T dans X est fidéle®. Cela est équivalent & dire que 1'algébre A est
M-graduée normale et que I’ensemble de ses poids engendre le réseau M.

Définition 4.6.2. Soient C' une courbe algébrique réguliere sur k et ¢ C Ng un cone
polyédral saillant. Un diviseur o-polyédral ® =" _ A, -z est dit propre s'il satisfait
au moins un des énoncés suivants.

(i) C est affine. En particulier, © est un diviseur polyédral sur ’anneau de Dedekind
Ay = K[C].
(ii) C est projective et © est un diviseur polyédral propre au sens de 4.5.5.

Nous désignons par A[C, D] l'algébre M-graduée associée.

5. Voyant T comme un foncteur en groupes représentable, cela veut dire que la transformation
naturelle de foncteurs en groupes T — Aut X a son noyau trivial.
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En combinant les résultats 4.4.4 et 4.5.6, on peut décrire une T-variété affine dé-
ployée de complexité 1 par un diviseur polyédral propre.

Théoréme 4.6.3. Soit T un tore algébrique déployé sur k avec réseau des caractéres
M.

(i) Pour chaque T-variété X = Spec A sur k de complezité un, il existe un diviseur
o-polyédral propre © sur une courbe réguliere C' sur k tel que A ~ A[C,D] en
tant qu’algebres M -graduées.

(ii) Réciproquement, si D est un diviseur o-polyédral propre sur une courbe réguliére
C alors X = Spec A, avec A = A|C, D], définit une T-variété affine de complexité
umn.

Démonstration. (i) Considérons le sous-corps Q(A)y C k(X) engendré par les quo-
tients a/b, ot a,b € A sont des éléments homogenes de méme degré. Soit o C Ny le
dual du cone des poids de A. Remarquons que nous pouvons choisir des vecteurs de
poids x™ € Frac A4 tels que pour tous m,m’ € M, x™ - x™ = x"™ et \° = 1, et
donnant lieu & une inclusion

Ac @ QA" = Q(A)[M],

meM

ot A est un sous-anneau M-gradué. Les anneaux A et Q(A)o[M] ont méme corps des
fractions. Supposons que Ay # k. Posons Ky = Frac Ap. Alors par normalité de A,
Ko = Q(A)p. De plus, Ay est un anneau de Dedekind, par le théoréme 4.4.4 (ii), nous
obtenons A = A[C, D], pour un diviseur o-polyédral ® sur Ay. Si Ap = k alors on
conclut par le théoréme 4.5.6 (i). L’assertion (ii) suit immédiatement de 4.4.4 (i) et
4.5.6 (ii). O

4.7 Opérations de tores algébriques de complexité un
et diviseurs polyédraux Galois stables

En vue des résultats de la section précédente, nous donnons une description com-
binatoire des variétés normales affines munies d’une opération d’un tore algébrique
(possiblement non déployé) de complexité 1. Cela peut étre mis en paralléle avec des
descriptions bien connues concernant les variétés toriques et les plongements sphériques
d’espaces homogenes ; voir [Bry, CTHS, Vos, ELST, Hul.
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4.7.1. Pour une extension de corps F/k et un schéma X sur k, nous posons
XF =X X Speck Spec F.

C’est un schéma sur F'. Un tore algébrique de dimension n est un groupe algébrique
G sur k (i.e. un schéma en groupes lisse et de type fini) tel qu’il existe une extension
galoisienne finie £/k donnant un isomorphisme de groupes algébriques Gp ~ Gh.e
ou G, est le schéma en groupes multiplicatif sur k. Nous disons que le tore G se
déploie (ou se décompose) dans ’extension E/k. Pour plus de détails sur les groupes
algébriques réductifs non déployés voir [BoTi, Sp|.

Dans toute cette section, G est un tore sur k qui se déploie dans une extension
galoisienne finie £/k. Désignons par Gp/ le groupe de Galois de l'extension E/k.
Considérons a nouveau les réseaux duaux M et N, des caractéres et des sous-groupes
a 1 paramétre, du tore déployé Gg. Notons que dans la suite la plupart des variétés
que nous étudions sont sur le corps E. Nous commengons par préciser une notion
classique.

Définition 4.7.2.

(i) Une opération de &g/ dans une variété V sur E est dite semi-linéaire si & g /i
opére par automorphismes de schémas et si pour tout g € Gg/x, le diagramme

V—2 vV
Spec E —g>SpecE

est commutatif.

(i) Soit B une algebre sur £. Une opération semi-linéaire de S dans B est une
opération par automorphismes d’anneaux telle que pour tous a € B, A € F, et

g € Gpx,
g-(Aa)=g(N)g-a.

En particulier, g - (Aa) = A\g-a si A € k.
Si V est affine alors avoir une opération semi-linéaire de S/ dans V' est équivalent
a avoir une opération semi-linéaire du méme groupe dans I'algebre E[V].

Ensuite, nous rappelons une description bien connue des tores algébriques par le
biais des opérations de groupes finis dans les réseaux.
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4.7.3. Le groupe de Galois &g/ opére naturellement dans le tore
GE =G X 8peck SpecE

par le second facteur. L’opération correspondante dans E[M] est déterminée par une
opération linéaire de &y dans M (voir [ELST, Proposition 2.5], [Vos, Section 1]).

Réciproquement, étant donnée une opération Z-linéaire de Gy dans le réseau M,
nous avons une opération semi-linéaire dans E[M]| définie par

g-(AX™) = g(A)xI™,

ou g € G, A € E et m € M. Cette opération respecte la structure d’algebre
de Hopf de E[M]. Comme conséquence du lemme de Speiser, nous obtenons un tore
G sur k qui se déploie dans E/k. De plus, l'opération semi-linéaire construite dans
Gg = G Xgpeck Spec I/ est exactement l'opération naturelle initiale sur le second
facteur.

La définition suivante introduit la catégorie des G-variétés.

Définition 4.7.4. Une G-variété de complexité d est une variété normale sur k avec
une opération de G telle que Xp est une Gpg-variété de complexité d (au sens de
la section précédente). Un G-morphisme entre deux G-variétés X et Y sur k est un
morphisme f : X — Y de variétés sur k tel que le diagramme

Gx XL agxy

L

X Y

est commutatif.

Une classe importante d’opérations semi-linéaires sont celles qui respectent 1’opéra-
tion d'un tore algébrique déployé. Nous fixons une opération de &g/ dans Gg donnée
comme dans le paragraphe 4.7.3.

Définition 4.7.5.

(i) Soit B une algebre M-graduée sur E. Une opération semi-linéaire de &pi dans
B est dite homogene si elle envoie les éléments homogeénes sur les éléments ho-
mogenes.
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(i) Une opération semi-linéaire de &y dans une Gp-variété V' respecte lopération
de Gg si pour tout g € G/, le diagramme

GEXVLw)GEXV

| l

V V

est commutatif.

Sous I'hypothese que V' est affine, une opération semi-linéaire de Gy, respectant
I'opération du tore G, correspond exactement a une opération semi-linéaire homogéne

de &g/ dans l'algébre E[V].

Le résultat suivant est classiquement énoncé pour la catégorie des variétés quasi-
projectives, voir par exemple la démonstration de [Hu 2, 1.10]. Dans le contexte des
G-variétés affines, nous donnons un court argument.

Lemme 4.7.6. Soit V une Gg-variété de complexité d sur le corps E munie d’une
opération semi-lincaire de Sg . compatible avec l'opération de Gg. Alors le quotient
X = V/Gg est une G- variété affine de complexité d. En faisant agir Spyc dans
Xp = X Xgpeck Spec E par le second facteur, nous avons un isomorphisme de Gpg-
variétés Xg ~ V respectant les opérations de Sp .

Démonstration. 11 est connu que l'algébre R = B®#/x est de type fini sur k. Montrons
que R est normale. En considérant L le corps des fractions de R et f € L un élément
entier sur R, par normalité de B, nous avons f € BN L = R. Cela montre la normalité
de R. En utilisant la définition précédente, la variété X est munie d’une opération de
G. Le reste de la démonstration suit du lemme de Speiser. O

Fixant une G-variété affine X de complexité d sur E, une E/k-forme de X est une
G-variété affine Y sur k telle que nous avons un Gg-isomorphisme Xz ~ Yg. Notre
but est de donner une description combinatoire de '’ensemble des E/k-formes d’une
G-variété affine donnée X. Rappelons dans ce contexte quelque notion de cohomolo-
gie galoisienne non abélienne (voir par exemple [Ser, III Section 1| pour la descente
galoisienne des variétés algébriques).

4.7.7. Soient Y)Y’ des E /k-formes d'une G-variété affine fixée X. Le groupe de Galois
S g/ opere dans I'ensemble des G g-isomorphismes entre Yz et Yy, Par conséquent, il
opére aussi par automorphismes de groupes dans le groupe des Gg-automorphismes
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Autg, (Xg) de Xpg. Plus précisément, rappelons que pour tout g € & et tout Gp-
isomorphisme ¢ : Yg — Y}, on définit g(p) par le diagramme commutatif suivant

Y 9() YL .
QL lg

Notons que cette opération de &g/ dépend de la donnée des E/k-formes Y, Y”. Main-
tenant, étant donné un Gg-isomorphisme ¢ : Xp — Y 'application

a:Spx— Autg,(Xp), 9 ay =9 " og(y)
est un 1-cocycle. Cela signifie que pour tous g, ¢" € G/, nous avons
agog(ag) =9~ og(ih)og (¥ og (¥)) = agy.

Soit ¢ : Y — Y’ un G-isomorphisme et prenons un G g-isomorphisme ¢ : Xp — Y
donnant un 1-cocycle b comme avant. Le diagramme

Xp—2= Vg

al \Lqﬁ’:(bxid

est commutatif, ou @ € Autg,(Xg) et ¢’ est I'extension naturelle de ¢. Puisque pour
tout g € S/, 9(¢') = ¢', il s’ensuit que

bg:ozoagog(ofl).

Dans ce cas, nous disons que les cocycles a et b sont cohomologues. Nous obtenons ainsi
une application ® entre I’ensemble pointé des classes d’isomorphisme de F/k-formes
de X et I’ensemble pointé

Hl(E/k, AU_tGE(XE))

des classes de cohomologie de 1-cocycles a : Gg/ — Auta, (Xg).
Réciproquement, partant d’un cocycle a, ’application

GE/k — AU.tGE(XE), g — Gg 0 g
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est une opération semi-linéaire dans Xpg respectant 'opération de Gpg. D’apres le
lemme 5.6, on peut associer une E/k-forme W de X en prenant le quotient Xp/& p/x.
En remplagant a par un autre cocycle qui lui est cohomologue, on obtient par ce dernier
procédé une E/k-forme de X isomorphe & W. Ainsi, nous déduisons que I'application
® est bijective.

En outre, soit v une opération semi-linéaire de G/ dans Xg. Remarquons que
pour tous g, g’ € Sp/x, le diagramme

v(9")

XE—>XE

A

Xgp——=X
Eovn™F
est commutatif. D’ou légalité a, = v(g) o g~* définit un 1-cocycle a. Une vérification
directe montre que H'(FE/k, Autg,(Xg)) est aussi en bijection avec I’ensemble pointé
des classes de conjugaison des opérations semi-linéaires de G/ dans Xg compatibles
avec 'opération de Gg.

Comme expliqué dans le paragraphe précédent, déterminer ’ensemble pointé des
E /k-formes de X est équivalent & décrire toutes les opérations semi-linéaires compa-
tibles possibles de G/ dans Xg. Ainsi, généralisant la notion de diviseurs polyédraux,
nous considérons la contre-partie combinatoire de cette classification.

Définition 4.7.8. Soient C' une courbe réguliére sur £ et 0 C Ng un cone polyédral
saillant.

(a) Un diviseur o-polyédral principal § sur C' est un couple (¢, D) o ¢ : o), — k(C)*
est un morphisme de monoides et ® est un diviseur o-polyédral sur C' tel que
pour tout m € oy,

D(m) = dive p(m).

Habituellement nous écrivons § et ® par la méme lettre.

(b) Un diviseur o-polyédral &g y-stable sur C' est la donnée de (D, F,*, ) vérifiant
les conditions suivantes.

(i) ® (resp. §) est un diviseur o-polyédral propre (resp. principal) sur la courbe

C.

(i) La courbe C' est munie d’une opération semi-linéaire de &g/,

GCpuxC—=0C, (g,2) = g*z.
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Cela donne naturellement une opération linéaire dans ’espace vectoriel des
diviseurs de Weil rationnels sur C'. Plus précisément, étant donnés g € GSg i
et un diviseur de Weil rationnel D sur C, nous posons

gxD = E (g-14y - 2z, avec D = E a, - z.

zeC 2€C
(ili) Le réseau M est munie d’une opération Z-linéaire de &g/,
SpxxM—= M, (g,m)—g-m
préservant le sous-ensemble oy .
La liste (D, §, *, ) satisfait I’égalité
g* (D(m) +3(m)) =D(g-m) +3(g-m),
olm € oy et g € Spi.

Le résultat suivant est une conséquence directe du théoréeme 90 de Hilbert. Nous
incluons ici un courte démonstration.

Lemme 4.7.9. Soit Ey/ Ky une extension galoisienne finie de groupe de Galois S, k-
Supposons que &g, i, opére linéairement dans le réseau M. Pour tout g € Gpy/k,,
considérons un morphisme de groupes f, : M — Ej satisfaisant les égalités

fan(m) = g (fa(m)) fo(h - m),

o g,h € &gy i, et m € M. Alors il existe un morphisme de groupes b : M — Ly tel
que pour tous g € Sgy/K,, m € M,

folm) = b(g - m)g(b(m))~".

Démonstration. Le groupe opposé de &g, k, est le groupe H avec sa structure d’en-
semble &g, x, et dont la loi de composition interne est définie par g x h = hg, ou
g,h € H. Pour g € H, nous désignons par a, : M — EJ le morphisme de groupes ou
pour tout m € M, on a

ag(m) = g~ (fo(m)).

Nous pouvons aussi définir une opération de H par automorphisme de groupes dans
le groupe abélien

T = Hom(M, EY)
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sur Ey en posant (g - a)(m) = g '(a(g-m)), ona € T, g € H, et m € M. En
considérant g, h € H, nous obtenons

ang(m) = (gh) " (fon(m)) = (gh) ™ (g(fu(m)) fy(h - m)) = an(m)(h - ag)(m)

de sorte que 'application g — a, est un 1-cocycle. Par le théoréme 90 de Hilbert, on
a un isomorphisme de groupes abéliens

H'(H,T)~ H(Ey/Ko,T) = 1.

Donc il existe b € T tel que pour tout g € H, a; =b- (g-b~"'). Ces derniéres égalités
donnent le résultat. 0

Le prochain théoréme donne une classification des G-variétés affines de complexité
1 en termes de diviseurs polyédraux stables par Galois.

Théoréme 4.7.10. Soit G un tore sur k se déployant dans une extension galoisienne
finie E/k. Désignons par Sg le groupe de Galois de lextension E/k. Alors les
assertions sutvantes sont vraies.

(i) Toute G-variété affine de complezité 1 se déployant dans E /k est décrite par un
diviseur polyédral S -stable sur une courbe réguliere au dessus du corps E.

(ii) Réciproquement, soit C' une courbe réguliére sur E. Pour un diviseur polyédral
Spx-stable (D,§,%,-) sur C on peut munir l'algébre A[C, D] d’une opération
semi-linéaire homogene de Sg)y et associer une G-variété de complerité 1 sur
k se déployant dans E/k en prenant X = Spec A, ou

A = A[C,D]%8/,

Démonstration. (i) Soit X une G-variété affine de complexité 1 sur k. Par le théoréme
4.6.3, nous pouvons supposer que B = A[C, D] est 'anneau des coordonnées de Xp
pour un diviseur o-polyédral propre ® sur une courbe réguliére C'. L’algébre B est
munie d'une opération semi-linéaire homogéne de &g/ Posons £y = E(C). En éten-
dant I'opération sur Ey[M], nous remarquons que Ey et E[C] sont des parties stables.
Nous obtenons ainsi une opération semi-linéaire de &g/ dans C. Précisons que si C
est projective alors on peut définir I'opération de S/ dans C' de la maniére suivante :
étant donnée une place P C Ej, nous posons

gxP={gxf|feP}

Dans le cas ou C' est arbitraire, le lemme de Speiser nous donne 1’égalité

S
E():E'KO avec K(]: OE/k.
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L’extension FEy/ K est galoisienne finie. Nous avons une identification naturelle & i ~
Sy K, avec le groupe de Galois de Ey/K,. Pour tous m € M, g € S, on a

(4.2) g (fx™) = g(f) fylm)x"om™,

pour un élément f, du groupe abélien 7' = Hom(M, Ef) et un vecteur I'(g,m) € M.
On observe que I' définit une opération linéaire de &/ dans M. Désignons alors par
g -m le vecteur I'(g,m). Pour tous g,h € &g/, il vient

S (m)X™ = gh-x™ =g+ (h-X"™) = g(fu(m)) fy(h - m)x?"™.

En utilisant le lemme 4.7.9, on peut trouver b € T tel que pour tousm € M, g € G x,
fo(m) =0b(g-m)/g(b(m)). Considérons § le diviseur o-polyédral principal associé a b.
Pour I'assertion (i), il reste & montrer 1'égalité

(4.3)  g*(D(m)+F(m)) =D(g-m)+F(g-m), Vm € oy;,Yg € Sp.

Tout d’abord, nous remarquons que si f € Ej et g € Gy alors g« div f = div g(f).
Soit fx™ € B un élément homogéne de degré m. La transformation de fyx™ par g est
un élément de B de degré g - m et donc

div g(f)fo(m) +D(g - m) = 0.
Cela implique que
g* (=divf+§(m)) < F(g-m)+D(g-m).
Par les corollaires 4.3.7 et 4.5.9 (iii), nous obtenons
g* (D(m) +§(m)) <D(g-m)+J(g-m).

L’égalité opposée s’obtient par un argument analogue. On conclut que (D, 3§, *, ) est
un diviseur polyédral stable.

(ii) Si & nouveau b € T correspond a § alors en vertu de (4.3), on peut définir
une opération semi-linéaire homogene de Gp/y dans A[C, D], en posant f,(m) = b(g -
m)/g(b(m)) et par I'égalité (4.2). Le reste de la démonstration est une conséquence du
lemme 4.7.6. O

Donnons un exemple élémentaire.
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Exemple 4.7.11. Considérons le diviseur o-polyédral ® sur la droite affine complexe
Al = SpecC[t] défini par

(1,0)+0)-¢+((0,1) +0) - (=) + ((1,=1) + ) - 0,

oll o est le premier quadrant @220 et ( = v/—1. Nous munissons ® d’une structure

de diviseur polyédral Gc/g-stable en considérant d’abord § donné par le morphisme
(my, mg) — t™27™ . Nous avons une opération linéaire de S¢ g,

0 1
SC/R — GLQ(Z)> g = (1 0)

dans le réseau Z*, ou g représente le générateur du groupe Sc¢/r ~ Z/27Z. L'algebre
des polynémes & une variable C[t] posséde la conjugaison des nombres complexes x.
Un calcul direct donne

1
t(t =)

et donc X = Spec A est isomorphe a I'espace affine complexe AY. Plus concrétement,
I'opération de G¢/r dans l'algebre A est obtenue par

A=C|t,

t
X(LO) —X(Ovl):|

7t+<—

g+ (FN™ ) = ey ey lmam,

En posant z = t~1(1 — )" "®Y et y = t(1 4+ )~ 'x®Y, nous observons que ASc/= =
R[t,l’ + y,C(ZIf - y)] D’ou : X/e(c/R >~ A%

Dans la suite, nous décrivons ’ensemble pointé des classes d’isomorphisme des
E /k-formes d’une G-variété affine de complexité 1 en termes de diviseurs polyédraux
stables.

Définition 4.7.12. Les diviseurs o-polyédraux stables (D, §, x, -) et (D, F',«, ") sur C
sont conjugués s'ils vérifient les conditions suivantes. Il existe ¢ € Aut(C'), un diviseur
o-polyédral principal € sur C, et un automorphisme linéaire F' € Aut(M) donnant un
automorphisme de la E-algébre A[C, D] tels que pour tout g € &g/, les diagrammes

C-2 0 et M-L-M

/

g* g
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sont commutatifs, et pour tout m € M,

Slg-m) _ g () €m) - (¢ )F(F(g-m))

g*&(m) E(g-m)-g* (@ 1)*F(F(m))

Considérons X une G-variété affine de complexité 1 décrite par un diviseur polyédral
stable (D, 3§, , -). Nous désignons par &x(FE/k) 'ensemble des classes de conjugaison
de diviseurs polyédraux stables par Gp i sur C' de la forme (D, 3§, +, ).

Comme conséquence directe de la discussion de 4.7.7 et du fait que 3.3.9 se géné-
ralise sur un corps quelconque, nous obtenons le résultat suivant.

Corollaire 4.7.13. Soit C une courbe réguliére sur le corps E. Etant donnée une G-
variété affine X de complexité 1 associée a un diviseur polyédral &g -stable (D, §, *, -)
sur C', nous avons la bijection d’ensembles pointés

(b@X(E/k) ~ Hl(E/k, AU.tGE(XE)).
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Chapitre 5

Racines des T-variétés affines de
complexité un sur un corps parfait

5.1 Introduction

Ce chapitre est tiré d’un travail en collaboration avec Alvaro Liendo. Dans ce
travail, nous nous intéressons aux opérations normalisées du groupe additif dans les
T-variétés affines de complexité 1.

Afin de donner une illustration géométrique de la théorie des racines des T-variétés,
supposons d’abord que le corps de base k est algébriquement clos. Fixons un tore
algébrique T ~ (k*)" de dimension n. Rappelons qu'un caractére du tore T est un
morphisme de groupes algébriques de T vers le groupe multiplicatif G,, ~ k*. Si X
est une T-variété alors une opération du groupe additif dans X,

Gox X =X, (\x) = Axx,
est dite normalisée par 'opération de T dans X,
TxX =X, (t,z) »t-x,

s’il existe un caractére o du tore T tel que pour tout ¢ € T, pour tout A € G, = k, et
pour tout x € X, nous avons

t-(Ax (- 2) = (a(t)\) x .

Notons que cette définition peut étre mise en paralléle avec la théorie des systémes de
racines des groupes de Lie. Pour simplifier, considérons le groupe linéaire GL,, sur le
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corps k. Considérons un sous-groupe unipotent a 1 parameétre de la forme
UZ’J’ = {uz,]()\) = In + A El]| A E k},

ou 1 < 4,7 < n sont distincts, I,, est la matrice unité d’ordre n et £;; est la matrice
de format n x n ayant pour coefficient 1 en position (i, 7) et 0 en dehors. Soit

T:{t:dlag(th,tn)‘tl,tg,,tnek*}CGLn

le sous-groupe des matrices diagonales. Alors pour tout ¢t € T', pour tout A € k et pour
tous 1 < 4,5 < n distincts, on a la relation

t- UU()\) . t_l = ulj(tlt]_l)\)

Le caractére o = aj : T' = Gy, t = tﬂf{l est appelé une racine de GL,, relativement
au tore T'. Par analogie, on peut comparer GL,, avec le groupe Aut(X) des automor-
phismes polynomiaux d’une T-variété affine X. En effet, un sous-groupe unipotent a 1
parameétre de Aut(X) est une opération fidéle de G, dans X. L’image du morphisme
naturel T — Aut(X) joue le méme role que le tore T' dans le cas de GL,,. Compte tenu
de la définition précédente, une racine de Aut(X) correspond a une opération fidéle
du groupe additif dans X normalisée par 'opération de T.

Cette analogie est aussi confirmée par les travaux de Demazure donnant une des-
cription explicite de la composante neutre du groupe des automorphismes d’une variété
torique compléte lisse, voir |[De|. Voir aussi [AHHL| pour une généralisation aux cas
des T-variétés complétes rationnelles de complexité 1 via la théorie des anneaux totaux
de coordonnées et [Li3| pour les racines du groupe Aut(A™). En ce qui concerne I’étude
des T-variétés affines de complexité 1, une classification par des objets combinatoires
des opérations normalisées du groupe additif a été donnée par Liendo |Li| dans le cas
ol le corps de base k est algébriquement clos de caractéristique zéro. Cette derniére
approche est inspirée du cas des C*-surfaces affines (voir [FZ 2, FZ 3|) et de la théo-
rie des racines de Demazure (voir [De, 4.5], [Li, 2]) pour les variétés toriques affines.
Comme application, le lecteur peut consulter [AL] pour une description de certaines
opérations de SLy dans les T-variétés affines.

Dans ce chapitre, nous donnons une généralisation de |Li|] dans le cas ou k est un
corps parfait. Donnons une liste de quelques résultats de ce chapitre.

- Nous généralisons la correspondance classique sur un corps quelconque entre
opérations normalisées du groupe additif dans les variétés toriques affines et racines
de Demazure, voir le théoréme 5.4.5.

- Nous décrivons de fagcon combinatoire les opérations normalisées du groupe additif
de type horizontal dans certaines variétés toriques affines sur un corps parfait, ayant
une opération de tores algébriques de complexité 1, voir le théoréme 5.6.8.
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- Nous classifions en termes de diviseurs polyédraux les opérations normalisées du
groupe additif dans les T-variétés affines de complexité 1, sur un corps quelconque
dans le cas vertical, et sur un corps parfait dans le cas horizontal, voir les théorémes
5.5.4 et 5.6.12. En particulier, si X = Spec A alors on montre que A% est de type fini
sur k (voir plus généralement [Ku| lorsque la caractéristique de k est nulle).

- Nous montrons qu'une G,,-surface affine non hyperbolique sur un corps parfait
admettant une opération normalisée du groupe additif de type horizontal est torique,
voir le corollaire 5.6.6.

Pour formuler nos résultats, nous rappelons quelques notions sur les T-variétés
affines munies d’une opération du groupe additif. A partir de maintenant, toutes les
variétés sont définies sur un corps arbitraire k. Se donner une opération du groupe
additif dans une variété affine X est équivalent a fixer un systéme itéré de dérivations
d’ordre supérieur localement fini 0 = {0®},cy sur k[X], appelé aussi LFIHD pour
abréger. Cette correspondance est donnée via le morphisme naturel

k[X] — k[X] @ k[G,], [+~ ia@')(f) ® A

Lorsque k est de caractéristique 0, la LFITHD O est uniquement déterminée par la
dérivation localement nilpotente O™ ; plus précisément, on a pour tout i € Z, 0% =
(0W)°1 /3!, Pour plus de renseignements sur la théorie des LFIHD, voir [Mi, Cr.

Soit T un tore algébrique déployé sur k et notons M le réseau des caractéres de T.
Une opération du groupe additif dans une T-variété affine X est dite normalisée si la
LFTHD associée est homogéne pour la M-graduation naturelle de k[ X], voir 5.3.7, 5.3.9.
Cela généralise pour un corps de base arbitraire la définition énoncée précédemment.

On distingue deux types d’opérations normalisées du groupe additif dans X ; si on
a k(X)T C k(X)®= alors on dit que opération de G, est de type vertical. Dans le cas
contraire, l'opération de G, est de type horizontal. On donne une méme qualification,
pour les LFTHD homogénes. D’un point de vue géométrique (i.e. lorsque k est algé-
briquement clos), une opération normalisée de G, dans X est de type vertical si un
quotient rationnel X --» Y pour 'opération de T est G,-invariant ; de sorte que toute
orbite générale de G, est contenue dans l'adhérence d'une orbite de T.

Soit X une T-variété affine de complexité 1 sur un corps k. D’aprés les résultats du
chapitre précédent, X est décrite par un triplet (C,o,®), ol ¢ est un coéone polyédral
saillant dont le dual est le cone des poids de k[X], C' est une courbe réguliére sur k et
D est un diviseur o-polyédral propre sur C' (voir 4.6). On a un diagramme commutatif
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d’applications rationnelles :

x----L .oxx,,
S %
C

ol 7 est un quotient rationnel, X, est la variété torique associée au cone o et f
est birationnelle T-équivariante. Voir [Ti| pour une description de l'application f en
fonction de ® dans le cas ot k = C. Suivant les arguments de démonstration de [FZ
2, 3.12], |Li, 3.1], [Li 2], pour décrire les LFTHD homogénes de type vertical sur k[X],
il est utile de classifier les LFIHD homogeénes sur k[X,]|.

Une LFIHD 0 homogéne non triviale sur 'algébre k[X,| est déterminée par son
degré e a la multiplication par un scalaire non nul prés. Le cone des poids de la sous-
algebre M-graduée ker 0 est une face duale d’'une aréte p de o. Le vecteur e est une
racine de Demazure de rayon distingué p du cone o (voir 5.4.5). Réciproquement, une
racine de Demazure e du cone o donne lieu a une LFTHD sur k[X,| (voir 5.4.2). Pour
les LFTHD de type vertical sur k[X], on remarque que dans ce cas I'application f est
T x G,-équivariante. Ainsi, on obtient une description analogue au cas de X, avec des
conditions supplémentaires attachées a ®. Voir 5.5.5 et le théoréme 5.5.4 pour une
classification compléte.

Passons maintenant au cas d’une opération normalisée du groupe additif de type
horizontal dans une T-variété affine X de complexité 1. Dans cette situation, I'opéra-
tion naturelle de T x G, dans X est de complexité 0. Supposons que le corps k est
parfait. Plus précisément, on montre que C' >~ A} ou C' ~ P} (voir 5.6.2) et on a un
diagramme commutatif

Al xT ¢
X

La variété X5 est torique pour un tore contenant T. L’application ¢ est une immersion
ouverte T-équivariante faisant de Xz un ouvert principal de Zariski. Le morphisme ¢
est un revétement cyclique T-équivariant. En fait, 'opération de G, dans X provient
d’une opération de G, dans A} x T sur le premier facteur, de sorte que le morphisme
Lo ¢ respecte les opérations de T x G,. Par conséquent, nous procédons en deux étapes.
Tout d’abord, on décrit de facon combinatoire les opérations normalisées de G, de type
horizontal dans la T-variété Xz, voir 5.6.8. Ensuite, on donne des conditions sur ®
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pour que 'application ¢ soit T x G,-équivariante, voir 5.6.11. On obtient ainsi une
classification compléte, voir 5.6.12.

Donnons un court résumé de chaque section de ce chapitre. Dans la section 5.3, on
donne quelques propriétés générales sur les opérations normalisées du groupe additif
dans les T-variétés affines. Dans la section 5.4, on donne une description des LFTHD
homogénes pour les algébres de variétés toriques affines. Enfin dans les sections 5.5 et
5.6, on traite respectivement les cas vertical et horizontal.

5.2 Introduction (english version)

This chapter is a joint work with Alvaro Liendo. In this work, we are interested in
normalized G,-actions on affine T-varieties of complexity 1.

In order to give a geometric illustration of the roots theory of T-varieties, let
us assume first that the ground field k is algebraically closed. Fix an n-dimensional
algebraic torus T ~ (k*)". Recall that a character of the torus T is a morphism of
algebraic groups from T to the multiplicative group G,, ~ k*. If X is a T-variety then
an additive group action on X,

Gax X =X, (\z) = A*ux,
is called normalized by the T-action on X,
TxX—X, (t,x)—t-z,

if there exists a character o of T such that forallt € T, A € G, =k, and z € X we
have

t-Ax (- 2) = (a(t)\) x 2.

This definition can be compared with the notion of roots in the classical Lie theory.
For simplicity, let us consider the general linear group GL,, over the field k. Consider
a l-parameter unipotent subgroup of GL,, of the form

Ui,j = {um()\) = In + A EZJ‘ A E k},

where 1 <4, j < n are distinct indices, I, is the neutral element in GL,, and E;; is the
matrix with entry 1 in position (7, j) and 0’s elsewhere. Letting

T:{t:dlag(tl,,tn)‘tl,tg,,tnek*}CGLn
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be the subgroup of diagonal matrices we have for all t € T', A € k, and for all distinct
1 <1,7 <n the relation

t- UZ]()\) . t_l = Ulj(tzt]_l)\)

The character a = o : T' = Gy, t t,-tj_l is called a root of GL,, for the torus 7'.

Similarly, one can compare GL, with the group Aut(X) which consists of poly-
nomial automorphisms of the affine T-variety X. Indeed, a l-parameter unipotent
subgroup in Aut(X) is a faithful G,-action on the variety X. The image of the na-
tural morphism T — Aut(X) plays the same role as the torus 7" does in the case of
GL,,. Finally, by our definitions, a root of Aut(X) corresponds to a faithful normalized
additive group action on the T-variety X.

This analogy is also confirmed by the work of Demazure giving an explicit method
to describe the neutral component of the automorphism group of a smooth complete
toric variety, see [Del. See also [AHHL] for generalization to the case of rational com-
plete T-varieties via the total coordinate rings and [Li3] for the roots of Aut(A").

Concerning the study of affine T-varieties of complexity 1, a complete classification
of normalized additive group actions in combinatorial terms is given in |Li] when the
base field k is algebraically closed of characteristic 0. This latter approach were inspired
by the case of complex affine C*-surfaces (see [FZ 2, FZ 3]) and the theory of Demazure
roots for affine toric varieties (see [De, 4.5], |Li, 2]). As an application, the reader may
consult [AL] for a description of particular SLo-actions on affine T-varieties. In this
chapter, we provide a generalization of |Li] to the case where k is a perfect field. Let
us list some significant results.

-We generalize the classical correspondence for an arbitrary field between normali-
zed additive group actions on affine toric varieties and Demazure roots, see Theorem
5.4.5.

-We describe normalized additive group actions of horizontal type on a class of
affine toric varieties having a torus action of complexity 1, see Theorem 5.6.8.

-We classify in terms of polyhedral divisors the normalized additive group actions
on affine T-varieties of complexity 1, over an arbitrary field for the vertical case, and
over a perfect field for the horizontal case, see Theorems 5.5.4 and 5.6.12. In particular,
if X = Spec A then we show that the subalgebra A%« is finitely generated over k (more
generally, see [Ku] for the characteristic 0 setting).

-Every non-hyperbolic affine G,,,-surface over a perfect field which has a normalized
additive group action of horizontal type is toric, see Corollary 5.6.6.

In order to formulate our results let us recall some notions concerning affine T-
varieties with an additive group action. Below, the varieties are defined over an ar-
bitrary field k. Giving an additive group action on an affine variety X is equivalent

102



to fixing a locally finite iterative higher derivation d = {0 };cy on the algebra k[X],
called LFTHD for short. This correspondence is given via the natural morphism

k[X] — k[X] @ k[G,], [+~ ia@')(f) @ A

If k is of characteristic 0 then the LFTHD 0 is uniquely determined by the locally
nilpotent derivation ). More precisely, for any i € Z~q we have 9% = (9(1))°/i!. See
[Mi, Cr| for more details about LFIHDs.

Let T be a split algebraic torus over k and denote by M the character lattice of T.
An additive group action on a T-variety X is called normalized if the associated LFIHD
is homogeneous for the natural M-grading on k[X], see 5.3.7, 5.3.9. This generalizes to
an arbitrary field the previous geometric definition. To classify normalized G,-actions
on X it is convenient to distinguish two types of them. If k(X)T C k(X)® then
we say that the G,-action is of vertical type. Otherwise, the G,-action is horizontal.
We give the same names for homogeneous LFIHD. From a geometric viewpoint (i.e.
when k is algebraically closed), a normalized G,-action on X is of vertical type if
a rational quotient X --» Y for the T-action is G,-invariant, so that a G,-orbit in
general position is contained in the closure of a T-orbit.

Let X be an affine T-variety of complexity 1 over a field k. According to the
results of the previous chapter, X can be described by a triplet (C,0,®), where o is
a strongly convex polyhedral cone equal to the dual cone of the weight cone of k[X],
C'is a regular curve over k, and ®© is a proper o-polyhedral divisor on C' (see 4.6). We
have a commutative diagram of rational maps

where 7 is a rational quotient, X, is the toric variety associated to o, and f is a
T-equivariant birational map. See |Ti| for a description of the map f in terms of ©
and in the case where k = C. Following the argument in [FZ 2, 3.12], [Li, 3.1], [Li
2], to describe homogeneous LFIHDs of vertical type on k[X] it is useful to classify
homogeneous LFTHD on k[X,].

Actually, a non-trivial homogeneous LFTHD 0 on k[X,] is uniquely determined
(up to the multiplication by a nonzero scalar) by its degree e. The weight cone of
the M-graded subalgebra ker 0 is the dual face of a ray p C o. The lattice vector e
is a Demazure root with distinguished ray p of the cone o (see 5.4.5). Conversely, a
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Demazure root e of the cone o gives rise to a homogeneous LFIHD on k[X,,| (see 5.4.2).
For the LFIHDs of vertical type on k[X], we remark that in this case the map f is
T x G4-equivariant. Thus, one obtains a similar description as for the variety X, with
additional conditions provided by the polyhedral divisor ®. See 5.5.5 and Theorem
5.5.4 for a complete classification.

Let us pass to the case of normalized additive group action of horizontal type on
an affine T-variety X of complexity 1. In this situation, the natural T x G,-action on
X is of complexity 0. Assume that the field k is perfect. More precisely, one can show
that C' ~ A} or C' ~P| (see 5.6.2) and we have a commutative diagram

Al xT ¢
X

The variety X5 is toric for a torus containing T. The map ¢ is an open T-equivariant im-
mersion making Xz a Zariski principal open subset. The morphism ¢ is a T-equivariant
cyclic covering. Actually, the G,-action on X can be obtained from a G,-action on
Al X T on the first factor, so that the morphism ¢ o ¢ respects the T x G,-actions. The-
refore, we proceed in two steps. First of all, one describes the normalized G,-actions
of horizontal type on the T-variety Xz, see 5.6.8. Then, we provide some conditions
on ® for the map ¢ to be T x G,-equivariant, see 5.6.11. We obtain as well a complete
classification, see 5.6.12.

Let us give a brief summary of the contents of each section. In Section 5.3, we
give some general properties of normalized additive group actions on T-varieties. In
Section 5.4, we provide a description of homogeneous LFTHD for algebras of affine toric
varieties. Finally, Sections 5.5 and 5.6 treat respectively the vertical and horizontal
cases.

X5

5.3 Opérations du groupe additif et L.F.I.H.D. ho-
mogenes

Dans cette section, nous nous intéressons a une relation entre les opérations de G,,
qui sont normalisées par une opération d’'un tore algébrique déployé, et aux systémes
itérés de dérivations d’ordre supérieur localement finis (LFIHD). Soit k un corps et
désignons par X = Spec A une variété affine sur k.
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5.3.1. Tout d’abord, considérons une opération
p: Gy x X =X

du groupe additif G, sur le corps k. Alors le morphisme d’algeébres ¢* donne une suite
d’opérateurs linéaires 0 = {0 };en de 'espace vectoriel A sur k définie de la maniére
suivante. Pour chaque élément f € A, nous écrivons

¢*(f) = 0"(f) o' € Ao k[G,),
=0

ou l'algebre des fonctions régulicres de k[G,| = k[z] est celle des polyndémes & une
variable z. Un calcul facile sur les algébres de Hopf montre que 0 vérifie les conditions
suivantes (cf. [Mi]).

(i) L’opérateur 0 est I'application identité.

(ii) Pour tout entier ¢ € N et tous f1, fo € A, nous avons la régle de Leibniz
O fr- f2) = Z OV (fr) - 0"(fa).
=0

(iii) La suite O est localement finie. Cela veut dire que pour tout f € A, il existe
r € Zg tel que pour tout entier i > r, 39 (f) = 0.

(iv) Pour tous i, € N et toute fonction réguliére f € A, on a

(a(z’) o a(j)) (f) = <Z +J) AU (f).

]

Une suite d’opérateurs linéaires 0 sur 1'algébre A satisfaisant les conditions (i), (ii), (iii),
(iv) est appelée un systeme itéré de dérivations d’ordre supérieur localement fini. Sui-
vant la convention anglaise, nous disons plutét que 0 est une LFIHD. Précisons que
les conditions (i), (ii) correspondent aux lettres H et D (dérivations d’ordre supérieur),
la condition (iii) aux lettres L et F (localement fini) et (iv) a la lettre I (itéré). Par
exemple si 0 vérifie seulement (i), (ii), (iv) alors on dit que 0 est un systéme itéré de
dérwations d’ordre supérieur.

Plus généralement, le lecteur peut consulter [HaSc| pour la notion de dérivations de
Hasse-Schmit et [Voj| pour des applications a la géométrie algébrique. Réciproquement,
étant donnée une LFIHD 0 sur I'algébre A, son application exponentielle

e i oW g
i=0
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est le morphisme provenant d’une opération du groupe additif G, dans la variété
X = Spec A. De cette maniére, on a une correspondance bijective entre I’ensemble des
opérations du groupe additif dans X et I’ensemble des LFIHD sur k[X].

Remarque 5.3.2. Considérons une LFIHD 0 sur A. Pour i € Z~, nous considérons
(M) =W o, . 0o

la composition de i exemplaires de 9. En désignant par p la caractéristique du corps
k, on a I'égalité

(OM)° o (9®) " oo (9¥D)
GG Gl !
oui =" i;-p estle développement p-adique' de I'entier i. Lorsque p = 0 'opéra-

tion du groupe additif G, est par conséquent uniquement déterminée par la dérivation
localement nilpotente 9.

9l —

En caractéristique zéro, l'algébre des invariants d’une opération du groupe additif
dans la variété X = Spec A est le noyau de la dérivation localement nilpotente associée
sur A. La définition suivante décrit cette situation dans le cas de la caractéristique
arbitraire.

Définition 5.3.3. Pour une LFIHD 0 sur I'algébre A, son noyau est le sous-ensemble
ker 0 := {f € A| pour tout i € Zwg, 09 (f) = 0} )

Cest I'algébre des invariants A% C A pour l'opération de G, correspondante & 9. La
LFIHD 0 est dite triviale si kerd = A. Un sous-espace vectoriel V' C A est appelé
0-stable si pour chaque entier i € N, nous avons I'inclusion 9 (V) C V. En particulier,
le sous-espace vectoriel ker 0 est 0-stable.

Le prochain résultat donne des propriétés utiles sur les opérations du groupe additif
(voir [CM, Cr]). Notons qu’il existe des analogues bien connus aux assertions suivantes
dans le contexte des dérivations localement nilpotentes. Pour plus de détails voir [Fre].

Proposition 5.3.4. Pour toute LFIHD non triviale 0 sur l’algébre A, les assertions
sutvantes sont vraies.

1. Si p =0 alors on convient que le développement p-adique est ¢ = g.
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(a) Le sous-anneau ker 9 C A est factoriellement clos , c¢’est a dire, pour tous f1, fo €
A,

fi-f2 € ker 0 — {O} = fi,h € ker 0.

(b) Le sous-anneau ker 0 est algébriquement clos dans A ; tout élément de A satis-
faisant une relation de dépendance algébrique a coefficients dans ker O appartient

a ker 0.
(c) ker 0 est une sous-algébre de dimension dim A — 1.

(d) Sicark =p >0 et si A =XK[y| est l'algébre des polynoémes a une variable alors
il existe des scalaires cq, . ..,c, € K* et une suite strictement croissante d’entiers
0< sy <...<s, tels que l'on ait l’égalité

e"(y) =y + Z ci- P
i=1

(e) Si A* représente l'ensemble des éléments inversibles (pour la multiplication) de
A alors nous avons A* C ker 0 ; de sorte que, A* = (ker 9)”.

(f) Un idéal principal (f) = fA est O-stable si et seulement si f € ker 0.

Pour les assertions (a), (b), (¢) nous renvoyons le lecteur a [CM, 2.1, 2.2] et a
I'exemple 3.5 dans [Cr|. Notons que les assertions (a), (b) sont obtenues en utilisant la
fonction degré par rapport a la variable x,

A—{0} > N, f+deg, eza(f).

En particulier, nous remarquons que (b) implique que I'anneau ker 0 est normal si
A est normal. L’assertion (e) est une conséquence immeédiate de (a). L’assertion (d)
est aisée et laissée au lecteur? En utilisant les arguments de démonstration de [FZ 2,
1.2 (b)| nous obtenons ’assertion (f) :

Démonstration. (f) Par la propriété 5.3.1 (iii), nous pouvons considérer d € Z-q tel
que f':= 0D (f) # 0 appartient a ker 9. Si I'idéal (f) est O-stable alors f’ € ker dN(f),
de sorte que f’ = af, pour un certain élément a € A. Par I’assertion 5.3.4 (a), nous
obtenons f € ker 9. Réciproquement, soit a’ € A. En utilisant 5.3.1 (ii), pour chaque
i € N, nous avons 0% (a’f) = 0% (a’) f et donc I'idéal (f) est O-stable. O

2. L’esquisse de démonstration suivante de l’assertion (d) est suggérée par un des membres du
jury que nous remergions. L’ensemble Hom(G,, Aut(A])) des opérations de G, dans A} s’identifie
naturellement & ’ensemble End(G,) des endomorphismes du groupe algébrique G,. Une vérification
directe montre que End(G,) est I’ensemble des p-polyndmes sur G,.
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Dans le lemme suivant, nous étudions les extensions des LFIHD sur un localisé
- ¢ par u rtie multiplicativ . Pour I’¢ 6 ci- u u u
T—'A donné par une partie multiplicative T C A. Pour 1’énoncé ci-dessous, nous nous

sommes inspirés des identités remarquables bien connues des dérivations de Hasse-
Teichmiiller (voir [JKS, §2]).

Lemme 5.3.5. Soit T un sous-ensemble de A contenant 1, stable par la multiplication
de A et tel que 0 € T. Soit O un systéme itéré de dérivations d’ordre supérieur sur
lalgébre A. Pour tous i,) € Z~q tels que j < 1, nous posons

J
E(i,j) = {(sl,...,sj) €71y Y s :i}.
=1

Alors O s’étend en un unique systéme itéré de dérivations d’ordre supérieur 0 =
{0D} e sur Ualgebre T~ A. Pour tout f € T et pour tout i € Zg, on a l'égalité

0 (3) =-S5 T e,

j=1 (51,057 (i.j)

De plus, si O est une LFIHD sur A et si T C ker  alors O est une LFIHD sur T—1A.

Démonstration. L’existence et l'unicité de O sont données dans [Ma, 3.7, 5.8], [Voj,
Section 3]. En procédant par récurrence, le calcul de 8(")(%) est une conséquence de la
propriété 5.3.1 (ii). Le reste de la démonstration est facile. O

Comme conséquence du lemme précédent, nous obtenons un résultat sur les revée-
tements cycliques d'une variété affine munie d’une opération du groupe additif (voir
aussi [FZ 2, Lemma 1.8]).

Corollaire 5.3.6. Posons K = Frac A. Considérons une LFIHD 0 sur A et f € ker 0
un élément non nul. Soient d € Z~y et u un élément algébrique sur K satisfaisant
u? — f = 0. Si B est la fermeture intégrale de Alu] dans son corps des fractions alors

0 s’étend en une unique LETHD O sur lalgébre B telle que u € ker 0.

Démonstration. Par le lemme 5.3.5, on peut étendre la LFTHD 0 sur A en un systéme
itéré de dérivations d’ordre supérieur sur le corps K, et sur l'algebre des polynémes
& une variable K[t] en posant @ (¢) = 0, pour tout entier i > 1. Considérons le
morphisme de K-algebres ¢ : K[t] — K[u], t — u. Soit P € K]|t] le polynome unitaire
engendrant 'idéal ker ¢. Nous pouvons écrire t¢— f = F P, pour un polynéme F' € Kt].
Remarquons que F' est également unitaire. Puisque A est un anneau intégralement clos,
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nous obtenons F, P € A[t]. De plus, pour tout i € Zg, 0D (FP) = 09 (t? — f) = 0.
Notons que A[t] est O-stable et que la restriction de 0 a A[t] est une LFIHD. Par
conséquent par la proposition 5.3.4. (a), P € A[t] Nker J, définissant un systéme itéré
de dérivations d’ordre supérieur @ sur Au]. Ensuite, on remarque que 'opération de
G, dans Spec A[u] correspondante & 0" se prolonge sur B par la propriété universelle
de la normalisation. Le reste de la démonstration suit aisément. 0

Dans la suite, nous considérons un tore algébrique déployé T ~ G, sur le corps k et
nous notons M = Hom(T, G,,) son réseau des caractéres. Comme d’habitude pour un
vecteur m € M, nous notons par x” le monéme de Laurent associé. Nous supposons
aussi que A est M-graduée et nous écrivons?

A= @ A ™ C Ko[M] avec Ky = (Frac A)' et A, C Ky,

\
meoy,

pour tout m € o). Introduisons la notion de systémes itérés de dérivations d’ordre
supérieur homogenes.

Définition 5.3.7. Soit 0 un systéme itéré de dérivations d’ordre supérieur. Considé-
rons un vecteur e € M. La suite 0 est dite homogéne de degré e si pour chaque i € N
et pour tout m € M, nous avons la relation

OV (A X™) C ApyieX ™

Le vecteur e est appelé le degré de O et on le note parfois par deg 0.

Dans le cas ot k est un corps de caractéristique p > 0, nous avons une définition
plus générale. Etant donné r € N, nous disons que 0 est rationnellement homogéne de
degré e/p” (ou de bidegré (e, r)) s'il satisfait les assertions suivantes.

(i) Sii € N alors pour chaque m, 'application ") envoie A,,x™ dans A, x™ .

(i) 0Y) = 0 lorsque p" ne divise pas j.

Dans [Li, Section 1.2] on montre qu’une dérivation usuelle sur une algébre multi-
graduée qui envoie une piéce graduée dans une autre est homogéne. Cependant, cela
n’est pas vrai en général pour les systémes de dérivations d’ordre supérieur. Notons
également que le noyau d’'une LFIHD homogéne 9 sur A est une sous-algébre M-
graduée de A. Dans la suite, nous introduisons quelques notions dans le but d’avoir
une interprétation géométrique * des LFIHD homogénes et rationnellement homogénes.

3. Notons que la condition ”A,, C Ky, pour tout m € oy,” est une hypothése supplémentaire par

rapport aux autres conditions énoncées.
4. On remarquera que les paragraphes 5.3.8, 5.3.9 se généralisent aux contextes des schémas en
groupes et des algébres de Hopf, lorsque k est un corps arbitraire.
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Notation 5.3.8. Supposons que k est algébriquement clos. Alors on rappelle que le
groupe des k-points de T est isomorphe au groupe abstrait (k*)™. Soit e € M un
vecteur de réseau. Désignons par G. le groupe dont I’ensemble sous-jacent est T x G,
et la loi de composition interne est définie par

(t1,0n) - (L2, a2) = (L1 - ta, X “(t2) - a1 + ),

out; € Teta; €G,. En fait, tout produit semi-direct T x G, donné par un caractére
algébrique ¢ : T — Aut G, ~ G,, est isomorphe a un groupe de la forme G..

La proposition suivante est presque analogue a [FZ 2, Lemma 2.2|. Par commodité
nous incluons une courte démonstration.

Proposition 5.3.9. Supposons que k est un corps algébriquement clos.

(i) Si A est M-graduée et si O est une LFTHD homogéne sur A et de degré e alors
lopération de G, correspondante est normalisée par l'opération de T. Cela si-
gnifie que le groupe G. opére dans la variété X = Spec A. Le morphisme associé
est donné par

ot a) =t-e(f),
ou (t,a) € G et f € A.

(ii) Réciproquement, si G. opére dans X = Spec A alors les opérations des sous-
groupes T et G, donnent respectivement une M -graduation sur A et une LFTHD
homogene de degré e.

(iii) Supposons que cark = p > 0. Soit F, : G, — G, t — t* le morphisme de
Frobenius géométrique itéré. Se donner une LFIHD rationnellement homogéne
de degré e/p" sur A est équivalent a se donner une opération G, x X — X égale
a o (Fy,idx) ou ¢ est une opération de G, normalisée par T comme dans
Uassertion (1) ci-dessus.

Démonstration. (i) Etant donnés (t,a) € G, et f € A, par homogénéité de 9, nous
avons pour tout ¢ € N,

(5.1) t-0W(f) =x"“(t)dV(t- f).

Cela donne
Zx ()’ O(t - f) = X WOt - f).
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D’ou pour tous (t1,aq), (t2, @) € G,

O((t1, 0n) - (2, ) (f) = X N0 0 X )20 (414, . f) = (ty, 01) (L2, a2) (f))-

On conclut que ¢ définit une opération de GG, dans la variété X = Spec A.
(ii) L’opération du sous-groupe G, C G. donne une LFIHD 0 sur 'algébre A. Pour
a € G, et f € A, nous avons ¢(1,a)(f) = e*?(f). Donc pour tout ¢ € T, il vient

t-e*(f) = (L, x“(D)a) - (,0))(f) = X 0(t - f).

En identifiant les coefficients nous obtenons (5.1). Ainsi, la LFHID 0 est homogéne
pour la M-graduation donnée par 'opération du sous-groupe T C G,. L’assertion (iii)
suit immédiatement de (i), (ii). O

Pour un corps arbitraire k, nous considérons la définition naturelle suivante.

Définition 5.3.10. Supposons que le tore T opére dans X = Spec A. Une opération
de G, dans X est dite normalisée (resp. normalisée a Frobenius prés ) par 'opération
de T si la LFTHD correspondante 0 est homogéne (resp. rationnellement homogéne).

Pour classifier les opérations normalisées de G,, il est commode de les séparer en
deux types (voir [FZ 2, 3.11] et |Li, 1.11] pour des cas spécifiques).

Définition 5.3.11. Une LFIHD homogeéne O est dite de type wvertical (ou aussi de
type fibre) si 0% (K,) = {0}, pour tout i € Z-,. Dans le cas contraire, on dit que
est de type horizontal. Nous utilisons des qualifications analogues pour les opérations
normalisées du groupe additif G,. Une T-variété affine déployée est dite vertical (resp.
horizontal) si elle est munie d’une opération normalisée de G, de type vertical (resp.
horizontal).

Bien str, une LFTHD homogéne de type horizontal n’est pas triviale. Dans le cas
vertical, on peut étendre une LFIHD homogéne sur A en une LFTHD de 'algébre de
monoide Ky|oy,] par endomorphismes Kj-linéaires.

Lemme 5.3.12. Soit 0 une LFTHD homogene de type vertical sur l’algébre M -graduée
A. Alors 0 s’étend en un unique systéme itéré de Ky-dérivations d’ordre supérieur
localement fini sur l'algébre de monoide Kyloy,].

Démonstration. Par le lemme 5.3.5, la LFTHD 0 s’étend en un systéme itéré de déri-
vations d’ordre supérieur @' sur Ko[M]. Puisque 0 est de type vertical, la condition
5.3.1(iii) implique que chaque & est une application K-linéaire. Par conséquent, si
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S C M est le monoide des poids de 'algébre M-graduée A alors B := K[S] = A®x Ky
est @-stable. Montrons que &’|g est une LFIHD sur B. Soit fx™ € B un élément ho-
mogéne avec f € Kf. Ecrivons fx™ = f'hx™, pour f' € Ky et h € A,,. Il existe
r € Z~g tel que pour tout ¢ > r,

I(fx™) = foV(hx™) = 0.

Puisque chaque élément de B est une somme d’éléments homogenes, on conclut que
d'|p est localement finie sur B. Ainsi, &| s’é¢tend en une LFTHD 0 sur la fermeture
intégrale B = Ky[oy,] (voir [Se| et [Ma, 5.8]). O

Dans les deux prochaines assertions, nous donnons quelques résultats élémentaires
sur les LFTHD de I’algébre des polyndémes a une variable. Ces résultats seront utiles
pour étudier les opérations normalisées du groupe additif de type horizontal de la
section 5.6.

Lemme 5.3.13. Supposons que la caractéristique du corps k est un nombre premier
p. Soit O une LFIHD sur l’algébre des polynomes k[t] a une variable t. Ecrivons

e (t) =t + Z Na?™
i=1

ou \; € kK* et 51 < ...<s, sont des entiers naturels (voir 5.3.4(d)). Nous considérons
la valuation naturelle

ord 1 k[t] = {0} = N, > ait' — min{i | a; # 0}

et nous fizons un entier i € N. Si | € N vérifie | > ip** alors

o) = (Z)

1

et par conséquent ord 9P (¢') =1 — i des que (}) # 0.

)

Démonstration. Tout d’abord,

l
- S; l ; ! K] ;
0 (4l _ x0 )l _ P — 0 P \la
e (t) = e™(t) <t+i§:1m ) > (Zoz)t [ Aoz ).

i0+ .t ir=Ll,10,...,ir>0
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En considérant le terme de degré ip®* en x de la somme ci-dessus, nous sommes amenés
a étudier les conditions suivantes :

(5.2) iptt = apt P et gt . =

ou (ig,i1,...,%-) € N". Notons qu'une liste (ig,%1,...,4,) satisfaisant (5.2) existe
puisque [ > p°! ; en effet, nous pouvons prendre

(o, 1, ..., i) = (L —1i,i,0,...,0).

Montrons que c’est 'unique choix pour i € N minimal. Soit (yo,v1,...,7%) € N" un
r + 1-uplet satisfaisant la propriété (5.2) avec 79 € N minimal. Alors nous avons

l—i=1-) 9p™ ™ <1=) 7a=10.
a=1 a=1

D’ou par minimalité, 7o = [ — 4, de sorte que i = ) . _, Yo. Alnsi,

(Z Va) P=D

Yo a=1

Nous obtenons (yo,71,--.,7%) = (I —4,4,0,...,0). Cela implique en particulier que

0™ = Xt (Y)#~%, comme demandé. O
Dans le prochain corollaire, nous utilisons les notations du lemme 5.3.13.

Corollaire 5.3.14. Supposons que la caractéristique du corps k est un nombre premier
p. Etendons la fonction ord et la LFITHD 0 en un systéme itéré de dérivations d’ordre
supérieur sur l'algebre k[t,t7'] des polynomes de Laurent. Fizons i € N. Pour tout
[ >1p°, on a

o) = () ()

i
Par conséquent, dans cette situation, ord 0P (1) = —1 — i dés que (i) #0.

Démonstration. Considérons I'assertion suivante .7 : Pour tout [ € N tel que [ > ip**,
on a 9% (7 = (=\;)*(Y)t~!~". Montrons par récurrence que pour tout i € N, o7 est
vraie. Evidemment, I'assertion ., est vraie. En fixant ¢ € Z~, nous pouvons supposer
que pour tout entier naturel j < i, <7 est vraie. Alors pour tout [ > ip®',

0= a(ipsl)(tl . t—l) _ Z a(hpsl)(tl) ) a(z’zpsl)(t—l)’

i1+i2=1,i1,i2€N
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puisque pour tout s € N —Zp*, Iapplication 9 est identiquement nulle. En utilisant
le lemme 5.3.13, nous avons

. l . L
0= § A\i l—zla(zzp 1) t_l )
11 +i2=1,i1,i2€EN

Donc par I'’hypothése de récurrence, il s’ensuit que

- ] I I | |
8(2;»1) = —)\21 ( ( ) ( )(_1)22> t_l_l_
i1+i2=;i1:>1,i2>0 21 12

En utilisant la régle de produit I dans [JKS, §2| pour z = (—1) - 1, on obtient

AP (7 = -\ ((i) (—1)"—1) 7 = (=) (é)t—l—i.

Cela donne l'assertion .7 et termine la démonstration du corollaire. ]

5.4 Opérations du groupe additif dans les variétés
toriques affines

Soit k un corps. Dans cette section, nous donnons une description combinatoire
des variétés toriques affines munies d’une opération normalisée du groupe additif a
Frobenius prés. Pour un cone polyédral o C Ny, nous désignons par (1), 'ensemble
de ses arétes. Comme d’habitude, une aréte de o et son vecteur primitif correspondant
sont écrits par une méme lettre p. Le point suivant est une définition classique, voir

par exemple |De, Section 4.5|, [Li, 2.3|, [AL, 1.5].
Définition 5.4.1. Soit 0 C Ng un cone polyédral saillant. Un vecteur e € M est une
racine de Demazure (ou simplement une racine) si les conditions suivantes sont vraies.
(i) Il existe p € o(1) tel que (e, p) = —1.
(ii) Pour tout p' € o(1) — {p}, nous avons (e, p’) > 0.

Le vecteur p satisfaisant (e, p) = —1 est appelé le rayon distingué de la racine e € M.
Nous désignons par Rt o 'ensemble des racines de Demazure du cone o. D’apreés |Li,
2.5], tout élément de o(1) est le rayon distingué d’une racine de Rt o.
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Mentionnons quelques développements autour de la théorie des racines de Dema-
zure. Le lecteur peut consulter [De, Ni, Ba, AHHL| pour I'étude des automorphismes
des T-variétés complétes. Voir [Li 3, Ko| pour les racines des groupes de Cremona
affines et le probléme de surjectivité.

Puisque le sous-ensemble k[T]* engendre l'algébre k[T], la proposition 5.3.4 (e)
implique que k[T] ne posséde pas de LFIHD non triviale. Donc nous considérons
uniquement des variétés toriques affines de la forme X, = Speck|o};] données par un
cone polyédral saillant non nul o C Ng.

Exemple 5.4.2. Soit e € Rt o une racine. Considérons la dérivation homogéne sur
l'algebre de monoide k[oy,] définie par

0e(X™) = {m, p)x™"*,
ou p est le rayon distingué de e. Alors 0, est localement nilpotente et donne une

opération de G, dans la variété X, comme suit. La LFTHD homogéne est donnée par
les applications®

1

oW (y™) = (<m.’ p>)><m+"@, i=0,1,2,3,...,

ol m € oy;. Son noyau est k[p* N M]. Le sous-ensemble p* C ¢V est la face duale de p.
Supposons cark = p > 0. En partant de 0, et d’un entier » € N, nous pouvons égale-
ment définir une LFTHD rationnellement homogéne 0, . de degré e/p”. Son application
exponentielle est

oo
emae’r — § 8£2) 2P
=0

On vérifie aisément que ker 0, . = k[p*NM]. De plus, pour tout m € o/, nous obtenons

zac,r

deg, e (x™) = p"(m, p).

Dans la suite, nous désignons par A l'algébre de monoide k[oy,], ot ¢ C Ng est un
cone polyédral saillant non nul. Nous commencons par décrire le noyau et les vecteurs
degré possibles d'une LFTHD homogéne sur A.

Lemme 5.4.3. Considérons une LFIHD homogéne non triviale O sur A. Alors les
assertions sutvantes sont vraies.

5. Pour tous r1,7r3 € N, nous posons (:;) = 0 lorsque 1 < ro.
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(i) Il existe p € o(1) tel que ker 0 = k[p* N M], ou p* C My est la face duale de p.

(ii) Le degré e € M de la LFIHD 0 est une racine de Demazure du cone o et p est
son rayon distingué.

Démonstration. (i) Par le proposition 5.3.4 (a), nous avons ker 9 = k[W N oy,], pour
un hyperplan W C Mg. Supposons que W N oY n’est pas une face de . Alors W
divise 0¥ en deux parties. Nous pouvons trouver m € oy, tel que pour tout r € N,
m+re & W. Puisque x™ ¢ ker 0, il existe 7y € Zsq satisfaisant 9 (y™) # 0. D’ou
9o)(x™) est homogéne de degré m + roe. Par argument précédent,

A 0 9 (™) £ 0,

pour 74 € Zso. En utilisant 5.3.1 (iv), on a 970+ (x™) = 0. Posons r; = 79 + 7. En
procédant par récurrence, nous pouvons construire une suite strictement croissante
d’entiers {r;};eny avec 79 non nul vérifiant 903 (x™) # 0, pour tout j € N. Cela
contredit le fait que 9 est une LFIHD. Ainsi W N oY est une face de ¢. Puisque ker 0
est une sous-algébre de dimension dim A — 1, nous arrivons au résultat souhaité.

(ii) Si e € o), alors par le méme argument que ci-dessus, on obtient & nouveau une
contradiction. Le reste de la démonstration suit de |Li, Lemma 2.4]. O

Dans le lemme suivant, nous donnons quelques propriétés des LFIHD homogénes
sur A. Elles seront utiles pour notre résultat principal de classification (voir 5.4.5).

Lemme 5.4.4. Soit 0 une LFTHD homogeéne non triviale sur A de degré e. Pour tout
m € oy, et tout i € N, nous posons

a(z) (Xm> = (m)xm—l—ie’

ot c;(m) € k. Ecrivons ker 0 = k[p* N M| pour une aréte p € o(1) (voir 5.4.3). Alors
la suite de fonctions {c¢;}ien vérifie les énoncés suivants.

(1) co est lapplication constante m — 1.

ii) Pour tous m,m’ € oy,, nous avons
( ) ) M
(5.3) ci(m+m') =Y "cij(m)-c;(m).

(iii) Etant donné m € oV, il existe v € N tel que pour tout i > r, c;(m) = 0.
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(iv) Pour tous i,j € N et pour tout m € o), on a

(757 custom) = -+ ) cym)

(v) Pour tout m' € p* N M et pour tout m € oy, c;(m+m') = ¢;(m).

Démonstration. Les assertions (i), (ii), (iii), (iv) suivent de la définition d’'une LFTHD.
Montrons 'assertion (v). Puisque x™ € ker 0, pour tout j € Zs, nous avons c;(m’) =
0. En appliquant 1’égalité (5.3), nous obtenons ¢;(m + m’) = ¢;(m). O

Le prochain résultat donne une classification des opérations normalisées du groupe
additif G, dans X,. Voir le théoréme 2.7 dans |Li] pour le cas ot k est de caractéristique
Z€ro.

Théoréme 5.4.5. Soit o C Ng un céne polyédral saillant non nul. Toute opération
non triviale normalisée de G, dans X, par Uopération de T est donnée par une LFTHD
homogéne de la forme XO., ot e € Rto et A € k* (voir 5.4.2).

Démonstration. Posons A = k[oy,] et soit 9 une LFTHD homogéne non triviale de
degré e. Par le lemme 5.4.3, il existe un rayon p € o(1) tel que ker d = k[p* N M]. De
plus, e € Rt o est une racine et p est son rayon distingué.

Montrons d’abord qu’il existe un vecteur m € oy, tel que (m, p) = 1. Etant donné
m’ € o), non contenu dans p*, nous avons (m', p) > 1. Par [Li, Lemma 2.4], nous
obtenons

m:=m'+ ((m',p) —1)-e € oy,

et donc (m, p) = 1.

Pour la LFTHD 0, considérons les mémes notations que dans le lemme 5.4.4. Soit
B = k|[z] 'algebre des polyndmes a une variable z. En utilisant la base (1, z,2?,...),
nous définissons une suite d’opérateurs linéaires 0 sur l’espace vectoriel B de la facon
suivante. Fixons un vecteur m € oy, vérifiant (m,p) = 1. Pour tous entiers naturels
1,7, NOUS POSons

OV (") = ci(rm)a" .

Notons que O est bien définie. En effet, supposons que i, € N satisfont ¢ > r. Nous
avons

0D (xX"™) = ci(rm)x"™ "¢ € A et (rm +ie,p) =7 —i <0,
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donnant ¢;(rm) = 0. D’oit pour i > r, on obtient 9% (27) = 0.

Par les assertions (i), (ii), (iii), (iv), (v) du lemme 5.4.4, la suite d’opérateurs 0 est
une LFIHD sur I'algébre B. Par exemple, montrons que 0 vérifie 5.3.1 (iv). En consi-
dérant 7, j € N, nous avons

9% o 5(j)(xr) = 5(i)(cj(rm)xr_j) =c¢((r—j)m)- cj(rm)xr_i_j.
Puisque e € Rt o est une racine ayant p comme rayon distingué, il s’ensuit que
vi=rm+je— (r—jm=j(m-+e) € p" N M.
L’assertion (v) du lemme 5.4.4 implique
ci((r—j)m) = ¢;((r — j)m +v) = ci(rm + je).

Par 5.4.4 (iv), on conclut que

59 0 59 (27) = (Z i ) o s (rm)am T = (Z J ) 5 (37,
(3

7

Les conditions (i), (ii), (iii) de 5.3.1 pour la suite 0 suivent d'un calcul aisé.
Puisque 0 est homogéne pour la graduation naturelle de B, par la proposition
5.3.4(d), il existe A € k tel que chaque ¢; vérifie

ci(rm) = C) A

pour tout r € N. Nous utilisons ici la convention A\’ = 1 lorsque A = 0. Soit w € oy;.
Les éléments

w+ (w, p)e et (w,p)e+ (w, p)m

appartiennent a p* N M. Par le lemme 5.4.4 (v), cela implique que

’LU, p 7
54 aw) = e (w+ (o et twphm) = (wnphm) = (M) 30
Puisque 0 n’est pas triviale, A\ € k*. En vertu de (5.4) la suite 0 est donnée par la
LFIHD A0, (voir I'exemple 5.4.2). O

Comme conséquence immédiate, nous obtenons une description de toutes les opéra-
tions normalisées du groupe additif & Frobenius prés dans les variétés toriques affines.
Ce résultat nous sera utile dans le but de classifier les T-variétés affines horizontales
de complexité 1.
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Corollaire 5.4.6. Pour toute LFIHD rationnellement homogéne non triviale O sur
Ualgébre A et de degré e/p", il existe une racine e € Rt o de rayon p, un entier r € N,
et un scalaire A € k* satisfaisant I’énoncé suivant. L’application exponentielle de O est
donnée par

exa(Xm) _ Z ((mv p>))\z Xm-i—iexi;ur7

- 1
=0

ot m € oy,;. Réciproquement, toute LFIHD rationnellement homogéne sur A provient
de cette maniere.

Dans le prochain corollaire, nous généralisons dans notre contexte des résultats de
[Li, Section 2|. Concernant l'assertion (i), le lecteur peut consulter [Ku, Corollary 3.5]
pour le cas classique.

Corollaire 5.4.7. Soit ¢ C Ng un cone polyédral saillant et posons A = k[oy,].

(i) Pour toute opération normalisée de G, a Frobenius prés dans une variété torique
affine, l'algébre des invariants correspondante est de type fini sur k.

(ii) Il existe un nombre fini de LFIHD homogénes sur A ayant des noyaur deur a
deux distincts.

Démonstration. L’assertion (i) est une conséquence directe de l'exemple 5.4.2, du
lemme 5.4.3 et des arguments de démonstration de [AH, 4.1|. Pour l'assertion (ii),
cela suit du fait que o(1) est un ensemble fini. O

5.5 Opérations du groupe additif de type vertical

Soit k un corps. Dans cette section, nous classifions les opérations normalisées du
groupe additif de type vertical dans une T-variété affine X = Spec A de complexité
1 sur k. Voir [Li 2| pour la complexité arbitraire lorsque le corps de base est algébri-
quement clos de caractéristique zéro. Pour cela, nous considérons A = A[C, D], ou C
est une courbe régulicre sur ket ® = > _ - A, -z est un diviseur o-polyédral propre.
Dans la suite, pour tout m € oy, nous posons

A = H(C,0c(|D(m)])) et Ko=Kk(C).

Le résultat suivant donne quelques propriétés des LFIHD homogenes sur 1’algebre
M-graduée A.
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Lemme 5.5.1. Soit 0 une LFIHD homogene non triviale sur A de degré e. Alors les
assertions suivantes sont vraies.

(1) Si 0 est de type vertical alors e ¢ 0¥ etkerd = @, .. Amx™, pour une face T
METN
de codimension 1 du cone oV. En particulier, l’algébre ker O est de type fini sur

k.

(ii) Si A n'est pas elliptique alors O est de type vertical si et seulement si e € 0.

Démonstration. (i) Par le lemme 5.3.12, nous pouvons étendre 0 en une LFIHD ho-
mogene sur l'algébre de monoide Ky[oy,]. Par le lemme 5.4.3, nous avons e € Rto et
donc e € ¢ Soit 0 I'extension de d sur Ky[oy,]. A nouveau par le lemme 5.4.3, nous
obtenons ker 0 = Ky[7y], pour une face 7 de codimension 1 de ¢V. Ainsi,

ker 0 = ANkerd = @ A x™.

meTy

Par les arguments de démonstration de [AH, 4.1|, I'algébre ker 0 est de type fini sur k.

(ii) Supposons que A n’est pas elliptique et étendons O en un systéme itéré de
dérivations d’ordre supérieur 9 sur la Kg-algébre Ko[M]. Si e & oV alors pour tout
i € N, nous avons 0% (Ay) = A;. = {0}. Puisque K = Frac Ay, on conclut que J est
de type vertical. O

Comme remarqué dans |Li, 3.2], dans le cas elliptique, I’algébre M-graduée A admet
en général des LFTHD 0 de type horizontal satisfaisant degd ¢ ¢". Dans la suite, nous
introduisons des données combinatoires attachées a l'algebre A = A[C,®] dans le but
de décrire toutes les opérations normalisées du groupe additif de type vertical dans

X = Spec A.

Notation 5.5.2. Soit e € Rt o une racine de Demazure de rayon distingué p. Alors
nous considérons le diviseur de Weil rationnel

D(e) = Zver‘x}(igz)@, v) - 2.
zeC

On rappelle que V(A,) est I'ensemble des sommets de A,. Nous désignons par &, le
module H°(C, Oc(|D(e)])) sur 'anneau Ay. De plus, si ¢ € @, est une section alors
pour tout vecteur m € 0¥ — p*,

divp > —®(e) > D(m) —D(m + e).
Cette derniére inégalité nous sera utile pour le résultat suivant.
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En partant des données combinatoires introduites ci-dessus, nous construisons une
LFIHD homogéne de type vertical de la facon suivante.

Lemme 5.5.3. Considérons e € Rt o une racine de Demazure de rayon distingué p et
© € &, une section. Notons 0 = p0,, ot O, est la LFTHD correspondante a la racine
e opérant par endomorphismes Ko-linéaires sur la Kq-algébre Koloy,] , voir exemple
5.4.2. Alors pour tout i € N,

IV (A) c A.
Par conséquent, la suite
0= aw = {5\(2 }ieN
définit une LFIHD homogeéne de type vertical sur l’algébre M -graduée A.

Démonstration. Fixons un entier i € Zxq et soit f € A, une section non nulle. Si
W (fx™) # 0 alors m € o), — piy et on a

div 0 (fx™)/x™ " + | D (m + ie) | = idivp + div f + D (m + ie)
>i(D(m/i) —D(m/i+e)) — |D(m)] + [ D(m + ie) ]

>{D(m)} — {D(m +ie)}.

Puisque que les coefficients du diviseur de Weil rationnel {D(m)} — {D(m + ie)}
appartiennent a | — 1, 1], nous avons

divd? (fX™) /™ + | D(m + ie)| > 0.

Cela montre que A est O-stable. Le reste de la démonstration est facile et laissé au
lecteur. O

Théoréme 5.5.4. Pour l'algébre A = A[C, D], les LFTHD homogénes de type vertical
sur A sont de la forme O, = ©0.|a, 0l e € Rt o est une racine, p € O, est une section
non nulle et p est le rayon distingué de e (voir le lemme 5.5.3 pour des précisions sur
les notations). Réciproquement, une racine e € Rt o et une section ¢ € @, donnent
une LFIHD homogéne de type vertical sur A.
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Démonstration. Soit 0 une LFTHD homogéne sur A. Par le lemme 5.3.12, 0 s’étend en
un systéme itéré de K-dérivations d’ordre supérieur localement fini 0 sur I’algébre de
monoide Ky[oy,]. Par le théoréme 5.4.5, 9 est donnée par une racine e € Rt o comme
dans I'exemple 5.4.2, pour ¢ € K.

Montrons que ¢ € ®.. Soit p le rayon distingué de e. Pour z € C, considérons un
vecteur v, € V(A,), de sorte que

Pour tout z € C', on pose
w,={m € a’|h.,(m)=(m,v,)}.

Le sous-ensemble w, est un cone de dimension n = rang M (voir [AH, Section 1]). Soit
m, € oy, — py tel que m,,m, + e € w,, deg®(m,) > g et (m,,p) & pZ, ou p est
la caractéristique du corps k et g est le genre de la courbe C'. Choisir un tel m, est
possible puisque w, est d’intérieur non vide, le diviseur polyédral ® est propre, et le
vecteur p est primitif. D’aprés le théoréme de Riemann-Roch, nous avons A,,. # {0}.
De plus, I'inclusion

8(1)(Aszmz) C Ap X
implique @A,,. C A, +e. Par conséquent, pour tout z € C,
dive > ®(m,) —D(m, + e).

Le coefficient du diviseur ©(m,) — ®(m, + e) au point z € C est —(v,,e). Ainsi,
divep > —D(e) et ¢ € @, comme demandé. Le reste de la démonstration est donné
par le lemme 5.5.3. U

Par analogie avec le cas torique traité dans la section précédente (voir le corollaire
5.4.7), toute famille de LFTHD homogéne de type vertical sur A ayant des noyaux
deux & deux distincts forme un ensemble fini. Le prochain résultat donne un critére
combinatoire pour que A admette une LFTHD homogéne non triviale de type vertical.

Corollaire 5.5.5. Posons A = A[C,D] et fixrons un rayon p C o. Alors l'algébre
M-graduée A admet une LFIHD homogene de type vertical avec e = degd, pour une
racine e € Rt o de rayon distingué p, si et seulement si, l'une des assertions suivantes
est vraze.
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(i) C est affine.
(ii) C est projective et p N deg®D = ().

Démonstration. Si C' est une courbe affine alors tout diviseur de Weil sur C' admet
une section globale non nulle et donc pour tout e € Rt o, nous avons dim &, > 0. Dans
ce cas, on conclut par le théoréme 5.5.4.

Supposons que C' est projective. Fixons une racine e € Rt o avec rayon distingué
p. Notons que pour tout m € pj;, on a e +m € Rto. De plus,

D(e+m)>D(m)+D(e) et donc deg®(m + ¢) > deg®(m) + deg D(e).

D’ou par le théoréme de Riemann-Roch et par la propreté de D, si pNdeg® = () alors
il existe m € pj, tel que dim ®.,, > 0.

Réciproquement, supposons que p N deg® # (). Puisque {(e,p) = —1, il existe
un vecteur v € deg® tel que (e,v) < 0 et par conséquent, degD(e) < 0. Sous ces
derniéres conditions, il vient dim ®, = 0. A nouveau on conclut par le théoréme 5.5.4
pour le cas ou la courbe C' est projective. O

5.6 Opérations du groupe additif de type horizontal

Soit k un corps. Le but de cette section est de classifier toutes les T-variétés affines
horizontales de complexité 1 sur un corps parfait en terme de diviseurs polyédraux
(voir la terminologie de 5.3.11). Le lecteur peut consulter [Li, Section 3.2| pour le cas
classique ot le corps de base est algébriquement clos de caractéristique zéro. Donnons
quelques notations que nous utiliserons par la suite. Soit C' une courbe réguliére sur k.
Fixons un cone polyédral saillant o C Ng et posons A = A[C, D], o1 ® est un diviseur
o-polyédral propre sur C. Nous considérons également

Ay = H'(C,0c(|D(m)])), de sorte que A= EH Anx™

v
meo i,

Pour simplifier, nous notons h, la fonction de support du coefficient A, de ® au point
z € C. Rappelons qu'un quasi-éventail de o¥ est un ensemble A de cones polyédraux
de Mg satisfaisant les propriétés suivantes.

(i) La réunion Jsc, 0 est égale a 0.
(ii) Sio € A et si 0’ est une face de 0 alors §' € A.
(ili) Sid,0" € A alors § N ¢’ est une face commune de ¢ et de o'
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Un quasi-éventail ne comportant que des cones polyédraux saillants est appelé un
éventail. On désigne par A(D) le quasi-éventail formant la subdivision la moins fine
de 0¥ ou D est linéaire sur chacun de ses cones (voir [AH, Section 1], [Li, 1.3]). Pour
un ouvert non vide Cy C C, nous notons

©|Co = ZAZZ,

zeCy

la restriction de © a C).

Dans la suite, de nombreux résultats de cette section demandent [’hypothése de
perfection sur le corps de base k. Lorsque que cette hypothése n’est pas mentionnée
cela veux dire que l’on suppose k arbitraire.

D’aprés un résultat de Rosenlicht [Ro|, dans le cas ou k est algébriquement clos,
le lemme suivant montre en particulier que les T-variétés affines horizontales de com-
plexité 1 ont une orbite ouverte sous 'opération naturelle du groupe algébrique T x G,.

Lemme 5.6.1. Supposons que A admet une LFTHD homogéne O de type horizontal.
Alors pour l’opération correspondante de G, dans la variété X = Spec A, nous avons
[’égalité

k(X)% Nnk(X)" =k.

Démonstration. Posons 2 = k(X)% Nk(X)T. Supposons que I'extension k(X)T/Q est
algébrique et considérons une fonction rationnelle invariante non nulle F € k(X)".
En remarquant que k(X)®e est le corps des fractions de 'anneau ker 9, nous pouvons
trouver a € ker 0 tel que aF' est entier sur ker d. Puisque l'algébre A est normale,
aF € A. Par la proposition 5.3.4(b), nous avons aF € kerd. D'ou Q = k(X)",
contredisant le fait que O est de type horizontal. Notons que k(X)T a un degré de
transcendance égal & 1 sur k. Ainsi, en utilisant le fait que k est algébriquement clos
dans 2, nous obtenons () = k. O

Ensuite, nous montrons que l'existence d’une LFTHD sur l'algébre A = A[C, D]
impose de fortes contraintes sur la courbe C. Nous renvoyons le lecteur a [FZ 2, 3.5],
[Li, 3.16] pour le cas classique. Notons que dans le cas ou le corps de base est de
caractéristique zéro, 'assertion (i) ci-aprés peut étre obtenue & partir des résultats de

[Kul.

Lemme 5.6.2. Supposons que A admet une LFTHD O homogéne de type horizontal.
Considérons w (resp. L) le cone (resp. sous-réseau ) engendré par l’ensemble des poids
de ker O et posons wy, = w N L. Alors les assertions suivantes sont vraies.
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(i) Le noyau de O est une algébre de monoide, i.e.,

ker 0 = @ ko x™,

mewr,

ol pm € k(C)*.
(i) Nous avons C' ~PL, dans le cas ou A est elliptique.

(iii) Si k est un corps parfait alors C' ~ A} dans le cas ot A n'est pas elliptique.

Démonstration. (i) Soient a,a’ € ker 0 des éléments homogénes de méme degré. Par
le lemme 5.6.1, on a

a/a € k(X)) Nk(X)T = k*.

Ainsi ker 0 est une algébre de monoide avec ensemble des poids wy, (voir 5.3.4(b)).

(ii) Posons K = Frac A et considérons le sous-corps £ = K®. Par |CM, Lemma
2.2|, il existe une variable x sur le corps E telle que E(x) = K. Par I'assertion (i) dans
5.6.2, 'extension E'/k est transcendante pure et donc K/k 'est également. Puisque
k(C) C K, la courbe projective réguliére C' est unirationnelle. D’aprés le théoréme de
Luréth, il s’ensuit que C' ~ Py.

(iii) Supposons que A n’est pas elliptique. Notons que par notre convention, k
est algébriquement clos dans Frac A. Soit k une cloture algébrique de k, de sorte
que P'extension de corps k/k est séparable. Soit B la normalisation de 1’algébre intégre
A®k. Alors B est une algébre M-graduée de type fini sur k. L’hypothése de perfection
sur k implique que C est lisse. Donc la piéce graduée By de B est égale a k[C|®k (voir
[Ha, I11.10.1.(b)]). De plus, 0 s’é¢tend en une LFIHD homogéne de type horizontal sur
I'algebre B. En adaptant dans notre contexte les arguments de démonstration de [Li,
3.16], nous avons B =~ k[t], pour une variable ¢ sur k. Par séparabilité de k/k, cela
donne Ay ~ k[t] (voir par exemple [Ru, As|). O

5.6.3. D’aprés les résultats précédents, nous considérons seulement les cas ot C' = A},
lorsque A n’est pas elliptique, et C' = PL, lorsque A est elliptique. Supposons que A a
une LFTHD 0 homogéne de type horizontal et considérons

ker 0 = @ OmX™

mewr,

le noyau de 0 comme dans 5.6.2. Pour simplifier, nous pouvons supposer que k(C') =
k(t) pour un parameétre local ¢ ; lorsque C' est affine, nous prenons t tel que k[C] = k[t].
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Lemme 5.6.4. Gardons les mémes notations que dans 5.6.3. Les assertions suivantes
sont vraies.

(i) Si C = Ay alors pour tout m € wy, on a div,, + D(m) = 0.

i) Supposons que C' = PL. Alors il existe zoo € C tel que pour tout m € wy, le
k
diviseur rationnel effectif

div ¢, +D(m)

a au plus zs, dans son support®.

(iii) Le come w est un come maximal du quasi-éventail A (D) dans le cas non elliptique,
et de A(Dp1 _(...y) dans le cas elliptique.

(iv) Le rang du réseau L est égal a celui de M. Le réseau M est engendré par e :=
deg 0 et L. De plus, si d est le plus petit entier strictement positif tel que de € L
alors nous pouvons écrire de fagon unique tout vecteur m € M comme m = l+re,
pourl € L etr € Z tel que 0 < r < d.

(v) Sik est un corps parfait alors le point z, de l'assertion 5.6.4 (ii) est rationnel;
en d’autres termes, le corps résiduel du point z., est k.

Démonstration. (i) Etant donné un vecteur m € oy, nous posons
Ay = fm - K[,

ou f,, € k(t)*. Supposons que m € wy. Alors nous avons ¢, = F'f,,, pour un élément
non nul F' € k[t]. Par la proposition 5.3.4(a), le polynome F' est constant et

dive, + |[D(m)| = 0.
Par conséquent, pour tout r € N,
r|D(m)| = —rdiv e, = —div o, = [D(rm)].

Cela montre que ©(m) est entier sous la condition m € wy. L’assertion (i) suit aisé-
ment.
(ii) Supposons qu’il existe m € wy, tel que

div o, +D(m) > [200] + [ 2],

6. En particulier, si m € wy, est dans lintérieur relatif de o¥ et si D(m) est entier alors par
propreté de D, le singleton {20} est le support de div g, + D (m).
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ol 29, 2o sont des points distincts de C'. Pour le paramétre local ¢, désignons par oo le
point & Pinfini de C' = PL. Considérons py(t), pso(t) € k(t) deux fonctions rationnelles
vérifiant les conditions suivantes. Si le point zq (resp. z.,) appartient a A} = Speck|[t]
alors po(t) (resp. pso(t)) est le polynéome unitaire générateur de idéal associé a zg
(resp. zoo) dans k[t]. Sinon zy = 0o (resp. 2o, = 00) et nous posons po(t) = 1/t (resp.
Poo(t) = 1/1).

Considérons la fonction rationnelle f := po(t)/poo(t). Alors f et f~' ne sont pas
constantes et f¢.,, f Lo, appartiennent & A,,. Par la proposition 5.3.4(a), on a

FomX™ [ omX™ = pamX°™ € ker 0 = fo,X™, f omX™ € ker 0,

donnant une contradiction avec 5.6.2 (i). On conclut que div ¢, + D (m) est supporté
par au plus un point.

(iii) Par les assertions (i) et (ii) du lemme 5.6.4, 'application m +— ©(m) dans
le cas non elliptique, et ’application m @mi_{%}(m) dans le cas elliptique, sont
linéaires sur le cone w. Cela implique qu’il existe un cone maximal wy appartenant a
A(®) dans le cas non elliptique, et appartenant a A(Q\Pi _{2.}) dans le cas elliptique,
tel que w C wy.

Montrons l'inclusion réciproque. Soit m € wy. En remplagant m par un multiple
entier, nous pouvons supposer que m € L et que le diviseur de Weil ©(m) est entier.
D’aprés les assertions 5.6.2 (i) et 5.3.4 (¢), le cone w est d’intérieur non vide dans M.
D’ot m+m' € wy, pour un m’ € wy,. Considérons une section non nulle f,, € A,, telle
que

divf, + ©(m) =0
dans le cas non elliptique, et telle que
divipt oy fn + Dip1 oy (m) =0

dans le cas elliptique. La linéarité de ® ou de Q\P}( —{z.} SUr le cone wy, selon les cas
elliptique et non elliptique, donne

FnX™ 0 X™ = AP X™ ™

pour un A € k*. Par conséquent, f,,x™ € ker d et & nouveau par 5.3.4 (a), nous avons
m € w. Cela montre 1'égalité wy = w.

(iv) Puisque la partie o), engendre le réseau M et que 0 est une LFIHD homogeéne
sur A, pour tout m € M, nous avons m + se € L, pour s € Z. En remplacant r := —s
par le reste de la division euclidienne de r par d, si nécessaire, nous obtenons m = [+re,
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oul € L et 0<r <d. Laminimalité de d implique que cette derniére décomposition
est unique. B

(v) Supposons que le corps k est parfait et fixons k une cloture algébrique de k.
Considérons l'algébre B = A ®y k. Si nous posons ® = ) .~ A, -z alors par la
proposition 4.5.10, le diviseur polyédral

Dg=) A.-5z

zeC

sur IP)%{ vérifie

B= @ B,.x", avec B, = HO(PllgaOP}E(L@E(m)J))-

Vv
meo

Nous pouvons étendre 9 en une LFIHD homogéne 0; de type horizontal sur B. Pour
tout m € wg, nous avons ¢, x™ € ker Ji et il existe A, € Q> tel que

div g, + D(m) = A\ + 2o-
En appliquant S* a I’égalité d’avant, on a
divg @ + @E(m) = Ao S 2o

Supposons que z,, n’est pas un point rationnel et que A\, > 0 pour un vecteur m € wy,.
En remplacant m par un multiple entier, nous pouvons supposer que A, > 1. Utilisons
les mémes notations que dans la démonstration de 5.6.4 (ii). Puisque l'extension de
corps k/k est séparable et que

deg p(t) = deg(z0) > 1,

le polynéme p,__(t) a au moins deux racines distinctes, disons z;, 2, € k. Notons que les
points z1, 2o appartiennent au support de S* z,. En considérant la fonction rationnelle

f=t=2)/(t=2),

nous avouns la contradiction

FomX™  f omX™ = GamX*™ € ket Og = fouX™, f omx™ € ker Og.

Cela montre 'assertion (v). O

128



Dans la suite, nous considérons les mémes notations que dans 5.6.3. Sans perte de
généralité, nous pouvons supposer que z, est le point rationnel oo selon le paramétre
local t.

Lemme 5.6.5. Les assertions suivantes sont vraies.
(i) Si C =Py alors la normalisation de la sous-algébre A[t] C k(t)[M] est

A= A[AL'D\A}J,

ou A} = Speck][t].

(ii) Si le degré de O appartient o w et si la fonction évaluation du diviseur polyédral
D1 est linéaire alors O s’étend en une LFITHD homogene d sur A" de type
horizontal. De plus, ker 0 = ker 0'.

(iii) Soit d le plus petit entier strictement positif tel que pour tout m € wyy le diviseur
D(d-m) est entier. Alors nous avons d- M C L.

Démonstration. (i) Cela suit de l'assertion (iii) du théoréme 4.4.4 (voir aussi [La 2
2.5]) en prenant un ensemble de générateurs homogénes de Alt].
(ii) En posant

= @ A", avee A, = HOAL Oy (1D (m)))),

meoM

pour tout m € oy, nous pouvons écrire A, = ¢, - k[t], oul ¢, est une fonction
rationnelle non nulle satisfaisant

div o + D)y (m)] = 0.

Si m € wy, alors, a la multiplication d'un scalaire non nul prés, ¢, est le méme que
dans 'énoncé 5.6.4 (ii).

Par le lemme 5.3.5, nous pouvons étendre 0 en un systéme itéré de dérivations
d’ordre supérieur @ sur 'algébre de monoide k(¢)[M]. Désignons par &'® le i-éme
terme de 0. Considérons f € A/ pour m € o), et fixons un entier i € Z~o. Montrons
que

(X" €A

En utilisant I’assertion (ii) du lemme 5.6.4 et la propreté de ®, nous pouvons trouver
un vecteur m’ € wy, vérifiant les conditions suivantes. Les vecteurs m, m’ appartiennent
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a un méme cone maximal de A(D) et le coefficient de div ¢, + D (m’) au point co
est entier, strictement positif, et strictement plus grand que —divf — [©D(m)]. Par
conséquent,

div fm + [D(m' +m)| =divf + |D(m)] + div o +D(m') > 0.
En particulier, o, f appartient & A,, . D’ou il s’ensuit que
me’Xm/al(i)(me) — 8(i)(gpm’fxml+m) c Am’+m+z’eXm/+m+ie-

Par hypothése, nous avons e € w = ¢, de sorte que m + ie € oy,. Puisque Das
est linéaire et que ®(m') est entier, nous obtenons les égalités de diviseurs de Weil
rationnels sur Aj. :

—div o imrie = [Djar(m' + m+ie)] = [ D (m')] + D)1 (m + de) .
Donc
P +mtic = ANPms * Pmvies
pour A € k*. Par conséquent, cela implique
CaX™ 0D (FX™) € AnsmaieX™ T C P Prapie - K[E X T
En simplifiant par ¢, x™, cela donne
ID(fX™) € Pmic - K[ X = Al X" C A

On conclut que la sous-algébre A’ est J'-stable.

Ensuite, nous montrons que @ est une LFIHD homogéne sur A’. Par hypothése
sur le vecteur m/, nous avons te,, x™ € A. Ainsi, il existe s € Z( tel que pour tout
1> 8,

D’out & opére de fagon localement finie sur la variable ¢ et donc également sur Alt].
Considérons f € A/ et choisissons s’ € Z~g tel que le faisceau

Op (|D(m + s'm)|)
est globalement engendré. Ainsi,

gOs/m/me-l-s’m/ c A;n+s,m, = k[t] ®k Am+s/m/ C A[t]
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Puisque @y x®™ est dans le noyau de 9, on conclut que @ agit de facon localement
finie sur fx™. Cela montre que @ est une LFIHD. Le fait que 0’ est de type horizontal
est facile et la démonstration est laissée au lecteur.

Il reste & montrer que ker 0 = ker @'. Par 'assertion 5.6.2 (i), le noyau ker 0 est une
algébre associée & un monoide wy/, ou L’ est un sous-réseau de rang maximal. Puisque
ker 0 C ker @, nous avons L C L' et L'/L est un groupe abélien fini. Posons

ker 0 = @ ko, x™ et kerd = @ kol x™

mewr, mewrs

comme dans le lemme 5.6.2. En considérant m € L', on a rm € L pour r € Z~ et en
utilisant les assertions (i),(ii) du lemme 5.6.4, nous pouvons écrire

APrm = Qolrm = (‘P/va

o A € k*. Donc ¢! x™ est entier sur ker 0. Par normalité de A et puisque ker 0 est
algébriquement clos dans A, on a ¢! x™ € ker 0. D’out L' = L et donc ker 9 = ker 0.
(ii) En remplagant chaque terme

0" par @y x 9",

pour m € wy, et ,,, comme dans 5.6.3, nous pouvons supposer que e € w. En particu-
lier, I’algébre

Aw = @ Ame

mewpns

est O-stable. D’aprés les assertions précédentes (i), (ii) (nous 'appliquons au couple
(Aw,0)a,)), considérons seulement le cas ot C' = Ay. Soit m € wy,. Puisque pour tout
m’ € wy, on a

Adm—i—m’ = Adm . Am’ = (pdmAm’a

I'idéal principal (¢gm,x™™) dans I'anneau A, est J|4,-stable. Par la proposition 5.3.4 (f),
on a Pgm x4 € ker et donc dm € wy,. Ainsi, nous obtenons d - wy; C wy, et 'assertion
(iii) suit. O

Dans le résultat suivant, nous donnons une caractérisation géométrique des G-

surfaces affines horizontales non hyperboliques. Voir [FZ 3, 2.13| et [FZ 2, 3.3, 3.16|
pour le cas ot le corps de base est C.
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Corollaire 5.6.6. Supposons que k est un corps parfait. Considérons le cas ou N = 7
et 0 = Qxo; de sorte que ® est uniquement déterminé par le diviseur de Weil rationnel
D(1). Si lalgebre graduée A admet une LFTHD homogéne de type horizontal alors les
assertions suivantes sont vraies.

(i) Si C = AL alors la partie fractionnaire {D(1)} a au plus un point dans son
support.

(i) Si C =Py alors {D(1)} a au plus deuz points dans son support.

Dans chacun des cas présentés ci-dessus, le support de {D(1)} ne contient que des
points rationnels. En particulier, toute G,,-surface affine horizontale non hyperbolique
sur k est torique.

Démonstration. (i) Tout d’abord, nous supposons que le corps de base k est algé-
briquement clos. Soit d le plus petit entier strictement positif tel que D(d) est un
diviseur entier. En prenant un générateur f € k(t) du Ag module Ay, i.e. Ag = f - Ao,
nous considérons B la fermeture intégrale de lalgebre A[v/fx] dans son corps des
fractions. En ajoutant un diviseur principal a ©(1), si nécessaire, nous pouvons sup-
poser que f € k[t] est un polynoéme. Par 'assertion (iii) du lemme 5.6.5, nous avons
fx? € ker 9. D’oit en utilisant le corollaire 5.3.6, on obtient I'existence d’une LFIHD
&' sur B comme extension de 0 et satisfaisant /fx € ker &'. Ecrivons B = A[C", D’
pour un diviseur polyédral propre " sur une courbe affine réguliere C’ = Spec By. En
fait, By est la normalisation de k[t, /f] et est aussi une algébre de polynome d’une
variable sur k, voir I'assertion (iii) du lemme 5.6.2. Le fait que B = k* et que By est
un anneau factoriel implique que f = (¢t — 2)", pour z € k et pour r € Z-(. Puisque
divf+d-®(1) =0, on conclut que le support de {D(1)} contient au plus z.

Supposons que k n’est pas algébriquement clos et que le support de {D(1)} contient
au moins deux points. En calculant le diviseur polyédral de A ®y k, on obtient une
contradiction avec I'étape précédente. Cela montre I'assertion (i).

(ii) En multipliant 0 par un élément homogéne de son noyau, nous pouvons sup-
poser que le degré de 0 est positif. En utilisant 1’assertion 5.6.5 (ii), 0 s’étend en une
LFIHD homogéne @ de type horizontal sur la normalisation A" de Ialgebre A[t]. No-
tons que l'algebre graduée A’ est donnée par le diviseur polyédral D, ar- En appliquant
'assertion (i) ci-dessus, pour l'algébre graduée parabolique A’ la partie fractionnaire
{D4:(1)} a au plus un point dans son support. Donc le support de {D(1)} a au plus
deux points. Cela donne 'assertion (ii).

Par un argument analogue, on déduit que dans chaque cas le support de {D(1)}
ne contient que des points rationnels (voir la proposition 4.5.10).

Montrons la derniére affirmation. Supposons que A n’est pas elliptique. Puisque
{D(1)} a au plus un point dans son support (et cet éventuel point est rationnel), sans
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perte de généralité, nous pouvons supposer que

D(1) = —2 -0, avec 0 <e<d et p.g.cd.(e,d)=1.

Un calcul direct montre que

A= P ke

b>0, ad—be>0

voir par exemple [FZ, 2.4, 3.8] et [Li, 3.21]. L’algébre A admet une Z2-graduation
faisant de X = Spec A une surface torique. Supposons que A est elliptique. En utilisant
le fait que tout diviseur entier sur P! de degré 0 est principal, nous pouvons nous réduire
au cas ou ® est supporté par les points 0 et co. On conclut par un argument analogue

a [Li, 3.21]. O
Comme conséquence du corollaire 5.6.6, nous obtenons le point suivant.

Corollaire 5.6.7. Avec les hypothéses de 5.6.3, considérons A, = @meM A x™
et posons T = w”. Alors A, ~ A[C,D,], comme algébre M-graduée, ot D, est un
diviseur T-polyédral propre sur la courbe C' vérifiant les assertions suivantes.

(i) St A nlest pas elliptique alors ©,, = (v+ 1) -0, pour v € Ng.

(i) St A est elliptique alors ®, = (v +7) -0+ Al - 00, pour v € Ng et pour
Al € Pol,(Ng) satisfaisant v+ AL C 7.

Démonstration. (i) Nous allons suivre les idées de démonstration de [Li, 3.23]. Notons
que le degré e de 0 appartient a w (voir 5.5.1 (ii)). Pour | € wy, désignons par 0, la
LFIHD homogéne ot le i-éme terme est 'application linéaire 0", La sous-algébre

A(l+€) = @ AT’(I-}-@)XTUJ’_E)

r>0

est Oj-stable. Puisque la LFTHD homogéne 0| Ause €St de type horizontal, le corollaire
5.6.6 s’applique et {D(l+ ¢e)} est supporté par au plus un point. Par I’assertion (i) du
lemme 5.6.4, pour tous [,l' € wy,

—divey +D(l+e) =D(1+1'+e) =D('+ ¢) — div,

et donc {D(l+e)} ={D(I'+e)}. Ainsi, la réunion de tous les supports {D(l+e¢)}, ou
[ parcourt wr,, a au plus un point. Par linéarité de ® sur w et l'assertion (iv) du lemme
5.6.4, aprés avoir ajouté un diviseur polyédral principal & 2, le diviseur polyédral
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associé 4 A, a au plus un point dans son support. Cet éventuel point est rationnel.
Cela donne 'assertion (i).

(ii) Tout d’abord, nous pouvons supposer que e € w. Soit A/ la normalisation de
A,[t]. Par le lemme 5.6.5, un élément de degré m € wy, de A/, est la multiplication
d’une section globale de |D, AL (m)]| et d’'un caractére x™, et réciproquement. De plus,
0 s’étend en une LFTHD homogéne de type horizontal sur A/. Par les arguments ci-
dessus, la réunion de tous les supports de {®, Al (m)}, ot m parcourt wyy, a au plus un

point. A nouveau, cet éventuel point est rationnel. Cela nous permet de conclure. [

Le théoréme suivant donne une premiére classification des opérations normalisées
du groupe additif de type horizontal pour une classe de variétés toriques affines munies
d’une opération de tore algébrique de complexité 1.

Théoréme 5.6.8. Soit © un diviseur o-polyédral propre sur une courbe réguliére C'.
Supposons que D vérifie une des conditions suivantes.
(1) Si C est affine alors C = A, = Speck][t] et © = (v+0) -0, pour v € Ny.

ii) Si C est projective alors C =PL et ® = (v+0) -0+ Ay - 00, pour v € Ng et
k Q
pour Ay € POIU(N@).

Soit d le plus petit entier strictement positif tel que dv € N. Pour tout m € M,
posons h(m) = (m,v). Alors il existe une LFTHD homogéne O de type horizontal sur
A = A[C, D] avec deg 0 = e si et seulement si un des énoncés est vra.

(a) Sicark = p > 0 alors il existe une suite 0 < s1 < sy < ... < s, de nombres
entiers telle que pour i = 1,...,r nous avons —1/d — h(p®ie) € Z.

(b) Sicark =0 alors —1/d — h(e) € Z.
Sous ces derniéres conditions, la LFIHD 0O est de la forme suivante. Posons ( =

V/t. Fizons une LFIHD O; sur l'algebre des polynomes k[(] a une variable ¢ dont
l'application exponentielle est donnée par

(5.5) () =C+ Y Mt
=1

ot Ay, ... A € kK* (resp. avec 8é1) = )\d%, ou \ € k*) lorsque cark > 0 (resp. cark = 0).
Alors le i-éme terme de O est donné par ’égalité

(56) a(l) (tlxm> — C—dh(m+ie)8éi) (th(m)tl)xm+ie7
ou thy™ € A.
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Démonstration. Supposons que D satisfait la condition (i) et fixons une LFIHD ho-
mogéne 0 de type horizontal sur I'algébre A et de degré e. Soit B la normalisation de
la sous-algébre

ACMON] C k(Q)[M].

En considérant la droite affine C" = Speck|[(] et le diviseur polyédral ®" = (dv+o0)-0
sur C', Talgébre A[C',®'] est précisément B (voir le théoréme 4.4.4 ou [La 2, 2.5]).
D’aprés Dassertion (ii) du lemme 5.5.1, nous avons e € ¢. Donc A [(~*(©)x¢] est
une extension cyclique de I'anneau A. Puisque @q.x% € ker 9, par le corollaire 5.3.6,
0 s’étend en une LFIHD @' sur l'algébre B. En utilisant de plus que dv € N, nous
obtenons un isomorphisme d’algébres M-graduées

©: B — E, Cle — th(m)-i—lxm’

ou E = k[o},][¢]. Considérons ¢,0" la LFIHD homogéne de type horizontal sur F
définie par 1'égalité

00D = oD o,

ou i € N. L’assertion (iii) du lemme 5.6.5 implique que ker 0 = k[o};]. En posant
e = deg 0, nous déduisons que ¢,0" = x°-J¢, pour une LFIHD non triviale 9, sur k[(].
Un calcul facile montre que d = ;! (p,d') satisfait I'égalité (5.6).

Supposons que cark = p > 0 et montrons que la condition (a) est vraie pour le
vecteur e = degd. Par la proposition 5.3.4 (d), I'application exponentielle de 0, est
donnée comme dans (5.5) pour des entiers 0 < s; < ... < s,. Si p ne divise pas d alors
considérons | € N — pZ tel que dl > p**. Notons que t* € A. Par le lemme 5.3.13 et
(5.6), nous obtenons 1'égalité

9P (1) = Aydit /ATyt
Puisque 0@ () € A — {0}, il s’ensuit que —1/d — h(p*te) € Z.
Supposons maintenant que p divise d. Par minimalité de d, il existe m € oy, tel

que dh(m) n’est pas divisible par p. En prenant [ € N tel que dl > max(p®', —dh(m)),
nous avons t'y™ € A — {0} et donc le lemme 5.3.13 implique

OP (™) = Adh(m)t VM@ e € 4 — {0},

D’ou dans tous les cas e; := (p*'e, —1/d — h(p*'e)) € M, ou M = M x Z.
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Remarquons que

AlC.D) = P kx"™ =ks)],

5V
(m,l)Ech

ot ™! = tly™ et & est le cone engendré par (v, 1) et (o,0). Un calcul facile montre
que e; = (p*e, —1/d—h(p*e)) € Rt g, pour le rayon distingué p = (dv, d). Donc par le
corollaire 5.4.6, I'algebre M -graduée A admet des LFIHD rationnellement homogénes
de degré e; /p** provenant de la racine e;. Une d’entre elles est donnée par ’égalité

AL+ h(m) . o

6x81 (thm) — Z ( ( . ( ))))\itl_l(l/d—i_h(p le))Xm—H,p 1exzp 1’
i=0

ol A; € k* est le méme que dans (5.5). De plus, par le corollaire 5.3.6, nous étendons

07 en une LFIHD homogéne, notée 0, sur 'algébre M-graduée B. Supposons que

r > 2. On peut voir e* et ¢*t comme des automorphismes de I’algébre B[z] en

posant €*? (z) = *% (x) = x. D’out en utilisant cette convention, il vient

/ /o -1/ e
e:cé) o (69081) 1 _ TP+ (x 8@1)’

ou O, est la LFIHD sur k[(] définie par

6x3g,1(<) =(+ Z AP
i=2

Par conséquent, I'application e*? o (e%%1)~! donne une LFIHD homogéne & sur A.

En fait, en remplagant 9, par O 1, la LFTHD 9/ satisfait 1'égalité (5.6). A nouveau,
nous déduisons que e, := (p*2e, —1/d — h(p*2e)) € M est une racine du cone 6. On
conclut que l'assertion (a) est vraie en raisonnant par récurrence.

Si cark = 0 alors la dérivation localement nilpotente 8é1) sur 'algebre des poly-
nomes k[(] est )\d% pour un scalaire A € k*. En utilisant (5.6), nous avons

a(l)(t) _ )\dt_l/d_h(e)+1xe cA— {0}

et donc l'assertion (b) est vérifiée.

Montrons que 'assertion (a) ou (b) est vraie dans la situation ou ® vérifie (ii) et
A admet une LFIHD homogéne de type horizontal avec e = degd. Supposons que
la caractéristique du corps k est arbitraire. Soit A’ la normalisation de A[t] dans son
corps des fractions Frac A. En utilisant 'assertion (iii) du lemme 5.6.5, on a

d-M=h"'(2)C L,
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ou L est le sous-réseau de M engendré par les poids de ker 9. Donc en remplagant
J par @, - 0, pour m € g, hous pouvons supposer que e € ¢ (voir les notations
de 5.6.3). Plus précisément, remplacer e par e + m, pour m € o ,, ne change pas les
assertions (a) et (b). Avec ces nouvelles hypothéses, & nouveau par le lemme 5.6.5, on
peut étendre 9 en une LFIHD homogéne O de type horizontal sur 'algébre A’. Par
Pargument précédent (le cas ot C' = A}) appliqué au couple (A4’,d), nous obtenons
(a) si cark > 0 et (b) sinon.

Il reste & montrer que si un vecteur entier e satisfait les conditions (a) et (b) alors
nous pouvons construire une LFIHD homogéne de type horizontal sur A = A[C, D] et
de degré e comme dans (5.6). Supposons que cark > 0 et posons ¢; = (p®e, —1/d —
h(p®e)). Par l'assertion (a), nous avons e; € Rt et nous pouvons considérer les
LFIHD rationnellement homogénes 0, s, - -, e, sur l'algébre de monoide ko) ]
(voir 'exemple 5.4.2). En utilisant 1'isomorphisme ¢ et en considérant chaque %=
comme un automorphisme de 'anneau A[x], un calcul montre que la composition

6I851751 o ew862,32 0...0 ewaer,sr

définit une LFIHD comme dans (5.6). Pour le cas de cark = 0, nous utilisant un
argument analogue (voir également [Li, 3.20, 3.21]). Cela termine la démonstration du
théoréme 5.6.8. O

Dans 'assertion suivante, nous étudions comment change la présentation d’Altmann-
Hausen aprés un revétement cyclique.

Lemme 5.6.9. Posons A = A[C, D], ot C est une courbe réguliére sur k avec corps
des fonctions rationnelles Ko et ® = Y A, - z est un diviseur o-polyédral propre.
Considérons la normalisation A’ de l’extension cyclique A[sx?], ou e € ay;, s* € Age
et d € Z~q. Supposons que k est algébriquement clos dans A’. Alors A" = A[C",D’] ou
C" et ®' sont définis par les points suivants.

(1) Le corps Kyls| est un corps de fonctions algébriques d’une variable sur k. Si A
est elliptique alors A’ l'est aussi et C' est la courbe projective réguliére sur k
associée au corps de fonctions algébriques Ko[s].

(ii) Si A nest pas elliptique alors A’ lest aussi et C' = Spec Af,, ou A est la nor-
malisation de Ay dans Kols].

iii) Dans tous les cas, ®' = A, - 1(2), ou ™ : C" — C est la projection

zeC )
naturelle.

Démonstration. Notons K = Frac A. Par définition, A’ est la cloture intégrale de A
dans K[sx°] = K[s|. L’algébre A’ est M-graduée, normale, et de type fini sur k (voir
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le théoréme 2 de [Bou, V3.2]). On a K[s|T = Ky(s) de sorte que X' = Spec A’ est
une T-variété de complexité un. Par ailleurs, 'inclusion A[sx¢] C Ky(s)[o},] implique
A" C Ko(s)[o),] et 0" est le cone des poids de A’. Par hypotheése, k est algébriquement
clos dans

Frac A" = K|s] = Frac Ko[s|[M]

et donc par les théorémes 4.4.4 (ii) et 4.5.6 (i), il existe une courbe réguliére C” sur
k et un unique diviseur o-polyédral propre ®’ sur C’ tels que A" = A[C", D], ou '
vérifie (i) ou (ii).

Il reste & montrer (iii). Notons 7 : ¢’ — C la projection” provenant de 'inclusion
k(C) C k(C"). Ecrivons pour z € C,

(z) = E ay -2 et ® = E AV
2eC Sec

Soient fix™, ..., fixX™ € A des éléments homogénes de degrés respectifs mq,...,m,
tels que

A= k[C] [flxmlv SRR fTer]‘

Alors A’ est la normalisation de 'algébre

K[ (fxX™ - (fr)X™ s sx(-

Par les théorémes 4.4.4 (iii) et 4.5.6 (iii), pour tout 2’ € C” dans le support de 7*(z),
on obtient

AL, ={v € Ny | (my,v) > —ordy o(7*(f})),i = 1,...,7,{(de,v) > —ord, cr(7*(s%))}.

Puisque pour tout f € k(C)*,

dive (7*(f)) = Y _ord, o f - 7(2),

zeC

pour tout 2z’ € C’ dans le support de 7*(z), on a

ord, o (m*(f;)) = ay - ord, o(f;) et OI‘dz/7C/(7T*(Sd)) = qay -ordz,c(sd),

de sorte que A, = a. - A,. Cela montre I'égalité D" =3 _ A, - 7*(2) et termine la
preuve. ]

7. On remarque que le morphisme 7 est surjectif puisque 7 est dominant et fini.

138



La remarque suivante sera utilisée dans la démonstration du lemme 5.6.11.

Remarque 5.6.10. Supposons que k est un corps parfait et soit r € Z~o. Alors 'appli-
cation de Frobenius itéré F : k — k, A — A" est un automorphisme de corps. Soit ¢
une variable sur k et notons z = #*". Etudions la ramification de 'extension algébrique
k(t)/k(z). Pour cela, choisissons un polynéme irréductible P(z) € k[z|. Alors, on a

P(z) = P(t") = (F*(P)(t))",

ou F*(P) = >, F~Y(a;)T?, 'élément a; € k correspond au i-éme coefficient de P.
On note que F*(P)(t) est irréductible dans k[t]. Soient C,C” les courbes projectives
régulicres sur k associées respectivement a k(t), k(z). On a C' ~ P, ~ C’. L’inclusion
k(z) C k() induit un morphisme fini purement inséparable 7 : C" — C. Par le calcul
précédent, pour tout z € C, on a légalité® de diviseurs de Weil, 7%z = p” - 2/, oul
2" € C est dans la fibre schématique de z € C.

Lemme 5.6.11. Supposons que k est parfait. Soit ® un diviseur o-polyédral propre sur
C = AL ou sur C = P}. Supposons qu’il existe un céne mazrimal w du quasi-éventail
A(D) ou de A(QIA}()’ respectivement selon les cas non elliptique et elliptique, tel que
pour tout z € C' différent de 0,00, h,|, = 0. Soit 0 la LFTHD de degré e sur [’algébre
AlC,®D,] donnée par la formule (5.6) (voir les notations de 5.6.7). Considérons p
Uexposant caractéristique de k. Alors 0 s’étend en une LFIHD sur A = A[C, D] si et
seulement si pour tout m € oy, tel que m + p*le € oy, les assertions suivantes sont
vraies.

(i) Si h.(m + pse) # 0 alors [pFh.(m + pie)| — |pth.(m)] > 1, V2 € C, 2 # 0, c0.
(i) Siho(m+p*e) # h(m+pte) alors |dho(m+p*te)| — [dho(m)] > 1 —dh(p*e).
(iii) Si C' =Pl alors |dheo(m + p*te)| — |dho(m)| > —1 — dh(pte).

Ici h est Uextension linéaire de hol,, d est le plus petit entier strictement positif tel
que dh est enti¢re et d = Ip*, avec p.g.c.d.(l,p) = 1.

Démonstration. Nous allons adapter a notre contexte les arguments de démonstration
de [Li, 3.26]. En considérant m € oy, nous pouvons écrire h(m) = (m,v), pour un
v € Ng. Puisque chaque h, est concave, h,(m) <0, Vz € C' — {0,000}, et évidemment
ho(m) < h(m). En posant

A = @ enklt] X",

meM

8. La vérification de cette égalité pour la place & I'infini est laissée au lecteur.
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oll ¢, =t~ et en localisant par des éléments homogénes du noyau ker 9, par le
lemme 5.3.5, 0 s’étend en une LFIHD homogéne sur I'algébre A,;; & nouveau, nous
désignons par 0 son extension. Ainsi 0 s’étend en une LFIHD sur A si et seulement si
Iextension O sur Aj; stabilise A.

Nous commencons par montrer que 0 stabilise A dans des cas particuliers.

Cas h = 0. Dans ce cas, nous avons d = 1, L = M et par le théoréme 5.6.8,
0 = x°0y, pour une LFIHD 0, sur k[t]. Nous supposons maintenant cark = p > 0.
Pour le cas de la caractéristique zéro le lecteur peut consulter 'argument de [Li, 3.26] ;
la démonstration est vraie mutandis mutatis.

La LFIHD 0; est donc déterminée par une suite 0 < s; < ... < s, de nombres
entiers (voir 5.3.4(d)). De plus, par le paragraphe d’avant, pour tout z € A}, h, <0 et
hoo > 0 pour le cas elliptique. En fixant m € o}, tel que m+p*'e € oy, les conditions
de notre lemme deviennent

(i’) Si h.(m+ p*e) # 0 alors |h,(m + p™e)| — |h.(m)| > 1, Vz € Al
(iii’) Si C =P} alors |he(m + pie)] — |hoo(m)| > —1.

Sous les hypothéses précédentes,
Am = H*(C, Oc(|D(m)])) C klt]
et O stabilise A si et seulement si
F(t) € Ap = 0 (F() € Amaie, Ym € o);, Vi € N,
ou de maniére équivalente,
divf + [D(m)] > 0= divd” (f) + | D(m + ie)] >0,Ym € o};,Vi € N.
ou encore Ym € o);,Vi € N,Vz € C,
(5.7) ord, f + [h.(m)] > 0= ord, 8" (f) + | h.(m + ie)| > 0.

Montrons que (i') = (5.7). Si h,(m + p*'e) # 0 avec m € o), tel que m + p'e € oy,
alors on voit facilement que h.(m) # 0, de sorte que f € (t — z)k[t].

Soit i € N. Si 0(f) = 0 alors 0" (f) € Apyie. Sinon, 87 (f) # 0 et donc
m + te € o”. Par conséquent, il existe iy, ...,4, € N tels que

upt 4+ .. 4 up =14, h+...+14 <ord,f,

ord, " (f) = ord,(f) = (ir + ... + i) > 0
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voir 'argument de la démonstration du lemme 5.3.13). En posant ¢ = [p°* pour [ € N,
g
nous avons [ > i1 + ...+ i,. D’ou il s’ensuit que

ord, 09 (f) + |h.(m + ie)| > ord,(f) + [k (m)] + ([h(m + lp™e)] — |hy(m)] — 1).

Par convexité de o pour 1 < j <[ onam+ jp¥e € o”. Si h,(m+ie) =0 alors (5.7)
est vérifice. Sinon h,(m + ie) # 0 et en utilisant les inégalités précédentes, ’assertion
(i), et puisque ord, f + |h.(m)] > 0, on obtient

ord, 0 (f) + [h.(m + ie)| > ord,(f) + |h.(m)]+

T

Y (h(m+ (= j)p*e+p7e)] = h(m+ (1= j)p™e)] 1) =0

i=1

Cela donne (i') = (5.7).

Montrons maintenant la réciproque dans le cas ot C' est affine. Nous supposons
que A(®D) a moins deux éléments maximaux. Soit wy € A(D) un élément maximal
distinct de w. Alors il existe un vecteur entier m € relint wy tel que h,(m) € Z et
o) () # 0, pour I € N. Notons qu’ici le noyau est kerd = @ ko, x™. En

mew
prenant s > 0 suffisamment grand, par le lemme 5.3.13 et par le théoréme de Lucas?,

nous avons
9™ () # 0.
D’ott nous pouvons supposer que —h,(m) > Ip*. Ainsi, & nouveau par 5.3.13,
ord. 0" (o) = —h(m) — 1.
Par (5.7), il vient
(5.8) lh,(m+Ip°e)| — h,(m)—1>0.
En notant h, l'extension linéaire de h.w,, nOUS Obtenons

(5.9) |h.(m + Ip*e)| = |h.(m) + lh.(p* e)| = h.(m) + |lh.(p*e)|

9. On suppose que p est un nombre premier. Soient a,b des nombres entiers naturels de develop-
pements p-adiques a = Z;:o a;p' et b= Z;:o b;p'. Notons que a, ou b, peuvent étre éventuellement
nuls. Alors le théoréme de Lucas affirme que 'on a la congruence (Z) =11_, (Zl) (mod p). En parti-
culier, (§) =0 (mod p) si et seulement si il existe i € {1,...,7} tel que b; > aj.
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D’ou (5.8) et (5.9) donnent
lh.(p*'e) > |lh.(p*te)| > 1

et donc h,(p*ie) > 1. Soit m € oy, arbitraire. Alors,

[ho(m +p™e)] > [ho(m)] + [ha(p™e)] = [ho(m)] + 1.

On conclut que (') est vraie lorsque que C est affine et lorsque A(®) a au moins
deux éléments maximaux. Si w est I'unique élément maximal de A(®D) alors pour tout
z € C, h, est identiquement nulle et (i’) est trivialement vérifiée. Par conséquent, (i)
est équivalente a (5.7) dans le cas ou C' est affine.

Supposons que C' est projective. Alors pour tout z € C' et pour tout m € oy, tel
que A, # 0, on peut trouver ¢, . € A,, satisfaisant ord,(y,,.) + [h.(m)] = 0. En
remplacant ¢, par ¢, . dans I'argument ci-dessus et en utilisant le lemme 5.3.14 pour
z = 00, nous obtenons ’équivalence entre (5.7) et (i), (iii’).

Cas h entiére. Nous supposons que la caractéristique de k est arbitraire. Dans
ce nouveau cas, nous avons d = 1. En remplacant le diviseur polyédral ® par ©' =
D+ (—v+0)-0si C est affine, et D par ® =D+ (—v+0) -0+ (v+0)-
si C' est projective, nous revenons a l'étape précédente. En utilisant l'isomorphisme
A ~ A[C",®D'], l'algebre A est O-stable si et seulement si les assertions (i), (iii’) sont
vraies pour le diviseur polyédral ©’. Un calcul facile montre que cela est équivalent a
ce que ® satisfait (i), (ii), (ili) pour d =1 et k = 0.

Cas général. Nous pouvons supposer que la fonction h n’est pas entiére, i.e., d > 1.
Nous considérons la normalisation de B de

AJCMON] € k(¢)[M],

ot { = v/, et ott w € relint wy, satisfait p.g.c.d.(dh(w), d) = 1, de sorte que B est une
extension cyclique de A. Notons que B est naturellement M-graduée. Nous obtenons
que

K{]:{%m,beBm,meM,b;éO}:k(C).

En particulier, k est algébriquement clos dans B. Ainsi, nous pouvons écrire B =
A[C",D'] avec C" ~ P si A est elliptique et C" ~ A} dans le cas contraire. Notons
d = p*l avec k,l € Net p.g.c.d.(l,p) = 1. Si 7 : C" — C est le morphisme induit par
'inclusion

Ko = k(t) C k(¢) = K,
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alors par la remarque 5.6.10 (qui utilise 'hypothése de perfection sur le corps k),
I'exercice 3.8 dans [St, Section 3.12], et le lemme 5.6.9, on obtient

D' =d-Nyg-0+ Z pFAL -2 st C = AL,
2eC'—{0}

et

D =d-N-0+d - Ag-oot+ > prALZ s C=PL
z'eC’'—{0,00}

Donc hy = dhg, hly = dhe, et hl, = pFh,, avec m(z') = z et hl, est la fonction de
support de ®" au point 2’ € C’. De plus, h{|, est entiére et B satisfait les conditions
du cas précédent. Notons

By = @ ¢, k(X" avee @), = ¢ ™Mm),

meM

Puisque A); C By est cyclique, par le lemme 5.3.6, la LFIHD 0 sur A); s’étend en
une LFIHD sur B);, notée encore 0. De plus, A est O-stable si et seulement si B est
O-stable (voir les arguments de démonstration de [Li, 3.26]). Par le cas précédent, B
est O-stable si et seulement si, pour tout m € oy, tel que m+p®e € oy, les conditions
suivantes sont vraies.

(") Si AL, (m+ p®te) # 0 alors |hL,(m +p°te)] — |hL,(m)| > 1, V2 € C" — {0, 00}.
(ii”) Si hi(m + p*te) # B'(m+ p°te), alors |hy(m + pe)] — [hy(m)] > 1+ B/ (p®re).
(iii”) Si C' =Py alors |kl (m + pte)] — | (m)] > —1 — K/ (p*'e).

En remplagant, dans (i) — (iii”), &’ par dh, h{, par dhg, hl,, par dhe, et b, par p*h_, cela

montre que A est O-stable si et seulement si (i) — (iii) est vraie. D’ou le résultat. O

Le théoréme suivant donne une classification des T-variétés affines horizontales de
complexité 1 sur un corps parfait. Ce théoréme est une conséquence immédiate des
résultats précédents de cette section.

Théoréme 5.6.12. Supposons que le corps de base k est parfait. Considérons p [’expo-
sant caractéristique de k. Soit ® un diviseur o-polyédral propre sur une courbe réguliére
C' et posons A = A[C, D). Soientw C Mg un cone ete € M. Alors il existe une LFTHD
homogéne de type horizontal sur A avec degd = e et avec w comme cone des poids de
ker 0 si et seulement si les conditions conditions (i) — (iv) sont satisfaites.

(i) C =A; ouC =Py.
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(i") Si C' = AL alors w est un cone maximal dans le quasi-éventail A(D), et il existe
un point rationnel zo € C tel que h,, est entier Vz € C, z # 2.

(i”) Si C' = Py alors il existe un point rationnel zy, tel que (') est vraie pour Cy :=
Pl — {2z}
Sans perte de généralité, on peut supposer que zg = 0, 2o = 00, €t hy, = 0 Vz €
C,z # 0,z # oo. Soit h lextension linéaire de hg,, d > 0 le plus petit entier tel que
dh est entiere et d = Ip*, avec p.g.c.d.(l,p) = 1.

(ii) Il existe sy € N tel que —1/d — h(p°'e) € Z.
Pour tout m € oy, tel que m + p*‘e € gy, les assertions suivantes sont vraies.
(iii) Si h.(m + pie) # 0 alors [pth.(m + p*ie)] — [pPh.(m)] > 1,Vz € C, 2 # 0, .
(iv) Si ho(m + pte) # h(m+pte) alors |dho(m+p*te)] — |dho(m)| > 1 — dh(p*e).
(v) Si C =Pl alors |dhe(m + p*e)| — |dho(m)] > —1 — dh(p°e).
Plus précisément, toute LFIHD homogene O de type horizontal sur A avec e,w satis-
faisant (i) — (iv) est donnée par la formule (5.6) du théoréme 5.6.8; si cark > 0 alors

0 est décrite par une suite d’entiers 0 < s1 < s9 < ... < 8., ot chaque —1/d — h(p*ie)
est entier. De plus,

ker 0 = @ ko x™,

mewy,
ou L =h"YZ) et o € Ay, satisfait la relation
div o, +D(m) =0 si C = Ay ou (diven)g +D(m)jc, =0 si C =Py

Dans la suite, nous réécrivons les résultats du théoréme 5.6.12 dans le langage des
diviseurs polyédraux coloriés (voir [AL, Section 1]). La lettre C' désigne indifféremment
les courbes A} ou PL.

Définition 5.6.13. Un diviseur o-polyédral colorié sur C' est une collection D =
{D,v.]2€C}siC=Al et D={D, 200, v.| 2 € C —{25}} si C =P}, satisfaisant

les conditions suivantes.

(1) ®=3",.cA; -z est un diviseur o-polyédral propre sur C', z € C' est un point
rationnel et v, est un sommet de A,. Posons C' = C'si C' = AL et ' = C— {20}
si C'=Py.

(2) Vaeg = Y ecn|k- K] - v, est un sommet de deg D¢

(3) v, € N sauf pour au plus un point rationnel z, € C.
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Nous disons que D est un coloriage de ® . Le point zy est appelé le point base (ou le
point marqué), z, est le point a Uinfini si C' = P|. et v, est une couleur du polyedre
A,

5.6.14. Soit ® un diviseur o-polyédral colorié. Alors il est possible de construire le
cone w de 'énoncé 5.6.12 a partir de ®. En effet, le dual w" de w peut étre défini
comme le cone polyédral de Ng engendré par deg®|cr — vgeg. Nous désignons par M
et N les réseaux respectifs M x Z et N x Z. Notons w" C NQ le cone engendré par
(wY,0) et (vs,1) si C = Ay et par (w”,0), (vsy,1) et (A, + Vaeg — Vs + w”, —1) si
C = PJ.. Désignons aussi par d le plus petit entier strictement positif tel que dv,, € N.
Le cone w" est dit associé au diviseur o-polyédral colorié D.

Nous introduisons maintenant la notion d’assemblage cohérent. Voir [AL, 1.9] pour
le cas classique.

Définition 5.6.15. Un quadruplet (5, e, s,\), ol D est un diviseur o-polyédral co-
lorié, e € M, s est une suite 0 < 51 < s < ... < s, de nombres entiers et A est une
suite (A1, ..., A.) de k*, est appelé un assemblage cohérent si les conditions suivantes
sont satisfaites.

(A) Notons p I'exposant caractéristique de k. Pour tout i = 1,...,r, il existe u; € Z
tel que €; = (p*e,u;) € M est une racine de Demazure du cone w" avec rayon
distingué p = (d - v,,,d). En particulier u; = —1/d — (p*e, vs,).

(B) p*(p*re,v) > 1 + p*(pe,v.), pour tout 2 € C' — {2} et pour tout sommet v
non colorié¢ du polyédre A, ou d = Ip* avec p.g.c.d.(l,p) = 1.

(Co) d(p*e,v) > 1+ d(p° e, v,), pour tout sommet v # v,, du polyedre A, .
(Cx) Si C =Py alors d{p*e,v) > —1 — d(p**e, Vaeg), pour tout sommet v € A,_.

Le théoréme suivant donne une classification des LFTHD homogénes de type hori-
zontal sur A[C, D] en termes d’assemblages cohérents. Ce résultat est une conséquence
immédiate du théoreme 5.6.12.

Théoréme 5.6.16. Soit ® un diviseur o-polyédral propre sur C = A} ou C' = PL.
Alors l'ensemble des LFTHD homogénes de type horizontal sur l'algébre A[C, D] est en
bijection avec ’ensemble des assemblages cohérents (D, e, s, \) ot D est un coloriage

de ®. La LFIHD associée a (D, e, s, \) a degré e et vérifie la formule (5.6) du théoréme
5.6.8. De plus,

ker 0 = @ ko x™,

mewy,
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oi L = {m € M|{m,v.,) € Z}, w¥ est le cone associé o D et o, satisfait les
conditions du théoréme 5.6.12.

Donnons un exemple d’'une LFTHD homogéne de type horizontal.

Exemple 5.6.17. Supposons que k est un corps parfait. On considére le diviseur o-
polyédral propre ® = Ay -0+ A; -1+ Ay - oo sur la droite projective P dont les
coefficients non triviaux sont donnés par

1 11 1
AO - (570) +U7 Al - |:(O70)7 <_§7§):| _'_0-7 AOO - (570) +U’

o o = Q2. Considérons les fractions rationnelles

t—1
t

2
. (t-1) 20

t

(2,0) 01 4 (1,1)

2(:l: X at2:X , 13 =X

En calculant un ensemble de générateurs homogenes, on vérifie que A = A[Py, D] =
K[t1,to,t3,t4]. Les éléments ty, to, 3, t4 satisfont la relation irréductible

tityty + tots — 3ty = 0.
Ainsi, on obtient un isomorphisme d’algebres

k[xlv T, X3, x4]

A 2 2.3 .2
— )
(x12324 + 225 — T3574)

envoyant t; sur la classe de x;, ot x1, x9, x3, x4 sont des variables indépendantes sur k.
Donnons un exemple de LFTHD homogene de type horizontal sur A = A[PL, D]. Tout
d’abord, on remarque que

- 1
D= {@,ZOOIOO, Vo = (5,(]), v = (0,0)}

est une coloration de ©. En effet, en posant C" = P! — {oo}, le vecteur vgeg = (%, 0)

est un sommet de
1 1
d e Z N

Le cone w¥ C Q? engendré par deg®|cr — vaeg st Qxo(—1,1) +Qx(1,0), de sorte que
w=0Q50(1,1) +Q>0(0,1) est un élément maximal du quasi-éventail A(D|cv). De plus,

L={meZ|{m,v) € Z} = {(2m1,m3) | m1,mq € Z}.
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Donc pour tout assemblage cohérent associé a la coloration 5, le noyau de la LFTHD
correspondante est égal a

@ kt—m1X(2m1,m2).

mgo—2m12>0,m1>0

On observe aussi que

A QZO(—L 1, 0) + @20(1, O, 0) + on(—l, O, 2) + @20(—1, 1, 1) + on(l, 0, 1)
Supposons que la caractéristique du corps k est 3. Posons e = (1,2). Alors € = (3e, 1)
est une racine de w” de rayon distingué p = (dvg, d) = (—1,0,2). Considérons ’assem-

blage cohérent (5, e=(1,2),s=1,A=1) et soit 0 la LFIHD associée. Rappelons que
sit"x™ € A, m = (my,ma) et sie = (p°e,u) alors

> /d . .
e:cé)(trxm) _ Z ( (<m7 U0> + T)) Xm—i—zp eqrtiu.ip*

- 2
=0

Ici,onad=2,p=3,s=1,u=1, et donc

> 2 . N
exa(trxm) _ Z <m1 ,‘;‘ T) X(m1+32,m2+6z)tr+zx3z'

En remarquant que
ni= (b + t)t: + 12 = tx®?,
dans les coordonnées tq, to, t3, t4, nous avons

e(t)) = t; — totina® + tatan?a®, €™ (ty) = to,
e(t3) = t3 + titana®,
e (ty) =ty + (12 — t) YO 2 4 2B 6 | 4, (111829 4 45, (14.24) 12

=ty + (tatsn? — totin)a® + totsn®a® + titan'a® + 20t o'2.
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