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Résumé :

La dynamique de poutres réticulées périodiques constituées de cellules non contreventées est étudiée
avec la méthode d’homogénéisation des milieux périodiques discrets. Par rapport à des milieux massifs,
ce type de microstructure peut présenter un fort contraste entre les déformabilités de compression
et de cisaillement, ce qui génère une cinématique locale plus riche (rotation globale, déformation ou
résonance interne) selon la structure et la gamme de fréquence étudiées. Ces fonctionnements atypiques
sont décrits théoriquement et illustrés sur des exemples numériques et des structures réelles.

Abstract :

The dynamics of reticulated periodic beams made up of unbraced cells is studied through the homogeni-
zation method of periodic discrete media. Compared to massive media, this kind of microstructure may
present a large contrast between shear and compression deformabilities. This induces a richest local
kinematics (global rotation, inner deformation, inner resonance) according to the studied structure
and frequency range. These atypical behaviors are described theoretically and illustrated numerically
on real structures.

Mots clefs : dynamique ; homogénéisation ; milieux discrets

1 Introduction

Cet article traite du comportement dynamique de poutres réticulées périodiques. Supposant la taille
de la cellule constitutive petite devant la longueur d’onde, le macro-comportement est déterminé à
l’aide de la méthode d’homogénéisation des milieux périodiques discrets [3] qui permet une description
plus poussée du fonctionnement physique de la cellule que l’homogénéisation des milieux périodiques
continus [11], [6]. L’étude fait un usage systématique de l’analyse dimensionnelle [1], [8]. Elle est réalisée
sur le cas archétypique de cellules portiques non contreventées qui peuvent présenter un fort contraste
de déformabilité en cisaillement et en compression (contrairement aux milieux usuels ≪ massifs ≫).
Ceci ouvre la possibilité de cinématiques locales enrichies, introduisant des mécanismes de rotation
globale, de déformation interne ou de résonance interne (coexistence de dynamiques globale et locale)
selon la configuration étudiée et la gamme de fréquence, [5].

La partie 2 donne un aperçu de la méthode et des hypothèses. Les parties 3 et 4 détaillent les com-
portements vibratoires possibles en mode transversal et longitudinal. L’accent est mis sur les situa-
tions atypiques conduisant à des modes de giration et à des descriptions avec résonance interne. On
soulignera en particulier l’émergence d’une dynamique macroscopique non-newtonienne où la masse
effective, fonction de la fréquence, introduit des bandes de fréquences interdites, [4].

En dernière partie on expose une extension du modèle qui inclut le cisaillement des éléments de cellule
traités comme des poutres de Timoshenko. Une illustration est donnée pour un bâtiment réel sur lequel
des mesures accélérométriques ont permis d’identifier les caractéristiques modales.
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Figure 1 – Exemple de structure (gauche) et description des cinématiques transverse (milieu) et
longitudinale (droite)

2 Structures étudiées et méthode d’homogénéisation

Les structures étudiées sont constituées par l’empilement d’un grand nombre de portiques identiques
non contreventés (Fig 1). Ces derniers sont formés de plaques dont le comportement hors plan est décrit
par le modèle de poutre d’Euler-Bernoulli. Les plaques horizontales et verticales peuvent avoir des pro-
priétés mécaniques différentes. Comme les plaques sont encastrées entre elles, les mouvements de toutes
les extrémités connectées à un même nœud sont identiques et définissent les variables cinématiques
discrètes du système. Le mouvement dans le plan (e⃗1, e⃗2) de chaque niveau n est donc décrit par
six variables : les déplacements et rotations des deux nœuds. Ces variables peuvent être remplacées
par (i) trois variables associées au mouvement de corps rigide du niveau n : la rotation �(n), les
déplacements moyens, U(n) selon e⃗1 et V (n) selon e⃗2, et (ii) trois variables décrivant la déformation
du niveau n : la dilatation transverse Δ(n), les rotations moyennes et différentielles des nœuds, �(n)
et Φ(n) (Fig. 1). Du fait de la symétrie longitudinale, les cinématiques transversale et longitudinale
gouvernées respectivement par (U,�, �) et (V,Φ,Δ) sont découplées.

2.1 Homogénéisation

L’homogénéisation des systèmes réticulés périodiques procède en deux étapes [13]. Tout d’abord,
l’équilibre harmonique de la poutre d’Euler-Bernoulli est intégré pour condenser rigoureusement au
niveau des nœuds l’étude de l’équilibre dynamique de la structure. Ensuite, l’homogénéisation propre-
ment dite conduit au modèle continu. L’hypothèse clef est que la taille de la cellule ℓ est petite devant
la taille caractéristique L des vibrations de la structure, ainsi � = ℓ/L << 1. L’existence d’une échelle
macroscopique est traduite par la variable d’espace macroscopique x (selon la direction de périodicité
e⃗2). Les variables cinématiques discrètes sont alors considérées comme des valeurs particulières prises
par des fonctions continues de x, soit U�(xn) = U(niveau n). Ces fonctions, comme toutes les inconnues,
sont supposées converger lorsque � → 0, et sont remplacées par des développements asymptotiques
en fonction de �. Le ratio d’échelles � est également utilisé pour le développement en séries de Tay-
lor des efforts et la normalisation. Cette dernière étape consiste à peser selon les puissances de � les
caractéristiques géométriques et mécaniques des éléments ainsi que la fréquence. De cette manière,
chaque effet mécanique apparâıt au même ordre indépendamment de la valeur de � et la physique
locale est conservée dans le modèle homogénéisé. Enfin, tous les développements sont introduits dans
les équations d’équilibre des nœuds et l’ordre dominant fournit les équations d’équilibre du milieu
macroscopique. Les différents comportements présentés par la suite sont obtenus en jouant sur les
ordres de grandeurs des paramètres lors de la normalisation.

2.2 Quasi-statique ou dynamique locale

La séparation d’échelles requiert généralement un état local quasi-statique. Cela signifie que, lorsque
le système global est en régime dynamique, les longueurs d’onde de flexion et de compression générées
dans chaque élément sont beaucoup plus grandes que l’élément. Dans ce cas, les forces nodales peuvent
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être développées en séries de Taylor selon �. Toutefois, à plus hautes fréquences, il se peut que seules
les longueurs d’onde de compression soient beaucoup plus grandes que l’élément et qu’apparaisse une
résonance locale en flexion. Malgré tout, l’homogénéisation reste possible grâce au développement des
forces de compression, mais conduit à des descriptions atypiques avec dynamique interne.

3 Vibrations transversales

Selon les propriétés de la cellule, la méthode peut mettre en évidence deux types de vibrations trans-
verses associés à la nature de l’équilibre dynamique. Pour le premier type, qui correspond aux modes
≪ naturels ≫ de vibration, les forces élastiques horizontales équilibrent l’inertie de translation hori-
zontale. Pour le second type, le moment élastique équilibre l’inertie de rotation, ce qui conduit à des
modes de giration inhabituels.

3.1 Modes ≪ naturels ≫ - Poutre générique, [8]

La synthèse des différents comportements possibles montre que les modes ≪ naturels ≫ se développent
dans un état local quasi-statique. Par ailleurs, seuls trois mécanismes - flexion globale, cisaillement,
flexion interne - gouvernent la physique, chacun étant associé à une rigidité - EIM , K, et EI� res-
pectivement - qui se déduit des propriétés des éléments en statique. La méthode permet de construire
un modèle de poutre générique qui inclut ces trois mécanismes et implique les variables décrivant le
mouvement de corps rigide de la section U et �. Ce modèle est gouverné par une équation différentielle
de degré six qui généralise la dynamique des poutres classiques et des poutres sandwiches [10], [12] :

EI�EIM
K

U (6)(x)− (EI� + EIM )U (4)(x)− EIM
K

Λ!2U (2)(x) + Λ!2U(x) = 0 (1)

où Λ désigne la masse linéique macroscopique. Par dégénérescence, cette équation redonne les descrip-
tions plus classiques (Timoshenko, Euler-Bernoulli, cisaillement). Notons que pour les modes ≪ natu-
rels ≫, l’inertie de rotation de section n’apparâıt pas et que le cisaillement peut gouverner le compor-
tement de poutres réticulées élancées, contrairement aux poutres ≪ massives ≫.

Les mécanismes pilotant le comportement réel d’une structure donnée peuvent être identifiés via une
analyse dimensionnelle s’appuyant sur le modèle générique. En introduisant la taille caractéristique
de vibration L̃ (par exemple, pour le mode fondamental d’une poutre encastrée-libre, L̃ = 2H/�), le
changement de variables x = x/L̃ transforme (1) en :

C 
 U∗(6) − (1 + 
) U∗(4) − Ω2 U∗(2) +
Ω2

C
U∗ = 0 (2)

où par construction, les termes sans dimension notés par * sont O(1) et les paramètres sont :

C =
EIM

KL̃2
, 
 =

EI�
EIM

, Ω2 =
Λ!2L̃2

K
(3)

C et 
 pèsent respectivement les contrastes entre flexion globale et cisaillement, et entre flexions interne
et globale. Selon leur ordre de grandeur en puissance de �̃ = ℓ/L̃ = �/(2N), l’équation (2) dégénère
en des formes simplifiées. C et 
 constituent donc des critères d’identification permettant de recenser
sept comportements dont les domaines de validité (Fig. 2) sont caractérisés par les deux paramètres
x et y définis par C = �̃x et 
 = �̃ y.

3.2 Modes et poutre de giration

A plus hautes fréquences, les forces élastiques ne peuvent contrebalancer l’inertie de translation, de
sorte que la translation doit s’annuler. Cependant un nouvel équilibre dynamique est possible entre
le moment élastique et l’inertie de rotation. Le modèle atypique correspondant ne fait intervenir que
la rotation de section pilotée par un mécanisme de traction-compression opposée dans les éléments
verticaux. Les fréquences étant plus élevées, nous n’avons plus nécessairement un état quasi-statique
local et deux cas sont possibles, [5].
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Figure 2 – Gauche : domaines de validité des différents comportements pour les modes ≪ natu-
rels ≫ transverses. Droite : les 4 premiers modes de giration d’une poutre formée de 15 cellules

Etat quasi-statique local : L’équation d’équilibre (en moment) est du second degré. Les paramètres
sont les rigidités de flexion globale et de cisaillement déjà déterminées ainsi que l’inertie de rotation
de section usuelle J . Le modèle de poutre de giration s’écrit :

EIM �′′(x)−K �(x) + J !2�(x) = 0 (4)

On notera la présence du terme de source interne de moment lié au cisaillement de la cellule. Ce
modèle est illustré et confirmé numériquement sur une structure de N = 15 niveaux en Fig .2.

Dynamique interne : Dans ce cas la longueur d’onde de flexion est de l’ordre de la longueur des
éléments, mais la longueur d’onde de compression reste largement supérieure. Les efforts associés à la
flexion ne sont plus développés, ce qui interdit tout découplage entre termes élastiques et inertiels. Le
macro comportement reste gouverné par une équation différentielle du second degré de même allure
formelle que (4) mais il faut remplacer la rigidité de cisaillement K et l’inertie de rotation J par
une rigidité et une inertie effectives qui dépendent de la fréquence K(!) et J(!). De tels effets, qui
correspondent à une dynamique non-Newtonienne, apparaissent également en vibration longitudinale
et sont discutés dans le paragraphe suivant.

4 Vibrations longitudinales

Les vibrations longitudinales impliquent les variables (V,Φ,Δ), cf. Fig. 1 et présentent un moindre
degré de complexité car le principal mécanisme est la compression verticale de rigidité 2EA. Les
différences entre les modèles identifiés tiennent à la présence ou non d’une dynamique interne, [5].
Pour un état quasi-statique local, on obtient la description usuelle d’une poutre en compression :

2EAV ′′(x) + Λ!2V (x) = 0 (5)

La présence d’une dynamique interne se traduit par une masse apparente fonction de la fréquence
Λ(!) qui remplace la masse réelle Λ pour les mêmes raisons que celles mentionnées plus haut. Soient
Λw la masse linéique des éléments verticaux et Λf celle des éléments horizontaux, l’expression de la
masse apparente est :

Λ(!) = Λw + Λf  

(

!

!f1

)

avec  (!̂) =
8

3�
√
!̂
[

coth(3�4
√
!̂) + cot(3�4

√
!̂)
] (6)

A nouveau, la présence conjointe des dynamiques locale et globale fait passer d’une description new-
tonienne à l’echelle microscopique à une description non-newtonienne à l’échelle globale. L’étude de
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l’expression analytique de la masse apparente Λ(!) montre que [4] (i) Λ(!) → Λ lorsque ! → 0, et
(ii) ∣Λ(!)∣ → ∞ lorsque ! → !f2k+1

, où !f2k+1
sont les fréquences des modes impairs des éléments

horizontaux en flexion (cf. Fig. 3 tracée pour Λw = Λf ). Ceci induit une réponse anormale du système
au voisinage de ces fréquences !f2k+1

qui se traduit par des bandes de fréquences interdites.

Figure 3 – Effet de la résonance interne sur la masse apparente adimensionnelle : (1 +  ( !
!f1

))/2

5 Modélisation d’un bâtiment

Figure 4 – Vue générale (gauche) et plan d’un étage courant (droite) du bâtiment étudié

Les bâtiments ordinaires en béton étant souvent constitués par l’empilement d’un même étage, nous
proposons d’utiliser des modèles de poutre homogénéisés pour faciliter l’étude de leurs premiers modes
transverses (qui sont les plus sollicités par les séismes). La principale différence avec les portiques
considérés plus haut est la présence de murs voiles qui travaillent en flexion et en cisaillement dans
leur plan. C’est pourquoi l’étude par homogénéisation a été reprise en utilisant la poutre de Timoshenko
pour décrire le comportement des éléments. Cela a permis de construire un nouveau modèle générique
qui prend en compte un quatrième mécanisme : le cisaillement dans les murs voiles de rigidité Km. Ce
modèle est encore décrit par une équation différentielle de degré six :

EI�EIM
K

U (6)−
(

EI� + EIM − Λ!2 EI�EIM
KmK

)

U (4)−
(

EI�
Km

+EIM

(

1

Km
+

1

K

)

)

Λ!2U ′′+Λ!2U = 0

(7)
Il a été appliqué sur le bâtiment présenté sur la figure 4 qui a fait l’objet d’une campagne expérimentale
[9]. Le tableau 1 compare les fréquences propres des modes transverses selon y obtenues avec ce nouveau
modèle avec celles calculées à l’aide d’un modèle éléments finis complet de la structure ainsi qu’avec
les fréquences expérimentales [5]. Le modèle (7) fournit de très bonnes estimations des fréquences.
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Mesures Éléments finis Poutre homogénéisée

Mode fi ratio fi ratio fi erreur ratio
(Hz) fi/f1 (Hz) fi/f1 (Hz) (%) fi/f1

1 2,15 1 2,08 1 2,13 + 2,2 1
2 7,25 3,37 7,26 3,49 7,63 + 5,1 3,59
3 14 6,51 14,30 6,88 15,61 + 9,2 7,34

Table 1 – Fréquences propres dans la direction y

6 Conclusion
Les milieux réticulés possèdent une diversité de comportement beaucoup plus grande que les milieux
massifs. En particulier, les modes de giration ou l’apparition d’effet de dynamique interne sont impos-
sibles dans les poutres et matériaux usuels.

Ces résultats présentent de fortes analogies avec les théories des milieux continus généralisés [7] et
apportent des éléments nouveaux en dynamique des structures. Des comparaisons avec des calculs
numériques confirment la validité de ces développements [8]. Ces descriptions, formulées de manière
adimensionelle, offrent un cadre d’analyse pour explorer la dynamique de milieux réticulés à mor-
phologie plus complexe tels que les mousses, matières végétales, os, . . ., mais aussi la dynamique de
structures de grandes tailles telles que les bâtiments, [2]. Enfin, l’exploitation des propriétés atypiques
pourrait conduire à la réalisation de milieux à propriétés inhabituelles pour l’acoustique.
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