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Comportement asymptotique des solutions d’une équation
quasilinéaire avec une condition de Robin sur le bord.

Michèle GRILLOT1 Philippe GRILLOT1

Résumé : Dans ce travail nous étudions le comportement asymptotique des solutions d’une
équation parabolique quasilinéaire ∂u/∂t−∆pu = a(x)|u|q−1u dans (0, T )×Ω avec une condition
dite de Robin sur le bord ∂u/∂ν|∇u|p−2 = b(x)|u|r−1u dans (0, T ) × ∂Ω où Ω est un ouvert
régulier et borné de IRN , N ≥ 3, q > 1, r > 1 et p ≥ 2. Des conditions suffisantes sur a et b nous
permettent d’assurer le caractère borné ou bien l’explosion en temps fini des solutions.

Mots clés : équations aux dérivées partielles, équations paraboliques quasiliéaires, explosion,
comportement asymptotique, condition de Robin au bord.

1 Introduction

Soit Ω un domaine borné de IRN , N ≥ 3, q > 1, r > 1 et p ≥ 2. Nous considérons une fonction
continue a sur Ω et une fonction continue b sur ∂Ω, la frontière de Ω. Nous étudions les solutions
de l’équation suivante :

∂u

∂t
−∆pu = a(x)|u|q−1u (1)

dans (0, T ) × Ω où ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) désigne le p-laplacien de u, avec la contrainte sur le
bord dite condition de Robin :

∂u

∂ν
|∇u|p−2 = b(x)|u|r−1u (2)

in (0, T ) × ∂Ω where ∂u/∂ν désigne la dérivée normale de u sur ∂Ω, ν est la normale extérieure
de ∂Ω.

Nous donnons des conditions suffisantes qui distingueront les solutions de (1)-(2) entre celles
qui restent bornées et celles qui exploseront . Ces conditions dépendent de a, b, p, q et r. Enfin dans
des cas bien précis nous donnerons le comportement asymptotique des solutions. Une fonction u
de (t, x) est dite fonction classique dans (0, T )×Ω si u est uniformément continue sur l’adhérence
de l’ensemble (0, T )×Ω et les fonctions ∂u/∂t, ∂u/∂xi et ∂2u/∂x2

i sont continues dans (0, T )×Ω.
Les problèmes liés à l’existence des solutions de (1)-(2) apparaissent dans de nombreuses

branches des mathématiques pures et appliquées et ont été étudiés par de nombreux auteurs
dans des cas particuliers, par exemple dans [3], [6], [8] et [15] pour a = constante, b = 0 et p = 2;
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[5] pour a ≤ −a0 < 0, b ≥ 0, p = 2 et u(0, .) est assez petit; [11] pour b = 0 et p = 2 et dans
d’autres cas particuliers.

Les problèmes concernant les comportements asymptotiques des solutions de (1)-(2) ont été
étudiés dans des cas bien spécifiques : voir [1] et [14] pour a = constante, b = 0 et p = 2 et [11]
pour a ≤ 0, b = 0 et p = 2.

Plus récemment, dans le cas ellipitique le problème a été étudié, voir [4].

Le premier résultat exposé ici concerne des conditions portant sur a et b qui font que toute
solution de (1)-(2) explose en temps fini. Le résultat est le suivant :

Théorème 1 On suppose que l’une des conditions suivantes est satisfaite :
(H1) q = r et

∫
Ω a(x) dx+

∫
∂Ω b(x)dσ > 0

ou (H2) q 6= r,
∫

Ω a(x) dx > 0 et b ≥ 0
ou (H3) q 6= r,

∫
∂Ω b(x) dσ > 0 et a ≥ 0.

Alors il n’existe pas de solution positive de (1)-(2) sur (0,∞)× Ω.

Si nous ajoutons une hypothèse sur u, nous pouvons étendre ce résultat :

Théorème 2 Supposons a et b non identiquement égales à zéro et supposons que l’une des con-
ditions suivante est réalisée

(H1’) q = r et
∫

Ω a(x) dx+
∫
∂Ω b(x)dσ = 0

ou (H2’) q 6= r,
∫
Ω a(x) dx = 0 et b ≥ 0

ou (H3’) q 6= r,
∫
∂Ω b(x) dσ = 0 et a ≥ 0.

Alors il n’existe pas de solution positive bornée de (1)-(2) sur (0,∞)× Ω.

La condition naturelle
∫
Ω a(x) dx+

∫
∂Ω b(x)dσ < 0 est étudiée. Malheureusement cette condi-

tion n’assure pas l’existence de solution globale des solutions de (1)-(2). Nous proposerons alors
des conditions particulières portant sur a et b de sorte que

∫
Ω a(x) dx +

∫
∂Ω b(x)dσ < 0 et que la

solution de (1)-(2) explose en temps fini. Ce résultat repose essentiellement sur une estimation de
type Keller-Osserman qui est une extension du résultat de [10]:

Proposition 1 On suppose p ≥ 2, q > p−1 (aucune condition sur r) et qu’il existe une constante
a0 > 0 telle que pour tout x ∈ Ω : a(x) ≤ −a0, alors il existe une constante C = C(p, q,N) > 0
telle que pour toute solution u de (1)-(2) définie sur l’ensemble (0, T ) × Ω et pour tout (t, x) ∈
(0, T )× Ω :

|u(t, x)| ≤ C
[
a
− 1
q−p+1

0 d(x)−
p

q−p+1 + a
− 1
q−1

0 t−
1
q−1

]
. (3)

où d(x) désigne la distance de x à la frontière de Ω.

Il en découle alors le résultat suivant :

Corollaire 1 On suppose p ≥ 2, q > max(p− 1, r) et q(p− 1) < p(r − 1) + 1, alors il existe des
fonctions a and b telles que

∫
Ω a(x) dx +

∫
∂Ω b(x)dσ < 0 pour lesquelles il n’existe pas de solution

positive de (1)-(2) sur (0,∞)× Ω.
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Enfin dans une dernière partie nous nous placerons dans le cas
∫

Ω a(x) dx +
∫
∂Ω b(x)dσ < 0,

avec a ≤ 0 et b ≤ 0. Dans ce cas, nous pouvons comparer les solutions de (1)-(2) avec celles
correspondant à l’équation de la chaleur quasilnéaire. Notons au passage que toute solution de
(1)-(2) est alors globale. Nous proposerons alors quelques résultats qui décrivent le comportement
asymptotique des solutions. Nous commencerons par montrer que u tend vers 0 lorsque t tend
vers l’infini dans le cas p > 2. (see [13] quand p = 2). Pour une démonstration de ces derniers
résultats, on peut se reporter à [9].

Proposition 2 On suppose p ≥ 2, r > 1, (pas de condition sur q), a ≤ 0 et b ≤ 0 avec b non
identiquement nulle (a pouvant être identiquement nulle). Soit u une solution de (1)-(2) dans
(0,∞)× Ω. Alors

lim
t→+∞

u(t, x) = 0 (4)

uniformément sur Ω.

Pour cela nous donnons une estimation a priori :

Proposition 3 On suppose que p ≥ 2, r > p − 1 ( pas de condition sur q), a ≤ 0 et b ≤ 0 et b
non identiquement égale à zéro (a pouvant être indentiquement égale à zéro ). Soit u une solution
de (1)-(2) dans (0,+∞) × Ω. Alors il esiste un réel t0 > 0 et une constante C > 0 tels que pour
tout (t, x) ∈ (t0,∞)× Ω :

|u(t, x)| ≤ Ct−
1
r−1 .

Cependant si q ≥ r, nous obtenons :

|u(t, x)| ≤ Ct−
1
r−1 ≤ Ct−

1
q−1 .

Dans ce cas les deux principaux résultats sont les suivants :

Théorème 3 On suppose p ≥ 2, q = r > p−1, a ≤ 0 et b ≤ 0 et b non identiquement égale à zéro
(a pouvant être identiquement nulle). Soit u une solution positive de (1)-(2) dans (0,+∞) × Ω.
Alors

lim
t→+∞

t
1
q−1u(t, x) = L(r, a, b)

uniformément dans Ω où

L(r, a, b) =

(
r − 1

|Ω|

(
−
∫

Ω
a(x)dx−

∫
∂Ω
b(x)dx

))− 1
r−1

(5)

et |Ω| =
∫

Ω dx.

Théorème 4 On suppose p ≥ 2, q > r > p − 1, a ≤ 0 et b ≤ 0 et b non identiquement égale à
zéro (a pouvant être identiquement nulle) . Soit u une solution positive de (1)-(2) dans (0,∞)×Ω.
Alors

lim
t→+∞

t1/(r−1)u(t, x) = L(r, b) (6)
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uniformément dans Ω où

L(r, b) =

(
1− r
|Ω|

(∫
∂Ω
b(x)dσ

))− 1
r−1

. (7)

Enfin dans le cas p = 2 nous pouvons établir le comportement asymptotique pour des solutions
dont le signe peut varier.

Théorème 5 On suppose que p = 2, q = r, a ≤ 0 et b ≤ 0 et b non identiquement égale à zéro
(a pouvant être identiquement nulle) . Soit u une solution positive de (1)-(2) dans (0,∞) × Ω.
Alors t1/(r−1)u(t, x) converge uniformément dans Ω vers l lorsque t tend vers l’infini avec l ∈
{0, L(r, a, b),−L(r, a, b)}.

Théorème 6 On suppose que p = 2, q > r > 1, a ≤ 0 et b ≤ 0 et b non identiquement
égale à zéro (a pouvant être identiquement nulle) . Soit u une solution positive de (1)-(2) dans
(0,∞)× Ω. Alors t1/(r−1)u(t, x) converge uniformément dans Ω vers l lorsque t tend vers l’infini
avec l ∈ {0, L(r, b),−L(r, b)}.

2 Les cas d’explosion des solutions

Commençons par la preuve des théorèmes 1 et 2. Une idée classique dévelopée par [11] est ici
adaptée.

Preuve du théorème 1 : Soit u une solution de (1)-(2) dans (0, T )× Ω. Mutiplions l’équation
(1) par u−r, puis intégrons sur (0, s)× Ω avec s < T et enfin utilisons la formule de Green, nous
obtenons∫

Ω
u1−r(s, x) dx =

∫
Ω
u1−r(0, x) dx + r(1− r)

∫ s

0

∫
Ω
|∇u|p(t, x)u−1−r(t, x) dx dt

+ (1− r)s
(∫

∂Ω
b(x) dσ

)
+ (1− r)

∫ s

0

∫
Ω
a(x)uq−r dx dt.

Si nous supposons (H1), alors∫
Ω
u1−q(s, x) dx =

∫
Ω
u1−q(0, x) dx + q(1− q)

∫ s

0

∫
Ω
|∇u|p(t, x)u−1−q(t, x) dx dt

+ (1− q)s
(∫

∂Ω
b(x) dσ +

∫
Ω
a(x) dx

)

≤
∫

Ω
u1−q(0, x) dx + (1− q)s

(∫
∂Ω
b(x) dσ +

∫
Ω
a(x) dx

)
. (8)

En faisant tendre s vers l’infini dans (8) nous obtenons une contradiction. La solution u explose
donc en temps fini. Lorsque l’hypothèse (H2) ou (H3) est satisfaite nous procédons de manière
similaire.

Remarque : De l’inégalité (8) nous déduisons une estimation du temps d’explosion :

T ′ <
(∫

Ω
u1−q(0, x) dx

)(
(q − 1)

(∫
∂Ω
b(x) dσ +

∫
Ω
a(x) dx

))−1

.
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Preuve du théorème 2 : Etape 1 On suppose qu’il existe une solution continue positive non
identiquement nulle v de  −∆pv = a(x)vq in Ω

∂v

∂ν
|∇v|p−2 = b(x)vr sur ∂Ω.

(9)

Le principe du maximum fort assure que la solution v est positive. D’autre part, en multipliant
(9) par v−q la formule de Green couplée à la condition de Robin (9) entrâıne :∫

Ω
|∇v|p−2∇v(x)∇(v−q)(x) =

∫
∂Ω
b(x)vr−qdσ +

∫
Ω
a(x) dx .

Si l’on suppose l’hypothèse (H1’), alors

−q
∫

Ω
|∇v(x)|p v−1−q(x) dx = 0 .

Puisque l’équation (9) ne possède que la solution nulle, on conclut qu’il n’existe pas de solution
continue positive non nulle de (9). On procède de façon similaire si l’on suppose (H2’) or (H3’).

Etape 2 On suppose que u est une solution positive bornée de (1)-(2) sur (0,∞) × Ω. Dans ce
cas nous montrons qu’il existe une suite (tn) qui tend vers l’infini telle que t u(tn, .) converge vers
0 dans C(Ω).
Puisque 0 < u(t, x) ≤ M1 pour tout (x, t) ∈ (0,∞) × Ω pour une contante M1 > 0, la théorie
standard des équations quasilinéaires [12] entrâıne ‖u‖

Cα,
α
2 ([T−1,T+1]×Ω)

≤M2 pour tout T ≥ 2 où

M2 > 0 et α ∈ (0, 1). Ainsi, l’ensemble ω-limite, ensemble des trajectoires de u in C(Ω), défini
par :

Γ+ =
⋂
t>0

(⋃
τ>t

{u(τ, .)}
C(Ω)

)
,

est non vide. En multipliant (1) par v = ∂u/∂t, puis en intégrant sur (ε, t)×Ω pour 0 < ε < t et
en apliquant la formule de Green, on en déduit :

∫ t

ε

∫
Ω

(
∂u

∂t

)2

(t, x) dxdt+
1

p

∫ t

ε

∫
Ω

∂

∂t
|∇u|p(s, x) dxdt−

∫ t

ε

∫
∂Ω
b(x)ur(s, x)v(s, x) dσdt

=
∫ t

ε

∫
Ω

∂

∂t

(
a(x)

q + 1
uq+1(s, x)

)
dxdt

cependant
∫ t

ε

∫
Ω

(
∂u

∂t

)2

(s, x) dxdt =[∫
Ω

(
−1

p
|∇u|p(s, t) +

a(x)

q + 1
uq+1(s, x)

)
dx

]t
ε

+

[∫
∂Ω
b(x)

ur+1(s, x)

r + 1
dσ

]t
ε

.

Comme u(t, .) est bornée dans W 1,p(Ω) ∩ C(Ω) indépendamment de t ≥ ε, on en déduit que∫∞
ε

∫
Ω

(
∂u
∂t

)2
(s, x) dxdt est fini. Il existe donc une suite (tn) tendant vers l’infini et une fonction con-

tinue positive w solution faible de (9) telle que lim
tn→∞

∂u
∂t

(tn, .) = 0 in L2(Ω) et lim
tn→∞

u(tn, .) = w(.)

uniformément dans Ω. L’étape 1 assure alors que w = 0.
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Etape 3 Comme dans la preuve du théorème 1, en multipliant l’équation (1) par u−q et en
intégrant sur (0, tn) × Ω, la formule de Green ainsi que les conditions portant sur les fonctions a
et b entrâınent :

1

q − 1

∫
Ω
u1−q(0, x) dx ≥ 1

q − 1

∫
Ω
u1−q(tn, x) dx +

∫ tn

0

∫
∂Ω
b(x)ur−q(t, x) dσ dt + tn

∫
Ω
a(x) dx.

(10)
Lorsque les hypothèses (H1’) où (H2’) sont satisfaites, alors le second membre de l’équation (10)
tend vers l’infini d’après l’étape 2. Ces contradictions entrâınent qu’il n’existe pas de solution
globale positive. Le cas (H3’) est similaire au précédent.

3 La cas où :
∫
∂Ω
b(x)dσ +

∫
Ω
a(x)dx < 0

Preuve de la proposition 1 : Soit x0 ∈ Ω et t1 > 0. Soit k = d2(x0)/t1 et r = |x − x0|. On
introduit la fonction w définie dans D := {(x, t) tel que |x− x0|2 < kt, 0 < t ≤ t1} par :

w(t, x) =
C

(kt− r2)
p

q−p+1

avec C > 0 une constante à déterminer telle que w soit une sur-solution de (1) dans D. Par
définition w = ∞ sur la frontière parabolique de D. D’un autre côté, puisque a ≤ −a0 < 0, un
calcul direct nous donne :

∂w

∂t
−∆pw − a(x)|w|q−1w ≥ C(kt− r2)−

qp
q−p+1 ×

[
a0C

q−1 − pk

q − p+ 1
(kt− r2)

q(p−1)−1
q−p+1

−
(

2p

q − p+ 1

)p−1

Cp−2rp−2

[
(p− 1 +N)(kt− r2) +

2qp

q − p+ 1
r2

] .
Puisque kt− r2 ≤ kt ≤ kt1 = d2(x0) et r = |x− x0| ≤ d(x0), nous obtenons :

∂w

∂t
−∆pw − a(x)|w|q−1w ≥ C(kt− r2)−

qp
q−p+1×

a0C
q−1

3
− p

q − p+ 1

d(x0)2+2
q(p−1)−1
q−p+1

t1

+
a0C

q−1

3
−
(

2p

q − p+ 1

)p−1

(p− 1 +N)Cp−2d(x0)p

+
a0C

q−1

3
−
(

2p

q − p+ 1

)p−1

Cp−2

(
2pq

q − p+ 1

)
d(x0)p

 .
Choisissons maintenant la constante C de sorte que
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Cq−1 ≥ 3

a0

p
q−p+1

d(x0)
2p(q−1)
q−p+1

t1

Cq−p+1 ≥ 3
a0

(
2p

q−p+1

)p−1
(N + p− 1)d(x0)p

Cq−p+1 ≥ 3
a0

(
2p

q−p+1

)p
qd(x0)p.

(11)

Finalement il existe une constante C > 0 de la forme :

C = K(q, p,N)
[
a
− 1

(q−1)

0 d(x0)
2p

q−p+1 t
− 1

(q−1)

1 + a
− 1
q−p+1

0 d(x0)
p

q−p+1

]
telle que w soit une sur-solution de (1). Le principe du maximum fort entrâıne que pour tout
(t, x) ∈ D :

u(t, x) ≤ w(t, x)

et en particulier :

u(t1, x0) ≤ K(q, p,N)
[
a
− 1
q−1

0 t
− 1
q−1

1 + a
− 1
q−p+1

0 d(x0)−
p

q−p+1

]
.

On procède de la même manière pour −u et nous obtenons (3).

Preuve du corollaire 1 : Soit u une solution positive de (1)-(2) dans (0, T )×Ω. En multipliant
l’équation (1) par u−r et en intégrant sur (η, s) × Ω avec 0 < η < s < T , nous obtenons comme
en section 1 :

1

r − 1

∫
Ω
u1−r(s, x)dx =

1

r − 1

∫
Ω
u1−r(η, x)dx

−r
∫ s

η

∫
Ω
|∇u|p(t, x)u−1−r(t, x)dxdt− (s− η)

∫
∂Ω
b(x)dσ −

∫ s

η

∫
∂Ω
a(x)uq−r(t, x)dxdt. (12)

Puisque q > r, si la fonction a satisfait pour tout x ∈ Ω :

−a1 = min
Ω
a ≤ a(x) ≤ −a0 (13)

avec a0 > 1 alors la proposition 1 implique :

−a(x)u(t, x)q−r ≤ C̃a1a
− q−r
q−1

0

(
d(x)−

p
q−p+1 + η−

1
q−1

)q−r
(14)

avec
∫

Ω
d(x)−

p(q−r)
q−p+1dx <∞ pour p, q et r tels que p(q−r)

q−p+1
< 1 i.e p(q − r) < q − p+ 1 ou q(p− 1) <

p(r − 1) + 1. On en déduit d’après (12) que

1

r − 1

∫
Ω
u1−r(s, x)dx ≤ 1

r − 1

∫
Ω
u1−r(η, x)dx− (s− η)

[∫
∂Ω
b(x)dσ − Ca1a

− q−r
q1

0

]
. (15)

Cela revient à prouver que l’on peut trouver des fonctions a et b telles que :∫
∂Ω
b(x)dσ +

∫
Ω
a(x)dx < 0, (16)
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∀x ∈ Ω : −a1 ≤ a(x) ≤ −a0 avec a0 > 1 (17)

et ∫
∂Ω
b(x)dσ − Ca1a

− q−r
q−1

0 > 0. (18)

Si (18) est vérifiée, alors nous obtenons une contradiction lorsque s tend vers l’infini dans (15) ce
qui prouve le corollaire. Les conditions (16)-(18) sont satisfaites si (17) et la condition suivante
est vérifiée :

Ca1a
− q−r
q−1

0 <
∫
∂Ω
b(x)dσ < a0|Ω| ≤ −

∫
Ω
a(x)dx (19)

on peut donc prendre a1 = 2a0 et a0 suffisamment grand de sorte que 2Ca
−(q−r)/(q−1)
0 < |Ω|. Enfin

en choisissant a et b afin que (19) soit satisfaite la fin de la preuve du corollaire est complète.
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