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Résumé Dans cet article, on examine les solutions de propagation
d’une généralisation par Benney de l’équation de Kuramoto-Sivashinsky.
On montre que le terme introduit par Benney a une action stabilisa-
trice sur les solutions.
Mots clés Système dynamique, chaos, explosion en temps fini des
solutions d’EDO.

1 Introduction

L’équation de Kuramoto-Sivashinski (KS) a été l’objet de nombreuses
recherches tant analytiques que numériques. En particulier, l’équation (KS)
fut introduite par Kuramoto [1] en dimension un pour l’étude de la turbu-
lence de phase dans les réactions chimiques. Sivashinsky [2] a obtenu cette
équation dans le contexte d’instabilités thermo-diffusives pour des fronts de
flammes laminaires. L’équation (KS) a aussi été étudiée pour décrire les
problèmes d’instabilité des surfaces solides [3]. De ce point de vue, on peut
la considérer comme une généralisation de l’équation KPZ [4]. On remar-
quera que les solutions stationnaires de l’équation sont liés à un flot hamil-
tonien [5]. Quand on examine les solutions de propagation des équations
d’évolution impliquant à la fois non-linéarité, dissipation, dispersion et in-
stabilité, on doit prendre en compte les termes de dérivées d’ordre trois.
C’est précisément le but d’une équation introduite initialement par Benney
[6] qui implique les dérivées partielles à tous les ordres jusqu’à l’ordre quatre.
Cette équation d’évolution avait été introduite par Benney pour décrire la
dynamique non-linéaire d’un fluide s’écoulant sur un plan incliné.

Dans cet article nous nous intéresserons aux solutions de propagation de
l’équation générale que l’on désignera sous le nom d’équation de Kuramoto-
Sivashinsky-Benney (KSB) qui s’écrit :

∂tu+ u∂xu+ α∂xu+ β∂xxu+ γ∂xxxu+ ∂xxxxu = 0, (1)

où une loi d’échelle sur les variables dépendantes et indépendantes impose
l’existence d’au moins deux paramètres. C’est la raison pour laquelle nous
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imposerons la co-dimension deux (β et γ), car le paramètre α disparaitra
dans la recherche de solution de propagation.

On remarquera qu’en posant u(x, t) = −∂xh, nous pouvons aussi bien
considérer l’équation au potentiel associée :

∂th−
1

2
(∂xh)

2 + α∂xh+ β∂xxh+ γ∂xxxh+ ∂xxxxh = 0. (2)

L’article se déroulera de la façon suivante. Dans le paragraphe qui suit
on établira le système dynamique associé à l’équation de propagation issue
de l’Eq.(1). Le paragraphe trois étudiera le comportement chaotique de ce
système dynamique. Dans le dernier paragraphe, nous examinerons la sta-
bilisation des solutions de l’équation de Kuramoto-Sivashinsky (i.e. le cas
γ = 0) et l’influence de γ 6= 0 comme paramètre de stabilisation.

2 Solution de propagation de l’équation KSB -

Étude d’un système dynamique

Nous recherchons des solutions impliquant la variable galiléenne ξ =
x− ct, conduisant à partir de l’Eq.(1) à

−c∂ξu+ u∂ξu+ α∂ξu+ β∂ξξu+ γ∂ξξξu+ ∂ξξξξu = 0,

c’est à dire à l’équation différentielle ordinaire :

u′′′′ + γu′′′ + βu′′ + (u− c+ α)u′ = 0,

que l’on intègre une première fois en posant w = u− c+ α :

w′′′ + γw′′ + βw′ +
1

2
w2 = K, (3)

où K est une constante d’intégration. On notera que dans le cas des condi-
tions aux limites w, w′, w′′, w′′′ → 0 quand ξ → ±∞, alors K = 0.

Sans perte de généralité, nous travaillerons alors avec l’équation :

X ′′′ + γX ′′ + βX ′ +X2 = 1. (4)

Cette équation appartient à la famille des systèmes dynamiques les plus
simples, tel que les a décrites Sprott. En effet dans un travail numérique
extensif, Sprott [9] a découvert 19 cas d’équations algébriquement simples
en dimension trois qui ont des comportement chaotiques. L’Eq.(4) est fonc-
tionnellement équivalente au cas “S” de Sprott, comme il l’a mentionné lui
même dans [10], cf aussi dans [11].

Dans ce qui suit nous allons nous intéresser à des solutions qui ont un
comportement chaotique lorsque l’on fait évoluer les paramètres β et γ.
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L’Eq.(4) peut s’écrire comme le flot :

φ :







ẋ = y
ẏ = z
ż = 1 −γz − βy − x2

où nous avons fait l’usage des notations habituelles pour les systèmes dyna-
miques. Nous ne considèrerons ici que les valeurs positives des paramètres
β et γ.

Comme nous avons divφ = −γ, alors le flot φ est contractant : γ possède
la signification d’un paramètre de dissipation. En accord avec le théorème de
Liouville, quand γ s’annule le flot devient hamiltonien [5]. Il y a deux points
fixes P± : x = ±1, y = z = 0. Lorsque les solutions sont linéarisées autour
de ces points fixes, on obtient les équations caractéristiques correspondantes
aux valeurs propres :

λ3 + γλ2 + βλ± 2 = 0. (5)

Le point fixe P− est toujours instable, aussi on considérera maintenant que le
cas du point P+. Nous avons tracé sur la Fig.(1) plusieurs régions décrivant
la nature des racines de l’équation caractéristique pour P+ dans le plan
des paramètres. L’hyperbole γβ = 2 sépare le plan des paramètres en deux
régions. Sous cette hyperbole, il y a une racine réelle négative et une paire
de racines complexes conjuguées avec une partie réelle positive.
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Figure 1 – Nature des racines de l’équation caractéristique dans le plan
des paramètres pour le point fixe P+. Les symboles ont la signification de la
position des racines dans le plan complexe. Les lignes pointillées séparent les
régions où le discriminant de la cubique (5) conduit à des racines réelles.
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Nous pouvons nous attendre à une bifurcation quand la valeur du pa-
ramètre traversera cette courbe. En fait pour un γ donné et une valeur
décroissante de β le système passe d’un point fixe qui est un foyer stable à
un col. Les courbes en pointillés correspondent à une valeur nulle du discri-
minant de la cubique Eq.(5).

Considérons la valeur particulière γ = 2−2/3 qui correspond à un com-
portement typique de ce système. Une bifurcation de Hopf apparâıt pour la
valeur β = 25/3, puis nous observons un dédoublement de période non loin
de la valeur β = 1.862. Sur la Fig.(2) nous présentons un attracteur étrange
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Figure 2 – Attracteur étrange pour les valeurs γ = 2−2/3 et β = 1.59.

qui apparâıt pour la valeur β = 1.59. Pour des valeurs de β inférieures à
1.563, le flot devient instable à cause de l’influence du point fixe P−. De fait
la fenètre avec un comportement chaotique du système est plutôt étroite.
Pour la valeur particulière de γ = 2−2/3, nous trouvons 1.563 < β < 1.726.
De plus ce comportement chaotique peut également disparâıtre quand on
change la valeur de γ. La Fig.(3) donne un diagramme de bifurcation pour
la valeur de γ = 2−2/3.

Pour conclure ce paragraphe, nous avons analysé le plan β–γ et nous
résumons ces résultats sur la Fig.(4). Ce plan peut être séparé en quatre
régions distinctes. La première (a) correspond aux trajectoires qui spiralent
vers le foyer stable P+. La deuxième région (b) à un cycle limite. Dans la
région étroite (c), on peut observer des cascades de dédoublements, mais
également du chaos. Dans la dernière région (d), les trajectoires deviennent
instables à cause de l’influence du point fixe P−.
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Figure 3 – Diagramme de bifurcation pour la valeur de γ = 2−2/3.
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Figure 4 – Le plan β–γ. Dans la région (a), la trajectoire dans l’espace
des phases tend vers le foyer stable P+. La région (b) correspond à des
cycles limites. Dans la region (c), on peut observer des dédoublements de
périodes mais également des mouvements chaotiques. Dans la région (d), le
mouvement devient instable.

3 Stabilisation des solutions de l’équation de Kuramoto-

Sivashinsky

L’équation de Kuramoto-Sivashinsky (Eq.(4) avec γ = 0) est connue
pour avoir des solutions instables comme on peut le voir sur la Fig.(5). En
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fait, l’Eq. (4) et le flot φ associé peut être réécrit







ẋ = y
ẏ = z
ż = −βy − 2x− x2

en utilisant la transformation x 7→ x + 1. Mais ce système n’appartient
pas aux deux classes de systèmes minimaux ayant des solutions chaotiques
comme identifiés par Malasoma [17]. En réalité, pour un jeu de conditions
initiales données, la trajectoire dans l’espace des phases visitera le voisinage
d’un tore instable T2. Au final, la trajectoire est éjectée loin de ce tore quand
le système s’approche trop près du point fixe instable P−. Dans l’appendice,
nous étudierons le cas particulier β ≫ 1. En réalité, il y a deux fréquences
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Figure 5 – Explosion en temps fini de la solution et trajectoire typique dans
l’espace des phases quand γ = 0.

caractéristiques pour cette trajectoire : une composante haute fréquence
lorsque la trajectoire visite la face externe du tore et un mouvement basse
fréquence lors des passages à l’intérieur du tore entre les deux points fixes
P±. La trajectoire explose quand l’influence attractive de P+ est dominée
par l’effet répulsif deP−. Si maintenant nous introduisons un terme dissipatif
(γ 6= 0), on observe que le tore instable T2 s’écroule sur un cycle limite de
période 1, c’est à dire un tore T1 (cf Fig. (6)), et ce même pour des faibles
valeurs de γ.

Ce résultat nous conduit à la conjecture :
Conjecture : Théorème de stabilisation

Pour un ensemble de conditions initiales données et un β0 donné, pour tout
β > β0, il existe une valeur de γ = γ0 tel que le tore instable T2 collapse en
un cycle limite stable (tore T1).
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Figure 6 – Stabilisation de la trajectoire dans l’espace des phases quand
β = 6 et γ = 0.001.

4 Conclusion

Dans cet article, nous nous sommes intéressé aux solutions de propaga-
tion de l’équation de Kuramoto-Sivashinsky-Benney. L’équation différentielle
ordinaire appartient à la famille des systèmes dynamiques simples produisant
du chaos et ne dépendant que de deux paramètres. Par ailleurs nous avons vu
que le terme additionnel introduit par Benney avait un effet de stabilisation
sur les solutions de l’équation de Kuramoto-Sivashinsky. Si les attracteurs
chaotiques de nature toröıdal ont souvent été observé dans des systèmes dy-
namiques de plus grandes dimensions, c’est toujours une question ouverte
qu’un système autonome de dimension 3 produise un tel attracteur sans qu’il
y ait une symétrie sous-jacente.
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Appendice

Explosion en temps fini des solutions quand γ = 0 et β ≫ 1
En accord avec Gorielly et Hyde [18], nous définirons l’explosion en temps
fini d’une solution d’un système dynamique x(t), pour la condition initiale
x(0) = x0, s’il existe un temps t∗ tel que

∀M > 0 ∃ε > 0, |t− t∗| < ε, t 6= t∗ =⇒ ‖x(t)‖ > M

où ‖ . ‖ est une norme de ℓp.
Considérons l’équation de Kuramoto-Sivashinsky sous la forme : x′′′ +

βx′ + x2 − 1 = 0 et une loi d’échelle sur le temps généralisé t → t̄/λ. Cette
équation devient λ3x′′′+βλx′+x2−1 = 0, où la dérivée est prise par rapport
à t̄. Maintenant posons λ = 1/β, conduisant à x′′′ + β3(x′ + x2 − 1) = 0.
Ainsi dans la limite des grandes valeurs de β, le terme dominant est décrit
par l’équation de Riccati x′+x2−1 = 0, à condition que par exemple ‖x′′′‖2ℓ
soit uniformément fini par rapport à β. Mais la solution de cette équation
de Riccati s’écrit

x(t̄) =
αe2t̄ − 1

αe2t̄ + 1
,

où la constante d’intégration α est liée à la condition initiale x(0) = x0 6= ±1
par :

α =
1 + x0
1− x0

.

Alors la solution s’écrit à présent

x(t̄) =
x0+1
x0−1e

2t̄ + 1
x0+1
x0−1e

2t̄ − 1
,

et il existe un temps t̄∗ = 1
2 ln

x0−1
x0+1 pour lequel |x(t̄)| tend vers l’infini avec

la condition x0 < −1, et t̄∗ > 0.
Dans ce cas, si |t̄− t̄∗| < 1/M = ε, alors |x(t̄)| > M , qui est obtenu par

un développement de Taylor des exponentielles dans x(t̄) autour de t̄∗. En
réalité la solution x(t) peut s’écrire quand t̄ → t̄∗ comme :

x(t̄) =
e2(t̄−t̄∗) + 1

e2(t̄−t̄∗) − 1
∼

1

t̄− t̄∗
,

Et finalement en rétablissant le changement d’échelle, on obtient la propo-
sition :
Proposition Pour une condition initiale x0 < −1 et β → ∞, la solution
de l’équation de Kuramoto-Sivashinsky x(t) explose en un temps fini donné
par t∗ = β

2 ln
x0−1
x0+1 .
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