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A-111-1 Vodovody

Usek miest, ktoré st spojené dokopy vodovodom a maji v stcéte nezaporni produkciu budeme v tomto
vzorovom rieSeni volat okres. Cena okresu bude rovna suctu cien potrubi, ktoré ho spajaju dokopy. Nasim
cielom je teda rozdelif kralovstvo na niekolko okresov tak, aby stcet ich cien bol najmensi mozny.

Urcenie produkcie Gseku miest a ceny ich spojenia

Pocdas hladania optimélneho rieSenia sa nam uréite zide vediet efektivne urcit pre dany tisek miest, ¢i maju
v stiéte nezaporni produkeiu (t.j. ¢i mozu tvorit okres) a ak ano, kolko nas bude stat ich spojenie dokopy.

Na toto st vybornym néstrojom prefixové sicty. Oznacme p(i) celkovi produkeiu prvych ¢ miest a é(¢) cenu
za postavenie prvych i ciest. Specidlne teda p(0) = ¢(0) = 0. Prefixové sucty vieme lahko vypoéitat v linedrnom
¢ase: napr. konkrétnu hodnotu p(i) vieme urcit ako p(i — 1) + p;.

Pomocou tychto prefixovych stétov vieme potrebné tdaje pre Tubovolny tsek vypocitat v konstantnom
Case: Majme tsek tvoreny mestami od a po b vratane. Celkovi produkciu tohoto tiseku mozeme vyjadrit ako
p(b) — p(a — 1). Ak je tato hodnota nezdpornd, mé zmysel sa pozriet na to, kolko by néas stélo z daného useku
vyrobif okres. Tato cenu (t.j. celkovii cenu za postavenie spravnych b — a kusov potrubia) vieme vypoéitat ako
éb—1)—é(a—1).

RieSenie v kvadratickom case

Vgetkych moznych rozdeleni krélovstva na okresy moze byt az exponencidlne vela v zavislosti od poétu
miest. Dobré rieSenie teda nemozeme zalozit na sktSani vSetkych moznosti. PresnejSie, budeme to skiuiSanie
musiet robit efektivnejsie.

Predstavme si, Ze sme sa uz rozhodli, kolko miest bude tvorif posledny okres — teda ten obsahujici mesto n.
Takéto rozhodnutie ndm rozdeli kralovstvo na dva tseky: prvy tvoreny mestami 1 az x, druhy mestami x + 1 az
n, pre nejaké x. Cely druhy tsek bude jeden okres, zatial ¢o prvy Gsek mozeme este skisit dalej delit na viacero
mensich okresov.

Samozrejme, niektoré volby x nemusia viest k platnym rieSeniam. To nahliadneme lahko — rozdelit kralovstvo
medzi mestami x a x + 1 méZzeme len vtedy, ak ma aj asek od 1 po x, aj isek od = + 1 po n nezdpornu celkovi
produkciu.

A akonahle sme zvolili z, dostdvame ten isty problém ako na zaciatku, len uz s kratSou postupnostou: ,,Ako
najlacnejsie vieme rozdelit do okresov postupnost tvorent prvymi x mestami?*

Tato otdzku modzeme samozrejme zodpovedat vhodnym rekurzivnym volanim ndsho programu. Takto lahko
dostaneme rekurzivne riesenie s exponencialnou ¢asovou zloZitostou, ktoré skiisa vSetky mozné sposoby rozde-
lenia kralovstva na okresy. Schéma takéhoto rieSenia:

najlepsie(z):
odpoved = cena pospajania 1..z (alebo nekonecno ak mesta 1..z netvoria okres)
pre kazde x od 1 po z-1:
ak mozeme 1..z rozdelit na 1..x a (x+1)..z:
toto = najlepsie(x) + cena pospajania (x+1)..z
odpoved = min(odpoved, toto)
return odpoved

riesenim ulohy je najlepsie(n)

No a od takéhoto pomalého rekurzivneho rieSenia je uz len krok ku rieSeniu efektivnemu. Sta¢i nepocitat
t istt1 vec zbytocne velakrat. PresnejSie, staéi si vSimnat, Ze cely vypodet nasho programu spodiva v tom, Ze
dokola voldme funkciu najlepsie s réznymi parametrami — ale tento parameter nadobida len hodnoty 1 az n.
Dokola teda znova a znova zbytocne poéitame tie isté hodnoty. Omnoho efektivnejsie bude pouzit memoizdciu:
akonéhle raz zistime, Ze napr. najlepsie(30) vrati hodnotu 4700, zapaméitame si to a vSetky dalSie volania
najlepsie(30) uz prebehnu v konstantnom cCase — len vratime zapamétant hodnotu.
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Takéto riesenie ma zjavne ¢asovi zloZitost ©(n?): pre kazdé z od 1 po n sa len raz vykona telo funkcie
najlepsie(z), ktorého ¢asova zlozitost je linedrna od z.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

const int NEVIEM = -1;

const long long NEKONECNO = 1LL<<60;

int N; // podet miest

vector<long long> P, C, sP, sC; // produkcie miest, ceny potrubi a ich prefixové sucty
vector<long long> memo; // zapamdtané hodnoty funkcie najlepsie ()

vector<long long> prefixove_sucty (const vector<long long> &V) {
vector<long long> sV (1,0);
for (long long x : V) sV.push_back( sV.back()+x );
return sV;

}

bool moze_byt_okres(int a, int b) { return ( sP[b] - sP[a-1] ) >= 0; } // mbéZe usek miest a..b tvorit' okres?
long long cena_okresu(int a, int b) { return sC[b-1] - sCla-1]; } // kolko ma stoji pospdjat mestd a..b?

long long najlepsie(int z) {

if (memo[z] == NEVIEM) {
memo [z] = NEKONECNO;
if (moze_byt_okres(l,z)) memo[z] = cena_okresu(l,z);

for (int x=1; x<z; ++x)
if (moze_byt_okres(l,x) && moze_byt_okres (x+1l,z))
memo[z] = min( memo[z], najlepsie(x) + cena_okresu(x+l,z) );
}

return memo[z];

int main() {
// naditame vstup
cin >> N;
P.resize (N); for (long long &p : P) cin >> p;
C.resize(N-1); for (long long &c : C) cin >> c;

sP = prefixove_sucty (P);
sC = prefixove_sucty (C);
memo.resize (N+1,NEVIEM) ;
cout << najlepsie(N) << endl;

Ekvivalentné rieSenie vieme zapisat aj bez rekurzie vyuzitim dynamického programovania: hodnoty, ktoré si
predchédzajice rieSenie pocas vypocétu zapamitalo, budeme podcitat v cykle s rastiicou hodnotou z.

Listing programu (C++)

// zaliatok programu je rovnaky ako v predchddzajucom listingu
int main() {
cin >> N;
P.resize(N); for (long long &p : P) cin >> p;
C.resize (N-1); for (long long &c : C) cin >> c;
sP = prefixove_sucty (P);
sC = prefixove_sucty (C);
memo.resize (N+1,NEVIEM) ;
for (int z=1; z<=N; ++z) {
memo [z] = NEKONECNO;
if (moze_byt_okres(l,z)) memo[z] = cena_okresu(l,z);
for (int x=1; x<z; ++x)
if (moze_byt_okres(l,x) && moze_byt_okres (x+1,z))
memo[z] = min( memo[z], memo[x] + cena_okresu(x+1l,z) );
}

cout << memo[N] << endl;

\/zorové rieSenie

Ukézeme si teraz, ako zlepsit ¢asovi zlozitost predchddzajiceho riesenia. Zakladnd myslienka zlepSenia: pri
poditani najlepsieho rieSenia pre mestd 1 az z nebudeme skusat vSetky x od 1 po z — 1, ale pouZzijeme vhodni
datova struktaru, ktord ndm efektivne povie najlepsiu spomedzi vSetkych pouzitelnych hodnét x.

V prvom rade potrebujeme vediet spomedzi vsetkych x vybrat tie, ktoré zodpovedaju pripustnému rozdeleniu
miest 1 az z na posledny tsek a zvysok. Inymi slovami, tie z, pre ktoré maju aj tsek 1 az x, aj usek = + 1 az
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z nezapornu celkovii produkciu. Pomocou prefixovych sim mozeme tieto podmienky prepisat nasledovne: musi
platit p(x) > 0 a zarovenn p(z) > p(x).

Spomedzi tychto x hladdme to, ktoré nam dé najlepsi vysledok — teda najmensi stidet uz spocitaného rieSenia
pre tsek 1 az x a ceny za pospéajanie tiseku od = + 1 po z.

Tu sa ale ¢rtd mozny problém. Nam by sa hodilo mat datovi Struktiru, do ktorej len vkladdme nové
zéznamy a pytame sa jej. LenZe hodnota, ktori sa snazime minimalizovat, nie je konStantnd, ale zéavisi od
aktualnej hodnoty z. Co s tym?

Nagfastie sa obavame zbytocne, Ziaden problém tu nie je. VSimnime si totiZz, ¢o sa stane, ked prejdeme
z nejakej hodnoty z na nasledujicu, o jedno vicsiu. Pre dplne vsetky mozné vybery x cena za pospajanie
posledného tseku narastie o t isti hodnotu ¢, (t.j. cenu za spojenie miest z a z + 1). Relativne poradie
jednotlivych moznosti sa teda nezmeni.

V nasej implementacii to vyrieSime nasledovne: Predstavme si, Ze sme prave spocitali, ze najlacnejsi spésob,
ako pospajat prvych z miest, m4 cenu ¢. Do naSej datovej Struktiry si teraz uloZime pre index z cenu @ +
é(n — 1) — &(2). Slovne: k cene za optimdlne rieSenie pre mestd 1 az z pripoéitame cenu za spojenie vSetkych
ostatnych miest (z + 1 aZ n) dokopy. Z uloZenej ceny vieme lahko v konstantnom ¢ase urcit cenu pre lubovolny
iny, kratsi tisek pospajanych miest na konci.

V pseudokdde si teda nase nové rieSenie mozeme zapisat nasledovne:

zober prazdnu datovu strukturu D

pre kazde z od 1 po n:
odpoved = cena pospajania 1..z (alebo nekonecno ak mesta 1..z netvoria okres)
v D najdi pripustny zaznam s najmensou cenou
ak si taky zaznam nasiel:
vypocitaj z jeho ceny cenu len pre mesta 1..z
uloz ju do odpoved[z]
vloz do D zaznam o odpoved[z]

Zéznamy v nasej datovej Struktire budt mat dve zlozky: prefixovi sumu p(z), aby sme vedeli, kedy dant
hodnotu mozeme neskor pouzit, a hodnotu odpoved|z] + é(n — 1) — é(z), ktort sa snazime minimalizovat.

Existuje viacero moznych implementéacii, napr. pomocou intervalového stromu: usporiadame si vsetky hod-
noty prefixovych sim p a nasledne nad nimi postavime intervalovy strom, do ktorého budeme vkladat upravené
vypocitané odpovede.

My sme si zvolili implementaciu pomocou mnoziny — vyvazovaného stromu, v ktorom si paméitame vyssie
popisané zdznamy ako usporiadané dvojice — ale pamitédme si len tie, ktoré maju teoretickd Sancu niekedy byt
pouzité. Akondhle teda vkladdme zdznam (a,b), zmazeme vSetky zaznamy (c, d) pre ktoré sicasne plati ¢ > a a
d > b — totiz kedykolvek, kedy by sme mohli pouzit zdznam (¢, d), moézeme pouzit aj zdznam (a, b) a ten je lepsi.
Takto dosiahneme, Ze postupnost dvojic uloZzenych v nasej mnozine je sicasne usporiadand vzostupne podla
prefixovej sumy aj zostupne podla odpovede.

Ak teda napr. méame v nejakom okamihu v nasej datovej struktire ulozené dvojice (2,10) a (4,7), mdZeme
to chapat nasledovne: kedykolvek, ked v budicnosti budeme spractivat nejaké z, pre ktoré p(z) > 2, existuje
k nemu z, pomocou ktorého optimalne riesenie pre aktudlne z vypocitame z ¢isla 10 odpocitanim vhodnej
konstanty. A ak dokonca plati p(z) > 4, tak vieme mat eSte o 3 lepsie rieSenie pre aktuélne z.

AK4 je Casova zlozitost tohto rieSenia? Do usporiadanej mnoziny vlozime nanajvys n zdznamov a kazdy z
nich nanajvys raz zmazeme. NavySe nanajvys n-krat budeme v naSej mnozine vyhladavat najlepsiu pouZzitelni
dvojicu. Kazdu z tychto operacii vieme spravit v ¢ase O(logn), celkova ¢asova zlozitost je teda O(nlogn).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <set>
using namespace std;

const long long NEKONECNO = 1LL<<60;
int N; // polet miest
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vector<long long> P, C, sP, sC; // produkcie miest, ceny potrubi a ich prefixové sulty
vector<long long> odpoved; // odpoved[z] je cena optimdlneho rieSenia pre mestd 1..z

vector<long long> prefixove_sucty(const vector<long long> &V) {
vector<long long> sV (1,0);
for (long long x : V) sV.push_back( sV.back()+x );
return sV;

}

bool moze_byt_okres(int a, int b) { return ( sP[b] - sP[a-1] ) >= 0; } // mbéZe usek miest a..b tvorit okres?
long long cena_okresu(int a, int b) { return sC[b-1] - sC[a-1]; } // kolko ma stoji pospdjat mestd a..b?

typedef pair<long long, long long> zaznam;
set<zaznam> D; // ddtovd Struktura, v ktorej mdme nase zdznamy

void vloz(long long a, long long b) {
// overime, C¢i nemdme lepsSiu alebo rovnu moznost ako (a,b)
auto it = D.lower_bound(zaznam(a+1,0));
—--it;
if (it->second <= b) return;
// vyhddZeme mozZnosti od ktorych je (a,b) lepsie
++it;
while (it != D.end() && it->second >= b) { auto jt=it; ++it; D.erase(jt); }
// priddme (a,b)
D.insert (zaznam(a,b));

int main() {
cin >> N;
P.resize(N); for (long long &p : P) cin >> p;
C.resize(N-1); for (long long &c : C) cin >> c;

sP = prefixove_sucty (P);
sC = prefixove_sucty (C);
odpoved.resize (N+1, NEKONECNO) ;

D.insert (zaznam (0, NEKONECNO)); // zardzka
for (int z=1; z<=N; ++z) if (moze_byt_okres(l,z)) {
odpoved[z] = cena_okresul(l, z);

// ndjdi v D lepSiu mozZnost’

auto it = D.lower_bound(zaznam(sP[z]+1,0));

—--it;

if (it->second != NEKONECNO) odpoved[z] = it->second - cena_okresu(z,N);

// vloZ do D prdve spoditanu odpoved

vloz ( sP[z], odpoved[z] + cena_okresu(z+1l,N) );
}
cout << odpoved[N] << endl;

A-111-2 Dievka na vydaj

Malé hodnoty k

Pozrime sa najskor na rieSenia, ktoré vyuzivaju fakt, ze k je relativne malé (do 10°). Pre n = 2 vieme
pouzit pristup ako v mergesorte. Na zadiatku mam dva ukazovatele, oba nastavené na zaciatok k-tic. Nasledne
zistim, ktory z prvkov, na ktoré ukazuju, je vicési a to bude najbohatsi pytad. Dany ukazovatel posuniem o jedna
dozadu. Tento postup zopakujem dokopy k-krét a posledné vybraté ¢islo bude pytac, ktorého hladame. Takto
dosiahneme ¢asovi zlozitost O(k).

Ako to zov8eobecnime pre n > 27 Vtedy si musime udrziavat n ukazovatelov a v kazdej iteracii zistit
maximum zo vSetkych prvkov na ktoré ukazuji. Doélezité je uvedomit si, Ze aj ked nepozname presné hodnoty
prvkov, na ktoré ukazujeme, vieme ich porovnavaf. To znamenéa, %e vieme upravit vsetky algoritmy, ktoré
funguji na principe porovnavania tak, aby fungovali aj pre nas problém. V tomto pripade sa nam oplati pouzit
haldu. Nad nasimi n ukazovatelmi si teda postavime maximovi haldu, z ktorej v kazdej iteracii vyberieme
najvicsi prvok, dany ukazovatel posunieme o jedno dozadu a tento novy prvok vlozime spat do haldy. To ndm
zabezpedi Casovu zlozitost O(klogn).

Velké hodnoty k

Zo zadania vSak vyplyva, ze by bolo dobré vediet riesit tito tlohu aj pre velké hodnoty k, preto nechceme,
aby Casové zlozitost nasho programu bola linedrna od k. Opéf zaénime pripadom, ked n = 2. Povedzme si, Ze

strana 4z 9 tloha A-III-2



28. ro¢nik (2012/2013)
rieSenia celostatneho kola, den 1
kategoria A

Olympidda v informatike
http://oi.sk/

k-ty najvicsi prvok sa nachadza v prvej skupine. A to, ktory konkrétny prvok to je, budeme bindrne vyhladévat.
Povieme si, Ze z-ty najviési prvok v prvej skupine bude vysledok. Ako to overime? M4dme dve moznosti, bud v
druhej skupine bindrne dohladdme, ktory prvok je najmensi vicsi ako prvok z, a overime, ¢i je to prvok k — x,
zlozitost O(log? k), respektive O(log k).

Skisme teraz zovSeobecnit toto rieSenie aj pre n skupin. Postupne vyskiSame n moznosti pre to, v ktorej
skupine lezi vysledok. Nédsledne budeme vysledok binarne vyhladdvat a overovat to tak, Ze vo zvys$nych skupinach
bindrne vyhladam prvok, ktory je najmensi viicsi ako ten, ¢o sme si zvolili. Z toho spoéitam celkovy pocet prvkov
vicsich alebo rovnych prave skiSanému a to porovnam so Zelanou hodnotou k. Toto nam zarudi ¢asovu zlozitost

O(n?log? k).

Ako si pamatat, o sme uz zistili

Predchadzajice rieSenie mé zjavnu slabinu: pre kazda skupinu zadiname hladanie odznova a nevyuZzivame
pri tom, ¢o sme sa uz skor dozvedeli. Ako to ale vyuzit vieme?

Budeme si udrziavat mnozinu kandiddtov — princov, ktori eSte mozu byt k-tym najbohat$im zo vSetkych.
Na zaciatku mnozinu kandidatov zjavne tvori prvych k princov z kazdej skupiny. Ako sa budeme dozvedat
nové informdcie, bude sa mnoZina kandidatov zmensovat, az v nej nakoniec ostane len jediny princ. NavySe,
ak o nejakom princovi zistime, Ze medzi kandidatov nepatri, lebo je prilis chudobny, nebudt medzi kandidatov
patrit ani princovia z jeho skupiny, ktori st za nim v poradi — ti s eSte chudobnejsi. A podobne, ak je nejaky
princ prili§ bohaty, moéZzeme spolu s nim vyludit vSetkych z jeho skupiny, ktori st od neho bohatsi. Mnozina
kandidatov sa ndm teda bude pamiitat lahko: v kazdej zo skupin budu kandidati vzdy tvorit suvisly tsek.

Zmensovat mnozinu kandidatov vieme napriklad postupom, ktory sme si uz naértli vyssie, ale pre poriadok
ho popiseme znova a poriadne: Vyberieme si nejakého princa p. Zadarmo vieme, kolko princov v jeho skupine je
od neho bohatsich. Pre kazdu zo zvysnych n — 1 skupin moZeme pouzit bindrne vyhladavanie a v ¢ase O(log k)
urcit, kolko princov v danej skupine je od princa p bohatsich. Takze v celkovom case O(nlogk) vieme zistif
presné poradie princa p.

No a v tomto okamihu nastévaja tri mozné pripady. Ak méame $fastie a princ p je presne k-ty, tak sme
vyriesili tlohu a kon¢ime. Ak je princ p chudobnejsi ako k-ty, mdéZeme princa p a vSetkych chudobnejsich od
neho vylucit spomedzi kandidatov. (Vdaka bindrnym vyhladdvaniam, ktoré sme prave dokonéili, vieme v kazdom
riadku, ktorych princov ideme vylacit.) No a ak je princ p prili§ bohaty, vylic¢ime spomedzi kandidatov okrem
p aj vSetkych princov bohatsich od neho.

Teraz by sa zdalo, Ze lahko vylepsime predchddzajtce rieSenie. V okamihu, ked ideme spracovat i-tu skupinu,
jej aktudlny tsek kandiddtov moze byt zmenseny o to, ¢o sme sa uz dozvedeli pri spractivani predchédzajtcich
skupin. MoZe sa teda stat, Ze budeme potrebovat menej otédzok pri bindrnom vyhlad4dvani spravneho princa v
i-tej skupine. (Uvedomte si, Ze za princa p mé vzdy zmysel volit len jedného z aktudlnych kandidatov, inak sa
nedozvieme ni¢ nové.)

V mnohych situdciach by toto zlepsenie skuto¢ne pomohlo. Problémom je vSak najhorsi mozny pripad. Ten
aj po nasom vylepSeni zostava stdle rovnaky. Predstavte si napriklad vstup, kde pre kazdé ¢ plati, ze vSetci
pytaci v i-tej skupine st chudobnejsi od pytacov v nasledujucich skupinach. Stale teda mame riesenie s ¢asovou
zlozitostou v najhorsom pripade az ©(n?log? k).

Vyuzitie nahody

Ocitli sme sa prave vo velmi podobnej situécii ako napr. pri triedeni QuickSort: hoci skoro kazdé volba pivota
(v nasom pripade princa p) je dobra a teda vyrazne ndm zmensi mnozinu kandidatov, existuji akési Specifické
zlé vstupy, kedy ako na potvoru robime samé zlé volby a teda vypocet bezi dlho.

No a podobne ako u QuickSortu, aj tu ndm pomoze nédhoda. Dostaneme tak rieSenie, ktoré nebude mat
Ziadne zl€ vstupy. Pre dplne hocijaky vstup bude platit, Ze éas behu programu zavisi len od toho, ako dobre
sa ndm bude darit pri ndhodnom vybere pivotov. No a bude platit, ze v priemernom (oéakdvanom) pripade sa
ndm bude darit dostato¢ne dobre. Pozrime sa teda na to poriadnejsie.

Novy, vylepseny algoritmus: Na zaciatku inicializujeme mnozinu kandidatov na prvych k princov z kazdej
skupiny. No a kym mame viac ako jedného kandidata, tak dokola opakujeme: za princa p zvolime ndhodného
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spomedzi vSetkych kandidatov, v ¢ase O(nlogk) zistime poradie princa p, a podla neho upravime mnozinu
kandidatov.

Odhad casovej zlozitosti len nac¢rtneme. Uvazujme Tubovolni situdciu pocas behu algoritmu. Nech mé ak-
tudlna mnozina kandidatov velkost c. Potom Tahko spoditame, Ze v nasledujicom kole zahodime v priemere
aspoti ¢/4 kandidatov. No a kedze (3/4)3 < 1/2, mozeme ocakavaf, Ze za kazdé tri kold sa ndm pocet kandida-
tov v priemere zmensi aspon na polovicu. V priemernom pripade bude teda kol nanajvys 3log,(nk), ¢o vdaka
nerovnosti n < k mdzeme odhadntt ako O(log k) kol.

V ramci kazdého kola potrebujeme najskoér vybrat ndhodného kandidata (rozmyslite si, Ze to vieme lahko
spravit napr. v ¢ase O(n)) a potom ho pouzit ako pivota (na ¢o treba ¢as O(nlogk)). Dokopy teda dostdvame
riesenie, ktorého oc¢akévand ¢asova zlozitost (na lubovolnom vstupe) je O(n(logk)?).

(Poznamename eSte, ze sa d4 dokdzat aj silnejsie tvrdenie, ktoré hovori, Ze pre dostato¢ne velké n a k je
pravdepodobnost toho, Ze by nas algoritmus bezal rdadovo dlhsie, zanedbatelne mal4.)

V/zorové riesenie

Vréfme sa teraz spif k prvému rieSeniu, kde sme pouzivali haldu. Problém bol, Ze sme zo skupin vzdy
vyberali len po jednom prvku, takze to trvalo prili§ dlho. Skiisme teda odhadzovat viac prvkov naraz. Rozdelme
si kazdt skupinu princov na bloky velkosti s. (To, aké velké s bude, sa rozhodneme neskor.) Bloky budeme
porovnavat tak, Ze porovname princov, ktorymi zacinaji. Zoberieme maximova haldu do ktorej vloZime n
zdznamov: prvy blok z kazdej skupiny princov. Nésledne z haldy postupne vyberieme a zahodime |k/s]| blokov
(pricom zakazdym, ked nejaky blok vyhodime, vloZime namiesto neho nasledujtci blok z tej istej skupiny).

Nech p je prvy (teda najvicési) prvok v poslednom vybranom bloku. VSetky prvky, ktoré sme nevybrali, st
nutne mensie ako p — lebo vSetky ostatné bloky v halde za¢inaji prvkami mensimi ako p a vSetky ostatné prvky
st od tychto zac¢iatoénych prvkov mensie. No a vybratych prvkov bolo nanajvys k, preto plati, Ze princ, ktorého
hladdme, je bud p, alebo je od neho chudobnejsi.

Co este vieme o hladanom princovi povedat? Predstavme si, Ze sme pri prave popisanom procese z jednej
skupiny postupne vyhodili bloky b, az b;. Posledny blok b; za¢ina princom aspoii tak bohatym ako p. (Je to
presne p, ak je b; Uplne posledny vyhodeny blok, inak je to iny, bohati princ.) To ale znamen4, Ze vSetky bloky,
ktoré sme z danej skupiny vyhodili skor, obsahuji samych princov bohatsich ako p — a teda bohatsich ako ten,
ktorého hladdme. VSetkych tychto princov mozeme teda poslat domov a prislu$ne zmensit poradové éislo k
princa, ktorého hladdme.

Aby to bolo rozumne rychle, s si na za¢iatku zvolime ako najbliz§iu mocninu dvoch mensiu ako k. Néasledne
budeme cely vyssie popisany proces viackrat opakovat, pricom zakazdym zmensime s na polovicu. V poslednej
iteracii bude s = 1, ¢im dostaneme algoritmus popisany v ¢asti o malej hodnote k.

Odhadnime teraz ¢asov zlozitost tohto algoritmu. Zjavne prebehne log k iteracii vyssie popisaného procesu.
V prvej iteracii (vdaka zaciato¢nej volbe s) budt vybery z haldy nanajvys dva.

Vsimnime si teraz lubovolnu iteraciu i. Mame nejakt aktudlnu hodnotu k (poradové éislo princa, ktorého
prave hladdme) a s. Postupne vyberieme |k/s] blokov z haldy a nésledne z kazdej skupiny vSetky vybraté bloky
okrem posledného posleme domov. Domov sme teda poslali aspoii |k/s| — n blokov princov. Inymi slovami,
spomedzi k najbohatsich princov ndm ich ostalo uréite menej ako s(n + 1), a teda pre nové poradové &islo &/
princa, ktorého hladdme v nasledujtcej iterdcii, bude platit &’ < s(n + 1).

To ale znamen4, Ze v iteracii 141, ked budeme mat bloky velkosti s/2, vyberieme z haldy dokopy |k'/(s/2)] <
2(n + 1) blokov.

No a vyssie popisand tivaha plati pre kazdé i. V kazdej iteracii bude teda najviac 2(n + 1) vyberov z haldy.
No a kazdy z nich trvd O(logn), ¢im dostdvame celkovi ¢asovi zlozitost O(nlognlogk).

Poznamka na zaver: Existuje aj komplikovanejsie rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(n log k).

Listing programu (C++)

#include <vector>
#include <queue>
#include <cstdio>
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using namespace std;

struct princ {

int s; //&islo skupiny

int i; //pozicia v skupine
}i

bool operator<(const princ &p, const princ &d) {
return bohatsi(d.s+1,d.i+l,p.s+1l,p.1i+1)<0;
}

int main() {
int n,k;
scanf (”%d.%d.", &n, &k) ;
vector<int> pocty(n);
for (int i=0; i<n; i++) {
scanf (”%d.”, &pocty[i]);
}
//najbliZsia mocnina 2
int s=1;
while (2%xs <= k) s%=2;
//halda na skupiny princov
priority_queue<princ> halda;
vector<int> pozicie(n,0);
while (s>=1) {
halda=priority_gqueue<princ>();
for (int i=0; i<pozicie.size(); i++) {
//vrdtme poslednu skupinu
if (pozicie[i] > 0){
pozicie[1]-=2%s;
k+=2%s;
}
//napliime haldu
princ p={i,pozicie[i]};
halda.push(p);
}
//skisame kroky velkosti s
for(; k-s>0; k-=s) {
princ p = halda.top();
halda.pop();
p.i=pozicie[p.s]+=s;
if(p.i < poctyl[p.s]) halda.push(p);

}

//hladany princ je teraz navrchu haldy
princ hladany = halda.top();
printf("%du%d\n”,hladany.s+1,hladany.i+l);
return 0;

A-111-3 Log-space vypocty

Poduloha A

Na beznom poéitaci by sme tato tlohu vyriesili prehladévanim. O kazdom prvku by sme si pamétali, ¢i uz bol
nav$tiveny. Pri poditani cyklov postupne prechddzame prvkami permutacie a vZdy, ked ndjdeme nenavstiveny
prvok, zvysime si pocet cyklov, prejdeme cely cyklus obsahujtci dany prvok a oznacime vsetky jeho prvky ako
navs§tivené.

Na takéto rieSenie by sme viak potrebovali pomocni pamif linedrnu od dlzky permutécie, aby sme pre
kazdy prvok vedeli, ¢i sme ho navstivili alebo nie. Log-space program si vSak nemoze pamétat nie¢o pre kazdy
prvok, dokonca ani pre kazdy cyklus nie — moZe ich byt az O(n). (Napr. pre n = 8 ma permuticia 12345678
presne 8 cyklov, permutdcia 21436587 ich méa n/2 = 4.)

Ako na to teda s logaritmickou pamétou?

Jedna slubne vyzerajtca cesta je priradif prvkom rozne vahy: ked spracivam prvok, zistim si dizku d cyklu,
na ktorom lezi, a k vysledku pripoéitam hodnotu 1/d. Ked teda mam napriklad konkrétny cyklus dizky 3, pre
kazdy jeho prvok pripoéitam k vysledku hodnotu 1/3, ¢im dostanem v stéte 1. Toto rieSenie sice funguje, ale
samo o sebe nie je log-space, kedZe nase programy nevedia pracovat s redlnymi éislami.

Mohli by sme sa pokisit reprezentovat priebezny sucet ako zlomok: v jednej premennej si budeme pamiitat
jeho ¢itatel, v druhej menovatel. Takéto rieSenie vSak opit nie je log-space. Preco? PretoZe ¢itatel aj menovatel
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mozu byt velmi velké v porovnani s n. Uvedomte si totiz, Ze vo vSeobecnosti moze byt niekedy uprostred vypocétu
menovatel pamitaného zlomku najmensim spoloénym nasobkom dlzok vietkych cyklov danej permutacie.

(Pomocou vysokoskolskej matematiky sa d4 dokazat, Ze na uloZenie menovatela treba ©(y/nlogn) bitov, ¢o
je privela. Jednoduchsi priklad toho, ze O(logn) bitov nestaci: predstavte si permutéciu, ktord ma zhruba /n
cyklov, kazdy inej dlzky, pri¢om tie dizky st vetky priblizne rovné /n. Aky velky moze byt priblizne menovatel
zlomku pocas spracuvania takejto permutécie? Kolko bitov treba na jeho ulozenie?)

Je moZné, Ze sa toto rieSenie d4 upravit do funkénej podoby — a to vyuZitim pozorovania, ze stcet je vzdy
celé ¢islo, a teda ndm neprekdzaji rozumne malé zaokrihlovacie chyby. Takéto Gprava by zrejme bola velmi
komplikovana, nehovoriac o ddkaze jej spravnosti. Existuje vSak aj omnoho jednoduchsie riesenie.

Namiesto toho, aby sme pre kazdy z d prvkov na cykle zaratali k vysledku 1/d, jednoducho pri jednom z
nich zaradtame 1 a pri ostatnych 0. Ako toto ale zabezpecit? Potrebujeme si pre kazdy cyklus urcit jeho jedného
reprezentanta. Dobrou volbou je napriklad najmensi prvok leZiaci na danom cykle.

Celé rieSenie si teda lahko zhrnieme jednou vetou: Pre kazdy prvok permutéacie prejdeme cely jeho cyklus, a

.....

Na toto nam s prehladom stac¢i konstantne vela premennych, ako demonstruje aj nas program.

Listing programu (Pascal)

var n: integer; { vstup: dIZka permutdcie }
P : array [l..n] of integer; { vstup: permutdcia }
c : integer; { vystup: pocet cyklov}
poc, min, v, i : integer; { poc. cyklov, min. videny prvok, v ktorom vrchole som, z ktoreho prave prehladavam}
begin
poc := 0
for i := 1 to n do begin
min := i
v o= 1i
repeat
v = P[v];
if min > v then min := v;
until v = i;
if min = i then inc (poc);
end;
c := poc;

end.

Iné riesenie. Napad ,pre kazdy prvok leziaci na cykle dizky d k vysledku pripo¢itam hodnotu 1/d* sa d4
prerobit na funk¢éné rieSenie nasledovne: Postupne sktSame vSetky d od 1 po n. Pre konkrétne d postupne
prejdeme vietky prvky a spoéitame, kolko z nich lezi na cykle dlzky presne d. Takto ziskany pocet vydelime d
(6o vieme spravit v celych é&islach) a pripoé¢itame k vysledku.

Este iné riesenie. Postupne pre kazdé x si polozime otazku ,lezi x na niektorom z cyklov obsahujtcich prvky
1 az x — 17“ Otéazku zodpovieme tak, Ze pre kazdé y od 1 po x — 1 prejdeme cyklus obsahujtci y. Ak nikdy x
nestretneme, zviacsime si pocet najdenych cyklov.

Poduloha B

S luxusnou linearnou pamiifou by nebol problém naprogramovaf prehladévanie stromu napriklad do hibky.
Pamitate si krajské kolo? Tam sme spolu prisli na to, ako aj v log-space vieme spravit prehladdvanie stromu.
Okrem prvku, na ktorom préve sme, si pamétame aj prvok, z ktorého sme sem prisli. Ked chceme ist dalej,
celom strome.

Do tohoto prehladévania vSak nestaci len priamociaro pridat poéitanie spravenych krokov. Totiz kym sa zo
zaciatoného vrcholu u dostaneme do v, moZe sa staf, Ze nepdjdeme priamo, ale niektoré vrcholy navstivime
viackrat.

Predstavme si, Ze za¢neme na$ strom prehladavat z vrcholu u a ¢asom prideme do v. Co vieme teraz povedat
o hladanej ceste? Nevieme sice, ako vyzerd celd, ale vieme, Ze jej poslednd hrana je té, ktorou sme préve prisli
do v.
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Preco? Zakorenme si strom vo vrchole v. Vrchol u lezi v niektorom z podstromov. Nech e je hrana, ktora
vedie z v do daného podstromu. Do inych podstromov sa nemdme ako dostat bez toho, aby sme sli cez hranu
e. Ale akonéhle nou prejdeme, sme vo v a prehladévanie kondi.

Zistili sme teda takto poslednd hranu Zelanej cesty. Nech je to (x,v) pre nejaky vrchol z. Zvysime si pocet
hran na ceste, posunieme si ciel v do vrcholu z a ak eSte neplati u = v, zaéneme cely postup odznova.

Ku prehladdvaniu z krajského kola sme pridali len konstantny pocet premennych, stale teda mame log-space
program. Za povsimnutie este stoji, ze najkratsia cesta ma dlzku menej ako n, cely postup teda budeme opakovat

menej ako n-krat.

Listing programu (Pascal)

var n, u, v : integer; { vstup: podet vrcholov, Start a ciel }
A, B : array [l..m] of integer; { vstup: hrany grafu }
d : integer; { vystup: dIZka najkratiej cesty }
start, ciel, v, z, tmp, hran : integer;
function dalsia_hrana (w, z : integer) : integer;
var i, minn, nextn : integer;
begin
minn := z; { sused s najmensim cislom }
nextn := m+l; { sused s najmensim ¢islom vdcsim ako z }
for i := 1 to m do begin
if A[i] = w then begin
if B[i] < minn then minn := B[i];
if (B[i] > z) and (B[i] < nextn) then nextn := B[i];
end;
if B[i] = w then begin
if A[i] < minn then minn := A[i];
if (A[i] > z) and (A[i] < nextn) then nextn := A[i];
end;
end;
if nextn <= m then dalsia_hrana := nextn
else dalsia_hrana := minn; { neexistuje sused s vd¢Sim cislom, vrdtime najmenSieho suseda }
end;
begin
start := u;
ciel := v;
hran := 0;
repeat
v := start
z = -1;
repeat
tmp := dalsia_hrana (v, z);
zZ 1= v;
v = tmp;
until v = ciel;
inc (hran);
ciel = z;
until start = ciel;
d := hran;
end.

Iné funkéné rieSenie zisti dizku cestu tak e uréi pocet vrcholov na nej — pre kazdy vrchol = overime, & sa
prehladédvanie z v dostane do vrcholu v, ak ho nepustime cez x. Podobnou moZnostou je overit to isté postupne
pre kazda hranu.
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