28. ro¢nik (2012/2013)
rieSenia krajského kola
kategoria A

Olympidda v informatike
http://oi.sk/

RieSenia kategorie A

A-ll-1  Vykrm

Z celého kralovstva sa zacali zbiehat odvazni junéci a junacky, ktori chceli kralovskému paru pomdct. Prvy
odvézlivec predstavil kralovnej Totiii nasledovné rieSenie: Kazdy ndvrh skontrolujeme osobitne. Pre kazdé jedlo
v flom sktisime vybrat vhodné mesto, v ktorom ho mé4 Hurim zjest. Kde by mal zjest prvé jedlo z planu? Ak m4
na vyber viacero miest, kde ho podavaju, zjavne ni¢ nepokazime, ak mu ho dame v meste s najmensim c¢islom
— ostane nam tak pri plneni zvysSku planu na vyber najviac inych miest. A v tejto ivahe mozeme pokracovat aj
dalej. Vzdy, ked chceme Hurimovi dat nejaké dalsie jedlo, ideme z mesta, kde Hurim naposledy jedol, dalej, az
kym nestretneme prvé také, kde sa toto konkrétne jedlo podava. Ak sa takto dostaneme az na koniec kralovstva
a prave hladané jedlo uz nikde nepodévali, ndvrh vyhldsime za nezrealizovatelny.

Je zjavné, ze ak sa ndm podari néjst ku kazdému jedlu mesto, kde ho Hurim zje, mozeme opravnene prehlésit
néavrh za zrealizovatelny. Kralovna Totria vSak mala eSte isté pochybnosti, ¢i sa niekedy nemoze stat, Ze by sme
dostali dobry rozvrh, ale prehlasili ho za nerealizovatelny. A tak odvézlivec pod hrozbou statia hlavy musel
dokézat kralovnej, ze pre kazdy zrealizovatelny plan nas algoritmus naozaj jednu mozna realizaciu najde.

Myslienku dékazu sme si naznacili uz vyssie. Sporom. Nech teda existuju nejaké spdsoby realizacie, ale nas
algoritmus Ziaden nenajde. Zo vSetkych realizacii si vyberieme ,najmensiu”, teda ti, ktord ma na zaciatku co
najviac krokov spolo¢nych s ciasto¢nym pldnom, ktory nasiel nas algoritmus. V nejakom kroku sa potom ale
lisia — nas algoritmus chcel vybrat nejaké mesto m;, zatial ¢o zvolend realizdcia pouZije iné mesto my. Zjavne
musi platif m;1 < ms, lebo m; je prvé mesto, ktoré sa v danej situécii dalo pouzit. To ale znamen4, Ze v nami
zvolenej realizécii moZeme namiesto mesta mo pouzit mesto m; — a to je spor s tym, %e sme na zaciatku vybrali
realizaciu, ktora sa najdlhsie zhodovala s nasim algoritmom.

(Alebo iny pohlad na vysSie uvedeny dokaz: ak mame Iubovolni korektni realizdciu, vieme ju prerobit
na ti, ktortt ndjde nas algoritmus — a to tak, ze postupne ideme po jednotlivych jedlach planu a zakazdym
skontrolujeme, ¢i nemodZeme zjedenie daného jedla posuntt do skorsieho mesta.)

A tak nas prvy odvazlivec nasiel funkény algoritmus, pracujuci v ¢ase O(k - (n + £)): pre kazdy z k planov
postupne prechadza cez vSetkych n miest a odskrtava si, ktoré z ¢ jedal daného planu uz Hurim zjedol. A kedze
zjavne ma zmysel uvazovat len situdcie, kde ¢ < n, moéZeme tento odhad zjednodusit na O(kn).

Vam takyto algoritmus mohol poméct k piatim bodom, kralovnej vSak nestacil, lebo bol prili§ pomaly a
kym by sa dockala vysledku, bolo by neskoro.

Nagfastie sa nasiel niekto dalsi, kto prisiel na Sikovné vylepSenie: Pre kazdé jedlo vytvorime zoznam miest,
v ktorych je toto jedlo $pecialita. Potom ked kontrolujeme konkrétny plédn, nemusime ist zaradom po celom
kralovstve. Ked vieme, aké jedlo ma Hurim zjest ako dalsie v poradi, mozeme si v zozname jeho vyskytov néjst
prvé vhodné mesto (t.j., mesto s ¢islom vicsim ako to, kde préve sme) pomocou bindrneho vyhladévania.

Kedze miest je dokopy n, kazdy zoznam vyskytov ma dizku najviac n, a teda &as potrebny na najdenie
nasledujtuceho vyskytu prave hfadaného jedla vieme zhora odhadnaf ako O(logn).

Celkovo sa takto ¢asova zlozitost rieSenia zlepsi na O(n + kflogn): najskor nacitame cely vstup, a potom
pre kazdy z k planov a kazdé z ¢ jedal v fiom pouzijeme jedno bindrne vyhladévanie na najdenie spravneho
nasledujticeho mesta (ak existuje). Za takéto riesenie sa dalo ziskat az devit bodov. Kralovnej uz stacilo, my sa
s nim vSak neuspokojime a ukdzeme si, ako sa zbavif eSte aj toho logaritmu.

Jeden moZny sposob, ako sa logaritmu zbavit, poddani vymysleli rychlo, ale fungoval len pre malé m: namiesto
bindrneho vyhladdvania si jednoducho pre kazda dvojicu (mesto,jedlo) predpocitame, v ktorom najblizSom
meste s viacsim ¢islom toto jedlo podéavaji. Pre konkrétne jedlo toto predpocitanie vieme spravit v ¢ase O(n)
prechodom cez vsetky mesta (od konca), dokopy mé teda predpocitanie ¢asovi aj pamétova zloZitost O(mn).
Nésledne uz vieme kazda polozku kazdého planu spracovat v konstantnom case, celkova ¢asova zlozitost je teda

O(mn + kf). Za takéto rieSenie sa dalo ziskat sedem bodov.

Nakoniec predsa len prisiel aj poddany, ktory dokézal ndjst optimélne riesenie. Pochopil, Ze pre dosiahnutie
aspechu musime kontrolovat vSetky plany naraz. Aby sme to vedeli robit efektivne, budeme si v planoch udr-
ziavat poriadok, a preto budi roztriedené do m Suflikov, podla toho, ktorym jedlom zacéinaji. Pocas kontroly
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budeme z planov odtrhavat zaciatok, a nasledne ich preskupovat do novych Suflikov podla toho, ¢o nové sa na
ich zaciatku ocitlo.

Po tvodnom rozdeleni do $uflikov sa pozrieme na zoznam miest, a budeme dokola opakovat nasledovné: Nech
sa v prave spraciivanom meste kralovstva vari jedlo x. Toto jedlo Hurim zje prave vtedy, ked je na zaciatku
jeho planu. Preto zoberieme vSetky plany, ktoré zacinaju ¢islom z (mame ich v z-tom Sufliku), z kazdého
odtrhneme zaciato¢ént polozku, ktord sme prave splnili, a rozhadzeme ich do spravnych novych suflikov podla
novej zaciatocnej polozky.

Plany, ktoré sme celé poodtthali, st realizovatelné, ostatné nie. Dokaz vyplyva z toho, Ze vlastne len naraz
pre vsetky plany robime jednoduchy pazravy algoritmus, ktorého spravnost sme si dokdzali na zaciatku tohto
vzorového riesenia.

Co sa tfka samotnej implementécie, jedna moznost je, ze Sufliky, zoznam miest, a plany budd obycajné
polia. A ku kazdému polu budeme mat eSte premennt, ukazujicu na jeho aktuélny ,zaciatok“, teda miesto,
kde zaéina eSte nespracovand ¢ast. V sufliku si samozrejme pamitame len indery planov, ktoré prave obsahuje.
Vdaka tomu vieme robit vSetky potrebné operacie v konstantnom case.

Ovela pohodlnejsie a rovnako rychle bude pouzit na implementéciu Suflikov, zoznamu miest a planov fronty.
Zjednodusi sa ndm tym odtrhévanie zaciatku.

V oboch pripadoch si v8ak treba dévat pozor na jednu vec: Pokial presiivame plan zo Suflika spéit do toho
istého Suflika, nechceme, aby sa spracoval znova. (To je ekvivalentné s tym, Zze nedovolujeme dve zastavky v
tom istom meste.)

Celkova zlozitost algoritmu bude O(n + k{) pretoze kazda polozka bude odtrhnuté préve raz a na jej od-
trhnutie vynalozim konStantny ¢as. Poloziek je n na zozname miest a k¢ v planoch. Tato casova zlozitost je
zjavne optimalna, kedze tolko ¢asu potrebujeme uz len na samotné nacditanie vstupu. Pamétova zlozitost je tiez
O(n + kf), pretoZe si vSetky plany aj zoznam miest potrebujeme naraz pamétat.

Listing programu (C++)

// Fruit of Light; Apple Strawberry
#include<cstdio>
#include<algorithm>
#include<vector>

#include<queue>

using namespace std;

typedef queue<int> fronta;

int n,m,k,1,a;
fronta mesta;
vector<fronta> sufliky, plany;

int main() {
// NACITAME VSTUP, VYTVORIME FRONTY
scanf (”%d%d%d%d”, &n, &m, &k, &1) ;
for(int i = 0; i<n; ++i) { scanf (”%d”,&a); mesta.push(a); }
plany.resize (k);
sufliky.resize (m+1l);

for(int i = 0; i<k; ++1){
for (int j = 0; j<1; ++3j) { scanf(”%d”,&a); plany[i].push(a); }
sufliky([plany[i].front ()] .push(i);

}

// SKONTROLUJEME PLANY
while (!mesta.empty ()) {
int x = mesta.front();
mesta.pop () ;

int pocet = sufliky[x].size();
while (pocet—-){
int i = sufliky[x].front();

sufliky[x].pop();
plany[i].pop();
if (!plany[i].empty()) sufliky([plany[i].front()].push(i);

}

//VYPISEME REALIZOVATELNE PLANY
for(int i = 0; i<k; ++i) printf(”%s\n”, (plany[i].empty())?”ano”:"nie”);
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A-11-2  Vyvazené jablone

V celom vzorovom rieseni pouzivame taku orientaciu jablone ako v zadani. Koren je teda tGplne na spodku a
z kazdého uzlu ida dve vetvy dohora. Podstrom uréeny uzlom u bude té4 ¢ast jablone, do ktorej z korefia musime
ist cez uzol u. Aj samotny uzol u patri do tohto podstromu.

Pri rieSeni sutaznej tlohy je najjednoduchsie postupovat od listov ku koretiu. Samotny list je vzdy vyvazZeny.
Uzol, z ktorého ida dohora vetvy do dvoch listov, vyvaZime velmi jednoducho — odtrhneme jablké z taZsieho
listu tak, aby sme pocet jablk v oboch listoch vyrovnali.

Predstavme si teraz, ze ideme vyvazovaf uzol u, pricom predpokladdme, Ze vSetky uzly jeho podstromu
okrem samotného u st uz vyvazené. Pri vyvazovani u uz vo vSeobecnosti nevieme jablkd trhat po jednom, tak
ako to bolo pri listoch, pretoze potrebujeme udrzat vyvazené oba jeho podstromy. Potrebujeme najst najviacsi
pocet jablk, ktorj vieme dosiahnuf aj v jednom, aj v druhom podstrome.

Definujme si vysku uzla ako (maximélnu) vysku jablone nad danym uzlom, teda smerom k listom. (Kazdy list
teda mé vysku 0.) DokaZzeme si nasledovné pozorovanie: ak ma vrchol vysku h a jeho podstrom je vyvaZeny, tak z
toho podstromu vieme bez porusenia vyvazenosti trhat prave a len po 2" jablkach. Toto dokaZeme matematickou
indukciou podla h.

1° Vrchol s vyskou 0 je list, z neho vieme jablkéd trhat po jednom.

2° Nech je cely podstrom nad uzlom v vyvazeny a nech ma uzol v vysku h, > 1. Z neho idd dohora vetvy
do dvoch vrcholov I a r, ktoré maja vysky h; a h,. Bez ujmy na vseobecnosti, nech h; > h,, a teda
hy = hy + 1. KedZe v je vyvazeny, podstromy s korefimi [ a r maji rovnako vela jablk. Cize ak nechceme
pokazit vyvazenost, musime z nich trhat rovnako vela. Zaroven ale musime na kazdej strane jablk4 trhat
tak, aby sme nepokazili vyvaZzenost daného podstromu. Z podstromu ! vieme trhat po 2™ jablkach, z
podstromu 7 po 2", Kedze 2" | 27, vSetky pocty, ktoré vieme odtthaf aj v jednom, aj v druhom
podstrome, st tvaru k - 2" pre k > 0. A teda z celého podstromu s korefiom v vieme trhat prave po
2. 2M = 2hv jablkach.

Ked teda mame vyvaZeny strom s korefiom v, ktorj momentélne obsahuje j jablk, vieme, Ze vietky pripustné
pocty jablk v tomto strome st préave tvaru j — k - 2" pre k > 0 (pricom samozrejme nemdzeme ist do minusu).
Na tomto vieme zalozif rieSenie s linedrnou ¢asovou zlozitostou: postupne od listov ku koreriu spraciivame cely
strom, pri¢om vzdy, ked spajame dva podstromy, ndjdeme najvicsi pocet jablk dosiahnutelny na oboch stranéch.
Pri tom pomoze uvedomit si a dokazaf, Ze j je vzdy nasobkom 2"v. Pri implementécii takéhoto rieSenia si ale
treba daf pozor na to, Ze mocniny dvoch velmi rychlo rast, a tak ndm moze pre hlboké stromy pretiect nejaka
premenna.

My si ale ukazeme este trochu viac o vyvazenych jabloniach a to ndm potom umozni pohodlnejsiu imple-
mentaciu. Nové, silnejsie pozorovanie vyzera nasledovne: Pre kazda vyvazenu jablon plati: ak je na nej dokopy
j jablk, tak pre kazdé i plati, e v kazdom liste, ktory je vo vzdialenosti i od koretia, je presne j/2° jablk.

Preco je to tak? Predstavte si, ze vSetky jablka z celej vyvazenej jablone presunieme do korena. Ich pocet
oznac¢ime j. Nésledne ich nechdme, nech sa vSetky naraz za¢nt prestvat do listov, do ktorych patria. V kazdom
uzle, vratane koreria, sa jablkd rozdelia na dve rovnako velké polovice. Teda ked st prave vo vzdialenosti ¢ od
koretla, v kazdom vrchole ich je j/2°. V tych vrcholoch, ktoré st listami, tieto jablkd zostant, tie v uzloch sa
opét rozdelia na polovice a putuji dalej.

Inymi slovami: Nech h je vyska celej nasej jablone. Z prave dokdzaného pozorovania vieme, ze v kazdom
liste, ktory je v tejto vyske, bude po vyvézeni rovnaky pocet jablk, ozna¢me ho x. Toto jediné x popisuje cel
vyvazeni jabloni — kazdy list vo vzdialenosti i od korefia bude mat x - 2"~ jablk, a dokopy na celej jabloni bude
presne z - 2" jablk.

Hladame teda najviicsiu hodnotu nasej neznamej x, ktora vieme dosiahnuf pre dané sti¢asné rozlozenie jablk.
Pre kazdy list dostavame jedno obmedzenie hodnoty = zhora: ak je dany list vo vzdialenosti d; od korena, mal
by maf z - 2"~% jablk. No kedze ich m4 v st¢asnosti j; a mozeme jablké len odoberaf, nie pridavat, musi platit
x-2h=di < jioateda x < |j;/2h % .

Stadi teda raz prejst celym stromom, pre kazdy list zistif jeho vzdialenost od koreria, z toho spocitat najvicsie
pripustné z, a z toho rovno vieme vyslednj pocet jablk po vyvazeni, a teda aj pocet potrebnych odtrhnuti.
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Aj toto rieSenie méa ¢asovi zlozitost linedrnu od poc¢tu vrcholov jablone, vieme ho vSak implementovat vyrazne
strucnejsie a navyse nam pri nasej implementacii nehrozi pretecenie premennych.

Listing programu (C++)

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <numeric>
#include <vector>
using namespace std;

vector< pair<int, int> > dohora; // vstup: pre kazdy uzol: kam z neho vedu dohora vetvy
vector<long long> pocet_jablk; // vstup: pre kazdy list: kolko je v riom jabIk?
vector<bool> je_list; // vstup: pre kazdy uzol: je to list?

vector<int> vzdialenosti; // sem si vyplnime pre kazZdy uzol, ako je daleko od koreria

void dfs (int kde, int vzdialenost) { // parametre: v akom vrchole som a ako je daleko od koreria
vzdialenosti[kde] = vzdialenost;
if (!je_list[kde]) {
dfs ( dohoralkde].first, vzdialenost+1l
dfs ( dohoral[kde].second, vzdialenost+l )

}

int main() {
int N; cin >> N;

dohora.resize (N+1l); pocet_jablk.resize (N+1l); je_list.resize (N+1,false);

for (int n=1; n<=N; ++n) {
string typ; cin >> typ;
if (typ=="U0") {
cin >> dohoral[n].first >> dohoral[n].second;
} else {
je_list[n] = true;
cin >> pocet_jablk[n];

}

vzdialenosti.resize (N+1);
dfs(1,0);

int h = xmax_element ( vzdialenosti.begin(), vzdialenosti.end() );
long long x = *max_element ( pocet_jablk.begin(), pocet_jablk.end() );
for (int n=1; n<=N; ++n) if (je_list[n]) x = min(x, pocet_jablk[n] >> (h-vzdialenosti[n]) );

long long zostane = x;
if (zostane > 0) zostane <<= h; // toto nembze pretiect, lebo ak x>0, h je nutne malé
cout << (accumulate (pocet_jablk.begin(),pocet_jablk.end(),0LL) - zostane) << ”\n”;

A-11-3 Zaokrahlovanie

Téato tloha patrila medzi fazsie z tohto kola Olympiady. Najskor si ukdzeme zopéar dolezitych pozorovani,
nasledne si nasu tlohu prevedieme na tiplne inad¢ vyzerajicu tilohu, a ti nakoniec vyriesime.

Dolezité pozorovania

Prvé, ¢o si musime uvedomit, je, Ze celé ¢asti nagich ¢isiel st tplne zbytoéné. Ak mame niekde v mriezke
necelé ¢islo x, moézeme ho pokojne nahradit ¢islom x — |z]. Este stale dostaneme platni tabulku (stcet riadku
aj stlpca sme zmenili o celé &islo) a na rieseni to ni¢ nezmeni — to zaokrtihlenie, ktoré fungovalo predtym, bude
nutne fungovat aj teraz a naopak. Preto nam staéi vediet riesit Glohu, v ktorej s vSetky éisla na vstupe z
intervalu (0, 1).

Zoberme si teraz nejaky riadok a povedzme si, Ze jeho stcet je k. KedZe nase ¢isla lezia v intervale (0, 1) pri
zaokrihlovani sa rozhodujeme vzdy medzi ¢islom 0 a 1. A ak mame zachovat sucdet riadku k, znamené to, Ze
prave k éisiel v tomto riadku musime zmenit na 1. Sticet kazdého riadku/stlpca ndm teda urcuje, kolko éisiel v
nom mame zmenit na 1.

Prevod na inG alohu

To ¢o sme zistili je sice pekné, ale uvazovat o tom v takomto tvare je velmi obtiaZne. Bolo by lepsie si to
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previest na ind tlohu, o ktorej by sa ndm uvazovalo lahsie. K tomu ndm moZze pomoct, ze ked zmenime nejaké
¢islo v mriezke na 1, ovplyvni to jeden riadok a jeden stipec. Hladdme teda nieco ¢o dava do stivisu dve mnoziny
vect.

Vhodné struktira je bipartitny graf. Budeme mat dve mnoziny vrcholov R a S, kde kazdy vrchol v R
predstavuje jeden riadok a vrchol v S stipec. Hrana medzi dvoma vrcholmi r; a s; znamena, ze sme cislo v
i-tom riadku a j-tom stlpci zaokrthlili na 1. Zo vstupu vieme pocet stipcov aj riadkov. A vieme z neho pre
kazdy riadok aj stipec zistit, kolko &isiel v fiom sa mé zaokrihlit na 1 — teda pocet hran, ktoré musia vychadzat
z konkrétneho vrcholu v nasom grafe.

Dostévame teda tlohu z tedrie grafov. Mame zostrojit bipartitny graf, pri¢om kazdy vrchol mé vopred uréeny
podet hran, ktoré z neho maju vychddzat — stupeti daného vrchola.

(Odbocka: Uvedomte si, ze tato nova tloha je o niefo vSeobecnejsia. Totiz existuji niektoré jej zadania,
ktoré nezodpovedaji ziadnej matici redlnych ¢isel. To ndm ale nevadi — ak tito novii tlohu vyrieSime, vyriesime
tym aj nasu povodni.)

Problémom je, Ze nemodzeme mat nasobné hrany, teda nemodze byt medzi dvoma vrcholmi viac ako jedna
hrana. Ak by sme teda priradovali hrany len tak ako pride, mohlo by sa nam stat, Ze sice rieSenie existuje, ale
my ho nenajdeme — na konci ndm zostani nejaké vrcholy, ktoré este nemaji dostatoény stupeinl, no zaroven uz
nemodzeme pridat ziadnu hranu, lebo vSetky hrany, ktoré by sme potrebovali pridat, uz v grafe mame.

Potrebujeme néajst nejaky spdsob zostrojovania grafu, ktoré niedo takéto vyluci — teda ktory nam zarudi, Ze
ak graf s danymi stupniami vrcholov existuje, tak jeden taky najdeme.

Pazravy algoritmus

Vyslovime teraz tvrdenie, ktoré nam pomdze najst efektivne rieSenie nasej novej tlohy.

Tvrdime: Ak existuje bipartitny graf B s danymi stupiiami vrcholov, existuje aj B’, ktory mé rovnaké
stupne vrcholov a navyse plati, Ze konkrétny vrchol r z mnoziny R je spojeny s deg(r) vrcholmi z S, ktoré maju
najvicsi stupen.!

Dokaz: Majme teda nejaky bipartitny graf B a v nom vrchol r. UkdZeme, ze graf B vzdy vieme postupne
prerobit na pozadovany graf B’

Ak je r pripojeny ku deg(r) vrcholom s najvysSim stupiiom, je vSetko v poriadku a B’ = B. Ak nie, tak
existuje vrchol s; v mnoZine S, ktory je spojeny s r, ale nepatri medzi deg(r) najviésich. A tieZ existuje vrchol
s9 z mnoziny S, ktory lezi medzi deg(r) najviésimi, ale nie je spojeny s r. Kedze deg(sa) > deg(s1), tak existuje
vrchol v’ z mnoziny R, ktory je spojeny s sz, ale nie s s1. Ak teraz nahradime hrany r —s; a 7’ —s3 za hrany r — s
a 7’ — s1, mame stale korektny bipartitny graf, opravili sme si vSak jednu zlt hranu z vrcholu r. Opakovanim
tohto postupu prerobime v koneénom pocte krokov povodny graf B na graf, v ktorom je r spojeny s deg(r)
vrcholmi s najvac¢sim stupnom, q.e.d.

Toto nam dava postup ako budovat dany graf: Zoberieme Iubovolny r € R a najdeme mu zodpovedajice
vrcholy v S. Teraz mdZeme na vrchol r zabudnif a vrcholom z S, ktoré sme s nim spojili, znizit stupeti o 1. Tym
dostavame ten isty problém, len na mensom grafe. Tento postup teda opakujeme, az kym bud nespracujeme
celé R, alebo nenarazime na spor.

Nasu povodni tlohu teda vyriesime nasledovne: Pre kazdy riadok a stlpec zistime pocet jednotiek, ktoré v
fiom musime pridat — teda stupen zodpovedajtceho vrcholu v nasom grafe. Nasledne budeme postupne vypliiat
jednotlivé riadky. (KedZe nezalezi na poradi, v akom to robime, budeme ich jednoducho vyplhat v poradi, v
akom s na vstupe.) Nech teraz spractivame riadok, v ktorom mé byt & jednotiek. Na to ndm staci najst k
stipcov, v ktorych chyba najviac jednotiek, a vyplnif ich tam.

Jediné otvorena otézka je, ako budem vyberat k stipcov s najvicsim stupfiom. Pouzitim haldy alebo nejakého
klasického efektivneho algoritmu (napr. MergeSortu alebo kniZzni¢nej funkcie sort) na triedenie dostanem pre
tabulku rozmerov r x s ¢asovi zlozitost O(rslogs). Uvedomme si vsak, Ze éisla, ktoré triedim, st z rozsahu
0 az r. Preto mozem pouzit CountSort, alebo iny triediaci algoritmus s linedrnou ¢asovou zlozitostou. Takto
dostaneme Gasovi zlozitost O(rs). Toto je zaroven aj optimum, kedZe musime naéitat vstup.

1Znacenie deg(r) predstavuje stupeti vrchola v.
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Listing programu (C++)

#include<cstdio>
#include<algorithm>
#include<vector>
#include <cmath>
using namespace std;

int main() {
int r,s;
scanf ("%d.%d. ", &r, &S) ;
double A[r]([s];
for (int i=0; i<r; i++)
for (int j=0; j<s; Jj++)
{
double p;
scanf ("$1f.”, &p);
A[i][j]=p-floor(p);
}
int R[r],
char V[r]
for (int i

{

S[sl;

[s];

=0; i<r; i++)
double p=0;
for (int j=0; Jj<s; Jj++) p+=A[1i][]];
R[i]=ceil(p);

}

for (int i=0; i<s; i++)

double p=0;
for (int j=0; J<s; j++) p+=A[J][i];
S[i]=ceil(p);
}
for (int i=0; i<r; 1i++)
for (int j=0; Jj<s; j++) V[i][J]='D’;
vector<vector<int> > C;
for (int i=0; i<r; i++)
{
C.clear();
C.resize(s+1);
for (int j=0; j<s; j++) C[S[Jj]].push_back(j);
int p=0;
int kde=s;
while (p!=R[1])
{
for (int k=0; k<C[kde].size(); k++)
{
if (p==R[1i]) break;
V[i] [C[kde] [k]]="H";
pt+; S[Clkde] [k]]-—;
}
kde-—;
}
}
for (int i=0; i<r; i++)
{
for (int j=0; j<s; J++) printf (”%c”,V[i][]]);
printf ("\n”);

Alternativne rieSenie

Sttazné tloha sa dala (sice pomalsie, ale eSte stéle v polynomidlnom ¢ase) vyrieSit aj bez transformécie na
tlohu o zostrojeni bipartitného grafu. Toto pomalSie rieSenie uvadzame aj z toho dévodu, Ze z neho vyplynie,
7e naSa uloha vzdy ma4 rieSenie — teda Ze vzdy existuje asponi jeden vhodny spdsob zaokrithlovania.

V tomto rieSeni budeme zaokrthlovat ¢isla postupne. Vzdy si ndjdeme nejaktt mnoZinu éisel, ktoré este nie
st celé, a vhodne ju upravime. Vhodna tprava bude mat dve vlastnosti: nezmeni sucet v ziadnom riadku ani
stipci, a navyse po nej bude aspoti jedno zo zmenenych ¢&sel celé.

Najjednoduchsia tiprava bude vyzerat nasledovne: Vyberieme si dva riadky a dva stipce také, ze vietky Styri
&isla, ktoré lezia v tych riadkoch a zaroveii v tych stipcoch st necelé. Teraz moézeme dve z nich (,favé horné*
a ,pravé dolné“) o nejaki hodnotu ¢ zvysit a zaroveri zvy$né dve o ti isttt hodnotu § znizit. Tym sa zjavne
nezmeni stiéet ziadneho riadku ani stipca. No a ked hodnotu § zvolime vhodne, niektoré z nich (asponi jedno)
stipne na 1 alebo klesne na 0, zatial ¢o ostatné (najviac tri) ostani v intervale (0,1).
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Napriklad keby sme niekde v tabulke videli éisla:

. 0.47 .... 0.21 ....
. 0.17 ..., 0.62 ....
tak si zvolime § = 0.17, ¢im dostaneme:

. 0.64 .... 0.04 ....
. 0.00 .... 0.79 ....
a uspesne sme tak zvysili pocet celych cisel.

Samozrejme, ¢asom sa nam takéto Stvorice ¢isel mini — v kazdej uz bude aspon jedno celé ¢islo. Vtedy

Ako ich hladat? Ak eSte nie sme hotovi, je v naSej tabulke aspori jedno necelé ¢islo. Jedno také si vyberieme.
Riadok, v ktorom je, mé celo¢iselny sucet, preto v iom musi byt aspon jedno dalsie necelé ¢islo. Jedno také si
najdeme a pozrieme sa pre zmenu na jeho stipec. Aj v tom musi niekde byt este aspoii jedno iné necelé &islo. A
takto pokracujeme dalej, striedavo hladajic dalsie ¢islo v riadku a v stipci.

A kedze pokracovat mézeme do nekonecna, ¢asom sa nam nejaky riadok alebo stipec zopakuje. V tom
okamihu sme nasli cyklus: nejakd postupnost k riadkov a k stipcov, ktord nam uréuje 2k necelych é&isel — v
kazdom riadku aj stipci dve z nich. No a s nimi spravime presne to isté: na striedacku ich budeme zvicSovat a
zmensovat o tl istt hodnotu 4.

Prave sme teda ukézali, ze vzdy, ked eSte mame v naSej tabulke nejaké necelé ¢isla, vieme ju upravif tak,
aby sa aspon jedno z nich zmenilo na celé. Opakovanim vysSie popisaného postupu teda ¢asom musime dostat
tabulku, v ktorej uz si vsetky ¢isla celé.

Hladanie jednej vhodnej skupiny poli¢ok vieme v tabulke rozmerov r x s spravit v ¢ase O(rs) — lebo pred
najdenim cyklu prejdeme kazdy riadok a kazdy stipec najviac raz. Jej tipravu potom spravime v zanedbatelnom
¢ase O(min(r, s)). No a kedze mame tabulku s rs polickami a v kaZdej iterdcii zmenime na celé asponl jedno z
nich, bude ndm urcite stacit rs iteracii. Celkovi ¢asovi zlozitost tohto rieSenia teda vieme zhora odhadnuf ako

O(r?s?).

A-1-4 Log-space vypocty

Podiloha A — Nasobenie velkych &isel

Nésobit velké ¢isla sme sa uéili uz na zékladnej gkole. Cisla « a 3 si jednoducho napiSeme pod seba, potom
postupne nasobime « vSetkymi ciframi 5 (na to sta¢i poznat malt nésobilku), pricom pri kazdej dalsej cifre sa
posunieme o jeden stipec dolava. Nakoniec vietky medzivysledky s¢itame. Napriklad pre a = 137 a 3 = 123
vyzera nasobenie takto:

1 3 7
x 1 2 3
4 1 1
2 7 4
1 3 7
1 6 8 5 1

Tento algoritmus bezi v ase O(n?) a d4 sa jednoducho implementovat s pomocnym polom. Pri log-space
vypoctoch si toto nemdzeme dovolit a musime sa zamysliet nad implementéciou bez pomocného pola.

Vysledok budeme poéitat cifru po cifre, stipec po stipci. Pre jednoduchost zatial zabudnime na prenosy do
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vyssich rddov. Potom posledna cifra C[0] je zrejme A[0] * B[0].

Cl1] = A[0]* B[1] + A[1] * B[0]
Cl2] = A[0]*B[2] + A[1]  B[1] + A[2]  B[0]
C[3] = A[0]* B[3] + A[1] = B[2] + A[2] * B[1] + A[3] + B[0]

Vo vSeobecnosti je C[i] sticet nejakych A[j]* B[k], pricom j+k = i. V skutoénosti k tomuto moze este pribudnit
prenos z nizsieho radu a ak dostaneme vysledok > 9, C'[¢] bude iba posledné cifra tohto su¢tu. Teda
sudet <« prenos + Z Alj] * Blk]
k=i
C[i] < sacet mod 10
prenos < |stcet/10]

Takto staci pouzif len zopar pomocnych premennych. NavySe sticet bude nadobtidat len hodnoty od 0 po
90n (modzeme mat najviac n-krat 9x9 = 81n plus prenos 9n z nizsieho rddu), takZe program je naozaj log-space.

Listing programu (Pascal)

var n : integer; { vstup: dIZka &isel }
A, B : array [0..n-1] of integer; { vstup: alfa, beta }
C : array [0..2%*n-1] of integer; { vystup: gama = alfa % beta }
i, j, p : integer;
begin
p := 0;
for i := 0 to 2*n-1 do begin
for j := max(0,i+l-n) to min(i,n-1) do
p :=p + A[J] * B[1 - JI;
C[i] := p mod 10; { poslednd cifra je C[1i] }
p := p div 10; { zvysSok sa prenesie do vysSsSieho rddu }
end;
end.

Podilloha B — Prehladavanie lesu

Tradi¢ne by sme ttto tlohu riesili prehladavanim do hibky alebo do Sirky. Za¢neme z jedného vrcholu,
prehladdme cely jeho komponent a ak pritom natrafime na druhy vrchol, st spolu, inak nie. Obe rieSenia vSak
pouzivaju vela pamiéte — pre kazdy vrchol si pamétame, ¢i sme ho uz navstivili alebo nie a navySe mame zasobnik
alebo frontu vrcholov, ktoré sa chystdme navstivit. V log-space programoch si véak mozeme pamétat informécie
iba o zopéar (konstantne vela) vrcholoch.

23

84 — 47

103

Vyuzijeme, ze zadany graf je les. Predstavme si, Ze stojime vo vrchole 47 na obrazku vyssie. Okolo nés je 5
susedov a keby sme vrchol 47 odstranili, graf by sa rozpadol na 5 podstromov (zakreslenych len schématicky ako
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trojuholniky). Nemdme dost pamite na to, aby sme si pamitali, v ktorjch podstromoch sme uz boli a v ktorych
nie, ale moézeme si susedov pekne zoradif podla identifikdtorov. Budeme postupovat pomocou jednoduchého
pravidla, pricom si budeme pamétat dve veci: v ktorom vrchole sme a z ktorého vrcholu prave prichddzame.
Pokracovat budeme vzdy cyklicky tym nasledujtcim vrcholom v utriedenom poradi.

Napriklad, ak sme do 47 prisli z vrcholu 84, dalej budeme pokradovat vo vrchole 103 (pric¢om si pamétame,
7e sme tam prisli zo 47). Ked sa prehladévanie z vrcholu 103 vréti (t.j. sme v 47 a prisli sme zo 103), nasledujici
vrchol bude 159. Ked sa vratime zo 159, ideme do 3, atd.

Treba si rozmysliet eSte tri veci: 1. Ze takéto prehladavanie funguje a naozaj prejdeme cely strom. To sa
da dokazat napriklad indukciou: Ak vojdeme do listu, tak z neho po tej istej hrane vyjdeme aj naspét (lebo
ind hranu nemdame). Ak stojime vo vrchole w a jeho susedia st wy,ws,...,wy zoradeni od najmensieho po
najvicsieho, pri¢om do w sme sa dostali z w;, potom budeme pokracovat vo w;;1. Z indukéného predpokladu
sa do w z w;y1 vratime a budeme pokracovat vo wjs, atd., az kym cyklicky neobehneme vsetkych susedov a
vratime sa do w;.

Cely algoritmus si mozeme predstavit aj tak, Ze vrcholy grafu st miestnosti a hrany si chodby. My sa
pravou rukou drzime jednej steny a ideme len popri nej. Ak je dany graf strom, potom ho takymto sposobom
cely prejdeme. (Rozmyslite si, Ze pre vSeobecné grafy to nefunguje.)

2. Kedy méme zastat? Jedna moznost je zapamiitat si, v ktorom vrchole sme zac¢inali a ktora bola prva
hrana, ktorou sme sa vydali (to st len 2 ¢isla). Ak sa dostaneme na zaciatok a budeme sa chciet vydat toutou
hranou, mézeme skoncit. Druhé, lenivd moznost je spravit jednoducho 2m krokov — totiz komponent moze mat
najviac m hran a ked kazda prejdeme dvakréit (tam a spit), dostaneme sa na zaciatok.

3. D4 sa tento algoritmus implementovat ako log-space program? D4&. Pamétame si iba v ktorom vrchole
sme a odkial sme pri§li. V danom vrchol vzdy prejdeme cely zoznam hran a ndjdeme nasledujiceho suseda (to
je najmensi viacsi alebo, ak vAcsi sused neexistuje, tak iplne najmensi sused; toto je implementované vo funkcii
dalsia_hrana).

Listing programu (Pascal)

var n, m, u, v : integer; { vstup: podet vrcholov a hrdn, Start a ciel }
A, B : array [l..m] of integer; { vstup: hrany grafu }
spolu : integer; { vystup: si u a v v jednom komponente suvislosti? }

w, z, i, tmp : integer; { som vo vrchole w, prisiel som sem zo z }

function dalsia_hrana (w, z : integer) : integer;
var i, minn, nextn : integer;
begin
minn := z; { sused s najmensim cislom }
nextn := m+l; { sused s najmensim ¢islom vdcsim ako z }
for i := 1 to m do begin
if A[i] = w then begin
if B[i] < minn then minn := B[i];
if (B[i] > z) and (B[i] < nextn) then nextn := B[i];
end;
if B[i] = w then begin
if A[i] < minn then minn := A[i];
if (A[i] > z) and (A[i] < nextn) then nextn := A[i];
end;
end;
if nextn <= m then dalsia_hrana := nextn
else dalsia_hrana := minn; { neexistuje sused s vdcsim ¢islom, vrdtime najmensieho suseda }
end;
begin
w = u
z = -1;
for i := 1 to 2xm + 47 do begin
if w = v then begin
spolu := 1; halt;
end;
tmp := dalsia_hrana (w, z);
Z 1= W;
w = tmp;
end;
spolu := 0;
end.

Pre zaujimavost na zaver eSte poznamenajme, Ze naSe rieSenie dost podstatne vyuziva fakt, Ze graf na
vstupe je les a komponenty su stromy. Log-space program pre vSeobecné neorientované grafy existuje, avsak je
ovela ovela komplikovanejsi (nad rdmec OI aj vysokoskolského uciva); pred necelymi 9 rokmi ho vynasiel Omer
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Reingold. Podobné otdzka pre orientované grafy, teda ¢i existuje algoritmus s malou pamitovou zloZitostou,
ktory by rozhodol, ¢ sa v danom grafe d4 z vrcholu u dostat do vrcholu v, je dodnes otvorend. Pozname iba
algoritmus s paméfovou zlozitostou O((logn)?) a predpoklada sa, Ze ziadny log-space program ani neexistuje.
Nikto to vSak zatial nevie dokazat.
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