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RieSenia kategorie A

A-1-1  Spidni

Vo vseobecnosti je ndjdenie najvicsej kliky v grafe NP-uplny problém. To okrem iného znamena, Ze zrejme
neexistuje algoritmus, ktory to zvlddne v polynomialnom c¢ase. Zakladom rieSenia nasej tlohy bude teda analyza
toho, ¢im je naSa sief $pidnov Specidlna a ako nam to pomodZe najst lepSie riesenie.

Pripomefime si podmienku, ktorti podla zadania nasa sief spliia: Pre fubovolné prirodzené é&islo k plati: ak
Tubovolnym spdsobom vyberieme k §piénov, bude medzi nimi najviac 3k dvojic $piénov, ktori spolu komunikuju.

Z tejto podmienky priamo vyplyva, ze dokopy v celej sieti mdme nanajvys 3n dvojic komunikujtcich spiénov
(sta¢i dosadit k = n). Vieme toho vsak zistit omnoho viac.

V prvom rade vieme dokazat, Ze v nasej sieti nemoze existovat klika tvorend dsmimi (a teda ani viac)
$piénmi. Pre¢o? Ked méme osem $piénov, komunikuje spolu nanajvys 3 x 8 = 24 dvojic. Ale osem Spiénov, to
je 28 dvojic, a teda niektord dvojica Spiénov urcite spolu nekomunikuje — preto neméze ist o kliku.

V tomto okamihu uz teda vieme navrhnaf prvy algoritmus s polynomidlnou éasovou zlozitostou: Vyskisame
vSetky mnoziny tvorené 1 az 7 $piénmi a o kazdej overime, ¢i tvori kliku. Tento algoritmus mé éasova zlozitost
O(n") a ak ho nejak nezlepsime, bude pouZitelny len pre velmi malé vstupy.

Lepsie rieSenie

A% 7 bodov sa dalo ziskat za rieSenie, ktoré zvladne vyrieSit vstupy, v ktorych plati 1 < n < 1000 a zaroven
celkovy pocet klik $pidnov (vSetkych, nie len maximalnych) neprevysi 64 000.

Na takéto rieSenie nam staci vylepsit to predchadzajice tak, aby sme zbytocne neskusali moznosti, ktoré
nevedu k rieSeniu. Presnejsie, ak uz o nejakej mnozine Spidnov zistime, ze kliku netvori, vieme, Ze nema zmysel
skisat ani ziadnu jej nadmnozinu. Ak teda pouzijeme backtracking (prehladévanie s ndvratom), pri ktorom
postupne prezerame vSetky mnoziny $piénov, ktoré este tvoria kliku, vieme dostat dostato¢ne dobré riesenie.

Kvadratické rieSenie

Prekvapivo, existuju aj zarucene efektivne rieSenia nasej tlohy.

Klicové pozorovanie sme tu uz uviedli, ale teraz ho uvedieme v trochu inej podobe: V Iubovolnej skupine k
$piénov (¢i uz je to klika alebo nie) musi existovat $pidn, ktory komunikuje s nanajvys$ Siestimi inymi. (Ak by
to neplatilo, mali by sme v rdmci skupiny viac ako 6k/2 = 3k dvojic komunikujicich $piénov. Alebo v grafovej
terminoldgii: ak mame nanajvys 3k hran, tak je sticet stupnov vrcholov nanajvys 6k, a teda niektory vrchol ma
stupefi nanajvys 6.)

Vyberme si lubovolného takéhoto $piéna. St dve moznosti: bud je stcastou najvicsej kliky, alebo nie.

Ak je sticastou najvicsej kliky, tvoria ju on + niektori spomedzi $piénov, s ktorymi komunikuje. Kedze tjch
je nanajvys 6, mame nanajvys 26 = 64 skupin $piénov, ktoré treba skontrolovat. A kedZe kazda z nich tvori
nanajvys 7 §piénov, cel tito kontrolu vieme spravit v konstantnom case.

A potom ndm uz ostane len druhy pripad: najst najvicsiu kliku, do ktorej nés S$pién nepatri. Na to staci
nésho $pidna zo siete odstranif. Dostaneme tjm sief tvorent n — 1 §piénmi. Zjavne aj tato sief spliia podmienku
zo zadania, a teda pre nu moZzeme cely postup zopakovat — opét najdeme $pidna, ktory ma nanajvys 6 znamych,
a tak dalej. Takto pokracujeme, az kym sa ndm vsSetci Spiéni nemint.

Ako je to s éasovou zlozitostou tohto algoritmu?

V prvom rade sme vés trochu zavddzali tvrdenim, Ze pre danych (nanajvys) 7 §piénov vieme v konstantnom
Case overit, ¢ tvoria kliku. Na to potrebujeme pre kazdu dvojicu Spidnov zistit, ¢i spolu komunikuji. A toto
nevieme trividlne spravit v konstantnom case. Zatial sa teda uspokojime s pomalym priamociarym rieSenim:
vzdy, ked potrebujeme vediet, ¢i spolu $piéni z a y komunikuji, prejdeme zoznam vSetkych Spiénov, s ktorymi
komunikuje z, a overime, ¢i je v ilom y. Takto vieme fubovolnd potencidlnu kliku overif v ¢ase ©(n).

Priamociara implementécia celého algoritmu ma potom ¢asovii zlozitost ©(n?). Totiz mame n iteracii (jednu
pre kazdého $pidna) a pri kazdej potrebujeme:
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— najskor ¢as ©(n) na to, aby sme si nasli vhodného $pidna, ktory poznd nanajvys 6 inych,
— potom opit ¢as ©(n) na to, aby sme skontrolovali, ktoré podmnoziny jeho zndmych tvoria kliky,
— nakoniec ¢as ©(n) na to, aby sme spracovaného $piéna z grafu odstranili.

RieSenie vzorové — takmer optimalne

Ak chceme lepsie rieSenie, potrebujeme vSetky tri vyssie popisané kroky robit efektivnejsie.

Efektivnejsie hladat dalsieho §piéna na spracovanie je lahké. Spiénov, ktorjch uz mézeme spracovat (t.j. tych,
¢o maju 6 alebo menej zndmych) si budeme udrziavat vo fronte. No a vZdy, ked nejakého $piéna spracujeme a
odstranime, skontrolujeme kazdého jeho zndmeho, ¢i mu prave neklesol poc¢et zndmych na 6. Ak &dno, pridame
ho do fronty. Takto dosiahneme, Ze vhodného $piéna na spracovanie vZdy ndjdeme v konStantnom case.

Zvy$né dva kroky vieme zefektivnif pouzitim lepsich datovych struktar. MoZeme si napriklad pre kazdého
$pidna jeho zndmych paméitat ako usporiadant mnozinu (vyvaZovany bindrny strom, set v C++), alebo ako
neusporiadant mnozinu (hesovacia tabulka, unordered_set v C++). V prvom pripade dostaneme rieSenie so
zarucenou ¢asovou zlozitostou O(nlogn), v druhom pripade dostaneme ocakdvand ¢asovi zlozitost O(n).

Toto si rieSenia, aké je vhodné pisat na praktickej stufazi — vyuzivaji knizni¢né détové Struktiry, vdaka
¢omu su struéné a prehladné, a zaroven su dostato¢ne efektivne na zisk plného pocétu bodov.

Implementacny detail: prezeranie podmnozin

V nasledujicom listingu programu si vSimnite elegantny sposob, akym prechadzame vsetky podmnoziny
znamych prave spractiivaného Spidna.

Ak méme z-prvkovi mnozinu, t4 mé 2% roznych podmnozin. Kazdi podmnozinu P vieme popisat nejakym
z-bitovym retazcom: pre kazdy prvok povodnej mnoZiny napiseme 0, ak do P nepatri, alebo 1, ak do P patri.
Vsetky podmnozZiny takto priamo zodpovedaju ¢islam od 0 po 2% — 1. Ked teda chceme postupne kazdu pod-
mnozinu prezriet a spracovat, sta¢i ndm prejst v cykle (premennou subset) cez vSetky tieto ¢isla. Ked uz mame
v premennej subset ¢islo konkrétnej podmnoziny, jej prvky lahko ndjdeme pomocou bitovych operacii.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <queue>
#include <unordered_set>
using namespace std;

int N, M;
vector< unordered_set<int> > G; // G[x] je mnozZina Spidnov, ktori komunikuju so Spidnom x
vector<int> najvacsia_klika;

bool je_klika( const vector<int> &spioni ) {
// overime, &i dand skupina Spidnov tvori kliku -- teda ¢i kazZdd dvojica spolu komunikuje
for (int x : spioni) for (int y : spioni) if (x<y && G[x].count (y)==0) return false;
return true;

}

int main () {

// nacditame vstup a precislujeme Spidnov na 0 az n-1

cin >> N >> M;

G.resize (N);

for (int m=0; m<M; ++m) {
int x,y; cin >> x >> y; --x; —--y;
G[x].insert (y); Gly].insert (x);

}

// do fronty na spracovanie dame Spidnov, ktori uZ teraz maju nanajvys 6 zndmych
queue<int> Q;
for (int n=0; n<N; ++n) if (G[n].size()<=6) Q.push(n);

// postupne po jednom spracuvame Spidnov
while (!Q.empty()) {
int kto = Q.front(); Q.pop();
vector<int> kandidati( G[kto].begin(), Glktol.end() ); // vSetci zndmi S$pidna ”"kto”

// prejdeme vsSetkych 2°Z podmnozZin mnozZiny kandiddtov, o kaZdej vyskusame, ¢&i je to klika
int Z = kandidati.size();
for (int subset=0; subset<(1<<Z); ++subset) {

vector<int> mozna_klika (1,kto);

for (int z=0; z<Z; ++z) if (subset & 1<<z) mozna_klika.push_back( kandidati[z] );

if (mozna_klika.size() > najvacsia_klika.size() && je_klika( mozna_klika ))
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najvacsia_klika = mozna_klika;

}

// odstrdnime prdve spracovaného Spidna
// ak tym vznikli novi 3pidni s nanajvys$ 6 zndmymi, priddame ich do fronty na spracovanie
for (int x : kandidati) {
G[x].erase( kto );
if (G[x].size()==6) Q.push(x);
}
}
// vypiseme prvky najvdcsSej ndjdenej kliky
for (int x : najvacsia_klika) cout << (x+1) << endl;

Optimalne riesenie

Z teoretického hladiska je zaujimava aj otdzka, ¢i existuje rieSenie tejto stitaznej tlohy, ktoré ma aj v
najhorsom moznom pripade zaru¢ent linearnu ¢asovi zlozitost. Odpoved na tito otdzku je kladna.

Pomézeme si drobnym trikom. Rozdelime riesenie na dve fazy. V prvej faze zostrojime poradie, v ktorom
budeme $piénov spractvat. Zaroveni si pre kazdého $pidna zapamitdme len tych jeho (nanajvys 6) zndmych,
ktorych este ma v okamihu, ked ho spraciivame. VSimnime si, Ze takto sme zredukovali mnozstvo zapamétanej
informécie na polovicu: ak je na vstupe dané, Ze Spiéni x a y spolu komunikuji, budeme si to pamiitat len u
toho Spidna, ktorého skor spracujeme.

Tato Sikovnejsia reprezentacia vstupu ndm potom ponitika presne to, ¢o potrebujeme: vieme pomocou nej
v zarucene konStantnom case overit, ¢i spolu nejaki dvaja Spidni p a ¢ komunikuji. Na to staci najskor prejst
zoznam paméitany pre $piéna p (najviac 6 $piénov) a overit, éi je v fiom ¢, a nasledne prejst zoznam pre $piéna
g (opét najviac 6 $pidnov) a overit, ¢i je v fiom p. (Alternativne, ak si pre kazdého §piéna paméitdme poradie, v
ktorom mé byt spracovany, sta¢i prezriet len jeden spravny zoznam.) Nasleduje implementécia tohto rieSenia.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <queue>
using namespace std;

int N, M;

vector< vector<int> > G; // G[x] je zoznam Spidnov, ktori komunikuju so Spidnom x
vector< vector<int> > H; // H vznikne z G redukciou popisanou vo vzorovom rieseni
vector<int> najvacsia_klika;

bool komunikuju( int x, int y ) {
// na nanajvy$ 12 krokov overime, ¢&i Spidni x a y spolu komunikuju
for (int z : H[x]) if (z==y) return true;
for (int z : H[y]) if (z==x) return true;

return false;

}

bool je_klika( const vector<int> &spioni ) {
// overime, ¢i dand skupina Spidnov tvori kliku -- teda &i kazdd dvojica spolu komunikuje
for (int x : spioni) for (int y : spioni) if (x<y && !komunikuju(x,y)) return false;
return true;

int main() {
// nacditame vstup a precislujeme Spidnov na 0 aZ n-1
cin >> N >> M;
G.resize(N); H.resize(N);
for (int m=0; m<M; ++m) {
int x,y; cin >> x >> y; —-x; —-Vy;
G[x] .push_back(y); Gly].push_back (x);
}

// do fronty na spracovanie dame S$pidnov, ktori uZ teraz maju nanajvys 6 znamych
vector<bool> spracovany (N, false) ;

vector<int> poradie;

vector<int> stupen(N); for (int n=0; n<N; ++n) stupen[n] = G[n].size();
queue<int> Q;

for (int n=0; n<N; ++n) if (stupen[n]<=6) Q.push(n);

// postupne po jednom spracivame S$pidnov a vyplriame pole H
while (!Q.empty()) {
int kto = Q.front(); Q.pop();
poradie.push_back (kto);
for (int x : Glkto]) if (!spracovany([x]) {
H[kto] .push_back (x) ;
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——-stupen([x];

if (stupen[x]==6) Q.push(x);
}
spracovany [kto] = true;

}

// edte raz v tom istom poradi spracuvame Spidnov a hladdme kliky
for (int kto : poradie) {
// prejdeme vsetkych 2°Z podmnozin mnozZiny kandiddtov, o kazZdej vyskuSame, ¢i je to klika
int Z = H[kto].size();
for (int subset=0; subset<(1<<Z); ++subset) {
vector<int> mozna_klika (1l,kto);
for (int z=0; z<Z; ++z) if (subset & 1<<z) mozna_klika.push_back( H[kto]l[z] );
if (mozna_klika.size() > najvacsia_klika.size() && je_klika( mozna_klika )
najvacsia_klika = mozna_klika;

}

// vypiSeme prvky najvdcsej ndjdenej kliky
for (int x : najvacsia_klika) cout << (x+1) << endl;

A-1-2 Rozvod elektriny

Nasou tlohou je rozdelit zadant siet na stvislé neprekryvajtce sa oblasti. V kazdej oblasti sa mé& nachadzat
préave jedna elektrareri, ktord bude zdsobovat elektrinou vSetky mesta v tejto oblasti. Vykon elektrarne nesmie
byt mensi ako stcet spotrieb miest, ktoré zasobuje. NavySe nds obmedzuje kapacita vedeni medzi jednotlivymi
lokalitami.

Zatial to vyzerd na poriadne zlozitt tlohu; nastastie vak sief elektrickych vedeni tvori strom. Za jeho koreri
vyhlasme vrchol éislo 1, ¢ize krajské mesto. Strom zavesme za koreti — ziskame tak moznost pouzivat intuitivne
pojmy nahor (smerom ku koreniu) a nadol. Z kazdého vrcholu v (okrem koreria) vedie prave jedna hrana smerom
nahor; nazvime tito hranu otcovska a jej cielovy vrchol nazvime otcom vrcholu v. Ostatnych susedov vrcholu
v budeme volat synovia. Vrcholy rézne od koretia, ktoré nemaji synov, sa nazyvaju listy.

Myslienka vzorového riesenia

Situédcia vo vysSich trovniach stromu je celkom neprehladnd — nevieme na prvy pohlad uréit, ku ktorej
elektrarni treba napojit konkrétny vrchol. Zacénime preto od listov, kde mame mens$i pocet moznosti:

Vezmime si Tubovolny list ¢, v ktorom je nejaké mesto; jeho spotrebu ozna¢me d,;. Nech ho pripojime ku
ktorejkolvek elektrarni, musime vyuzit jeho otcovsk hranu. To znamend, Ze kapacita otcovskej hrany nesmie
byt menSia ako dy, inak rieSenie tlohy neexistuje.

Ak je otcom listu ¢ nejaka elektréreii p s vykonom dp, neméame intt moznost ako napojit £ na p (cez p by
totiz nepresla elektrina zo ziadnej inej elektrarne). V pripade, ze dy > d,,, vykon elektrarne nestaci na zdsobenie
mesta, teda riesenie neexistuje. Inak moézeme odstranit zo stromu vrchol £ a znizif vikon elektrarne p na d, — d,.
Dostaneme tak ekvivalentni ilohu na n — 1 vrcholoch, ktora je rieSitelnd prave vtedy, ak je riesitelnd povodna
uloha.

Ak je otcom listu ¢ nejaké mesto p so spotrebou dp,, potom mesto ¢ musi byt napojené na t istl elektraren
ako p. Ekvivalentni mensiu tlohu teda dostaneme tak, Ze odstranime zo stromu list £ a zvySime spotrebu mesta
p na d, + dg.

Vezmime si Tubovolny list ¢, v ktorom je nejaké elektrarenn a ktorého otcom je tiez elektrareii. Energiu z ¢
cez otca preniest nemozeme, preto jednoducho odstrdnime zo stromu list £ a budeme riesif mensiu ekvivalentnt
ulohu.

Ak sa uz nedé pouzit ziadne z predchédzajicich zjednodusSeni tlohy, v kazdom liste médme nejakt elektraren,
ktorej otcom je nejaké mesto. Vezmime si také mesto p, ktorého vSetci synovia ¢1, £a, . .., ¢, su listy (v popisanom
pripade musi aspoi jedno také mesto existovat).

Mnozstvo energie, ktorym moze elektraren ¢; zasobovat mesto p, je obmedzené nielen jej vykonom, ale aj
kapacitou vedenia, ktoré ju spaja s p. Pre kazda z elektrarni ¢y, o, ..., £} si preto vypocitame mnoZstvo
prenositelnej energie. Zrejme ni¢ nestratime, ak budeme dalej brat do tvahy len najvicsiu z tychto hodnot;
oznacme si ju dy.
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V pripade, Ze je p koreiom, neméme int moznost, ako napojit ho na elektrareni v niektorom z jeho synov.
Porovname preto d; so spotrebou d, — rieSenie existuje prave vtedy, ked maximélne mnoZstvo prenositelnej
energie zo synovskej elektrarne postacuje na pokrytie spotreby mesta p.

Aj vtedy, ked m4 mesto p otca, budeme sa snazit pripojit p k elektrarni v niektorom z jeho synov. Tato volba
nédm, intuitivne povedané, ponechd viac energie vo vyssich castiach stromu. Teda ak d, > d,,, potom pripojime
p k synovskej elektrarni s najvicsou hodnotou prenositelnej energie. Listy £1, £, ..., £ odstranime zo stromu,
mesto p nahradime elektrarnou s vykonom dy — d, (mnoZzstvo energie nevyuzitej v p) a dalej budeme riesit
mensiu ekvivalentnt tlohu.

Zostava rozobraf posledny pripad: dy < dp. Vtedy musi byt mesto p pripojené k elektrarni cez otcovski
hranu. Odstranime listy ¢, fa, ..., £; a rieSime zjednodusent tlohu.

Postupnym odoberanim vrcholov podla predchddzajiceho rozboru pripadov ¢asom dostaneme strom pozos-
tavajici z korena a niekolkych listov s elektrarniami. Taktto situdciu sme tieZ rozobrali.

Efektivna implementacia

V prvom rade potrebujeme vedief rychlo hladat listy stromu. Nagtastie su lokality na vstupe odcislované
v poradi, v akom boli pripdjané k stvislej sieti. To znamen4, Ze vrchol &islo n je listom; ked ho odstrdnime zo
stromu, vrchol ¢islo n — 1 bude listom; a tak dalej.

Vrcholy teda budeme spractvat od konca. Pre kazdé mesto v si budeme okrem informécii zo vstupu pa-
métat eSte hodnotu ponukal[v], ¢o bude najvicsie mnozstvo energie prenositelnej z jeho synov, ktorych sme
uz spracovali. K tomu navysSe prislicha hodnota od _koho[v] — ¢islo elektrarne, od ktorej pochadza najlepsia
ponuka.

Ak je préve spracivanym listom elektraren, skisime zlepsit ponuku jej otcovi (samozrejme len v pripade, ak
to je mesto).

V pripade, ze spracivame mesto, skiisime vyuzif najlepsiu ponuku a posunaf ju dalej otcovi zmensSent
o spotrebovant energiu. Ak ponuka nestaci na pokrytie spotreby mesta, skiisime sa napojit cez otcovskil hranu.
Ak je otcom elektrarei, znizime jej vykon o spotrebu mesta; ak je otcom mesto, zvysime jeho spotrebu.

Po spracovani vsetkych vrcholov potrebujeme vypisat ¢isla elektrarni, ktoré sme priradili jednotlivim loka-
litAm. Na to si postupne vypliiame pole riesenie. Viéinou vieme uréit spravnu hodnotu uz pri spracovani
vrcholu. Jediny pripad, ked tomu tak nie je, nastdva pri zlyhani ponuky a spolahnut{ sa na otcovskil hranu,
ktora vedie do iného mesta. Vtedy totiz vieme len to, Ze vrcholu priradime rovnaku elektraren ako neskoér jeho
otcovi. Preto nakoniec eSte raz prejdeme polom riesenie odpredu a podopliiame chybajiice hodnoty.

KedZze kazdy vrchol spracujeme v konstantnom ¢ase, celkovd ¢asovd zlozitost je O(n).

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <vector>
using namespace std;

int n;

vector<bool> je_mesto;

vector<int> otec; // otec vrcholu v zakorenenom strome

vector<int> kapacita; // kapacita vedenia do otca

vector<long long> watty; // vykon elektrdrne / spotreba mesta

vector<int> ponuka; // najvdcésie mnoZstvo energie prenositelnej od synov...
vector<int> od_koho; // ... a prislusnd elektrdren

vector<int> riesenie; // priradenie elektrdrni mestdm

bool vyries() {
for (int i = n - 1; 1 >= 1; --1i)
if (je_mesto[i]) {
if (ponukali] >= watty[i]) {
]

riesenie[i] = od_koho[i];
if (je_mestolotec[i]]) {
int moja_ponuka = min(kapacita[i], (int) (ponukal[i] - wattyl[il));
if (moja_ponuka > ponukalotec[i]]) {
ponukal[otec[i]] = moja_ponuka;
od_koho[otec[i]] = od_koho[i];
}
}
} else {

if (kapacital[i] < watty[i]
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return false;

if (je_mesto[otec[i]]) {
watty[otec[i]] += wattyl[i];
} else {
if (wattyl[otec[i]] < watty[i]
return false;
riesenie[i] = otec[i];
watty[otec[i]] -= wattyl[i];
}
}
} else {
riesenie[i] = i;
if (je_mestolotec[i]]) {

int moja_ponuka = min(kapacitali], (int) watty[i]);
if (moja_ponuka > ponuka[otec[i]]) {
ponuka[otec[i]] = moja_ponuka;
od_koho[otec[i]] = 1i;

}
}
if (ponuka[0] < watty[0])
return false;
riesenie[0] = od_koho[0];
for (int i1 = 0; i < n; ++1)
if (riesenie[i] == -1)
riesenie[i] = riesenielotec[i]];
return true;

int main() {
scanf (”%d”, &n);
je_mesto.resize(n); otec.resize(n); kapacita.resize(n); watty.resize(n);
ponuka.resize(n, -1); od_koho.resize(n); riesenie.resize(n, -1);
je_mesto[0] = true; otec[0] = -1; kapacital[0] = -1;
scanf (”%$11d”, s&watty[0]);
for (int i = 1; 1 < n; ++1) {
char typ;
scanf (”_.%c%d%d%11d”, &typ, &otec[i], &kapacitali], &wattyl[il]);
je_mesto[i] = (typ == 'M");
--otec[i];
}
if (vyries()) {
for (int i = 0; i < n; ++1)
printf (”%d%c”, riesenie[i] + 1, (i == n - 1) ? ’\n’ HEA I
} else {

printf ("nemozne\n”);

}

A-1-3 Hauasenice

Skorec Ignac si musi zvolit spravny smer, ktorym z hniezda vyleti. Na vyber ma samozrejme nekoneéne
vela moZnosti, takZe neprichddza do ivahy riesenie ,vysktsame vSetky moZnosti a vyberieme najlepSiu z nich®.
Intuitivne sa nam vsak zd4, Ze ,zmysluplnych* moznosti na vyber az tak vela nebude. ZvicSa bude zrejme
jedno, ¢i Ignéc poleti pod azimutom 47.004 alebo 47.005. Ako ale toto pozorovanie sformulovat exaktne?

Skuasanie len rozumnych moznosti

Predstavme si, ze si Ignéc zvolil nejaky smer. Nech je tento smer taky, ze nepoleti ponad koniec Ziadnej
z husenic. Igndcovu trasu si teda moZzeme predstavit ako polpriamku pretinajicu vnitro niektorych useciek.
Tuato polpriamku teraz moézeme do fubovolnej strany otdcat (teda spojito menit smer, ktorym vedie), az kym
y,henarazime® na koniec niektorej z husenic. Je zjavné, ze pocas otacania sa nijak nezmeni mnozina hisenic,
ktoré Ignéc vyzbiera. Zmena moze nastat v poslednom okamihu — ale ak nastane, ide o zmenu k lepSiemu. Moze
sa totiz stat, Ze pri naSom postupnom meneni smeru narazime na koniec novej husenice, ktort doteraz Ignac
ulovit nevedel.

Co sme prave ukézali? Nech by si Ignac zvolil akykolvek smer letu, my mu ho vieme vzdy upravit tak, aby
zozbieral aspon tolko isto htsenic, a zarovei letel ponad koniec jednej z nich. Inymi slovami, medzi optimalnymi
rieSeniami (ktorych moze byt opit aj nekonecne vela) urcite existuje také, pri ktorom Ignéc leti ponad koniec
jednej z hisenic.

Takto uz ale dostavame prvé funkéné rieSenie. Mame n husenic, kazda mé dva konce, dokopy teda potrebu-
jeme skontrolovat 2n polpriamok. Pre kazdu z nich spo¢itame, kolko hisenic by Ignéc vyzbieral, a vyberieme
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najlepSiu moznost. Pre konkrétnu polpriamku a konkrétnu hisenicu vieme v konstantnom case zistit, ¢i sa
pretinajti. (Toto podrobnejsie vysvetlime nizsie.) Konkrétnu polpriamku teda vieme skontrolovat v ¢ase ©(n) a
tym padom je celkova ¢asovd zlozitost tohto rieSenia ©(n?).

Za zapamitanie stoji hlavna myslienka vyssie popisaného rieSenia: ndjdeme jednoduché kritérium, ako spo-
medzi mnozstva moznosti vybrat nejakt malt zaujimavt sadu, ktord uréite obsahuje (aspoi jednu) optimélnu
moznost. Podobn4 technika sa d4 pri navrhu efektivnych algoritmov (obzvlast v oblasti vipocétovej geometrie)
pouzit velmi éasto.

Skiste si napriklad podobnou technikou vyriesif nasledovni ilohu: Mame obdiznikovii dosku tvorentt bodmi
na suradniciach (0,0) aZ (zg, yo). V doske je n < 50 bodovych dier na stradniciach (z1,y1) aZ (2, yn). Chceme
z dosky vyrezat ¢o najvicsi (obsahom) obdlznik, ktory bude maf strany rovnobezné so stiradnicovymi osami a
nebude vo vnutri obsahovat Ziadnu z dier.

Priesecnik Gsecky a polpriamky

Predstavme si, ze sme pre Ignaca zvolili nejaktl polpriamku a Ze sme si vybrali jednu konkrétnu hisenicu,
o ktorej chceme zistit, & ju Ignac ulovi. Predlzme Ignicovu trasu aj hisenicu na priamky. Moézu nastaf dva
pripady: bud su tieto dve priamky rovnobezné, alebo si roznobezné. Ak st rovnobezné, podmienka v zadani
nam garantuje, Ze nie su totozné, a teda nemaju ziaden spoloény bod. Ak st roznobezné, maju préave jeden
priesecnik.

Oboje vieme vypoditat napriklad rieSenim ststavy vhodnych rovnic. Nech je Ignacova priamka uréend bodom
(z1,y1) a nech mé husenica konce (z2,y2) a (x3,ys3). Potom Ignidcovu priamku tvoria body tvaru (sz1, sy;) pre
s € R a hisenicinu priamku zase body tvaru ( zo + t(z3 — x2), y2 + t(y3 — y2)> pre ¢t € R. (Dokonca vieme aj
presnejsie povedat, ze Ignacovu polpriamku tvoria prave body s 0 < s a htisenicinu tsecku body, pre ktoré plati
0<t<1)

Priesecnik nasich dvoch priamok teda spocitame tak, Zze hladdme dvojicu s, t, pre ktort dosadenim s do
Ignécovho vzorca dostaneme ten isty bod ako dosadenim ¢ do vzorca pre hiisenicu. Takto dostavame dve linearne
rovnice — jednu pre x-ovu suradnicu, druha pre y-ova:

s11 = x9 + t(x3 — X2)

sy1 = y2 + t(ys — y2)

Ak st priamky rovnobezné a nie si totozné, tato sustava neméd rieSenie. Ak s roznobezné, existuje prave
jedno riesenie. Ked toto rieSenie ndjdeme, skontrolujeme esSte, ¢i dany prieseénik priamok lezi aj na Igndcovej
polpriamke, aj na husenicinej tusecke — teda ¢ s a t spliaji vyssie uvedené nerovnosti.

Existuje aj elegantnejSie rieSenie, ktoré sa zaobide bez presného vypoctu stradnic priese¢nika. Sta¢i namiesto
bodu (z1, y1) zobrat nejaky bod (cz1, cy1), ktory uz je dostatocne daleko, a potom pomocou vektorovych stéinov
overit, ¢i sa pretinaju usecky (0,0) — (cx1,cy1) a (ze2,y2) — (3, y3).

EfektivnejSie rieSenie

VysSie popisané kvadratické riesenie je pouZitelné, ak by huisenic bolo par tisic. Pre vidsie poc¢ty hiisenic
budeme potrebovat efektivnejsie rieSenie. Vylepsime preto naSe kvadratické riesenie pomocou dalsej Standardne;
techniky vo vypoctovej geometrii: zametania. Zékladnd myslienka bude jednoducha — namiesto toho, aby sme
kazdu zaujimav( polpriamku vyhodnocovali iplne odznova, budeme simulovat postupné otdcanie polpriamky
a pri tom si udrziavat mnozinu tseciek, ktoré v danej chvili pretina.

Zacat mozeme napriklad tym, Ze Ignicovu polpriamku umiestnime na kladna poloos osi z, prejdeme vSetky
huisenice a zistime, ktoré teraz pretina.

Nésledne za¢neme nasu polpriamku otacat proti smeru hodinovych ruciciek. Samozrejme, nie spojito, len
budeme postupne prechadzat cez vSetky situdcie, ktoré by spractvalo aj predchidzajice, pomalsie rieSenie.

Aby sme to vedeli robit efektivne, usporiadame si vSetky konce hisenic do poradia, v ktorom cez ne bude
nasa polpriamka prechadzat. (Odborne sa tomu hovori, Ze konce hiisenic usporiadame poldrne. Ide vlastne o
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usporiadanie, pri ktorom je kIi¢om orientovany uhol od kladnej poloosi osi  po polpriamku prechadzajicu cez
dany bod.)

Ako teraz vyzerd spracovanie novej polohy polpriamky? Ak ide o ,zaciatok* hisenice (teda ak ide o hiisenicu,
ktort doteraz nasa polpriamka nepretinala), zvySime si pocitadlo hisenic, inak ho znizime. Teda kazda nova
polpriamku spracujeme v konstantnom c¢ase. Celkom slusné zlepsSenie, nie?

Jediné, na ¢o si treba dat pozor, su situacie, kedy naraz nastane viacero udalosti — teda ak v tom istom
okamihu viaceré hisenice ,za¢ni* a viaceré iné ,skoncia®. Takéto situdcie ale oSetrime lahko. Sta¢i pri spracovani
uprednostnit zaciatky novych hiisenic a az po nich spracovat konce.

NajpomalSou ¢astou tohto rieSenia je samotné triedenie: 2n koncov htisenic vieme usporiadat v ¢ase ©(n logn).
Zvy$ok algoritmu mé potom linedrnu ¢asovu zlozitost.

Implementacné detaily

Geometrické tilohy zvadzaju k pouZzitiu redlnych &isel. Poéitaé vSak skutocéné redlne ¢isla pouzivat nevie,
vie s nimi nardbat len priblizne. A pri tom vznikaju zaokrtuhlovacie chyby, s ktorymi potom musime v rieSeni
poéitat. (Nikdy by sme napriklad nemali testovat presnt rovnost dvoch ,poéitacovych redlnych® ¢isel. Namiesto
toho treba za rovné povazovat napr. hocijaké dve hodnoty, ktoré sa od seba lisia menej ako vhodna tolerancia.)

Ak sa to d4, omnoho lepSie je napisat program tak, aby sme si vystacili len s celymi ¢islami. Potom méme
istotu, Ze vSetky vypocty s nimi budi presné. Takto vieme riesit aj nasu stifaznt ilohu. Myslienku len na¢rtneme,
detaily si citatel isto lahko najde v listingu programu.

V prvej faze rieSenia potrebujeme zistit, ktoré tsecky pretinaji kladnti poloos osi z, ¢o ide Tahko. V druhej
faze rieSenia potrebujeme polarne usporiadat konce tseéiek. Dva konkrétne body porovname tak, Ze najskor
porovname polrovinu, v ktorej lezia. Ak to nerozhodlo, tak sa pozrieme na znamienko vektorového sucinu
vektorov, ktoré zodpovedaji nasim bodom. A ak ani toto nerozhodlo (znamienko vyslo 0), tak ,zaciatky* maja
byt skor ako ,konce“.

Listing programu (C++)

#include <algorithm>

#include <iostream>

#include <vector>

using namespace std;

struct point { int x,y,priorita; };
int ZACIATOK=0, KONIEC=1;

bool pretina_xplus (const point &A, const point &B) {
if ( (A.y>0 && B.y>0) || (A.y<0 && B.y<0) ) return false; // oba su v tej istej polrovine
if (A.y==0) return (A.x>=0); if (B.y==0) return (B.x>=0); // jeden je na osi x
// inak staci zistit/, ¢i je sprdvny uhol medzi nimi < 180
if (A.y > 0) return (B.x*A.y - A.x*B.y > 0); else return (B.x*A.y - A.x*B.y < 0);
}

bool skor_polarne (const point &A, const point &B) {

int hA = (A.y>0 || (A.y==0 && A.x>0)), hB = (B.y>0 || (B.y==0 && B.x>0)); // polroviny
if (hA != hB) return (hA > hB); // ak su v réznych, vieme odpoved

int vp = A.x*B.y - B.xxA.y; // inak zistime vektorovy sucin

if (vp != 0) return (vp > 0); // ak vieme, rozhodneme podla neho

return A.priorita < B.priorita; // inak podla toho, c¢o je zadiatok a o koniec

int main() {
int N; cin >> N;
vector<point> body; // pole obsahujice vsSetky konce tseliek, ktoré treba spracovat’
int pretatych_teraz=0;

for (int n=0; n<N; ++n) {
// naditame dal$iu usecku
point A, B; cin >> A.x >> A.y >> B.x >> B.y;
// vymenime jej konce tak, aby bol uhol AOB menej ako 180 stupriov
if (A.x*¥B.y - B.xxA.y < 0) swap(A,B);
A.priorita=ZACIATOK; B.priorita=KONIEC;
// zistime, &i pretina poloos x+, a podla toho vloZime body na spracovanie
if (pretina_xplus(A,B)) {
++pretatych_teraz;
if (A.y!=0) body.push_back(dA); // ak zadina na x+, uz sme tento bod akozZe spracovali
body.push_back (B) ;
} else {
body.push_back (2) ;
body.push_back (B) ;
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}
int pretatych_max = pretatych_teraz;
point optimalny_smer {1,0,false};

// poldrne usporiadame body
sort ( body.begin(), body.end(), skor_polarne );

// postupne prechddzame a spracuvame vsetky body, potom vypiseme vysledok
for (point bod : body) {
if (bod.priorita==0) ++pretatych_teraz; else --pretatych_teraz;
if (pretatych_teraz > pretatych_max) {
pretatych_max = pretatych_teraz;
optimalny_smer = bod;
}
}

cout << optimalny_smer.x << ”.” << optimalny_smer.y << ”\n”;

A-1-4 Log-space vypocty

Riesenia jednotlivych poduloh si ukdzeme v trochu inom poradi — na koniec si nechame jedno mozné riesenie
podulohy B, ktoré vyuziva podalohu C.

Podaloha A — usporiadanie prvkov

Zjavne nemozeme pouzit ziaden z klasickych efektivnych algoritmov — tie totiz skoro vSetky prvky v poli
preusporadvaji, ¢o my spravit nevieme. Na druhej strane, nik nas nentiti mat éasova zlozitost O(nlogn). A
toto plne vyuzijeme: naSe rieSenie bude mat kvadratickt ¢asovi zlozitost.

Najskor uvazujme trochu jednoduchsie zadanie: nech sa vSetky prvky pola A[l..n], ktoré ideme usporiadaf,
navzajom rozne. Pozrime sa na konkrétny prvok A[i]. Potrebujeme ho umiestnit niekam do vystupného pola B,
ale kam? Odpoved je jednoduché: prejdeme pole A a zistime, kolko z jeho prvkov je mensich ako A[i]. Préve tie
budt v poli B nalavo od neho, spravny index kam umiestnit Afi] je teda o jedno vicsi od ich poctu.

Ako toto rieSenie upravit pre pripad, ked pole A mdZe obsahovat viackrat ta istt hodnotu? U prvkov s
rovnakou hodnotou zachovdme ich poradie z pola A. Ked teda spracivame prvok A[i] a zaujima nés, kolko
prvkov bude v poli B nalavo od neho, zaratame aj prvky s rovnakou hodnotou na pozicidch mensich ako 3.

Listing programu (Pascal)

var n : integer; { vstup: dIZka postupnosti }
A : array [l..n] of integer; { vstup: postupnost’ cisel }
B : array [l..n] of integer; { vystup: usporiadand postupnost }

i, j, vlavo : integer;

begin
for i := 1 to n do begin
vlavo := 0;
for j := 1 to n do begin
if (A[j] < A[i]) then inc(vlavo);
if (A[j] = A[i]) and (Jj<i) then inc(vlavo);
end;
B[ vlavo+l ] := A[i];
end;
end.

Podualoha B — overenie permutacie

Aj tato podiloha m4 lahké riesenie v kvadratickom case. Opif, jednoduchsie by sa riesila, ak by vsetky
prvky v poli A boli navzajom rozne. Vtedy by nam stacilo pre kazdy prvok pola A prejst pole B a overit, ¢i sa
v nlom tento prvok tiez nachadza.

Ako si teraz poradime s polami, v ktorych sa prvky mozu opakovat? Vyssie uvedeny algoritmus moézeme
zovSeobecnit nasledovne: Postupne pre kazdy prvok pola A zistime, kolkokrat sa vyskytuje v poli A, kolkokrat v
poli B, a tieto dve hodnoty porovname. Ak niekedy ndjdeme rozdiel, vieme, Ze sa naSe dve polia liSia. A naopak,
ak mé kazdy prvok pola A rovnaky pocet vyskytov aj v poli B, musi uz pole B byt nutne preusporiadanim pola
A. (Uvedomte si tiez, ze B ma rovnaki dizku ako A, a teda nemdze uz obsahovat ni¢ navyse.)
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Listing programu (Pascal)

var n : integer; { vstup: dIZka postupnosti }
A : array [l..n] of integer; { vstup: prvd postupnost cisel }
B : array [l..n] of integer; { vstup: druhd postupnost cisel }

i, j, pocetA, pocetB : integer;

begin
for i := 1 to n do begin
pocetA := 0;
for j := 1 to n do if (A[i] = A[J]) then inc(poceth);
pocetB := 0;
for j := 1 to n do if (A[i] = B[J]) then inc(pocetB);
if (pocetA <> pocetB) then begin
writeln(’'nie’);
halt;
end;
end;
writeln(’ano’);
end.

Podiloha C — ako sa zbavit pomocného pola

Podla zadania mame dva log-space programy F a G. Program F dostane vstup v poli A[1..n] a vyrobi z neho
vystupné pole B[1..n]. Program G dostane na vstupe pole B, ktoré vyrobil program F, a svoj vystup zapise do
vystupného pola C[1..n].

Ako ich skombinovat do nového programu H, ktory vyrobi priamo z pola A pole C? Odpoved opét nie je
prili§ zlozita: Program H bude robif presne to isté ako program G — aZ na situécie, v ktorych sa program G
snazi ¢itat z pola B. Toto pole samozrejme nas program H nemé k dispozicii. Pozndme ale program F, ktory
ho celé vie vypocitat!

A teda kedykolvek, ked program # potrebuje prec¢itat nejaké policko BJi], spustime ako podprogram znova
a znova od zaciatku program F. Pocas behu F ignorujeme vSetky jeho zapisy do pola B (ktoré neméme) okrem
jediného — zépisu na to policko Bli], ktoré nas prave zaujima. Tato hodnotu si uloZime do pomocnej premenne;j.
Ked podprogram F dobehne, program H pokrac¢uje v simuldcii programu G, pricom ako hodnotu B[i] pouZije
hodnotu, ktorti sme si zistili a ulozili do pomocnej premenne;j.

Potrebujeme sa eSte zamyslief nad paméitovou zlozitostou. Ako je to s fiou? Simulujeme program G, ktory
bol log-space. A pocas jeho behu obcas spustime ako podprogram program F, ktory je tieZ log-space, a na
uloZenie jedného poli¢ka jeho vystupu pouzijeme jednu pomocnt premenni. V stéte si teda celkové pamétové
naroky dostatocne malé.

Vsimnite si tieZ, Ze by takato konstrukcia nefungovala, ak by si mohli log-space programy prepisovat vstupné
pole (potom by sme nevedeli viackrat spustit F) alebo ak by mohli ¢itat vystupné pole (potom by sme pocas
simuldcie F nemohli zahadzovat tie prvky pola B, ktoré nas prave nezaujimaja).

ESte raz podialoha B — overenie permutacie

Podilohu B sme uz sice vyriesili, bude vSak pou¢né vyriesit ju este raz. V podtlohe A sme napisali program,
ktory dané pole usporiada. Ak by sme mali pomocné polia, vedeli by sme podilohu B vyriesit lahko: usporiadame
pole A, usporiadame pole B a vysledky porovname.

KedZe pomocné polia nemame, nevieme to spravit takto priamodéiaro. Vieme v8ak pouzif techniku z riesenia
podilohy C. RieSenie podiulohy A upravime na funkciu, ktord namiesto vyplnenia celého vystupného pola len
vrati jeho jeden konkrétny prvok. Takato funkcia moZe vyzerat napr. nasledovne:

Listing programu (Pascal)

var n : integer; { vstup: dIZka postupnosti }
A : array [l..n] of integer; { vstup: postupnost’ cisel }
B : array [l..n] of integer; { vystup: usporiadand postupnost }

i, j, vlavo : integer;

function g _ty_najmensi_prvok_A ( g : integer ) : integer;
begin
for i := 1 to n do begin
vliavo := 0;
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i]) then inc(vlavo);

to n do begin
] [
] [i]) and (J<i) then inc(vlavo);

end;
{ tu bolo povodne toto: ”B[ vlavo+1l ] := A[i];” }
{ namiesto toho tu vacsinu zapisov odignorujeme, len jeden pouzijeme }
if (vlavo+l = g) then g _ty_najmensi_prvok A := A[i];
end;
end.

Analogickt funkciu si mozeme napisat pre usporiadanie pola B. No a na overenie, ¢i pole B vzniklo preu-
sporiadanim pola A, ndm teraz staéi pre kazdé 7 od 1 po n overit, ¢i sa i-ty najmensi prvok pola A rovna i-temu
najmensiemu prvku pola B.

Za domacu tlohu si rozmyslite, Ze takto naozaj dostaneme log-space program, a odhadnite jeho pamitova
aj Casovu zlozitost.
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