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Priebeh celostatneho kola

Celostatne kolo 28. ro¢nika Olympiddy v informatike, kategérie A, sa kona v diioch 20. — 23. marca 2013. Na
rieSenie tloh prvého, teoretického diia maju sitaziaci 4,5 hodiny ¢istého ¢asu. Rozne tlohy riesia stifaziaci na sa-
mostatné listy papiera. Akékolvek pomocky okrem pisacich potrieb (napr. knihy, vypisy programov, kalkulacky)
su zakazané.

Co ma obsahovat riesenie alohy?

e Slovne popiste algoritmus.

Slovny popis rieSenia musi byt jasny a zrozumitelny i bez nahliadnutia do samotného algoritmu/programu.
Zdodvodnite spravnost vasho algoritmu.

Uvedte a zdévodnite jeho ¢asovii a paméifovi zloZitost.

Podrobne uvedte dolezité ¢asti algoritmu, idedlne vo forme programu v Pascale alebo C/C++.

V pripade, ze pouzivate vo svojom programovacom jazyku kniznice, ktoré obsahuji implementované datové
Struktury a algoritmy (napr. STL pre C++), v popise algoritmu struc¢ne vysvetlite, ako by ste napisali
program s rovnakou ¢asovou zlozitostou bez pouzitia kniznice.

Hodnotenie rieSeni prvého (teoretického) diia

Za kazdu tlohu mozete ziskat od 0 do 10 bodov.

Pokial nie je v zadani povedané ini¢, najddlezitejsie dve kritérid hodnotenia st v prvom rade spravnost
a v druhom rade efektivnost navrhnutého algoritmu. Na vyslednom poéte bodov sa méze prejavit aj kvalita
popisu riesenia a zdovodnenie tvrdeni o jeho spravnosti a efektivnosti.

Efektivnost algoritmu posudzujeme vypocitanim jeho ¢asovej zlozitosti — funkcie, ktord hovori, ako dlho
vykonanie algoritmu trvad v zavislosti od velkosti vstupnych parametrov. Nezavisi pri tom na konstantnych
faktoroch, len na radovej rychlosti rastu tejto funkcie.

V zadani tlohy mozu byt uvedené limity na velkost premennych. Tieto mozete pouzit na odhad toho,
ako dobré vase riesenie je. Na pocitaci, ktory vykona miliardu instrukcii za sekundu, vyriesi vzorové riesenie
Tubovolny povoleny vstup nanajvys za niekolko sektnd.
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A-111-1 Vodovody

Kral Hurim bol velmi spokojny s cestou po Linedrnom krélovstve — vdaka vasim radam sa dobre napapkal
a pribral 4.7 kg. Nésledne sa rozhodol, Ze za odmenu vSetkym obyvatelom zavedie pitn vodu.

Satazna dloha

Pripomertime si, ze Linedrne kralovstvo je tvorené jedinou cestou. Na tej je n miest, ktoré si postupne (v
poradi, v akom na ceste lezia) oéislované od 1 po n.

Kazdé mesto ¢ méa svoju produkciu vody p;. Kladna produkcia znamené, Ze vodné zdroje v meste produkuji
viac vody ako mesto stihne spotrebovat. Samozrejme, niektoré mestd mozu mat produkciu zédpornit — nemaju
dost pitnej vody.

Ak méme v nejakom meste prebytok vody, moZeme tato prepravit potrubiami do susednych miest. Kazdé
potrubie musi spajat dve bezprostredne susediace mestd. Pre kazdt dvojicu miest (i, 4+ 1) pozndme cenu ¢;
postavenia potrubia medzi nimi. Voda moze postupne putovat viacerymi nadvizujicimi potrubiami a lubovolne
sa delif medzi mestd. Kapacitu potrubi povazujte za nekoneéni.

Vasou tlohou je najst najlacnejsiu mnozinu potrubi tak, ze ked ich postavime, kazdé mesto dostane dostatok
vody. Teda pre kazda skupinu miest prepojenych potrubiami musi platif, Ze sicet produkcie miest v nej je
nezaporny.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu je pocet miest n.

V druhom riadku je n celych ¢isel py, . . ., pn: pre kazdé mesto jeho produkcia. Stucet vsetkych produkcii bude
vzdy nezéporny. (VZdy teda bude existovat nejaké pripustné riesenie.)

V treftom riadku je n — 1 kladnych celych ¢isel ci,...,c,_1: pre kazda dvojicu susednych miest cena ich
prepojenia.

Mozete predpokladat, ze vSetky hodnoty p; a ¢; aj ich stéty sa pohodlne zmestia do beznych celodiselnych
premennych. (Formalne mozete napr. predpokladat, ze >, |p;| aj >, ¢; st mensie ako 10'8.)

Na vystup vypiste jediny riadok a v fiom najmensiu celkovii cenu, ktort treba zaplatif za postavenie potrubi.

Hodnotenie

e Najviac 2 body mozete ziskaf za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi vstupy s n < 20.
e Najviac 6 bodov mozete ziskat za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi vstupy s n < 1000.
e Plnych 10 bodov mozZete ziskat za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi vstupy s n < 1000 000.

Priklad

vstup vystup
5 7
-2 10 -2 -5 5
2234

Najlacnejsie je postavit prvé tri potrubia, ¢im prepojime mesta 1, 2, 3 a 4. Prebytok v meste 2 prerozdelime
ostatnym trom mestdm (a eSte ndm trocha ostane). Mesto 5, ktoré ostalo izolované, ma vody dost. Cena tohto
riesenia je 24243 = 7.

Inym korektnym (ale drah$im) rieSenim je postavit potrubia 1-2, 2-3 a 4-5.
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A-111-2 Dievka na vydaj

Princeznd Baska uz je riuca deva. V poslednom cCase sa ale zblaznila do seridlu My Little Pony. To sa
samozrejme u dospelej naslednicky trénu nehodi — ale s Baskou nebola re¢. Az ked nezabrali prosby, sfuby ani
vyhrazky, pochopil jej kralovsky otec, Ze tento problém mé jediné rieSenie: ndjdu jej vhodného Zenicha, vydaju
ju za neho — no a nech si tie prekliate poniky riesi on!

Ako 4no, ako nie, ked sa rozkriklo, ze budi Basku vydévat, prihlasilo sa obrovské, prakticky nekoneéné
mnozstvo pytacov. Kral by chcel Baske vybrat nejakého slusného manzela, nech dievka nehladuje. Je si ale
vedomy, ze medzi najbohatsich pytacov by tiez patrit nemusel — ti st totiz vplyvni, maju velké armady a bohvie,
¢o by spravili po odhaleni Bagkinej méanie. Kral sa preto rozhodol, Ze Bagku vyda za k-teho najbohatsieho pytaca.

Je zname, Ze vSetci pytaci maju navzajom rozne bohatstvo, takZze k-ty najbohatsi pytac je jednoznacéne
urceny. Ktory to ale je? Ako ho v tom dave najst? Kral zavolal svojich n radcov (pricom n je omnoho mensie
ako k), vSetkych pytacov rozdelil do n skupin a kazda skupinu dal na starost jednému z radcov.

Kazdy radca si o pytacoch zo svojej skupiny zistil, kto je ako bohaty, a usporiadal svoju skupinu podla
bohatstva, za¢inajic najbohat$im pytacom v nej. Bohuzial, v tejto situécii eSte stdle nebolo jasné, ako najst
k-teho najbohatsieho zo vSetkych pytacov. A ¢o je horsie, kral uz nem4 Ziadnych dalsich radcov, ktori by mu s
tym pomohli. Bude to teda na vas.

Satazna dloha

Napiste program, ktory bude fungovat nasledovne:

Na zadiatku naéita pocet radcov n a ¢islo k udévajice, kolkého najbohatsieho pytaca hladame. Radcovia st
oéislovani od 1 po n. V skupine kazdého radcu st pytaéi o¢islovani vzostupne zaéinajic od 1 (pri¢om éislo 1
ma najbohatsi v skupine). V kazdej skupine je aspon k pytacov.

Naésledne bude vas program klast otdzky radcom. Otazku poloZite zavolanim funkcie bohatsi(r1,i1,r2,i2).
T4 v konsStantnom ¢ase vrati true (pravda) alebo false (nepravda) podla toho, ¢i je i1-ty pytac v skupine radcu
r1 bohatsi ako is-ty pytac¢ v skupine radcu rs.

Ked uz si je vas program isty, vypiSe, ktory pytac je ten, ktorého hladdame, a skonéi. Presnejsie, va$ program
mé vypisat dve ¢isla r a i: ¢islo radcu a poradové ¢islo pytaca v jeho skupine.

Hodnotenie

e Najviac 2 body mozZete ziskaf za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi vstupy s n = 2 a k < 100 000.
e Najviac 6 bodov moZete ziskat za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi vstupy s n < 10000 a k£ < 100 000.

e Podla konkrétnej ¢asovej zlozitosti mozete ziskat 7 az 10 bodov za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi vstupy
sk <108 aéo najvacsim n.

Priklad

Majme n = 3 skupiny pytacov a nech k = 3, teda hladame tretiecho najbohatsieho medzi nimi. Pre ndzornost
si ukdZeme aj konkrétne skupiny pytacov a ich bohatstvo v euradch. (Tieto hodnoty poznaju radcovia, vas
program k nim ale nemé pristup.)

skupina 1: 20, 15, 10, ...
skupina 2: 14, 7,4, ...
skupina 3: 18, 16, 8, ...

Ak by sme v naSom programe zavolali funkciu bohatsi(1,2,3,3), dostali by sme odpoved true. Totiz u
radcu 1 ma pyta¢ 2 bohatstvo 15, u radcu 3 ma pytac¢ 3 bohatstvo 8, no a 15 > 8.

Ak by sme zavolali funkciu bohatsi(2,3,3,1), dostali by sme odpoved false, lebo 4 < 18.

V&S program by pre tento vstup postupnymi volaniami funkcie bohatsi mal zistif, Ze tretim najbohats$im
zo vietkych pytacov je v skupine radcu 3 pytac ¢islo 2 (ten s majetkom 16). Spravnym vystupom programu by
teda boli ¢isla ,3 2¢.
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A-111-3  Log-space vypocty

Studijny text k tejto tilohe je uvedeny nizsie. Je identicky so $tudijnym textom z doméaceho kola.
Pripominame, Ze pri rieSeni stitaznych tiloh ndm nezaleZi na casovej, ale iba na pamétovej zloZitosti programov.
Nezabudnite ako stéast riesenia zdévodnit, ze vami navrhnuty program je naozaj log-space.

Podiloha A (4 body)

Permutdciou ¢isel 1 az n volame taku postupnost P[1],..., P[n], v ktorej sa kazdé z ¢isel 1 az n vyskytuje
prave raz. Na permutédciu sa mozeme divat ako na orientovany graf, ktorého vrcholmi st ¢isla 1 az n a v ktorom
mame pre kazdé i orientovant hranu z vrcholu ¢ do vrcholu Pl[i].

Z kazdého vrcholu teda vychddza prave jedna hrana. No a kedze vSetky hodnoty P[i] st navzajom rdzne,
znamend to, ze do kazdého vrcholu vchddza préve jedna hrana. N&S$ graf sa teda nutne skladd z niekolkych
cyklov. (Niektoré z tychto cyklov mozu byt slucéky tvorené jedinou hranou z vrcholu ¢ rovno do neho samého.)

Napiste log-space program, ktory pre dant permuticiu zisti, kolko mé cyklov. Vstupom je celo¢iselnd pre-
mennd n a pole P[l..n]. Vystupom je celo¢iselnd premennd c.

Priklad. Nech n = 6 a nech P[1..6] = (3,6,5,4,1,2). Tato permutacia mé tri cykly: (1,3,5), (2,6) a (4).
Spravnym vystupom je teda ¢ = 3. Na nasledujicom obrazku je graf zodpovedajuci tejto permutécii.

oe G

Strom je suvisly neorientovany graf neobsahujuci kruznicu. Napiste log-space program, ktory pre zadany
strom a dva jeho vrcholy u a v vypocita vzdialenost dotyénych dvoch vrcholov — teda najmensie ¢islo k také,
Ze na to, aby sme sa dostali z u do v, staci postupne prejst po k hranach daného stromu.

Podiloha B (6 bodov)

Vstup tvoria tri celoéiselné premenné (n, u, v) a dve polia (A, B). Premennd n udéva pocet vrcholov stromu.
Tie st ocislované od 1 po n. Premenné u a v obsahujt dve roézne ¢isla vrcholov.

Strom s n vrcholmi m4 presne n — 1 hran. Tieto popisuja polia A[l..n — 1] a B[l..n — 1]: pre kazdé ¢ mame
v strome hranu spéjajacu vrcholy A[i] a BJi].

Vystup tvori jedind celo¢iselnd premennd d, do ktorej méate ulozif vzdialenost vrcholov u a v.

Priklad. Nech n = 5, teda méme strom s 5 vrcholmi a 4 hranami. Nech dalej A[1...4] = (1,4,3,3) a
B[1...4] = (4,2,4,5), teda v naSom strome mame hrany 1-4, 4-2, 3-4 a 3-5.

Pre u = 3 a v = 5 by bolo spravnym vystupom d = 1, kedZe medzi vrcholmi 3 a 5 mdme priamu hranu.

Pre u =5 a v = 1 by bolo spravnym vystupom d = 3. Najkratsia cesta z vrcholu 5 do vrcholu 1 vedie cez
vrcholy 3 a 4.

Studijny text

Ak pozname viac algoritmov, ktoré riesia tu istt ulohu, vicSinou za lepsi povazujeme ten, ktory ma mensiu
¢asovu zlozitost. Pamétova zlozitost zviiésa pouzivame len ako dodato¢éné kritérium (s vynimkou situécii, kedy
st pamétové naroky algoritmu absurdne vysoké). V tlohach, ku ktorym patri tento Studijny text, bude situécia
presne opacnd: zaujimaf nas bude takmer vyluéne paméfova zlozitost programu. T4 bude musief byt velmi
mala.

Presnejsie, budeme pisat log-space programy. Pojde o obycajné programy vo vasom oblibenom beZznom
programovacom jazyku, len budi navyse musief splhat nasledujtce obmedzenia:
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e Kazd4 pouzitd premennd musi byt jednoduchého celociselného typu (napr. int v C++ ¢ longint v

Pascale).

e U celo¢iselnych premennych nam nebude zaleZat na presnom rozsahu, nemusi vés teda napr. trapit, ¢i

st 32-bitové alebo 64-bitové. Namiesto toho si povoleny rozsah hodnot, ktoré sa do premennych zmestia,
definujeme nasledovne: Nech n je velkost vstupu (teda napr. pocet ¢éisel na vstupe). Potom do premennjch
méZeme ukladat len hodnoty ktoré st polynomidine velké v zavislosti od n.

Mézeme mat teda napr. premennt, ktord bude nadobtidat hodnoty —n . ..n, hodnoty —3n°...3n%, & len
hodnoty —4...7. Nesmieme vSak uz maf premennt nadobidajicu napr. hodnoty 0. ..2".

e Pre pohodlie budeme aj typy char a boolean (resp. bool v C++) povaZovat za celo¢iselné, a teda povolené.
e Ziadne iné typy premennych (teda napr. ani polia alebo ukazovatele) nie st povolené.
e Vynimku z predchadzajicich pravidiel tvoria vstup a vystup. Vstup programu bude dostupny v nejakych

$pecidlnych premennych (zviésa to budi polia), ktoré moze vas program len éitat. A podobne vystup bude
v4$ program ukladat do inych Specidlnych premennych, do ktorych smie len zapisovat.

(Specidlne upozoritujeme, Ze nesmiete vystupni premennii zvicsit o dant hodnotu. Teda na fiu nesmiete
napr. v Pascale pouzif prikaz inc, v C++ operator ++ ¢i +=. VSetky tieto zmeny totiz vyzaduji nie len
zapis novej hodnoty, ale najskor aj precitanie starej — lenze vystupni premenni ¢itat nesmiete.)

Cisla na vstupe vzdy budt mat velkost polynomialnu od velkosti vstupu, a teda kazdé z nich sa zmesti
do pracovnej premenne;j.

e Vage programy nesmi pouzivat rekurziu.

Priklad 1. Ukazeme si log-space program, ktory néjde maximum v poli ¢isel.

Listing programu (Pascal)

var

n: integer;

A: array [l..n] of integer;
m: integer;

i, Jj: integer;

vstupnd premennd: pocet cisel }
vstupnd premennd: pole cisel }
vystupnd premennd: pozicia maxima }
pracovné premenné }

.

begin
j = 1;
for i := 2 to n do
if A[i] > A[]J] then j := i;
m o= 3;
end;

Jediné dve premenné st i a j a zjavne nadobtidaji len hodnoty z rozsahu 1...n. Tym st teda splnené

vSetky potrebné podmienky a teda skutoc¢ne ide o log-space program.

Priklad 2. Nasledujuci log-space program néajde v poli ¢isel to, ktoré sa tam vyskytuje najcastejsie.

Listing programu (Pascal)

var

n: integer;
A: array [l..n] of integer;
m: integer;

i, j, c, cmax: integer;

vstupnd premennd: pocet cCisel }

vstupnd premennd: pole cisel }

vystupnd premennd: jedna pozicia najcastejsieho }
pracovné premenné }

-~

begin
cmax := 0;
for i := 1 to n do begin
{ spoditame, kolkokrdt sa vyskytuje A[i] }
c := 0;
for j := 1 to n do
if A[j] = A[i] then c := c+1;
{ je to viac ako doterajsie maximum? }
if ¢ > cmax then begin
cmax := Cj
m := c;
end;
end;
end;

Opiit si Tahko rozmyslime, ze hodnoty pracovnych premennych nikdy neprekrocia n. Taktiez vSetky ostatné

poziadavky na log-space program st dodrzané.
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Preco prave takéto programy?

Isto ste si uz polozili otazku, preco takéto programy nazyvame log-space a naco je vlastne dobré sa nimi
zaoberat.

Najpresnejsi spdsob merania pamétovej zlozitosti daného programu dostaneme vtedy, ked zistime pocet bitov
pamdte, ktori potrebuje v zavislosti od velkosti vstupu.

Existuje sice par velmi jednoduchych problémov, ktoré vieme riesit napriklad len s troma bitmi pamiite, vela
ich ale nie je a nebud nés prili§ zaujimat. My sa ststredime na programy, ktoré vstupné data dostani v nejakom
n-prvkovom poli. Na to, aby sme vobec mohli k prvkom takéhoto pola rozumne pristupovat, potrebujeme do
neho vediet inderovat. A na to treba mat premennt, ktord moéze nadobudnat n roznych hodnot.

Jeden bit pamiite ma dva rozne stavy: 0 alebo 1. Ak mame k-bitovi premennti, ta moze nadobudat 2¥ roznych
stavov — nezavisle pre kazdy z k£ bitov madme dve moznosti. Tieto stavy si my potom rdzne interpretujeme: raz
ako znaky, inokedy ako ¢isla, a podobne. Napriklad takd 8-bitova premennd moZze mat 256 rdznych stavov.
Niekedy tieto stavy mozeme povazovat za ¢isla od 0 do 255, inokedy za ¢isla od —100 do 155, a eSte inokedy za
znaky v 8-bitovom ASCII kédovani.

A ta istt ivahu mozeme spravit aj opacne. Ak potrebujeme premenni, ktord vie mat n réznych hodnot,
potrebujeme, aby pre jej pocet bitov k platila nerovnost 2 > n. Inymi slovami, najmensie vyhovujtce k je
[logyn] (t.j. hornd celd ¢ast dvojkového logaritmu éisla n).

Dostavame teda nasledovny zéver: na pracu s n-prvkovym polom ur¢ite treba aspoii rddovo log, n bitov
pamite. Toto je teda v istom zmysle najmensia prakticky zaujimava pamifova zlozitost programov.

No a préave takito (asymptotick) pamitova zlozitost budt mat aj vSetky programy, ktoré budete pisat vo
svojich rieSeniach. Totiz nase obmedzenie na podet a velkost premennych, ktoré smiete pouzivat, zarucuje, ze
celkovy pocet bitov pamite, ktoré pouZijete, bude nanajvys radovo logaritmicky od n. Odtial teda pochadza
nazov ,log-space“ — s to programy, ktoré pouzivajiu O(logn) bitov pamite.

(Priklad: Ak pouzijete 3 premenné, z ktorych kazd4 moze nadobtidat hodnoty od 1 po n®, bude va$ program
pouzivat 3[log, n°] ~ 15log, n bitov pamdite.)

O zakaze pouzivania poli a rekurzie

Teoreticky by sa do logaritmického poc¢tu bitov paméite nejaké malické polia zmestili — ale chcelo by to, aby
stcet velkosti vSetkych prvkov bol nanajvys logaritmicky. Teda napriklad by sme mohli mat pole obsahujice
2logn ¢sel z rozsahu 0 az 7. Alebo pole obsahujtce 3 ¢isla z rozsahu 1 az n?. Ni¢ z toho vAm zrejme pri
sttaznych tlohach nepomdze, preto sme pre jednoduchost polia zakézali tiplne. (Namiesto pola obsahujiceho 3
Cisla predsa vzdy mozete pouzit 3 vhodne pomenované premenné.)

Druhou konstrukciou, ktorti sme museli zakazat, je rekurzia. Treba si totiz uvedomit, Ze pamit pocas behu
programu nepouzivame len na premenné. Vzdy, ked v programe zavoldme nejakt funkciu, musi sa vyrobit
(na tzv. zdsobniku) zdznam, kde si okrem iného program zapamitd spravnu navratovi adresu a tiez hodnoty
parametrov, s ktorymi sme dand funkciu zavolali. Taktiez lokdlne premenné pre dant funkciu niekam treba
ulozit. A tu prave rekurzia zacéina robit problémy.

Totiz ak méme program pozostévajici z viacerych funkcii, ale bez pouzitia rekurzie (t.j. kazdé funkcia vola
len tie, ktoré boli v programe uvedené pred tiou), vzdy ho vieme prerobit (,dosadenim“ celého tela funkcie
namiesto kazdého jej volania) na program, ktory pocita to isté, ale uz nepouziva funkéné volania. Mozete si
rozmysliet, Ze sa pri tejto zmene nijak vyrazne nezmenia paméfové naroky programu.

Akonahle vSak povolime rekurziu (funkciu, ktord vola sama seba, pripadne viacero funkcii, ktoré sa vedia
volat navzdjom), mohlo by sa staf, Ze pri behu programu nam bude postupne vznikat viac a viac lokalnych
premennych a celkova paméit Tahko narastie nad logaritmickt. Preto radsej rekurziu iplne zakazujeme. Rovnako
ako pri poliach, aj tu by malo platit, Ze vdm toto obmedzenie nijak zdsadne nestazi riesenie stifaznych tloh.
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