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FLOTS CHAINES

Isabelle ABOU et Pierre LIARDET *

Abstract

We investigate the dynamical structures of flows arising from arithmetic sequences,
called chain sequences, computed from digital expansion of integers in a given base. A
classical example in base 2 is the sequence n — as,(s) mod 1 where « is irrational and
Sw(n) is the number of occurrences of the binary word w (not written with the only
digit 0) in the binary expansion of n. We distinguish contractive and non contractive
chained sequences. In the above example, the sequence is contractive if w is of length
> 2 and non contractive but completely 2-additive mod 1 if w = 1. The flows associated
to such sequences are minimal and uniquely ergodic. In the contractive case the flow is
metrically conjugated to a skew product. The non contractive case is more intricated but
analogous. In both cases the spectral type of the underlying dynamical system is classified

and applications to uniform distribution are given.
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1 Introduction

Il existe de nombreuses méthodes de construction de suites (uy)n>0, & valeurs dans un groupe
donné G, basées sur les développements digitaux suivant une base entiere donnée ¢ (¢ > 2)
et qui peuvent se représenter naturellement comme des orbites de systemes dynamiques met-
tant en évidence des structures nouvelles. Les suites na (mod 1) et n?a (mod 1) en sont des
exemples classiques. La derniére, par exemple, provient de l'orbite de («, 0) par la transforma-
tion T du 2-tore (R/Z)?, définie par T(x,y) := (x +2a, z +y) (voir [8]). Citons également les
suites automatiques encore dites substitutives du fait de leur mode de construction, les suites
g-multiplicatives (avec G = U) ou g-additives (ici G = R) ou encore les suites de type “comp-
tage de blocs”. Par exemple, une suite u telle que u,, égale a 0 ou 1 suivant que le nombre
d’occurrences d’un motif donné dans ’écriture de n en base ¢ est pair ou impair. Les deux
plus connues de ces suites sont, sans doute, la suite dite de Thue-Morse qui donne la parité
du nombre de “1” dans I’écriture binaire et celle de Shapiro-Rudin qui donne cette fois-ci la
parité du nombre d’occurrences du bloc de chiffres “11”. Toutes ces suites ont des propriétés
combinatoires et statistiques qui ont conduit & la découverte de propriétés harmoniques et
asymptotiques remarquables, et ont donné naissance a des systéemes dynamiques ayant des
caractéristiques spectrales surprenantes, liées a la numération sous-jacente. Ces systemes se
présentent comme des produits croisés au-dessus d’un odometre qui est, dans ce travail, la
translation de 1 dans le groupe des entiers g-adiques. La littérature sur ce sujet est abondante
et pour les liens entre la numération et la dynamique, nous renvoyons le lecteur intéressé au
survol [2] ou il trouvera également une copieuse bibliographie.

Le prototype de suite qui nous intéresse appartient a l’espace, introduit par Wiener [32],
des suites de nombres complexes a = (an)n>0 telles que les limites v,(m) des suites de
moyennes N1 3"\ anym@G, existent pour tout entier m > 0. Posons v,(—m) = v,(m).
La suite m — 7,(m) (définie sur Z), est appelée suite des corrélations de a. Elle est définie
positive. D’apres le théoreme de Bochner-Herglotz, elle est la transformée de Fourier d’une




mesure borélienne v, sur U, dite mesure spectrale de a. Classiquement, v, est la limite faible
de la suite des mesures ayant une densité, par rapport a la mesure de Lebesgue, égale a
b > 0<n<N anznﬁ'

Dans tout article, G désigne un groupe compact métrisable auquel nous associons un systeme
complet A(G) de représentations irréductibles unitaires p non constantes. Celles-ci sont de
dimensions finies, notées s,, et sans nuire a la généralité, nous supposons que l'’espace de
Hilbert associé a p est I’espace hermitien usuel C*¢ (de norme notée simplement || - ||) dont le
groupe des matrices unitaires sera noté¢ Us,. Le groupe G sera équipé de sa mesure de Haar,
notée hgq.

Le sujet de cet article est ’étude, d’un point de vue ergodique, d’applications dites chainées,
introduites dans [1], dont certaines correspondent a des suites automatiques ou a des suites de
comptage par blocs. La section 2 fixe notations et conventions concernant les mots, donne la
définition d’une application chainée et de la suite chainée associée. Plusieurs exemples illus-
trent la définition. Dans la section 3, la relation de factorisation vérifiée par une application
chainée est utilisée pour mettre en évidence une matrice dite de transition, a coefficients dans
G, qui joue un role prépondérant et permet de définir, lorsque G est compact, les notions
d’applications chainées contractantes et parmi elles les applications chainées de Hadamard.
Lorsque 'application chainée f est contractante, les propriétés des valeurs moyennes de f
portant sur I’ensemble des mots de longueur fixée, établies dans [1], sont rappelées et accom-
pagnées de quelques compléments.

A toute suite u dans un espace métrisable compact est associée son orbite fermée K, suivant
Popérateur de décalage (ou shift). Celui-ci laisse K, invariant, définissant ainsi le flot K(u)
associé a u. Le cas ou la suite est a valeurs dans un groupe compact est étudié en particulier
dans la section 4. Les suites chalnées permettent d’introduire la définition de flots chainés dont
on montre qu’ils sont minimaux. L’ unique ergodicité de ces flots est tout d’abord démontrée
dans le cas des suites chainées contractantes. Cette étude se poursuit tout au long des sections
suivantes ou ’on recherche sous quelles conditions le flot chainé est métriquement isomorphe
a un systeme dynamique défini comme un produit croisé au dessus de I’odometre g-adique
(translation 7 :  — x+1 dans le groupe Z, des entiers g-adiques). Dans ce but, étant donnée
une suite chainée u a valeurs dans un groupe compact, la dynamique associée a la suite des
accroissements Au : n — u, 'u, 11 est étudiée, ce qui conduit & développer, dans la section 5,
la notion générale de flots de Cantor associés aux suites constantes sur les éléments d’une
partition de Ny qui sont des progressions arithmétiques (suites de Toeplitz).

Dans la section 6, la notion générale de produit croisé dans le cadre de cette étude est in-
troduite. Apres avoir caractérisé les cas ou la suite chainée est périodique, le flot d’une suite
chainée contractante est identifié au produit croisé signalé plus haut. Les premieres propriétés
spectrales de ce flot sont données (théoreme 6.3) avec des applications mettant en jeu plu-
sieurs bases de numération premieres entre elles. La section 7 est consacrée a une étude plus
fine sur la nature du spectre des produits croisés provenant des suites chainées. Cela fait
intervenir certains opérateurs a poids dont le type spectral est pur. Il est soit discret, soit
singulier continu, soit Lebesgue. A cette occasion, des propriétés de (-rigidité (section 7.3)
le long de temps rigides pour I'odometre sous-jacent sont établies pour ces opérateurs; elles
permettent de conclure, dans certains cas, a la disjonction spectrale de ces opérateurs.

La derniere section rassemble les résultats établis dans les sections précédentes pour décrire
compléetement la dynamique d’une suite chainée a valeurs dans le groupe des nombres com-



plexes de module 1. Le cas des suites non contractantes est traité en premier et plus parti-
culierement lorsque la suite est completement multiplicative en base ¢. On retrouve et ap-
profondit ce qui a été fait dans [10]. Le cas ou la suite chainée est de Hadamard méritait
une attention particuliere, son type spectral étant la somme du type spectral de 'odometre
g-adique et de la mesure de Lebesgue. L’étude de la situation générale du cas non périodique
avec une hypothese naturelle, accompagnée d’un exemple typique, termine ce travail.

2 Applications chainées en base q

2.1 Notations et définitions

Introduisons l’ensemble des chiffres A := {0,1, ...,q — 1}, lequel sera muni de son ordre
naturel. Les éléments de A seront aussi considérés comme des lettres et A comme un alphabet,
Le monoide des mots sur ’alphabet A sera noté A* et le mot vide sera noté A. La longueur d’un
mot w, ou encore le nombre de lettres constituant un mot w, sera notée |w|; en particulier
| A| = 0. La concaténation de m copies de w sera notée w(™. Par définition, w(® = A.
L’application d’effacement o : A* — A* est définie par o(A) = A et o(aw) = w pour tout
ac Aetwe A%

Introduisons quelques conventions supplémentaires. L’ensemble des entiers naturels (zéro ex-
clu) sera noté N tandis que Ny désignera ’ensemble des entiers rationnels positifs ou nuls et
Z représentera ’anneau des entiers rationnels. Dans la suite, sauf mention du contraire, la
loi d’un groupe G sera notée multiplicativement et 15 désignera 1’élément neutre. Si G est
explicitement un groupe abélien, la loi sera alors préférentiellement notée additivement, sauf
dans le cas du groupe U des nombres complexes de module 1 ou de ses sous-groupes.

Définition 2.1. Une application f : A* — G est dite chainée sur A ou en base q, si f(N) = 1
et si pour toute lettres a et b dans A et tout mot w dans A* on a ’égalité

f(abw) = f(ab)f(b)~" f(bw). (1)

Lorsque G est abélien, la relation (1) s’écrit additivement f(abw) = f(ab) — f(b) + f(bw).
Si I'alphabet A est fixé, la référence a ’alphabet pour une application chainée sera souvent
omise.

2.2 Propriétés élémentaires des applications chainées.

La formule (1) donne facilement

flaraz---asw) = f(araz) fla2) ™" ... flas—1as) f(as) ™" fasw) (2)
pour toutes lettres ay,...,as et tout mot w dans A*, ainsi que la formule générale
flaBy) = FaB) f(B) " f(B7), (3)

vérifiée pour tous mots «, 8 et v dans A*, mais avec  # A. En complément, I’application
chainée est dite réguliere a gauche (resp. a droite) si f(0w) = f(w) (resp. f(w0) = f(w)) pour
tout mot w dans A*, et f est dite réguliere si elle est a la fois réguliere a gauche et a droite.



Notons que la régularité (& gauche ou a droite) entraine les égalités f(uOv) = f(u0™v) pour
tout m € N et tous les mots u, v.

Soit r un entier strictement positif et D := A" 'ensemble des mots de longueur r. Cet ensemble
peut étre utilisé comme alphabet. Chaque mot dans D* s’identifie alors canoniquement a un
mot de A*. Soit w = ws_jws_9---wp un mot de longueur s sur 'alphabet A et s = ru + v
la division euclidienne de s par r. Si v = 0, la factorisation de w en un produit de mots
de T'alphabet D donne le mot W = (ws_jws—2Ws—y) -+ (Wp—1 -+ wp) sur D. Si v # 0,
prolongeons w vers la gauche en le mot 0 ~"w et posons par définition @ := 00— w. Les
mots dans A* seront ordonnés généalogiquement (c’est-a-dire ordonnés par leur longueur puis,
pour les mots de méme longueur, ordonné alphabétiquement); de méme, D sera ordonné
généalogiquement (donc ici lexicographiquement) ainsi que D*. L’application w — w identifie
A* dans D* et préserve l'ordre généalogique. Une application chainée sur D se définit comme
ci-dessus. La relation (3) montre que toute application chainée sur A peut aussi étre considérée
comme une application chainée sur D.

Exemple 1. Applications compléetement multiplicatives. Un morphisme de monoide f : A* —
G est encore appelé application complétement multiplicative si f(af) = f(«)f(8) pour tous
mots « et § dans A* et si f(0) = 1g. Une telle application est de maniere évidente chainée ;
elle est réguliere (a4 gauche et a droite). L’adjectif “multiplicatif” est remplacé par “additif”
lorsque la loi du groupe est notée additivement. C’est le cas de la fonction somme-des-chiffres
sq + A* — Z définie par sq(a1---as) = > 7 a;.

Exemple 2. Soient les applications préfixe p : A* — AU {A} et suffixe s : A* — AU{A}
définies respectivement par p(A) = s(A) = A et p(ar---a,) = a1, s(a1---a,) = a,. Alors,
pour toute application g : AU {A} — G telle que g(A) = 1¢, les applications gop et go s
sont chainées sur A.

Ezxemple 3. Soit L un entier au moins égal a 1 et F : ALT1 — R une application telle que
F(0%+D) = 0. Introduisons 'application k-préfixe py : A* — A¥ U {A} qui & tout mot de
longueur supérieure ou égale a k associe son préfixe de longueur k et associe le mot vide aux
autres mots. La fonction sp : A* — R associée a I’ et définie par

splay---as) = SF(OLa1 . asOL) = Z Foppyio oj(OLal e aSOL) (4)
0<j<s+L

est appelée bloc-fonction ou encore fonction de comptage par bloc et sont a la base de la
définition de suites digitales au sens de [5]. Le groupe additif R dans cette définition peut
étre remplacé par un quelconque groupe abélien G. L’application sp vérifie ’égalité sp(w) =
sp(0™w0™) pour tout couple d’entiers (m,n) et tout mot w € A*.

Proposition 2.1. Soit t un entier positif. La fonction de comptage par bloc sp définie en (4)
et restreinte a l’ensemble (A')* des mots sur A, provenant des mots sur l'alphabet A', est
chainée réguliere sur At sit > L.

Démonstration. Par examen direct f(0'aBw0!) = f(0'aB0!) — f(0!30%) + f(0'Bw) ce qui
montre que f est chainée sur I'alphabet A, =

Applications chainées et automates. A une application chainée f associons I’ensemble

E = {(a, flaw)) € Ax G; we AYU{(A 16)} (5)



et les applications ¢, : E — E (a € A) définies par ¢q(b,y) = (a, f(ab)f(b)~1y). Cette
définition est légitime puisque ¢q(F) C E d’apres (3). En utilisant (2), on obtient pour tout
mot aq ...a, dans A* la formule de composition

¢a10"'o¢an(A71G):(alaf(al---an))- (6)

Les applications chainées a valeurs dans un groupe fini G sont particulierement intéressantes.
Elles correspondent a des applications automatiques comme le précise le théoreme suivant :

Théoréme 2.1. Soit G un groupe fini et soit f : A* — G une application chainée sur A.
Alors il existe un g-automate qui reconnait les langages f~1({g}) (9 € G).

Démonstration. L’ensemble E défini en (5) est fini. Considérons alors 'automate déterministe
suivant : E est 'ensemble de ses états, (A, 1g) est son état initial; la fonction de sortie, de
E vers G, est 'application (a, g) — g et les instructions associées aux lettres a de I'alphabet
A sont les applications ¢, : E — E définies ci-dessus. Il est clair par (6) que cet automate
reconnait les langages f~'({g}) pour tout g de G. =

2.3 Suites chainées

L’alphabet A := {0,1,...,¢q — 1} est fixé avec ¢ > 2. Rappelons que tout entier positif ou
nul n s'écrit de maniere unique sous la forme n = 3°,-,ex(n)¢* ot chaque ex(n), appelé
chiffre au rang k, appartient & A. La somme qui donne n ne contient qu’un nombre fini de
termes non nuls ce qui permet de définir la taille de n # 0 (en base ¢) par t(n) := max{k >
0; ex(n) # 0} et £(0) = 0 par définition. A chaque n, nous associons le mot 71 = e;(n) - - - eg(n)
et réciproquement, a chaque mot w = wy_1 ... wy dans A*, de longueur s > 0, nous associons
Ientier w = ¢ twye_1 + -+ + qwi + wo; pour le mot vide, convenons de poser A = 0. De
maniere évidente 'application n +— n, définie sur Ny, est injective.

Définition 2.2. Une suite u : n — u, (n € Ng) a valeurs dans G est dite chainée (sous-
entendu en base q) s’il existe une application chainée f, : A* — G sur A (réguliére & gauche
par défaut) telle que u, = f,(n) pour tout entier n > 1.

Exemple 4. Une suite u : n — wu, est dite completement g-multiplicative si pour tout
a€{0,1,...,qg— 1} et tout m € Ny, on a Ugygm = UgUm. Elle est donc déterminée par une
application chainée completement multiplicative.

Ezxemple 5. Soit ab € A? tel que ab # 00 et L > 1 et FébL) : AFtl — R définie par

FébL) (ap---ar) = 1siapar, = ab et 0 sinon. L’application S p(1) est chainée sur 'alphabet AL

ab
elle est réguliere a droite et & gauche. Pour L =1 et ¢ = 2, posons s11(+) := (+); la suite

= S0
Fll
chainée n — (—1)*1(") correspond & la suite classique de Rudin-Shapiro.

Exemple 6. Soit v = vy, ...v9 un mot sur l'alpabet A de longueur L + 1 distinct de 0(LA+1)

L’application Z, qui & tout mot w sur l'alphabet A compte le nombre d’occurrences de v
dans le mot 0(Xw, introduite dans [1], differe de $1(,, par un effet de bord & droite. Plus
précisément, pour tout mot w sur A, on a s1,,,(w) — Zy(w) = @y(w) olt py(w) est égale
au nombre d’occurrence de v dans le suffixe de longueur 2L du mot 0Xw0”. Les suites n —
$1(,, (1) et n— Z,(n) different donc de la suite n — ¢,(n) qui est périodique de période qt.



3 Matrice de transition

La notion suivante introduite dans [1] est fondamentale. Elle se retrouve également dans [3]
ou les auteurs considerent des “block-functions”.

3.1 Définitions

Soit une application chainée f : A* — G (sur A) quelconque. La formule du produit (2)
montre que f est déterminée par les valeurs initiales f(a) (a € A) et les produits f(ab) ou les
f(ab)f(b)~1, d’ott la définition suivante :

Définition 3.1. La matrice carrée T a coefficients dans G définie par “Ty, = f(ab)f(b)~!
((a,b) € A x A) est appelée matrice de transition de f.

Complétons les définitions et notations relatives aux matrices a coefficients dans un groupe
I'. Soit M = (iMj)0§i<m,0§j<n une telle matrice (i étant lindice de ligne et j indice de
colonne). Introduisons la matrice conjuguée ("M;)o<j<no<i<m de M par 'M; = (‘M;)~*
Pour tout 7 de I' notons v ® M (resp. M ® ~) la matrice de coefficients v M; (resp. ‘M;7).
Plus généralement, si N = (kNl)0§k<r70§l<s est une autre matrice a coefficients dans I, la
matrice M ® N désignera la matrice de taille ms x nr, dite produit tensoriel de Kronecker,
de coefficients *(M @ N);; = M;¥N;. Les indexations a doubles indices (ou mots de longueur
2) telles que ik, avec ici 0 < i < m et 0 < k < r sont ordonnées lexicographiquement, ce qui
revient & identifier ik avec lentier i + km de {0,1,...,mr — 1}. La loi ® est associative et
M ® N = M®@N. Signalons que pour la norme quadratique d’opérateur, ||[A® B|| = ||A||.||B]|.
La puissance L-ieme de A pour le produit de Kronecker sera notée A

Proposition 3.1. Soient f : A* — G chainée, de matrice de transition T, g: AU{A} - G
une application telle que g(N) = 1, p(+), s(+) les applications préfize et suffize de l’exemple (2).
Alors,

(1) f-(gos):w— f(w)g(s(w)) est chainée de matrice de transition Tr.gos =T ;
(ii) (gop)-f :w— g(p(w))f(w) est chainée, de matrice de transition

(Tyops)j = 9(0)'Tig(i) " (0<i,j <q—1);

(i) fe:w— f(we) est chainée de matrice de transition Ty, =T ;
(w) °f : w— f(cw) est chainée de matrice de transition Ter de coefficients

U(Tep)y = (“Ta) " Ty(“Ty) ™"

Démonstration. Les propriétés (i) et (ii) s’ btlennent facilement. La relation (3) donne, pour

0
tous mots a, § # A et v, Végalité £(af)f(8) 1 = f(aBe)f(Be) L don flcapy) = fo(aBy) =
fe(aB) fo(B) " fo(B7), ce qui démontre (447). De méme

FB(By) = f(eB) " f(cBv)

de sorte que f(cafBy) = °f(afy) = f(aB)f(B)f(By) dou (i) apres la vérification que
fab)f(b) ' = (‘To)*TH(“Tp)~".  m

Nous allons maintenant modifier la fonction chainée f de maniere a lui associer une fonction
chainée réguliere. Dans ce but, introduisons la définition suivante (cf. [1]).



Définition 3.2. La matrice carrée T de coefficients
“Ty = "To(“To) ' (“Ty) (°Ty)

(égale a £(00)f(a0)~Lf(ab)f(0b)~1) est appelée matrice de transition normalisée de f. En
particulier OTI;‘ =1g et YT = 1q.

Le résultat suivant justifie 'introduction de 7.

Théoréme 3.1. Soit f : A* — G wune fonction chainée de matrice de transition T. La
fonction chainée f* : A* — G, définie par f*(ij) = f(00)f(i0)~1f(i7) f(00)~1 et f*(j) =
f(05)£(00)7L, est réguliere (a gauche et a droite). Sa matrice de transition est égale a T*.

Démonstration. L’application f* se construit a partir de la formule du produit. Précisément

fHlarag -~ as) = (f*(ar1a2) f*(a2) ") (f*(azaz) f*(az) ") ... (f*(as—1as) f*(as) ") f*(as). T est

alors immédiat que f* est réguliere a gauche et a droite. Un simple calcul donne bien

fra G ="y

3.2 Structure d’une matrice de transition

Rappelons que A(G) est au plus dénombrable (fini si G est fini). Pour toute représentation
(finie) p de G et toute application chainée f : A* — G de matrice de transition 7', 'application
composée p o f est aussi une application chainée dont la matrice de transition, notée pT', est
donnée par *(pT), = p(“Tp). La matrice pT peut étre vue comme une matrice carrée ¢ X ¢, &
coefficients dans le groupe des isométries de U, ou comme matrice carrée gs, X gs,.

Pour tout endomorphisme L de C* (i.e. une matrice carrée s x s), son adjoint sera noté A
et ||L|| désignera sa norme quadratique (d’opérateur), c’est-a-~dire ||L|| := max{||LX]||; X €
C? & ||X]|| = 1}. Le nombre ||L|| est aussi la racine carrée de la plus grande des valeurs
propres de la matrice LL. Les matrices qui nous intéressent ici sont de la forme L = pT', que
I’on peut représenter par la matrice de blocs

0Ly ... L,
L= ' (7)

qilLO qiqu_l

ot les matrices “L; sont unitaires de rang s,. Soit £ = (End(C*¢))? espace des vecteurs colon-
nes X de composantes ‘X (dans End(C?®)). Ainsi, X est vu comme un opérateur matriciel
de C* dans (C?®)? tel que pour tout vecteur colonne x de C*, la j-iéme coordonnée de Xz est
donnée par (“X)z. L'espace £ sera équipé de la norme quadratique des opérateurs donnée par

1] = max{(||' Xa|[* + -+ [|9X2|*) /25 2 € C & ||z]| = 1}.

La matrice de blocs L sera identifiée & un endomorphisme de £ = (EndC?®)? (lui-méme
identifié & un endomorphisme de (C*)?), les normes d’opérateur et quadratique suivant les
cas d’interprétation coincident puisque

[IL|] = max{||[LX[]; X € & & [|X]| = 1} = max{[[LE]|; € € (C*)T & [[¢]| =1} (8)



avec || X|| = max{(||'Xz||? +--- +]|9X2]|?)V/?; x € C* & ||z|| = 1}. Elles vérifient alors les
inégalités fondamentales

Vi<l <q, (9)

du fait que les matrices iLj sont unitaires. Il est utile de classifier ces matrices dans les
situations extrémes ||L|| = (/g et ||L|| = g, ce qui a été fait dans [1] (Lemma 2.1). Rappelons
les résultats.

Lemme 3.1. Soit L un endomorphisme de &€ = (End C?®)? représenté par la matrice (7) ou
les coefficients sont des matrices unitaires de rang s. Alors,

(a) ||L|| = \/q si, et seulement si, LL = qI (I désignant la matrice unité de rang qs) ;

(b) ||L|| = q si, et seulement si, il existe des matrices unitaires 'S, ...,48, U, ... U
opérant sur C* et des matrices unitaires Z'Bj (1 <i,j<gq)derang s—1, telles que pour tous
les couples d’indices (i,7), on ait

iSLU =

Ce lemme est la source des définitions suivantes et des théoremes de majorations qui suivent :

Définition 3.3. Une matrice carrée T, de taille g X q, a coefficients dans le groupe G est dite
contractante (resp. de Hadamard) si pour toute représentation p dans A(G), on a ||pT|| < q

(resp. 1Tl = V/a).

Pour toute représentation de dimension finie p de G, on a p(T) = pT, et dans le cas ou T est
la matrice de transition d’une application chainée f : A* — G, on déduit de (8) les égalités
successives

16T 1= |[(p(f (i3))ijenz|| = T = [|(p(f*(i5)))ijenz]| -

Le passage de f & f* ne change donc pas le caractere contractant ou de Hadamard de la
matrice de transition.

Définition 3.4. Soit T' la matrice de transition d’une application chainée f. SiT est contrac-
tante (resp. de Hadamard), l'application f et la suite chainée associée seront dites contrac-
tantes (resp. de Hadamard).

Ezemple 7. Revenons sur 'exemple de la suite n — s ) (n) chainée en base 2% avec ab = 11.
ab

La suite Rﬁ?a tn o exp(22'7rozF1(f) (n)) est chainée en base ¢. Pour L = 1, la matrice de

transition est
1 1
T =
11,0& <1 ,’7> Y
2T

avecn = e sa norme quadratique étant ||T114|| = 21/2(1 + | cos(mwa)|)/2. Pour L > 1
n ) q q , >

)

., est la puissance L-ieme de Kronecker de Ti1 ., de sorte que

la matrice de transition T1(1L

HTl(f )aH = ||T11,4]|F. Lorsque o = 1/2, on retrouve les matrices classiques de Hadamard sur
{=1,1} (pour plus de détails, voir [1]).



Exemple 8. Plus généralement, supposons A muni d’une structure de groupe abélien (d’élé-
ment neutre 0), a — Y, un isomorphisme entre A et son groupe dual A et soit u une suite
chainée de matrice de transition

Ta = (Xa(b))abe a2 - (10)

Par construction T4 T4 = ¢l. Ici G = Uy, le groupe des racines N-iemes de I'unité, ou
N est le plus petit commun multiple des ordres des éléments de A (et cet ordre est celui
d’un élément de A, donc N divise ¢). Si A" = {0,...,¢' — 1} est un autre alphabet muni,
comme pour A, d’une structure de groupe abélien, la matrice de transition correspondante a
lalphabet B := A x A" (muni de la structure de groupe produit) est donnée par le produit
de Kronecker Ty = T4 ® T 4,. On construit ainsi, par itération, des matrices de transitions

Taixond, = Ta, @+ ® T, (11)

Pour le groupe produit A%, la matrice T' "4z correspond a la L-iéme puissance de Kronecker
(TA)(L). Elle est donc de Hadamard si et seulement si T4 est de Hadamard. Examinons de pres
cette situation. Soit 1), : z — 2™ un caracteére non trivial de Uy (1 < n < N). Puisque T4 est
de Hadamard, (¢¥,T4)(¥nT4) = ql, ce qui équivaut a tous les caracteres ¢, o x4, 0 < a < g,
distincts. Il en résulte que tout caractére non trivial de A est d’ordre N. Maintenant, Si A
est cyclique, le résultat obtenu implique que g est un nombre premier et ¢ = N, et il est
immeédiat de voir que la matrice de transition correspondante 71 4 est de Hadamard. Puisque
tout groupe abélien est produit direct de groupes de la forme Z/p*Z avec p premier et s > 1,
il suffit d’étudier T 4 lorsque A est égal a un tel groupe. Le cas général se déduit de la formule
produit (11).

Théoréme 3.2. Soit A = Z/p°Z, p premier et T la matrice de transition définie par (10)
(associée a une suite chainée a valeurs dans G = Uys ). Alors :
(i) T est de Hadamard si, et seulement si, s = 1;

(ii) Pour s > 2 et tout caractére non trivial P, : z — 2" de A (1 < n < p°) si pt =
s+t

pged(n, p®) alors [[nT|| = p2

Démonstration. La proposition (i) a déja été démontrée en supposant simplement le groupe
A cyclique. Pour montrer (ii), il n'y a pas d’inconvénient & supposer n = p! (1 < t <
s). Explicitons la matrice T4 en choisissant une racine primitive p®-ieme de 'unité ( et
I'isomorphisme a +— Yy, en définissant le caractére x, par xq(b) = (*. Avec ces choix, et en
posant ¢ = p® pour simplifier :

1 1 1 1
¢ ¢? ¢ot
TA _ |1 42 C4 C2(q71)
i ¢ca—t o e ((qfll)(qfl)
La matrice 1,:T4 a pour coefficients ¢rrab = AV avec o/ = a (mod p*~%) et & = b

(mod p*%) de sorte qu’en introduisant les alphabets A’ := {0,1,...,p*7t — 1} et A” =

({10, 1,1.4./; ,pt—1} f)n obtiter}/t lb’ind;xationt%it“b = Y (T )y avec a’ et b dans A', " et b"
ans eta=a +p*td", b=0"+p*~"". D'ou

1 ... 1
Tha=Ty ®

—_
—_
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et par suite ||T4|| = ||Ta||p', mais ||T 4| =p"2, d’oit la norme de 1YnT||. m

Corollaire 3.1. Si A est un groupe abélien. La matrice de transition T 4 définie par (10) est
contractante. Elle est de Hadamard si, et seulement si, il existe un nombre premier p et un
entier m > 1 tels que A soit isomorphe a (Z/pZ)™ et dans ces conditions, G est isomorphe
aZ/pZ.

La démonstration de ce corollaire est laissée au lecteur. Notons simplement que si A est
produit de groupes cycliques A;, alors la matrice de transition T4, x...x 4, est de Hadamard
si, et seulement si, ces groupes sont tous isomorphes, d’ordre un nombre premier. Ici se termine
I’exemple 8.

3.3 Formules sommatoires

Pour étudier la distribution d’une suite chainée dans G, a cause du fait que G n’est pas
supposé commutatif, les classiques sommes de Weyl doivent étre remplacées par les moyennes
mettant en jeu les représentations du groupe. Dans le cas des suites chainées, les sommations
par groupement suivant des puissances de la base jouent le role essentiel.

Soit F': A* — Ujg une application chainée a valeurs dans le groupe des matrices unitaires de
C? (s € N) de matrice de transition 7. Pour toute lettre j de A et tout entier m, posons

WPy = Y F(iw) (€ End(C*)) (12)
weA™

et soit (™ (F) le vecteur colonne, appartenant & End(C*)?, de coordonnées ‘u(™ (F), i =
0,1,...,q — 1. Par construction, ‘u(9) (F) = F(i). D’aprés ces définitions, pour m > 1,

,u(m) — TM(m—l) — TmM(O) (13)
et, en prenant la norme quadratique,
[T < ¢ 2T (14)

Notons que si T est de Hadamard, ||T™|| = ¢™/2 puisque TT = q.

On s’intéressera, dans la suite, a la mesure spectrale d’une suite chainée. Pour cette raison, les
applications chainées seront pondérées par des facteurs ¢g-multiplicatifs tels que (™. Rappelons,
a ce propos, qu'une application ¢ : A* — U est dite ¢g-multiplicative (unimodulaire) s’il existe
une suite d’applications ¢ : A — U (k € Ny) telles que ¢x(0) = 1 pour tout k, p(A) =1
et p(w) = [[}_ vr(wg) pour tout mot w = wy, ---wp sur A. Etant donnée une application
F : A* — U, associons lui 'application ¢.F' : A* — U, définie par p.F(w) = p(w)F(w). Les
sommes (12) sont alors remplacées par

W F) = 3 liw)F(iw). (15)
weA™

Soit 'opérateur 6 défini sur le groupe des applications g-multiplicatives par 6(p)(w) = ¢(w0)
et pour toute application v : A — U, introduisons les matrices

¥(0)1, 0

[¢]s = .

0 Y(g— 1)1,
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ou 1, désigne la matrice unité de rang s. Alors,
u" D (@ F) = (0" @) Tpt™ (o.F).
Le passage de T a [¢]sT ne change pas la norme quadratique, d’ou
1™ (@ F)|| < g7 (16)

et si T est de Hadamard
1™ (0. F)|| = ¢ | (0. F)]I. (17)

Théoréme 3.3. Soit F' : A* — U, une application chainée de matrice de transition T
contractante et soit p : A* — U une application g-multiplicative. Alors

| Y w@F@)| < CF)g PN (18)

0<n<N

ot oF) = S et O(F) = 2202 + 1)(a = 1)/ 1),

loggq
La preuve du théoreme est basée sur le fait que si

2. 2.

0<n<qt 0<n<N
pour t € No, alors ¥(t + 1) = X(t) + > 5, ju®(p.F) et donc
15+ DI < IS0 + (g — Vg |T["

Nous renvoyons a [1] pour les aspects techniques permettant de conclure a la majoration de
1> 0<nen ®()F(7)|| donnée dans le théoreme 3.3.

Corollaire 3.2. Toute suite chainée contractante u a valeurs dans un groupe compact G est
de spectre total vide c’est-a-dire pour toute représentation irréductible non triviale p de G et
tout nombre compleze ¢ de module 1, on a limy N1 Y 0<nen ¢"p(uyn) = 0. En particulier,
elle est équirépartie dans G selon la mesure de Haar.

Il sera utile, pour étudier les propriétés ergodiques des suites chainées, de disposer du lemme
suivant, démontré dans [1] (Lemma 2.4) :

Lemme 3.2. Soit f : A* — G une application chainée réguliére a gauche de matrice de
transition T contractante et soit ¢ : A* — U wune application q-multiplicative. Pour tout
entier k > 0 et tout entier N >0 :

1Y e+ K)o+ R < 1+ clpf)22 0 Dg (14 g /2N
n<N

. log ||p.T —1
ot afp.f) = ngl)lgq et c(p.f) = wfp-ﬁ'

Le résultat suivant caractérise les cas ou la matrice de transition est contractante.

Théoreme 3.4. ([1], Theorem 2.2 (a)) Soit T une matrice a coefficients dans un groupe
G compact métrisable. Alors T est contractante si, et seulement si, les coefficients de T*
engendrent un sous-groupe dense de G.
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3.4 Structure des matrices de Hadamard dans le cas abélien

Le théoréme suivant est démontré dans [1] lorsque G est supposé abélien métrisable compact. 11
permet de caractériser les matrices de Hadamard dans le cas commutatif. Dans [23], Mauclaire
donne une autre démonstration, assez élaborée, en ne supposant G que localement compact
(et toujours abélien). Nous complétons ici la preuve initiale en [1], de sorte qu’elle s’appliquera
aussi au cas ot GG est simplement supposé localement compact.

Théoréme 3.5. ([1], Theorem 2.2 (b) et [23]) Soit T' une matrice carrée q X q a coefficients
dans un groupe G supposé abélien et localement compact. Si la matrice T est de Hadamard
alors G est fini et les coefficients de T forment un systeme de générateurs de G.

Démonstration. Le groupe G étant abélien, A(G) est formé des caracteéres non constants de G.
Soit x I'un d’eux. Par hypothese et le lemme 3.1(a), ¢~ '/2xT est une matrice unitaire, de méme
pour ¢~ Y2y T si x" : g — (x(g))" n’est pas le caractere trivial. La suite n — YT, vue dans le
groupe multiplicatif qu, admet par le théoreme de Kronecker une sous-suite qui converge vers
I’élément neutre, ce qui n’est possible que s’il existe un entier non nul ng tel que x™° est trivial,
vue la propriété de Hadamard. Tous les caracteres de GG sont donc d’ordre fini. En particulier,
les coefficients de x1' sont des racines de I'unité. Nous pouvons, sans changer la propriété de
Hadamard, remplacer T' par la matrice T* (de coefficients T =0T (“To) 1 *T5(°T;)~1). Les
matrices X1 ont donc leur premiere ligne et premiere colonne formées que de 1 et vérifient

L+ X" (TY) + -+ X" (Tyy) =0

pour tout indice i, 1 < i < g—1, dés que x™ n’est pas trivial. Si y est d’ordre d, en sommant
toute ces égalités, il vient

&

—1 g—1 ‘
SAHXCTH) 4+ X))
=0
-1 d 1
Xm

Mi fg:M

I
—_

i=1 =0 m:O

et comme [Zg@;lo X”(’Tf)] vaut 0 ou d, on en déduit que d divise ¢°. Les caracteres de G
sont donc tous d’ordre un diviseur de ¢?, il en résulte que tous les éléments de G sont aussi
d’ordre un diviseur de ¢2. Le sous-groupe G engendré par les coefficients de T' (ou de T*) est
alors fini, donc compact. Supposons Gy distinct de G. 1l existe, par la dualité de Pontrjagin,
un caractere y de GG non trivial, mais trivial sur Gg. Par suite, x7" est une matrice orthogonale
a coefficients tous égaux a 1, ce qui est incompatible avec ¢ > 2. Ainsi Go=G. =

Le résultat suivant da a J.-L. Mauclaire [23] complete le précédent.

Proposition 3.2. ([23]) Soit G un groupe abélien fini de N éléments et T' une matrice carrée
de taille ¢ X q a coefficients dans G. Pour que T soit de Hadamard, il faut et il suffit que les
conditions suivantes soient vérifiées :

(i) N divise q

(i) Pour tous i, j dans {0,...,q — 1} tels que i # j et pour tout élément g de G, on a
card({r; r€{0,...,q— 1} & ‘T, (’T,)~* = g}) = ¢/N.

Donnons une simple conséquence :
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Corollaire 3.3. Sous les hypothéses et notations de la proposition 3.2, si N = q, alors N est
une puissance p* d’un nombre premier p et G est isomorphe au produit direct (Z/pZ)*.

En effet, 'hypothese T" de Hadamard et la condition (ii) impliquent que pour tout entier n,
la matrice obtenue en remplacant les coefficients * j par (’TJ)" est soit de Hadamard, soit
réduite a la matrice ou tous ses coefficients sont égaux a 1’élément neutre. La question se pose
de savoir si le théoreme 3.5 reste vrai dans le cas non commutatif.

4 Dynamique associée a une application chainée

4.1 Systeme dynamique et mesures spectrales

Nous ne considérons ici que des systemes dynamiques standard, c’est-a-dire des triplets X :=
(T, X, ) ou X est un espace compact métrisable, T': X — X une transformation borélienne
de X et A\ une mesure de probabilité borélienne invariante par T, i.e. Ao T~ = X. Rappelons
que le systeme dynamique X est dit ergodique si les seules parties boréliennes B de X telles
que T~1(B) = B sont, 4 un ensemble A\-négligeable pres, X ou la partie vide. Dans la suite, les
seules mesures (de probabilité) concernées sont tacitement supposées boréliennes. Lorsqu’il
n’existe qu'une seule mesure de probabilité invariante par T, le systeme dynamique est dit
uniquement ergodique. La transformation 7' induit sur L%(X,\) l'isométrie f +— f o T. A
toute f € L2(X, \) est associée la suite 7 des corrélations de f définie sur Z par

yy(m = n) = /X F (™) FT )\ (d).

La fonction vy est la transformée de Fourier d'une mesure borélienne vy sur le cercle unité

U:
’Yf(n):/UZan(dZ)-

Elle est appelée mesure spectrale du systeme dynamique X associée a f. Notons que v(U) =
|f]13. Rappelons enfin que le type spectral de X' est une mesure v(T,\), définie & une
équivalence pres, telle que toute mesure spectrale vy est absolument continue par rapport
a v(T,\) et si une mesure v, absolument continue par rapport a v(7, \), possede cette pro-
priété alors elle est équivalente & v(T, ). Si T est inversible, il existe f € L?(X,\) telle que
vy soit équivalente a v(T, X). Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur a [16].

4.2 Flot associé a une suite

Par définition, un flot est un couple (F, X) o X est un espace métrisable compact et F' une
application continue définie sur X a valeurs dans X. L’application F' n’est pas ici supposée
surjective mais par compacité, il existe une plus grande partie compacte Xy de X, qui soit
non vide et telle que F(Xy) = Xo. Rappelons que le flot est dit minimal si les seules parties
compactes X’ de X telles que F(X’) C X’ sont X ou la partie vide. En particulier, pour tout
flot minimal (F, X), application F' est surjective. Un flot mesuré est un systeme dynamique
(F,X,\) ou (F, X) est un flot et A une mesure borélienne de probabilité sur X, invariante
par F. En particulier, avec la notation ci-dessus, A(Xy) = 1. Un flot minimal, uniquement
ergodique est dit strictement ergodique.
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Soit (X)) I'espace des suites w = (wp)n>0 dans X muni de la topologie faible, ¢’est-a-dire
Q(X) est identifié & I’espace topologique produit XNo. Notons S : Q(X) — Q(X) I'application
décalage (ou shift) définie par S((wn)n) = (wn+1)n- Le couple (S, Q2(X)) est un flot. Soit u
une suite dans X et O, := {S™u; n € Ny} son orbite suivant S. Le décalage laisse invariant
la fermeture topologique K, de O, déterminant ainsi le flot K(u) = (5, K,) ou S désigne
maintenant la restriction du décalage sur IC,,.

Dans le cas d'un systeme dynamique standard (7, X, \), l'application T n’est plus supposée
continue mais seulement borélienne. Le théoreme individuel ergodique de Birkhoff entraine
que la limite
1 n
im0 @) (19)
0<n<N
existe pour A-presque tout x et converge vers f  JdA si la mesure A est ergodique. Un point
¢ € X tel que
1
lim — ™ = dA
my > S = s
0<n<N
pour toute application continue f : X — C est dit A-générique. Pour de tels &, si la trans-
formation F' est A-continue (c’est-a-dire si l'ensemble de ses points de discontinuité est -
négligeable) alors pour toute application g : X — C bornée et A-continue, on a également
limy + > 0<nen 9(T™()) = [x gd)\. En outre, la suite n + f(T"x) admet une corrélation

du fait que x est générique et y¢(m) = [y g(T™(x))g(x)A(dx). La mesure spectrale associée
a la suite n — f(T"x) est donc identique & la mesure spectrale associée & f dans le systéme
dynamique (7, X, ). Lorsque (7, X, \) est uniquement ergodique, si T n’est pas continue, il
n’est pas exact que tous les points sont \-génériques. Pour obtenir la généricité de tous les
points, il faut ajouter une hypothese de régularité de F' plus forte que la A-continuité.

Définition 4.1. L’application T : X — X est dite uniformément T-quasicontinue si pour
tout € > 0 il existe une application continue v : X — [0, 1] telle que (x) = 1 pour tout point
z de discontinuité de T et imsupy ||+ Y gcnen ¥ 0 T"|oo < €.

Cette définition se justifie par le résultat suivant établi en annexe dans [19] :

Théoreme 4.1. Soit T : X — X une application uniformément T-quasicontinue. Elle est
uniquement ergodique si, et seulement si, pour toute application f : X — C continue, la
limite (19) existe indépendamment de x et la convergence est uniforme en x.

4.3 (-extension standard

Supposons maintenant que X soit un groupe métrisable compact noté GG par la suite. Soit K
un compact de Q(G) tel que S(K) C K définissant ainsi un sous-flot F = (.9, K) de (S, (X))
(o1 S désigne aussi sa restriction a K). Par définition, la G-extension standard de F est le
flot FOG := (S0, 2(G) x G) défini par Sp(w,g) = (Sw, gwp). Nous introduisons maintenant
Papplication dérivée discréte A : Q(G) — Q(G), définie par

Aw(n) = w, twnyt (20)

et 'application produit o : Q(G) — Q(G) définie par o(w)o = 1g et o(w)p, = wp - - - wp—1 pour
n > 1. Le groupe G opérera sur Q(G) a gauche par (v,w) — yw, (yw), = ywy, et aussi
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a gauche sur Q(G) x G par v * (v, (w,g)) = (w,7g). On vérifie facilement que 'application
J 1 Q(G) — Q(G) x G définie par

J(w) := (Aw,wy) (21)

est un homéomorphisme de flots entre S := (5, Q(G)) et SOG qui commute avec les actions
respectives de G sur Q(G) et sur Q(G) x G, c’est-a-dire v+ J (w) = J(y-w). L’homéomorphisme
réciproque de J est donnée par J1(w,g) = g o(w).

Proposition 4.1. Soit u € Q(G). Alors K(u) est isomorphe a K(Auw)OG (par restriction de
J a K, ) si, et seulement si, pour tout v € G, on a v-K, = K,.

Démonstration. Dans tous les cas, J(K,) C Ka, X G. S’il y a égalité, alors pour tout w € K,
et pour tout g € G, on a J~}(Aw, gwg) = g-w, donc g-K,, C K, et de méme avec g~!, d’out
I’égalité. Réciproquement, supposons g-K,, = K, pour tout g de G. Alors J(K,) = A(K,)xG
car J(g-w) = (Au, gwp) et A(Ky) = Kay. ®

Pour mettre en évidence la structure de K(u) a partir de son image par J lorsque celle-ci n’est
pas le produit K, x G mais avec (u) minimal, nous aurons besoin des lemmes qui suivent.

Lemme 4.1. Soit u € Q(G). L’ensemble I'y, :== {y € G; v.K,, C K,} est un sous-groupe de
G et pour tout g € G, on a Ty g =T 0t u.g est la suite chainée n — uyg.

Démonstration. 11 est clair que I';, forme un sous semi-groupe fermé de G. C’est donc aussi
un sous-groupe de G puisque G est compact. L'égalité I', ; = I', est la conséquence logique
de I'égalité entre Ky.g (= {w.g; w € Ky}) et Kygq. ®

Lemme 4.2. Soit u € Q(G) tel que K(u) soit minimal. Pour tout w € K,, l’ensemble
H, ={y€G; ywe K,} est égal au groupe Ty, du lemme 4.1.

Démonstration. Si ~ appartient & H,, alors v.S*w € K, pour tout entier k > 0 et comme
K(u) est minimal, par passage & la limite on obtient 7.0’ € K, pour tout w’. D’ott I'inclusion
H, C H,. En échangeant w et w’ on obtient H, = H, ce qui permet de conclure aussi &
Iinclusion H,, C T'y. Mais la définition de I'y, implique l'inclusion I'y, C H,, d’ou I’égalité
annoncée. m

Continuons & supposer (u) minimal et dans toute la suite posons I' := T', pour simplifier.
Introduisons I'espace quotient G/I" des classes a gauche muni de la topologie quotient. Il est
métrisable compact et 'application canonique 7r : g — I'g est continue, ouverte (cf. [11]). Soit
lapplication continue et surjective IIr : K (Au) x G — K(Au) x (G/T") définie par IIp(z, g) =
(z,mr(g)). Finalement, définissons l’application St : K(Au) x (G/I') — K(Au) x (G/T") par

Sr(z,Tg) — (Sz,Tgxp) . (22)

Proposition 4.2. Si K(u) est minimal, l"image X, := p o J(K,) détermine une relation
de graphe compact dans Ka, x G/T invariante par Sp (donnée par (22)). Le flot (St, X,)
est minimal. La projection premiére coordonnée pg : X, — Ka, détermine une conjugaison
topologique entre (St, X,,) et K(Au).

Démonstration. L’ensemble X, est compact puisque J et Il sont des applications continues.
Montrons que X, est le graphe d’une application de K, dans G/T". Soit x € K, ; il existe
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w € K, tel que z = A(w) et donc IIroJ(w) = (x,Twy) appartient & X,,. Supposons maintenant
qu'il existe g € G tel que (z,I'g) € X,. Alors il existe ' € K, tel que J(w') = (z,wy) et
T'g = T'w). Tl existe donc 7y € T tel que w’ = (ygwy ').w, ce qui implique ygw, ' € T (lemme 4.2)
et donc g € T'wp, d’ott I'g = T'wy. La seconde coordonnée du point (z,I'wy) € X, ne dépend
donc que de z, ce qui détermine une application &, : Ka, — G/T par I’équivalence

(V(z,Tg) € Kay x G/T) (éu(z) =Tg <= (x,Tg) € X,). (23)

La continuité de &, est une conséquence de la compacité deX,. Par suite, I'application = —
(z,&u(x)) de Ka, vers X, est une bijection bicontinue, d’inverse pg. Si © € Kaq, le point
de X, de premiere coordonnée = est donné par (z,l'wp) pour un élément w € K, tel que
A(w) = x; le point de X, de premiere coordonnée Sz a donc pour seconde coordonnée
Twi = Twozg, d'ou &,(Sz) = &, (x)xo. En d’autres termes Sp(x, &, (z)) = (Sz,£u.(Sx)) € Xy
et la conjugaison entre (Sr, X,,) et I(Au) via po en résulte. m

La proposition 4.2 montre que

J(Ku) = U {a} x &u(2).

TEK Ay

Pour visualiser l'action du décalage dans J(K,), il est nécessaire de fixer une section dans G
représentant G /I, ¢’est-a-dire une application 7 : G/I' — G telle que 'application 7 o 7 soit
I'identité sur G/T. Les espaces étant métrisables compacts et 7p continue, on peut choisir la
section n borélienne (sans plus).

Théoréme 4.2. Supposons K(u) minimal et soit n : G/T — G une section borélienne et
c: Ky — G Uapplication composée ¢ =no&, oA ou &, est application définie en (23). Pour
tout w € K, et tout © € Kay, on a wo(c(w))™t €T et (no&u(z))xo(no&u(Sz))~t € T. Soit
alors ¢ : Kay — T Uapplication borélienne définie par o(z) = (o &, (z))xo(no&u(Sx))~L. Le
flot K(u) est conjugué par Uapplication borélienne w — (A(w),woc(w)™t) au produit croisé

K(Auw)O I := (S, Kay x I') défini par
Se(,7) = (S, () -

Démonstration. D’apres la proposition 4.2, la définition de X, et la construction de &, (23)
qui en résulte, on a wy € &,(A(w)). Il existe donc un unique 7, dans I' tel que wy =
Ywc(w). Par ailleurs, choisissons w € K, tel que A(w) = z. En particulier zy = wg Ly et
(1 o &u(z))zo(n 0 £u(ST)) ™ = clw)wy twi(c(Sw))™L, dolt ¢(x) = 75 'vsw. La conjugaison
entre K(z) et K(Au)O,I par w — (A(w),woe(w) ™) (= (Aw,~,)) résulte du calcul suivant :
woc(w) Trp(Aw) = woc(w) M e(w)wy twie(Sw) ™) = wie(Sw)™l m

Remarque 4.1. a) Si 'on change la section 7 dans le théoréme 4.2 par une autre section
n’, application ¢ est remplacé par I'application ¢’ correspondante et les produits croisés
K(Au)O,I" et I(Au)O,I" sont conjugués, le premier sur le second, par I’application

(z,7) = (2,7(n 0 &u(2)) (1 0 Eul)) ) -

b) SiT' = G, on retrouve la situation décrite dans la proposition 4.1. En effet, ’'espace quotient
G/T' se réduit maintenant au groupe trivial {I".1¢}. La section 1 qui remonte I'.1¢ sur 1g
s'impose naturellement, X,, = Ka, x {I'.1¢}, &, est application constante &,(x) =I".1¢, de
sorte que 1o &, (x) = 1g pour tout = € Ka, et ainsi p(x) = zo.
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4.4 Flots chainés

Lorsque u est une suite chainée dans G, le flot associé IC(u) sera dit chainé.

4.4.1 Minimalité de K(u)

Le premier résultat fondamental recherché est de nature topologique; il constitue la premiere
étape obligée pour comprendre la structure dynamique métrique de KC(u).

Théoreme 4.3. Pour toute suite chainée en base q dans G, groupe métrisable compact, le
flot K(u) est minimal.

Démonstration. Soit d une distance pour le groupe G qui soit invariante pour les translations
a droite et a gauche. Soit £ > 0 et pour tout entier a > 0 posons

I(a;e) := € Ng; d(uy, < €j.
(@:6) 1= (n € Nos_ max dug,urin) < <)

Il faut démontrer que I(a;e) est a lacunes bornées c’est-a-dire qu’il existe un entier m tel que
pour tout entier ¢ dans I(a;¢) il existe j dans I(a;e) vérifiant les inégalités i < j < i+ m. Si
up # 1@, nous remplacons la suite u par la suite w.ug Lin e Un U 1. Elle reste chainée et de
maniére évidente KC(u) est minimal si, et seulement si, C(u.uy ') est minimal. Nous pouvons
donc supposer ug = 1g. Pour tout entier b > a + 1, tout entier £ tel que 0 < £ < ¢* et tout
entier m > 0, la propriété de chainage donne la relation ugp,, 1, = ugnmue. Les valeurs ugm
jouent donc un role particulier important que précise le lemme suivant :

Lemme 4.3. Soit u une suite chainée telle que ug = 1g. L’ensemble

V(u) := {ugm; m € No}
forme un sous-groupe de G.

En effet, puisque ug = 1g, la relation wgk,, q4n = UgmUgn est vérifiée dés que @n < ¢F, ce
qui montre que I'image par u de ¢gINg forme un semigroupe pour la loi de G. Le passage a la
cloture donne un sous-semigroupe compact de G qui est donc un groupe Q.E.D.

Choisissons K > 1 tel que l'ensemble {ugn; 0 < m < ¢} soit e-dense dans V. Alors,
pour tout entier ¢, il existe un entier r(¢), 0 < r(t) < ¢%, tel que d(ugtugr ), 1) < €, d’on
d(Upgat K42 p()gat1qe, Ue) < €. Par suite tq®E+2 1 r(t)g™ € I(a;¢); il suffit donc de choisir

a+K—+2

m = 2q ]

11 peut arriver que V' (u) soit distinct du sous-groupe fermé G,, engendré par les valeurs de u.
Ce n’est pas le cas si la suite est réguliere a droite.

Théoreme 4.4. Soit u une suite chainée réguliére a droite, Iy, le groupe défini dans le
lemme 4.1 et V(u) celui du lemme 4.3. Alors Ty, = V(u) = Gy, et K(u) est topologiquement
congugué (par J) o K(Au)OG,.

Démonstration. La propriété de chainage avec la régularité a droite (outre celle de gauche)
conduit immédiatement a G, = V(u) et V(u) = {ugr,,; m € No} pour tout entier k. Soit
v € Gy ; il est possible de construire une suite strictement croissante d’entiers my telle que
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la suite k& — Ugky,,
donne, pour tout entier £ > 0, les égalités uy, gk, = Ugm,Ue = Um,ue dés que g1 > 0. Le
passage a la limite donne v.u € K, et le lemme 4.2 joint au théoreme 4.3 entraine v € I'y,.

Donc I'y, = G, et la proposition 4.1 termine la démonstration. m

converge vers . D’apres le lemme 4.1, on peut supposer ug = 1g ce qui

On va voir que dans le cas ou la suite est chainée contractante, la régularité a droite n’est pas
requise pour conclure a l'isomorphisme du flot avec le produit croisé standard.

4.4.2 Flot chainé d’une suite contractante

L’objectif est maintenant de démontrer le résultat principal suivant :

Théoreme 4.5. Soit F' une application chainée réguliére a gauche en base q, a valeurs dans
un groupe métrisable compact G et soit u la suite chainée en base q associée a F. Supposons la
matrice de transition T de F' contractante, alors le flot chainé KC(u) est strictement ergodique,
d’unique mesure invariante notée my,. De plus, K(u) est conjugué par Uapplication J (définie
par (21)) a K(Au)OG dont 'unique mesure invariante est m, o A™! ® hg.

Démonstration. La démonstration est développée en trois étapes.

Etape 1 : K(u) est topologiquement conjugué a K(Au)OG. Soit g € G et z € K,. 1l faut
montrer, d’apres la proposition 4.1 que g-u appartient a K,,. Soit (ng); une suite croissante
d’entiers telle que lim; S™ u = z. L’hypothese sur u entraine que la suite chalnée n — ugy
est aussi contractante de sorte que le théoréeme 3.4 permet de construire une suite d’entiers
(ag)x telle que limy, u(qag) = gug et une suite d’entiers (¢ telle que ng +k < ¢'*. Pour tout
entier ¢ tel que 0 < £ < k, la propriété de chainage donne

U qtetlpng+0 = U(qu‘)ualu(nk + 0);
par suite

. t+1
lim S™** T H My = gy
k

Etape 2 : K(Au) est uniquement ergodique. 11 suffit de montrer que pour toute application
f:Q(G) — C continue, la suite des moyennes

1 n+k
0<n<N
converge uniformément en k. Pour voir cela, la propriété suivante est fondamentale :

Lemme 4.4. Soit u: Ng — G chainée en base q. 1l existe une partition de Ng en progression
arithmétiques P,, (m € Ng) de raison ¢°™ (m =0,1,2,...) telle que

(i) Au est constante sur Py, ;

(i) > ™ =1.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence de la formule produit f,(azw)~!f,(azw’) =
fu(zw) "t fu(zw’) qui montre que Au est constante sur les progressions arithmétiques

P(n,a,b):= (Y (¢—1)¢")+aq" +bg"" +¢""?No, 0<a<qg—1, 0<b<q (24)
0<t<n
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pour tout m € Nj. |

11 est utile de noter que les propriétés (i) et (i) du lemme 4.4 signifient que la suite Au est
du type Toeplitz réguliere, bien que cette notion soit introduite dans la littérature pour les
suites définies sur Z (voir [14, 31]).

Revenons a 'unique ergodicité de C(Au) et notons v, la valeur de Au sur les progressions
arithmétiques P,, du lemme 4.4. Soit f : G°* — C une application continue. La suite ¢ : n +—
f(Au(n),...,Au(n+s—1)) est constante sur des progressions arithmétiques obtenues comme
intersections non vides de la forme Py, N---N(Ppy,, , —s+1) (et de valeurs f(vpmg, -, Um, 1 ))-
Il existe donc une partition de N en progressions arithmétiques @Q,, (m > 0) disons de raisons
gt telles que min Q,, < ¢' et Yoo g~ tm =1 et sur lesquelles la suite ¢ est constante, de
valeur constante, notée v,,. Ainsi
o0
Y= Z VmlQm
m=0

d’ou résulte assez simplement 1’existence de la limite

.1 n
As=lim > F(S"Aw)
0<n<N
de valeur Y > vpg~tm

Etudions les sommes
NMy(f,N.k)= > f(S""FAu).
0<n<N

Avec les notations précédentes,

NleNk Z Um, Z lan+k
0<m>0 0<n<N

Puisque

Y 1g.n+k) = Y 1g.(m)| <1,

0<0<n<N 0<n<N

il vient pour tout L > 1

| D ASTRAu) = Y f(S"Aw)|

0<n<N 0<n<N
m<L m>L 0<n<N 0<n<N

Par ailleurs, quel que soit k,
Z Z 1Qm n+ k Z Z 1Q7n n+ k
0<n<N m>L 0<n<N 0<m<L

et

Y. Lo.(n+k)=(Ng ™ 1),

0<n<N
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d’ou finalement

2
0<m<L
< Ml 20— 3 g7
0<m<L

Soit € > 0; choisissons L tel que 1- ", 1 q '™ < e/4. Alors pour k, entier, et N > (6¢L)*
on obtient |M;(f, N,0) — Mi(f,N,k)| < €||f||lco- Par conséquent, la suite (Mi(f, N,k))n
converge vers \ uniformément en k.

Etape 3 : K(Au)OG est uniquement ergodique. Soit p une représentation irréductible de G
et f: G® — C, une application continue. Envisageons dans End(C?®?) les moyennes

M(f @ p, N, k) Z F(S™FAw).plunyr)

n<N

et reprenons les notations de I'étape 2, de sorte que f(S"Au) =) ~oUmlQ,,(n) ou @, est
une progression arithmétique de raison ¢'™. Soit € > 0 et choisissons, comme précédemment,
L>1telquel—> o nor g '™ < g/4. D’apres le lemme 3.2, la fonction indicatrice 1¢,,

étant combinaison linéaire des exponentielles n +— 62”’”"‘1%, on en déduit 'existence de Ny
tel que
Ne
13" 10, (n+ Bpuln+ k)| < 7

n<N
pour tout N > Ny et tout m < L. Par ailleurs,

1) (D vmlen(m+E)plutn+ kDI < NIfllo D Y 1o (n+k)

n<N m>L n<N m>L
< [ fllo(N =) 1g,.(n+ k)
m<L
Ne
< ||f’|oo(T+L)

Choisissons L; = max{ Ny, (2Le) "1}, alors les majorations précédentes donnent, pour N > L1,
IM(f @ p, N, )| < [|f]]oce -

Avec le théoreme de Peter-Weyl et un argument classique de densité, on déduit tout d’abord
que la suite des moyennes

1 n+k

N > F(S"FAu)g(u(n + k) (25)

n<N

converge vers 0 uniformément en k lorsque g : G — C est une application continue, d’intégrale
de Haar nulle. Lorsque g est constante, de valeur vy # 0, les moyennes (25) convergent uni-
formément vers 7 [, f(w)mau(dw), d’apres Pétape 2, ma, désignant unique mesure inva-
riante du flot C(Au). Le méme type d’argument de densité donne maintenant pour toute
application ® : ) x G — C continue :

lij{fn% S B(SPH (Au, u)) = /Q e mada)ha(dr),
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la convergence étant uniforme en k. En revenant a 1’étape 2 et compte tenu du théoreme 4.3, on
obtient IC(u) strictement ergodique, topologiquement conjugué a K(Au)OG, d’unique mesure
invariante m,, égale & ma, ® hg ; en particulier ma, = my o AL ]

5 Flots de Cantor

L’objectif de cette section est d’identifier le flot £(Awu) & un odometre lorsque u est une suite
chainée. La suite n — Auwu,, se classe parmi les suites constantes par progressions arithmétiques,
lesquelles forment une partition de Nj. Cela nous conduit a revenir sur la notion de suite de
Toeplitz.

5.1 Suites de Toeplitz unilatérales régulieres

La définition suivante joue un role essentiel.

Définition 5.1. Une partition de Ng en progressions arithmétiques P,, (m € Ng) de raison
rm sera dite réguliere si elle vérifie les conditions suivantes :

(i) T |Tm+1 pour tout m ;

(1) Yoo =1;

(#4i) min P, € {0,1,...,7ry, — 1}.

Notons (ry,, )r>1 la suite extraite de (ry,)m, strictement croissante telle que ry,, = 7y si
mr < m < myq1. Posons rp,, = 1, ¢ = 1, puis par induction, g, = rmk(rmk_l)_l et
Pk =qo-qr (= Tm,). La suite q = (1,¢1,¢q2,...) détermine le groupe compact Zg, limite
projective de la famille des groupes {Z/pyZ; k > 1} associée aux morphismes canoniques
Z/piZ — Z/piZ pour ¢ > k. Les éléments de Zq seront représentés sous la forme d’une
suite o = (g, a1, a2, ... ) avec les oy dans {0,...,qr+1 — 1}. La mesure de Haar de Zq sera
simplement notée hq. La décomposition des entiers n suivant la base variable q, a savoir
n = ng +mnipr + -+ ngpr, 0 < ny < gip1, i # 0, permet d’identifier Ng dans Zg, ce
que nous ferons. Pour tout a de Zg, posons a®) = ag + aipr + - + Qp_1PE_1 (k > 1).
Lorsque q := (1,¢,¢,q...), le groupe Zq sera noté Z, et sa mesure de Haar h,. Dans ce
groupe, l'opérateur de décalage consistant a transformer (ap, a1, aq,...) en (aj, a2, as,...)
sera noté S. Soit maintenant Zq := (7, Zq), 'odometre défini par la translation 7: g — g+ 1
sur Zg. Ce flot est dit associé a la partition (P),, donnée plus haut; on sait qu'’il est
strictement ergodique, 'unique mesure de probabilité borélienne invariante étant la mesure
de Haar. Le lemme suivant correspond a une version effective et en termes métriques du fait
qu’une suite de Toeplitz réguliere = (sur No au lieu de Z) de période (rp,)n, donne un flot
strictement ergodique K(z) facteur d’'un odometre approprié (voir [13]). Un tel flot sera dit
de Cantor pour mettre en évidence le caractere unilatéral de la suite et la mise en évidence
de I'odometre associé a la numération selon 1’échelle de Cantor (ry,)m (avec ro =1 < 71 et
Tm|Tm+1). Un exemple de partition de Ny vérifiant la définition 5.1 est donné pour chaque
suite q = (1,41, q2, ... ) par les progressions arithmétiques

P(qv S, k) = Z (Qn—l—l - 1)pn + kps + ps—l—lNO

0<n<s

pour s > 0 et 0 < k < gs41 — 1, avec P(q,0,k) = k + p1Np. Alors, la construction ci-dessus
donne 7, = p,, et 'odometre associé a cette cette partition est précisément Zq.
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Lemme 5.1. Soit (Py,)m>0 une partition réguliére de No en progressions arithmétiques et
soit Zq l'odometre associé. Soit x : Nog — X une suite non périodique, a valeurs dans un
espace métrisable X, de valeur constante &, sur Pp,. Alors K(x) est strictement ergodique et
il existe un morphisme métrique de flots 1 : Zq — K(z) et une partie U de Zq, ensemble de
type G5 contenant N, de mesure 1, tels que

(j) TU) CU;

(7i) ¥ est continu en tout point de U ;

(ijj) Y(U) est de mesure 1.

Démonstration. L'unique ergodicité de IC(z) se montre comme celle de K(Au) dans la démons-
tration du théoreme 4.5, étape 3. La minimalité résulte directement de la propriété (ii) de la
partition (P,,),, qui montre que z est uniformément récurrente ; les détails sont laissés aux
soins du lecteur.

Soita>1,k>1et Qr:=1 P,,, puis

m<mpg1q

O ={a€Zq; VLE{0,...,a—1},a® +0 € Q).

L’ensemble (’),(Ca) est un ouvert de Zq, de mesure hq(O,ia)) > 1-agpavece, =1-3, . rL.
De plus, par construction, si « € O,(Ca) et0 </l <a,onaa+le O,(ga_e). Remarquons les

inclusions O,E/,Hl) C (9,(:) - (’),(:21 et posons

0@ = Jo.

k>1

Cet ensemble est un ouvert, contenant Ny (donc partout dense dans Zg), de mesure 1 et
Oetl) = ©@) T’ensemble Gy, défini par I'intersection

U = m (9(“),
a>1
est aussi de mesure 1 et contient Ny. Enfin, I'inclusion (9,(:) +1cC O,E;afl) (a > 1) assure

T(U) CU.

Construction du morphisme (). Du point de vue métrique, il suffit de construire ¢ sur U.
Mais dans la pratique, Zq \ U ne rencontre qu'un nombre fini ou au plus dénombrable de
classes modulo Z. Nous donnerons donc, apres la définition de 1 sur U, une extension ¢’ de
Y sur Zq ayant les propriétés demandées, & savoir )’ o 7 = S o9/ sur Zq et ¢’ continu en les
points de U (au lieu de ¢"M continu).

(a)

Soient o € U et a € N. Il existe un entier k& > 1 tel que o € O, 7. Par construction, chaque
entier a®) + ¢, pour 0 < ¢ < a, appartient & une progression Py, 0y avec vg(€) < myyq, de
sorte que pour tout 3 € Zg tel que o — B € ppZg on a, quel que soit h > k, T 11 = Suy(0)
pour 0 < £ < a. Ainsi la suite k — "z converge dans K(z). Notons 1(«) cette limite;
elle vérifie par construction S(¢(a)) = (7(«)). Par ailleurs, soit (55), une suite dans U
qui converge vers a dans Zq. Alors limp, (8,) = ¢¥(a). En effet, reprenons les entiers a et k

précédents tels que « soit dans O,(ca). Il existe hg tel que pour tout h > hg, on ait simultanément
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On € O,ga) et B, — a € prplq. Mais alors, les f-iémes coordonnées, pour 0 < ¢ < a, sont
(¥(Br))e = (W(a)e = &y (v), d’olt la convergence de () vers ¢(a).

Soit maintenant § dans Zq \ Z. Par compacité, il existe une suite d’entiers (by,), strictement
croissante, telle que les suites n — T(34k)Bn) (k € Z) convergent vers {gy,. Comme [ & Z,

pour tout v € Z, il existe ng tel que (G + I/)(b") = 30 4+ v sin > ng. Ceci montre que si
B =p+v,veZ, alors

. /(bn)
lim S7 (@) = (v, Cpvi1, Lo, )

dans K. Choisissons enfin une suite strictement croissante d’entiers (ky,), telle que pour tout
v € Z, les suites n — 1z, 1, convergent, de limites respectives £, ; alors pour tout z € Z,

lim Spkn-’_z(x) = (Zza €z+17£z+27 s )

dans K.

Dans chacun des cas précédents, si 3/ € U ou si 2 € Ny (C U), par construction (3') =
lim,, Sﬁl(bn)(:v) ainsi que ¥ (z) = lim, SPk»*?(z) = S*(x). Choisissons un systéme complet
(Bi)i € I de représentant des classes de congruences dans Zq modulo Z (ce choix peut se faire
de maniere a ce que 'ensemble {b; € Z; i € I} soit borélien). Pour chaque 3; envisageons la
suite (b;n)n construite ci-dessus pour §; = 3 ¢ Z. La classe de 0 sera représentée par 0. Pour
tout o € Zg tel que a = 3; mod Z posons

(bi,n)

¥/(0) =lim 5% ()

sia&Zet
Y () = lim SPrn T2 (1)

si a € Z. L’étude précédente montre que w"u =1 et 1) or = So1)’. Enfin, si o appartient a U et
(Bn)n converge dans Zq vers « alors, dés que 3, appartient a I'intersection (’),(ca) N(a+prt1Zq),
on obtient (¢'(8r))e = (Y(a))e = &, (p) pour 0 < £ < a, ce qui assure la continuité de ¢’ en a.

Il reste & démontrer que my(¢()) = 1. L’unique ergodicité donne h, o ¢’ 1 = m,, de sorte

que my(Y(U)) = hq(q//_l op(U)) >hqUU)=1. =

Remarque 5.1. Dans le cas d’une suite chainée u, on a vu que Aw satisfait aux conditions du
lemme 5.1. Plus précisément, la suite Au est constante sur chacune des progressions P(m, a, b)
données en (24) ot elle prend la valeur (uq,, ()~ U(at1)gmtbgm+1 avec

am(a,b) = ( > (¢—1)¢") +ag™ + bg™*" .
0</t<m

Pour la partition de Ny qui en résulte, dont les éléments seront indexés de maniere croissante
par les oy, (a,b), on a immédiatement q = (1,42, q,...); ici le groupe Zq est canoniquement
isomorphe au groupe Z, des entiers g-adiques (correspondant a la suite (1,q¢,q¢,q,...)) et
O = 7Z,\ {~1} puisque (=1)*) = (g—1)+---+ (¢ — 1)¢"*. Enfin, U = Z,\ {-1,-2,-3,...}
et pour a € P(m, a,b) + ¢ 2Z, la construction de ¢ donne ¥(a)y = Au(am,(a,b)).
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5.2 Structure d’un flot de Cantor

Poursuivons I’étude du flot de Cantor K(z), la suite x satisfaisant toujours aux conditions
du lemme 5.1. Celles-ci impliquent la propriété suivante : pour tout £ > 0, il existe m > 1
et une suite périodique (™ de période r,, telle que pOaa. 41 rol <eet 2™ coincide avec
x sur R, == PyU---U P,. En conséquence, toute suite y de l'orbite fermée K, vérifie la
méme propriété et plus précisément il existe k := k(y,¢), 0 < k < ry, tel que y coincide avec
Skz(m) sur (R, —k) NNy et donc coincide aussi avec S¥z sur (R, — k)N Ny. Si les valeurs &,
sont toutes distinctes, alors le choix de k est unique, ce qui donne un procédé pour identifier
K(z) & Z,. Dans le cas général, K(z) étant un facteur de Zq, il est de spectre ponctuel pur
contenu dans celui de 'odometre Zq, il est donc isomorphe & un odometre Zy avec ¢, diviseur
de ¢. Nous allons examiner de plus pres cet isomorphisme en le construisant effectivement.
Dans ce but, introduisons une distance d pour la topologie de X, et sur K, définissons la
pseudo-distance
D(y, ) = limsup > d(yn, vl).
N N n<N

En fait, le caractere presque périodique mis en évidence précédemment montre d’une part, que
cette limite supérieure est de fait une limite et d’autre part, que I'application (y,y') — D(y,y’)
est continue. Formons l'espace quotient K, en identifiant les points y et Yy de K, lorsque
D(y,y’) = 0 et soit ¢ : K, — K, I'application canonique. Le nombre D(y,y') ne dépend que
des classes g et ¢’ et détermine une distance D(7,7') = D(y,y’) sur K,.

Proposition 5.1. E’quipons IN(x de la distance l~2, alors Uapplication canonique ¢ : Ky — IN(I
est continue. En particulier, I'espace métrique (K, D) est compact.

Démonstration. Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 5.2. Soit y € K, et Q = Um<mk+1 Py,. 1l existe un entier ni € {0,1,...,p — 1}

(P = Tm, ) tel que pour tout entier n > 0 de reste n € {0,1,...,px — 1} modulo py, on ait
ntng€Qr = Yn=Vi &y =Tntn, (=)

En effet, par hypothese, si £ € Q) alors pour tout ¢t € Ny, x; = x¢14p,. Soit alors (£y,),, une

suite croissante d’entiers telle que la suite (S*x),, converge vers y dans K. Quitte & choisir

une suite extraite, on peut supposer ¢, = £y (mod py) pour tout n > 0, d’ott 'implication du
lemme avec ny = fy. CQFD.

Etablissons maintenant la continuité de c(-). Soient n > 0, y et y' dans K tels que d(ye, y;) < 7
pour tout 0 < £ < pi. D’apres le lemme 5.2, il existe ny et nj, dans {0,...,p; — 1} tels que
Yn = Ysitn, € Y, = Tyn, PoUr tout n € (Qr — nk) N (Qr —ny,) ; d’olt pour tout ¢ € Ny,

card{¢ € No; t <l <t+pr & d(ye,y;) < n} < pr — 2Dk

avec e =1=3 . | r-1. Soit & le diametre de X, alors D(y, ') < n(1 — 2&;) + 26¢. Pour
tout € > 0, choisissons 7 et k tels que e < g7 et n < &/2. Alors, maxo<s<p, d(ye,y;) <1

implique D(y,3') <e. m

Le décalage S induit sur .E( » une transformation S qui_est une isométrie pour la distance D.
Par minimalité S(K,) = K, et par suite (z) := (S, K;) est un flot isométrique strictement
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ergodique sur un espace métrique compact. On retrouve ainsi le fait, déja observé, que K(z)
est isomorphe a une rotation minimale sur un groupe abélien compact. Nous allons établir ce
résultat de maniere plus explicite.

Théoreme 5.1. Soit x : Ng — X une suite vérifiant les hypothéses du lemme 5.1. Alors,
avec les notations et définitions précédentes :
(i) Uapplication canonique ¢ : K, — K, détermine un morphisme continu du flot K(z)
sur le flot /E(x), qui est injectif sur (U) (Y et U étant définis au lemme 5.1), et réalise
un 1somorphisme métrique. De plus, lz(x) étant identifié a une rotation minimale sur
un groupe abélien métrisable compact, le morphisme de flot métrigue C = co ¢ est un
homomorphisme continu de groupes.
(ii) K(z) est de spectre discret pur continu (i.e., les fonctions propres peuvent étre choisies
continues) et il existe une partition de Ng en progressions arithmétiques (P}, )m (m >0)
sur chacune desquelles x est constante et dont [’odometre associé Zq est topologiquement
conjugué o K(z).

Démonstration. On a déja vu que l'application canonique c(-) est continue et le fait qu’elle
soit surjective et commute avec les décalages est immédiat. Complétons la démonstration de
(7). Pour tout entier n et m, le lemme 5.2 donne I'implication

n=m (modpg) = D(S"z,SMz) < 2. (26)

Il en résulte que ’application n — Sz se prolonge en un homomorphisme surjectif continu
C:2q— K(z) tel que C(0) = Z (K, étant identifié & un groupe abélien compact d’élément
neutre Z). Soient « et 3 dans U tels que a = ¥ (a) # P (B) = b et soit s € Ny tel que as # bs.
Par définition de U, on a a = limy 5 (x), b =limy 58 (x) et

al®) 45 e U P, ()—l—se U P,

m<mgyq m<Mpg41

pour k assez grand. Comme ¥ = a(® (mod p;,) et *) = ) (mod py,) pour tout £ > k, le
lemme 5.2 donne

o Q) 1

D(S* (z),S” (x)) > —d(as, bs),
Pk

inégalité qui se conserve par passage A la limite, d’olt @ # b. Ainsi ¢(+) est injective sur ¥ (U),
mais de plus, C' = co ) sur U. En fait, C' = cot sur Zgq. En effet, pour a« € Zq \ U on a
choisi ¢(«) comme limite d’une suite (S°*(x)),, ou les e, sont les termes successifs d'une suite
d’entiers qui converge vers o dans Zg. D’apres (26), la classe 1(a) ne dépend pas du choix
de (en)n et par passage a la limite :

a=p (modpZq) = D(¥(a),¥(8)) <er,
d’otut la continuité de c o 1), qui s’identifie ainsi & C', ce qui termine la démonstration de (7).

La premiere partie de (7i) résulte de la continuité de c et du fait que K(x) est métriquement
isomorphe & IC(z) qui est & spectre discret pur continu. L’application canonique étant continue,
les fonctions propres (continues) de K(x) se remontent en fonctions propres continues de ().
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Voyons la construction de la partition (P),).,. Quitte & remplacer les sous-suites finies de pro-
gressions Py, ..., Py, (mp <nj <ng < -+ < mng < mgs1) par laréunion P, U- - -UP,_ si celle-
ci forme une progression arithmétique de raison pg_1 sur laquelle x est constante, on peut sup-
poser que le choix de la partition (FP,)m est telle que les progressions P, , Pry+1, -+ Py —1
soient les seules progressions arithmétiques de raison pj sur lesquelles x est constante. Puisque
Pk = Dk—1Gk, il existe un plus petit entier ¢, > 1 tel que qi|gr et Pp, U Ppyqr U -+ U
P, —1 admet une partition en progressions arithmétiques de raison py_1q; sur lesquelles
x est constante. Cette construction vaut pour k = 1, ce qui donne pj = ¢} et une parti-
tion de Ny en progressions arithmétiques {P;nll’ - ,P;n,fl,PmQ,PmQH, ...}. On construit
ainsi, de proche en proche, une suite de partitions de Ny en progressions arithmétiques
{P;l,l,...,qul,z,...,P’/ P’/,...,an;c P P41, -+ -} (m] = 0) d’ott 'on extrait

my—1 " my, +171’ Mg417?
la partition (P),)m>0 de Ny formée de progressions arithmétiques de raisons 7}, sur chacune

desquelles x est constante et possede les propriétés suivantes :
(a) la partition est réguliére ;

(b) soient (mj},)k, (D)), les suites des entiers associés a (P}, )m>0 comme pour (Pp,)m>0,
alors

(b1) aucune réunion P, U---U P, avecmj <nj <---<ns <mj, ne forme une
progression de raison Tt | SUI laquelle x est constante;

(b2) la réunion
/ / /
Py UPhy U--UP

Mpgy1—

n’admet pas de partition en progressions arithmétiques de raisons p)._,q,., avec g, diviseur

strict de q, sur chacunes desquelles x est constante.
Notons maintenant (Py,)m,>0 la partition (P),)m>0 (en supprimant les primes) vérifiant (a)
et (b), et reprenons les constructions précédentes. Montrons que C : Zq — IE(;U) est un
isomorphisme. Soit § € Zq tel que C(3) = 7 (élément neutre de K(z)). Posons (3) =
de sorte que ' = Z. Soit (bn)n>0 une suite d’entiers qui converge vers § dans Zg. D’apres
le lemme 5.2, k étant fixé, il existe ng € {0,...,px — 1} tel que b, = ng (mod pg) pour une
infinité d’entiers m qui satisfont en outre aux égalités (S’mz), = = i, bour tout entier ¢ tel
que {+ny € Qr (= Um<mk+1 P,,). Par passage a la limite, on obtient =, = zy pour ¢'—{ = ny,
(mod py) et £ € Q. Mais zj, = x, pour tous les entiers ¢ en dehors d’une partie de densité
nulle, de sorte que xy = xy pour tout £ et ¢ tels que ¢ — £ = ny (mod pg) et ¢/ € Q.

Pour une quelconque progression arithmétique ) dans Ng dont le plus petit élément est stric-
tement inférieur a la raison r et pour tout entier n, notons @) ®n la progression arithmétique
(Q+n+rZ)NNy. Considérons alors I'y, := { P, Pmy+1, -+ Py, —1} et P une des progres-
sions arithmétiques parmi les P,, de raison pj telle que P & n; appartienne a I'y. D’apres ce
qui vient d’étre établi sur ’égalité entre x, et x4, la suite x est constante sur P U (P @ ny) et
la propriété (by) entraine P € I'y. Par suite P +— P @ ny forme une bijection sur I'y et pour
P € Ty, x reste constant sur l'orbite | J - P @ sny. Cette orbite se présente comme union de
progressions de raison py_1¢, avec g, diviseur strict de g si ny Z 0 (mod py). La propriété
(b2) assure donc ny = 0 (mod pg). On peut ainsi choisir la suite (b,), convergente vers 0
dans Zg, ce qui signifie § = 0 et termine la démonstration de (iz). m

Nous appliquons maintenant le théoreme 5.1 pour préciser la structure d’un flot chainé.
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6 Produits croisés

6.1 Construction d’un produit croisé et quasi-continuité uniforme

Définition 6.1. On appelle produit croisé, au dessus de l’odométre Z, suivant une application
borélienne ¢ : Zy — G, le systéme dynamique T (q, ) := (7p, Zq X G, hz, ® hg) défini par

To(a, g) = (a+1,g0(a)) . (27)

Cette définition est cohérente en ce sens que la mesure produit hz, ® hg est bien invariante
par 7,. Soit v : Ng — G une suite chainée en base ¢g. Pour a, b entiers tels que 0 <a < g —1
et 0 < b<q—1 posons

Ok(a,b) = ag(a,b) + ¢"**Zy, (k> 0)

avec a(a,b) = > gpcp(a—1)g" +ag® +bg" . Les ensembles Oy (a, b) sont des ouverts deux a
deux disjoints, dont la réunion est Z,\ {—1}. D’apres le théoreme 4.5, ou pour étre plus précis,
sa démonstration, la suite Au : n +— u, 'u, 11 est constante sur les progressions arithmétiques
No N Ok(a,b). Définissons maintenant ®,, : Z; — G par

Bule)= { Aufag(a,b) si a=ax(a,b) (mod ¢"**Z,),

Au(q—1) sioa=-1. (28)

Proposition 6.1. L’application ®,, est continue sur Zy \ {—1} et ®,(n) = Au(n) pour tout
entier n > 0.

Démonstration. Résulte immédiatement des définitions et du fait que Z,\ {—1} est la réunion
des ouverts Og(a,b). m

Lorsque ¢ = &, dans la définition du produit croisé, nous noterons simplement 7, au lieu
de 7g,. Notre objectif est d’étudier le produit croisé 7 (q, ®,,) et d’identifier les cas ou il est
métriquement isomorphe a K(Au)OG.

Théoréme 6.1. Soit u une suite chainée dans G. La transformation 7, : Zy x G — Zy x G
définie en (27) avec ¢ = O, est uniformément T,-quasicontinue. Si de plus T (q, ®,) est ergo-
dique, alors il est uniquement ergodique et tous les points (o, g) de Zy x G sont uniformément
génériques c’est-a-dire, pour toute application continue f : Zy x G — C,

i (w3 ) - [

fd(hg® hG)) ~0.
0<n<N axG

Démonstration. L’ensemble des points de discontinuité de 7, est inclus dans {—1} x G. Alors,
pour tout € > 0, il existe une application continue f : Z, — [0,1] telle que f(—1) = 1 et
fzq f(a)hz,(da) < e. Puisque 'odometre est un flot uniquement ergodique, les moyennes

%Zogn «nJ o 7" convergent uniformément vers fzq f(a)hz,(da). Avec I'application 1 :

(ar, 9) — f(e), il vient imp || % Y gene y ¥ 07|00 < € prouvant I'uniforme 7,-quasicontinuité
de 7,. Maintenant, 7 (¢, ®,) étant ergodique, on sait qu’il est uniquement ergodique ([19],
Corollaire 2.2) et par le théoreme 4.1, tous les points sont uniformément génériques. m

Dans la suite, nous distinguerons essentiellement trois cas disjoints : le cas ou la suite chainée
est périodique, le cas ou elle est contractante et le cas ou elle est non contractante non
périodique.
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6.2 Flot d’une suite chainée périodique

Théoréeme 6.2. Soit u : Ng — G une suite chainée en base q, de matrice de transition T.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) w est périodique de période q(q — 1) ;
(ii) Uélément g := 'Tp est d’ordre un diviseur de ¢ —1 et 'T; = g* pour tout couple (i, 5),
0<4,5<q;
(i) il existe un élément g de G d’ordre diviseur de ¢ — 1 tel que pour tout entier n € Ny,
on ait u(n) = g"g~Mu(eg(n)) ot eg(n) est le chiffre des unités de n dans la base q ;
(iv) Uapplication ®,, : Zy — G définie par (28) est continue ;
(v) Uapplication ®,, (voir (28)) restreinte a Zg \ {—1} admet une limite en —1.

Démonstration. Notons f, I'application chainée réguliere a gauche définie par u.

a) Supposons u périodique admettant la période ¢(qg — 1). Alors pour tous les entiers a et b
telsque 0 <a<g—1et0<b<g—1,on a grace, a la périodicité, f,(ab) = f,(1(a —1)b) =
fu(10(a@ — 1)b) = Ty fu((a — 1)b) d’ont *T}, = YTp(¢~1T}) et par itération *T, = (1T)%(°T}) =
(MTp)® ce qui amene & prendre g = 7. Par définition de T et la périodicité de u, on a
successivement *~ Ty = f,((g—1)0) f.(0)~t = u(q(g—1))u(0)~! = 15, ce qui donne g~ ! = 15
et termine la démonstration de (7).

b) Supposons la propriété (ii) vérifiée. Alors

ex+--+eiteo

fulex---e0) =g g~ “u(eo),

ce qui donne (4i7) puisque g? = g. Notons au passage le lien de u avec la somme des chiffres.

¢) Supposons (i), alors pour tout entier k > 1, ®,(ay(a,b)) = u(q — 1)"Lgu(0) = u(q —
1)~tu(q) = Au(g —1). Ainsi ®, vaut ®,(—1) sur les ouverts Oy(a,b), k >1,0<a < qg—1et
0 < b < g—1. Leur réunion avec {—1} forme un voisinage ouvert de —1. Sur les autres ouverts
Oo(a,b), @, est constante, d’ou la continuité de ®,, ce qui démontre (iv), mais aussi (v).

d) Supposons (v) c’est-a-dire l'existence de la limite ¢ := lima—-1 ®, (). Remarquons que la
a#—1
propriété de chainage donne, pour k£ > 1,

©u(ar(a,b)) = fulbalg —1)*)"" fu(bla+1)0%)
= [fula =171 )™ fulg = D] fulbalg = 1)) fu(bla+1)0).

Posons M, = f,(¢ — 1) (971 T,—1) "1 fu(q — 1) de sorte que
., (ar(a,0)) = (Mg)* fu(balq — 1)) " fu(b(a +1)0) . (29)

Dans Zg4, on a lim;ag(a,b) = —1 indépendamment des choix de a et b. D’apres (29),
nécessairement M, = 1g, donc 97T, 1 = 1g, c’est-a-dire fu(q — 1) = fu((g — 1)(g — 1))
etpour 0<a<q—1,0<b<qg—1,0n a

fulba(q = 1)) = fu(bla +1)0)¢7". (30)

En particulier f,(a(q— 1)) = fu((a+1)0)¢~! et en développant (30), *T, = *T,. ;. La ligne b
dans T est donc constante, notons C, cette constante et revenons sur (30) pour 0 < a < g—1:

bTaaTq—lfu(q - 1) = bTa—H (a+1T0)fu(0)£_1
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soit encore

CoCafulq —1) = CoCat1fu(0)
d’ott Cop1 = Cuful(q — 1)lf,(0)7L. Par ailleurs Cy = 1 et rappelons que 97T, ; = 1g.
Posons
9= fula = 1fu(0)
il vient ' '
Ti=g et g7 =lg,
ce qui démontre (7).

e) Il est clair que (7i) entraine (7). L’équivalence des propriétés (i) a (v) s’en déduit. m

Corollaire 6.1. Si la suite chainée satisfait o 'une des conditions du théoréme 6.2, alors
elle n’est pas contractante (sauf si G se réduit au groupe trivial).

Démonstration. En effet, la matrice de transition 7' de la suite donnée par (ii) dans le
théoreme 6.2 est

1g i¥e]
g “ e g
T —
gq'—l gq.—l

d’ot1, pour toute représentation p € A(G) de dimension s,

1
s 1 1
p(9) 0 © o e
1o 1o
oT = pT* avec T"=| . I
O q_2 . .
p(9) . e - g

par suite ||pT||=¢q¢. =

Si la suite chainée satisfait a 'une des conditions du théoreme 6.2, alors K, est constitué
de ¢'d orbites {u, Su,...S% 1y} ou d divise ¢ — 1 (d est I'ordre de g (cf. (iii)), ¢’ (diviseur
de q) étant la période minimale de p : n — g=*Mu(ep(n))). Décomposons u en le produit
u=wv.pouwv:n— g est périodique de période d. On a K, = {v,g.v,... ,gdil.v}, Av est
la suite constante n +— g et de maniere immédiate /C(v) correspond a la multiplication par g
des orbites de K, de sorte que K(v) est conjugué a la translation x — = + 1 sur le groupe
Z/dZ. Le flot K(p) est constitué des ¢’ orbites K, = {p, Sp, ..., S9=1p} sur lequel le décalage
S effectue une permutation circulaire. Finalement, puisque d et ¢’ sont premiers entre eux, le
produit direct IC(v) x K(p) est conjugué a K(u) par Papplication (w,w’) — w.w'.

Remarque 6.1. Si u est chainée périodique, avec les notions précédentes, I’espace des orbites
K, est invariant par l’action du sous-groupe cyclique [g] de G. Si [g] = G, le flot K(u) est
conjugué par J : w — (Aw,wp) au produit croisé standard C(Au)O[g]; mais si u prend des
valeurs n’appartenant pas a [g] (et provenant de u(ep(n)), alors 'image par J dans Ka, X G
n’est plus un produit direct. En fait, avec la décomposition u(n) = ¢"p(n), on a J(K,) =
Uogkq{SkAu} X [g]p(k). Mais on peut restaurer le produit direct en conjuguant J(kK,,) avec
le produit direct (T, K, X [g]) défini par T'(w, ) = (Sw,vg). Cette conjugaison, donnée par
application H(S*(Au),yp(k)) = (S¥(Au),7), résulte du fait que Au(n) = p(n) 'gp(n + 1).
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6.3 Flot d’une suite chainée contractante

Pour toute suite chainée contractante, nous savons déja que le flot K(u) est strictement ergo-
dique (théoreme 4.5). Nous allons identifier ce flot & un produit croisé au-dessus de 'odometre

Z,

Théoreme 6.3. Soit u une suite chainée en base q, a valeurs dans un groupe métrisable
compact G, de matrice de transition contractante. Avec les notations et définitions précé-
dentes :

(i) K(Au) est topologiquement conjugué a Zq;

(ii) le flot métrique (S, Ky, my) est conjugué (au sens métriquement) au produit croisé

Z,0,G = (Tu, Zy x G, hz, ® hg) défini par

Tu(a, g) = (a+ 1, 9Py (), (31)

la mesure produit hz, ® hg étant l'unique mesure de probabilité borélienne sur Zg X G
movariant par T, ;

(11i) La composante discréte du type spectral de K(u) est donnée par celle de K(Au) (donc
de Z,) et la composante dans l’orthocomplément est continue.

Démonstration. (i) Soit (Pp)m>0 la partition de Ny formée des progressions arithmétiques
Pi(a,b) == (X cper(@— 1)a") + ag® + bg" ™ + ¢"Ng (0<a<g—1,a<bg—1let k>0).
Nous indexons ces progressions de maniere a former une partition réguliere. Déterminons
maintenant, comme dans la démonstration du théoreme 5.1, la partition (P),),, qui satisfait
aux conditions (a), (b). Si (mj},), (p).) sont les suites d’entiers associées & (P},)m, on a K(Aw)
topologiquement conjugué a Zgq pour q' = (1,41, ¢, ... ), Ghyq = Pps1(P),) " Pour que dans
cette construction Zg s’identifie a Z; il faut, et il suffit, que pour tout entier s > 1 il
existe un index k tel que ¢°[p}.. La construction des p), peut, a priori, donner une suite finie.
Dans ce cas, cela signifie qu’il existe un indice k tel que Awu est constante sur la progression
arithmétique > gcpcr(q — 1)g° + ¢**1Ng. Il en résulte que ®,, restreinte a Z, \ {—1}, se
prolonge par continuité en —1. Mais alors, d’apres le corollaire 6.1, la matrice de transition
n’est pas contractante, ce qui est exclu par hypotheése. La suite des progressions P/, est donc
infinie. Par construction, pour tout indice s > 1, il existe un indice k; tel que

U U U P@vc |y P.

0</<s0<a<q—10<b<g—1 0<m<my,

Alors

P, C > (¢—1)q" +¢°N,
0<t<s

de sorte que ¢°|p), .
() Soit ¢ : Z; — K(Awu) le morphisme de flots métriques construit au lemme 5.1. Par () et le
théoreme 6.2, 1) est une conjugaison métrique et pour o € Py(a, b) —i—qk“Zq7 par construction

de ¢ (remarque 5.1) et de ®,, on a P(«a)g = P, (). Définissons f : Zy x G — Ka, x G par
f(a,g9) = (¥(a),g). Pour a # —1 on a successivement

f(Tu<aug)> = (¢<a+1)7gq)u(a))

(S¥(a), gib(@)o)
= So(¥(a),g) = Soo fla,9).

31



Ainsi, for, = Spo f sauf sur {—1} x G. Par ailleurs (hy ® hg) o f~1 = hgotp™ ' ® hg =
may®ha, donc f réalise une conjugaison métrique entre Z,0,G et K(Au)OG ; le théoreme 4.5
entraine donc que Z,0,G est ergodique. L’ensemble des points de discontinuité de 7, est
égal & {—1} x G, ces points provenant de la discontinuité de ®, en —1. Par suite 7, est
uniquement ergodique d’apres [19] (corollaire 2.2) ou encore par le théoréme 6.1, ce qui termine
la démonstration de (4i).

(4i1) Soit ¢ un nombre complexe de module 1 qui ne soit pas une valeur propre du systéme
Z,. Notons [¢] le sous-groupe fermé de U engendré par ¢ et R¢ := (R, [(], b)) la translation
(ergodique) z +— z( sur [(]. Montrons que tout point (o, g,z) de Zy x G x [(] est 7, X Re-
générique pour la mesure produit hy ® hg ® h¢. Observons tout d’abord que

(T X Re)™(a,9,2) = (a + 1,92 (a), (")

ou @&n)(a) =0, () - Py(a+n—1) (n>1), avec o (o) = 1. Par choix de ¢, pour tout
k € Z et tout caractére non trivial y de Z,, on a x(1)¢* # 1, de sorte que

: 1 kn __
11]{[nﬁ ZX(OH'TL)C =0.

n<N

Grace au critere de Weyl associé au théoreme de Peter-Weyl ([17], chp 4, thm 1.3), il reste a
montrer que pour toute représentation irréductible p : G — Us, et tout § € U, on a

lim - 3 € (g (@) =0 (32)

n<N

pour tout g € G et tout o € Z,. Soit m € Ny, on a simplement o (m) = u, tman et par

le théoreme 3.3, il existe des constantes ¢ > 0 et ¢ €]0,1/2], dépendantes de p, telles que

H% Y gl (m)] < eN 72 (33)
n<N

la majoration étant uniforme en m. Choisissons o ¢ {—1,—2,—3,...}. L’application ®,(-) est
continue en o d’out (33) avec a au lieu de m. Si a est maintenant un entier négatif —m, pour
tout N > m il vient :

Iy S epeaml < M2 S @l )| +
n<N m<n<N

-5 m

< C(N—-m)"°+ N

D’ou (32) pour tout («a, g,&) € Zyx G x[¢]. Il en résulte que le produit Z,0,G X R, oit R, est

la rotation z — z& sur U, est uniquement ergodique puisque tous les points sont génériques

pour la méme mesure. En particulier, la composante discrete du type spectral de Z,0,G ne

provient que de la translation Z,. L’opérateur unitaire dans L2(Zq x ) associé a 7, est stable

sur Lz(Zq) ® 1 et sur 'espace orthogonal. Celui-ci fournit la composante continue du type
spectral de Z,0,G. =

Remarque 6.2. En appliquant les théoremes 4.1 et 6.1, on obtient comme corollaire que
tous les points de Z, x G sont uniformément génériques pour le produit croisé¢ Z,0,G.
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Remarque 6.3. La démonstration de I'ergodicité du produit croisé¢ Z,0,G n’a pas fait
appel aux criteres usuels caractérisant 'ergodicité d’un produit croisé, a savoir I'un sur la non
existence de solutions mesurables non nulles des équations fonctionnelles

X(a) = (po®)X(a+1) hypp.

ou p parcours A(G) (cf. [19, 20, 29]), Pautre en montrant que le groupe des valeurs essentielles
de K. Schmidt [27] est le groupe G. Cela provient des formules sommatoires qui permettent
de demontrer I'ergodicité avec une mesure invariante unique.

La connaissance des systemes dynamiques associés aux suites chainées permet de conclure a
I’équirépartition d’un s-uple de telles suites :

Théoréeme 6.4. Soient q = (q(l)7 . ,q(s)) un s-uple d’entiers auz moins égauzr a 2 dont
les coordonnées sont premiéres entre elles deux a deux et soit u = (u(l), . ,u(s)) un s-uple
de suites, chaque suite u(™ étant chainée contractante en base ¢™ et & valeurs dans un
groupe métrisable compact G . Alors le flot K(u) est strictement ergodique, topologiquement
conjugué au produit K(uM) x - x K(u®). Si Zq désigne le produit Zya) X «++ X Zys) et
Dy = (D), .., Pys), alors K(u) est métriquement conjugué au produit croisé ZgOg, (G x
- x G, En particulier, la suite u : n — (ug), e ,ugf))

G(l) X o0 X G(S)

est uniformément équirépartie dans

Démonstration. Les systemes ergodiques Z )0, m) G(™) n’ayant pas de composante spectrale
discrete commune en dehors de la mesure de Dirac en {1}, leur produit est ergodique. Celui-ci
peut se présente comme le produit croisé Zqu>u(G(1) X X G(s)) au-dessus de 'odometre Zg
(isomorphe a Zq(l),,,q(s)). Il en résulte que ce produit croisé est ergodique et donc, classique-
ment, uniquement ergodique. Il est facile de voir que le produit croisé est en fait uniformément
Te,-quasicontinu. La suite n — u,, est alors uniformément équirépartie dans G x...x GO,

Montrons que K(u™) x - - - x K(u(®)) est strictement ergodique. Soit k un entier plus grand ou
égal & 1, f(m) . (G(m))ND — C des applications continues ne dépendant que des k premieres
coordonnées et soit f := f(M®-..@ f). Introduisons I'application F™) : (G(m))k — C définie
par f(™(w) = F) (wy, ..., wp_1) et les projections canoniques pry, : Zy x (G x . x Gy —
G(™). On a successivement

f(Sn—i-hu(l)’ o Sn-{—ésu(s)) _ H f(m)(Sn—I—ému(m))
m=1

= H F(m)(ufﬁ)zm, e uiﬁ)ém-s—k—l)
m=1
m n+lm m n+lm+k— m
= TL P00 0.

La suite des moyennes % Y 0<n<N f(srtlg) . §nHsq(9)) converge donc uniformément
en (01,...,¢s) (théoréeme 4.1) vers

s

H / F(m)(PT’mmrm OTD (myr- -+ PTm © T£_<1 >)d(hqm @ haom) -
Zg,, XG(M) b o

m=1
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Mais f0™)(S™u(™) = F™ (pr,,, prm, o 7o (my? -2 PTm © Tfff(l )) de sorte que l'intégrale de
cette fonction est égale & [ - f(m)dmu(m), ce qui montre que (S“u™, ..., S’ESU(S)) est uni-

formément générique en (£1, ..., L) pour le systeme produit K(u(M) x - - x K(ul®) et apres un
passage standard a la limite, tous les points de IC,,1) x - -+ x K (s) sont aussi (uniformément)
génériques. En conséquence, K(uM)) x - x K(ul®)) est uniquement ergodique et comme la
mesure produit charge les ouverts puisqu'il en est ainsi de ses marginales (les flots /C(u(™)
étant strictement ergodiques), le flot £, 1) x - -+ X K est strictement ergodique.

Il reste a établir la conjugaison entre Ky et ;1) X - - - X K ,(s). Le produit (G(l) X e e X G(s))NO
est homéomorphe & (GMW)No x ... x (G))No par I’application
M (D, wNn = (@) @E)n)

n n

qui commute avec les décalages : M oS = (S x --- x S)M. Montrons que la restriction de M
a K, réalise cette conjugaison. Par construction, M(u) = (u(M, ... u(®)) de sorte que M (Ky)
contient les points (S™u(Y, ..., S™u(*)) qui forment un ensemble dense dans K, ) x-- XK,
et donc M(Ky) = K(uM) x --- x K(u®). Cette conjugaison entraine la stricte ergodicité de
K(u). =

Lorsque les suites sont chainées sur la méme base ¢, I’étude se ramene a une seule suite
chainée. Par exemple, dans le cas de deux suites chainées u et u’ & valeurs dans G et G’
respectivement, de matrices de transition 7" et 7", la suite v : n — (uyn,ul,) est chainée &
valeurs dans le groupe G x G’, de matrice de transition

© == (T,T") = (("T},"T}))o<i,j<q -

Remarquons que la matrice normalisée ©* est égale a (T*,T"*).

2irasii(n) 62i7r0/511 (n)

Exemple 9. Prenons le cas des suites u : n — e et u' :n— introduites

dans l'exemple 7 (avec ¢ = 2). Avec les notations précédentes
_ (@D (1,1)
0= <(1’ 1) (621'7ro¢7 eZiTro/) .

N /
Pour tout caractere x(z,2') = 22" de U?,

11
o= (1 77)
avec 11 = e . En conséquence, si a et o sont rationnellement indépendants mo-
dulo 1, la suite v : n — (up,u)) est chainée contractante, le flot IC(v) est strictement er-

godique, métriquement conjugué au produit croisé Zo0,(U x U). En conséquence la suite
(as11(n), ’s11(n))y, est uniformément équirépartie modulo 1.

2i7r(no¢+n’o/))

7 Opérateurs a poids

7.1 Décomposition spectrale

Dans toute cette partie, G est supposé abélien de groupe de caracteres G et u est une suite
chainée (en base ¢) & valeurs dans G. L’espace L?(Z, x G) (la référence & la mesure est omise
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lorsque celle-ci est la mesure de Haar) est décomposé par le produit croisé 7, en la somme
hilbertienne
L2(Z, x G) = P LA(Z,) © (34)
xe@

L’isométrie f — f o7, associée & 7, est un opérateur unitaire qui laisse invariant les espaces
L*(Z,) ® x et en identifiant chacun de ces espaces & L*(Z,) par I'isomorphisme f — f ® x,
la restriction de 7, & L?*(Z,) ® x donne l'opérateur V,, , : L?(Z,) — L*(Z,) défini par

Vur (F)(a) = x(Pu(@)) fa+1). (35)

Le type spectral de Z,0,G est donc la somme des types spectraux des V;, ,. Pour x égal au
caractere trivial, il s’agit du type spectral A9 de I'odometre Z, dont le support est le groupe
D,={z€U; 3r € Ny, 29 =1} (lequel sera muni de la topologie discrete).

Pour tout caractere x de Z, 'opérateur V,, , est dit a poids de base 7, c’est-a-dire de la forme

Vo L2(Zq) - LZ(Zq)v Vo(f) =¢.(for)

avec ¢ : Zq — U borélienne. Pour toute application f dans L2(Zq), la suite des corrélations
n— fzq VZ(f)fdhg (n € Z) sera notée +; (la référence a  étant sous-entendue) et la mesure
spectrale de f déterminée par I'opérateur V,, sera notée vy. Par définition 7y(n) = v¢(n).

7.2 Pureté du spectre

Soit Vi, : f +— ¢.(f oT) un opérateur a poids de base 7 comme ci-dessus. Nous étudions le
spectre de V,, en nous inspirant de la méthode de H. Helson [12] développée dans le cas de
cocycles sur le cercle. Pour tout caractere ¢ de Z,, définissons 'opérateur unitaire My, : f —
Y f. La relation suivante (dite de commutation de Weyl) s’obtient par un calcul direct, elle
est fondamentale :

VioMy = (1) My V, . (36)

Théoréme 7.1. Soit H un sous-espace vectoriel fermé de L*(Z,) invariant par le groupe des
opérateurs My, ( € Zq) et Uopérateur unitaire V,,. Alors H = {0} ou H = L*(Z,).

Démonstration. Supposons H non réduit a ’espace nul et soit f € H non nulle. Soit mainte-
nant une fonction g dans LZ(Zq), orthogonale & H et montrons que g est nulle (hg-presque
partout). Par hypothese, pour tout entier n > 0 on a

/z o™ (@) f (o + n)g(@)h(@)hg(da) = 0

pour tout ¢ € 2;. Il en résulte que la fonction o™ (a) f (a+n)g(a) est nulle presque partout, or
(™ ()| # 0 donc | f(a+n)g(a)| = 0 hy-presque partout. En utilisant le théoréme ergodique,
cette derniere égalité conduit & ||f]|?|g(a)| = 0 presque partout d’olt g nulle presque partout.
n

Théoreme 7.2. Le type spectral de V, est soit discret, soit singulier continu (par rapport d
la mesure de Haar de U), soit Lebesque (i.e. du type de la mesure de Haar).
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Démonstration. La relation de commutation (36) donne facilement vz, f(n) = ¥(1)"y¢(n),
d’ott le produit de convolution vy, 5 = vy *dy(1) (6, désigne la mesure de Dirac en 2 (2 € U)).
Celui-ci conserve les caracteres d’atomicité, de singularité continue et d’absolue continuité
de v¢. Considérons alors les sous-espaces de L?(Z,) des fonctions de mesures spectrales res-
pectivement discretes, singulieres continues et absolument continues. D’apres le théoréme
précédent, un seul de ces espaces n’est pas réduit & {0} et vaut donc L*(Z,).

Il reste & montrer que si le type spectral de V, est absolument continu, il est Lebesgue. Soit
v une mesure sur U représentant ce type spectral; nous devons prouver que tout borélien
B de U, de v-mesure 0, est de mesure de Haar nulle. D’aprés ce qui précede v * dy(p) << v
pour tout caractere ¢ de Zy, d’ott v(B.z) = 0 pour tout € D,. Considérons alors I’ensemble
C = Ugep,(B.z). On a encore v(C) = 0 et C' est maintenant invariant par l'action des
translations z — zz par les éléments x du groupe D,. Cette action de D, sur (U, hy) est en
fait ergodique. En effet, soit f une fonction dans L?*(U) telle que pour tout x € D, on ait
f(zx) = f(z) presque partout. En développant f en série de Fourier, cette derniere égalité
entraine que les coefficients de Fourier f(m) = Ju f(2)z7™hy(dz) vérifient f(m) = z™f(m)
pour tout m € Z et tout x € D,. Par suite f(m) = 0si m # 0, donc f est constante, ce qui
prouve l'ergodicité de l'action de Dy. En conséquence, hyy(C) vaut 0 ou 1. Le cas hy(C) =1
est exclu puisqu’il signifie que v est étrangere a hy. Ainsi hy(B) = 0 comme attendu. =

7.3 D-invariance et D-ergodicité

Avant de déterminer les cas ou le spectre de V,, , est discret, singulier continu ou Lebesgue,
il est utile d’introduire les notions suivantes associées a un sous-groupe dénombrable dense D
du cercle. Une mesure borélienne de probabilité u sur le cercle est dite D-quasi-invariante si
wxdg << p pour tout d dans D. Dans ce cas, le type spectral de v est D-invariant puisque ’on
aaussi uxd_g << pd’oll p << p*dg et donc p*dy ~ p. Elle est dite D-ergodique si toute partie
borélienne B du cercle, D-invariante (i.e. B.d = B pour tout d de D), est de y-mesure 0 ou 1.
Pour une étude détaillée de ces notions, nous renvoyons le lecteur & la monographie [25], voir
aussi [4]. La notion de D-ergodicité conduit, comme dans le cas ergodique usuel, au résultat
suivant :

Deux mesures de probabilité sur le cercle, D-quasi-invariantes et D-ergodiques, sont
équivalentes ou mutuellement singuliéres.

L’introduction de la D-ergodicité est justifiée par le résultat suivant qui est une conséquence
importante du theoreme 7.1.

Théoreme 7.3. Le type spectral de V,, est Dy-invariant et Dg-ergodique.

Démonstration. Soit vy une mesure spectrale représentant le type spectral de V,, , et supposons-
la de probabilité (|[f|| = 1). Pour tout caractere ¢ de Zg, on a vy, ; << vy. De méme
VMg, << U, d’ou par translation vy << v, f, ce qui montre I'invariance du type spectral
par les translations z — zx, * € D,. Montrons I'ergodicité. Soit B un borélien Dg-invariant
et supposons 0 < v¢(B). Soit H le sous-espace de Hilbert des éléments g de L2(Z,) tels que
vy << 1p.vy. H est invariant par V,,, ce qui est banal, et par M,, pour tout caractere ¢ de Z, a
cause de I'invariance de B par I’action de D,. Le théoréme 7.1 entraine H = 0 ou H = L*(Z,).
Le premier cas est exclu puisque v¢(B) > 0. D’out f € H, ce qui implique v¢(B) =1. =
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7.4 Type spectral des opérateurs V,,

Soit u une suite chainée dans (G, groupe commutatif métrisable compact, de matrice de tran-
sition T'.

Cas ou u est contractante. D’apres le théoreme 6.3, pour tout caractere non trivial y de
G, l'opérateur V,, , n’a pas de composante discrete dans son spectre. Ce dernier étant pur, il
est soit singulier continu, soit Lebesgue. Il est de Lebesque dans le cas suivant :

Théoreme 7.4. Si u est de Hadamard, alors pour tout caractére non trivial de G le type
spectral de l'opérateur V., est Lebesgue.

Démonstration. D’apres le théoreme 7.2, il suffit de montrer que le type spectral de V,, , est
absolument continu par rapport a la mesure de Lebesgue et pour cela, il suffit de montrer
que la mesure spectrale associée & la fonction constante est absolument continue. Comme
(0,0) est un point générique, cette mesure est la méme que la mesure spectrale v de la suite
u +— x(up), laquelle est limite faible des mesures de probabilité vy de densité

_wvn(dz) 1 2
&wm—gw@—NMEQMWV\

La suite n +— x(u,) est chainée en base ¢ et, par hypothese sur u, sa matrice de transition
est de norme quadratique ,/g. Il en résulte, par le théoreme 3.3, que max,|—; Py(z) < C ot
C est une constante explicite. En conséquence, pour toute application continue f : U — R,
on obtient par passage a la limite

ILﬂWMMSCAf@WM@,

ce qui établit 'absolue continuité de v par rapport a la mesure de Haar de U. =

Cas ou u est chainée non contractante. Pour tout caractere y de G, la suite image x ou
est chainée a valeurs dans U. Nous allons donc restreindre ’étude au cas o G = U. Si y est le
caractere identité z +— z, 'opérateur V,, , sera simplement noté V;, de sorte que par définition
Vu(f) = @4.f o 7. Notons T' la matrice de transition de u. Elle a ses coefficients dans U et
provient d’une application chainée réguliere a gauche, ce qui signifie que la premiere ligne de
T n’est formée que de 1.

D’apres le lemme 3.1, si ||T|| = ¢, il existe des nombres complexes s; et r; de module 1
(0 <i<g—1) tels que zTJ = s;7;. Réciproquement, si T" a cette forme, alors pour tout
caractere x de U la matrice x7T est de norme quadratique q. Par conséquent, nous supposerons
que x est le caractere identité z — 2. La premiere ligne de 7' n’étant formée que de 1, sg = 7
pour tous les indices j. Posons ¢; = 5,57 (= 'T}), avec (y = 1, alors

Cq.—l Cq—l T Cq.—l

ce qui permet d’écrire
Up = Cek (n)Cek_l(n) s Cel (n) Ceo(n) (ueg(n)CEO(n)) (38)
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sin = er(n)¢® + ep_1(n)g" 1 + .-+ + eg(n) est le développement de n en base g. Ainsi,
u se factorise en un produit w, = v,p(n) ou v : n +— v, est une suite compleétement g-
multiplicative a valeurs dans U, définie par v, = (4 (a=0,1,...,q— 1 et k € Ny). La suite
p(+) est périodique, de période ¢, définie par p(n) = er(n)q(n)- L’application p(-) se prolonge
naturellement a Z,. Notons encore p cette extension; elle s’écrit comme une combinaison
linéaire des caracteres de Zg, soit

qg—1
pla) =Y ppemheole,
k=0

Au sujet de la mesure spectrale de u, en utilisant l'inégalité classique |z; + -+ + zq]2 <
q(|z1% + -+ - + |24|%), on obtient pour toute application continue f : Z, — R positive

vul(f) < q(qi Pl ),
k=0

en particulier v, << v,,.

Les mesures spectrales associées aux suites compléetement g-multiplicatives ont fait I’'objet de
nombreux travaux. Citons plus particulierement [9, 6, 24]. L’exemple classique ou v, = (®
(0 <a<qg—1)avec ¢ € U est relié a la fonction somme-des-chiffres s, en base ¢ puisque
vn, = (%" La structure dynamique de ces suites particulieres, et notamment la mise sous
forme d'un produit croisé, a été étudiée dans [21] lorsque ¢ n’est pas un point de torsion
et les propriétés spectrales du produit croisé 7, (cf. (31)) de telles suites, considérées dans
deux bases premieres entre elles, sont exploités dans [15]. Pour une suite v complétement g-
multiplicative quelconque, a valeurs dans U, le type spectral de V,, est caractérisée dans [10].
Plus précisément :

— Soit le type spectral de V,, est discret, alors v(n) = (%™ o1  est une racine (q¢—1)-iéme
de 'unité. En particulier v est périodique de période l'ordre d de (.

— Soit le type spectral de V,, est singulier continu.

Si v, est discrete, il en est de méme de v, (avec u, = v,p(n) comme ci-dessus) et donc u est
une suite chainée périodique; ce cas a déja été étudié.

7.5 Rigidité

11 est utile de disposer d’un test simple pour identifier deux mesures spectrales mutuellement
singulieres. Dans ce but nous utilisons la notion de temps rigides pour un opérateur unitaire
V sur un espace de Hilbert H. Soit ¢ un nombre complexe tel que |¢| < 1. Une suite ({)x
strictement croissante d’entiers est dite un temps (-rigide si la suite k — V' converge vers (I
(ou I désigne 'opérateur identité) au sens de la convergence faible des opérateurs. Cette notion
(ou plus exactement sa forme duale qui parle de (1—¢)-mixing) a été introduite par Stepin [28].
Une formulation équivalente est que, pour tout A dans H, la suite des produits scalaires
(Vteh|h) converge vers C||h]|%. Un des intéréts de cette définition pour ce qui concerne ce
travail est le suivant :

Si V et V' sont deux opérateurs unitaires (sur des espaces de Hilbert identiques ou
distincts) pour lesquels il existe un temps commun (tx)r qui soit (-rigide et ('-rigide
respectivement et tels que ¢ # (’, alors V et V' ont un spectre mutuellement singulier.
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Le critere suivant de (-rigidité pour les opérateurs a poids offre une méthode pratique pour
calculer ¢ et donc fournit un outil pour montrer la mutuelle singularité entre deux de ces
opérateurs. Il est démontré dans [10] sous une forme plus générale. Nous le traduisons ici
dans le contexte de cette étude.

Théoreme 7.5. Soit K un groupe abélien compact métrisable et ¢ : K — U borélienne.
Supposons données une translation T' de K, ergodique, et une suite strictement croissante
d’entiers (ng)r qui soit un temps 1-rigide pour T. Alors (ng)r est un temps (-rigide pour
Vopérateur unitaire Vi, : f— @.(f oT) si, et seulement si, pour tout caractére 1) de K on a

¢ si est trivial
0 sinon,

tim [ o0 (@) (@) (da) = { (39)

n—oo K

ot () = p(T" 1) - p(x).

Dans le cas ou T" est 'addition de 1 dans Z, toute suite k +— I (¢ € Np) est un temps 1-rigide
pour T'. La propriété de chainage entraine alors qu'’il existe (; (explicitement calculable), tel
que (ng)x soit un temps (p-rigide pour les opérateurs a poids associés. Plus précisément :

Théoréme 7.6. Soit u : N9 — G une suite chainée (en base q), G abélien (métrisable
compact), x un caractére de G et £ € N.
(i) La suite (0"} est un temps Cox-Tigide pour l'opérateur unitaire V, , avec

G = [ (@ (@) (d);

q
m k m
(i) i oo [ X(@E" ) (0))hg(da) = [ x 0 @ dhy [, x 0 @ Pdh,.

Démonstration. Soit un entier k& > 0. Tout entier n > 0 s’écrit sous la forme (unique) n =
n" "t + e (n)g* +n' avec 0 < n/ < ¢* et ex(n) € {0,...,q — 1}, et pour toute suite chainée
u a valeurs dans un groupe abélien quelconque, la relation de chainage entraine

Uppghtip — Un = Un/+0)g+er(n) — Ugn'’+er(n)>
(g*1e)

pour tout entier ¢ > 0. La relation &, (n) = Uy, 4 gqh+1 — Uy, se prolonge par continuité sur
Z,\{-1,-2,...,—£g""1} pour donner

2("0(a) = B{19(5* ().

Soit maintenant 1 un caractere de Z,. Il existe un entier r tel que 9 (a) ne dépend que des
r premieres coordonnées de «, ce qu’on explicitera en remplacant 1 («a) par ¥(ag, ..., —1).
Avec ces notations,

. P(@)X (@Y7 (@) hy(dr) = a 1/’(50,.--,ﬂr—l)hz/q’"z(dﬁ)/ X(@D (5" a))hy(da)

q

des que k > r 4 1. La relation (39) avec ¢ = x o ®,, est alors une conséquence de 'invariance
de hq par S. La propriété (i) du théoréme s’en déduit.
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Pour démontrer (4i), utilisons la formule générale (en notation additive) oo (a) =

<I>1(qu+1£) () + <I>£Lm) (a + £g"*1) pour —a € N. Notons B 'algebre de Boole engendrée par les
cylindres [ag, ... ,as—1] ={a € Z;; ap = aop,...,s—1 = as—1}. Ces cylindres sont invariants
par les translations o — a + £q" telles que r > s. Notons F,(-) I'espérance conditionnelle par
rapport & B,. Alors, pour tout 7 > s, on a E(f o 7%") = E,(f) = Es(f) o 7% pour toute
f € L*(Z,) et en particulier

/ X (@0 (@) B, (x (@4 (0 + £7+1))) hy(der) = /
Zq

Yo <1>$j”f>dhq/ Ey(x 0 ®™)dh, .
Zq Zq

Soit € > 0, puis s un entier tel que ||x o (P&m) — Egs(x o @gm))H < g, de sorte que pour k > s,
’ / (3 0 B _ (0 B9 0 SFYE,(x o q>gm>))dhq’ <e.
Zq

Par ailleurs

/ (x 0 BLD 0 S*)Ey(x 0 ®™)dh, = / x 0 ®{Ddh, / x o ®™dh,
Zq

q Zq
d’ott
| / x o @t Ogp, — / x o @D dp, / xo®™Mdh,| <e,
Z, Z, Z,
ce qui prouve (7). m

8 Dynamique d’une suite chainée u dans U

nous supposons maintenant G = U. L’ensemble des caracteres x, : z — 2" (n € Z) de U
tels que la matrice x,7T est de norme quadratique ¢ forme un sous-groupe du groupe des
caracteres U. Ce fait résulte directement du lemme 3.1 (b) et (37). Il existe donc un entier
a > 0 tel que ||xn,T'|| = ¢ si, et seulement si, n est multiple (entier) de a. De méme, il existe
un entier b > 0, multiple de a, tel que la suite n — (u,)™ est périodique si, et seulement si,
m € bZ. Cette analyse conduit a introduire les deux notions suivantes :

Définition 8.1. Pour une matrice T de transition d’une suite chainée a valeurs dans U, les
entiers a et b déterminés ci-dessus seront respectivement appelés indice de multiplicativité et
indice de périodicité de T, ou de la suite chainée.

Si le groupe engendré par les valeurs de u n’est pas U, il est alors cyclique et son ordre d sera
dit ordre de u; dans ce cas, les indices de multiplicativité et de périodicité de u sont diviseurs
de d.

8.1 Cas d’une suite chainée u non contractante
8.1.1 Lemmes préparatoires

Deux cas sont a distinguer suivant que ’application ®, est ou n’est pas continue. Le cas ou
®,, est continue a déja été traité (théoreme 6.2). Le flot IC(u) est :
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— Soit constitué d’une orbite de d éléments avec d diviseur de ¢ — 1. Dans ce cas u, =
¢" ou ( est une racine primitive d-iéme de l'unité, Kn, = {((,(,(,...)} et K(u) est
topologiquement conjugué a la translation a (z — x + 1,Z/dZ);

— Soit constitué d’une orbite de dq’ éléments. Dans ce cas u, = ("p(n) ou ¢ est comme
dans le cas précédent et p(-) une suite de période minimale ¢’ diviseur de q. L’orbite
fermée Ka, de Au est constituée d’une orbite de ¢' éléments ¢.S*(Au) (0 < k < ¢') et
K(u) est topologiquement conjugué au produit de la translation (x — x + 1,Z/q'Z) par
la translation (x — z + 1,Z/dZ).

Dans la suite, nous écarterons le cas ol u est périodique, ou ce qui revient au méme, le cas
ou @, est continue. Le lemme général suivant joue un role clef dans notre analyse :

Lemme 8.1. Soit E un ensemble et ¢ : Z; — E une application pour laquelle il existe une
partition de Zg \ {—1} en un ensemble dénombrable de cylindres Cp,, m = 0,1,2,... sur
chacun desquels ¢ est constante. On suppose en outre que la suite (Chy)m s accumule en —1
c’est-a-dire que pour tout cylindre C' contenant —1, il existe un entier me tel que l'inégalité
m > M¢ entraine linclusion Cp, C C. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Uapplication v : Zy — ENo définie par ¢(a) = (¢o(a),p(a + 1), 0(a + 2),...) est
mjective ;
(1) pour tout cylindre V. contenant —1, la restriction de ¢ a V' \ {—1} n’est pas constante ;
(7ii) la suite n — @(n) n'est pas périodique.

Démonstration. Soient « et 3 distincts dans Z, tels que () = (). Cela se traduit par p(a+
n) = (8 + n) pour tout entier n. Introduisons U'entier k tel que pour z := (2, 21, 22,...) =
B—aonait zz=0si0<i<ket zp #0. Notons C le cylindre [cg, - , k]| de longueur k + 1
défini par ¢; = ¢ —1pour 0 < i < k—1et ¢y = q—1— 2. Par construction C + z est le
cylindre C’ de longueur k+1 contenant —1 = (¢—1,g—1,¢g—1,...). De par les hypotheses, il
existe une partition finie de C' en cylindres sur chacun desquels ¢ est constante. Considérons
alors une partition de C en cylindres de méme longueur et formant une partition plus fine
que la précédente. Désignons par C* le cylindre de cette partition tel que —1 € C* + z.
Soit H = ¢ (p(C*)); par hypothese |1y(a + n) — 15(8 + n)| = 0 pour tout n tandis
que H est une réunion finie ou au plus dénombrable de cylindres et dans ce dernier cas les
cylindres s’accumulent en —1. Il en résulte que l'application x — |[1g(a + z) — 1g(5 + )]
est hg-continue et comme la translation 7 est continue, uniquement ergodique, il s’en suit
fzq 1g(a+2) — 1 (8 + z)|hy(dx) = 0 ou encore H + z = H presque partout au sens de la
mesure de Haar. Mais C* est contenu dans H, donc C* + z C H. Ainsi ¢ est égale presque
partout a une constante ¢ sur C*+z. Les hypotheses faites sur ¢ et les cylindres C,;,, entrainent
que ¢ vaut ¢ sur tous les cylindres C,,, contenus dans C* + z et la réunion de ces cylindres est
précisément l'ensemble (C*+z)\ {—1}. Ainsi (7) implique (7). Il est évident que (i) implique
(ii1) et que (dit) implique (i). =
Lemme 8.2. Soit ¢ : Z, — E une application satisfaisant aux hypotheses du lemme 8.1 dont
on reprend les notations. On suppose que E est muni d’une topologie métrisable compacte et
que la suite n — p(n) n'est pas périodique.

(7) Si o € Zy\{—1,-2,-3,...} alors () (élément de EN°) appartient & Uorbite fermée

de 1(0).

(77) Si (ng)r est une suite croisante d’entiers telle que la suite k — 1(ny) converge (dans

ENo) yers w € Ky0) alors la suite k — ny converge dans Zq et si « est sa limite, on a
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Y(a) = w lorsque o n'est pas un entier négatif. Dans le cas contraire ou limy ny, = —m,
on a S™w = 1(0).

Démonstration.
(j) Par hypothese sur ¢ et o, pour tout entier k£ > 1 il existe un cylindre Cj, dans Z, contenant
« tel que pour tout £ =0,1,...,k, ¢ est constante sur les cylindres Cy + ¢. En conséquence,

pour tout entier ng dans C, on a ¢(n; +¢) = p(a+£). On est donc en mesure de construire
une suite croissante d’entiers (ny)x (éventuellement constante) telle que la suite des S™ (¢/(0))
converge vers ().

(jj) Avec les hypotheses données, soit (n) ), une sous-suite de (ny), convergente dans Z,.
Notons « sa limite. Si a n’est pas égal a un entier négatif, reprenons la construction faite
dans (j). Celle-ci montre que v (n}) converge vers ¥ () ; donc ¢(a) = w. Soit maintenant une
sous-suite (n}) de (ny), convergente dans Z,, de limite 5. Si § n’est pas un entier négatif,
ce qui vient d’étre montré donne ¥ (3) = w et le lemme 8.1 assure a = 3. Si  est un entier
négatif —m, remplagons n} par n} 4+ m, ce qui permet de conclure & ¥(0) = S™w; mais
(o +m) = S"w d’ou, par le lemme 8.1, @« = —m ce qui a été exclu. Ainsi lim ny = .
Supposons maintenant que la suite (n}, ) converge dans Z, vers un entier négatif —m/’. D’apres
la premiere étude, toute sous-suite (n}); de (ng), convergente dans Z, a pour limite un entier
négatif —m”. En remplagant w par S™w pour m = max{m’, m”}, on en déduit m’ = m”. Par
suite limg ny = m et S™w = 1(0).

Enfin, si « est un entier négatif —m, remplagons la suite des entiers n), par celle des nj + m.
On en déduit alors que limg(n), +m) = 0 et donc limgnj, = —m. =

8.1.2 Dynamique d’une suite complétement g-multiplicative

Dans toute cette partie, v désigne une suite completement g-multiplicative a valeurs dans U
et nous introduisons le sous-groupe fermé G, de U engendré par les valeurs de v. Le type
spectral du produit croisé Z,0,G,, a été décrit dans [10]. Le théoreme suivant le complete
notamment en comparant le produit croisé avec avec le flot strictement ergodique K(u).

Théoreme 8.1. Soit v une suite completement q-multiplicative a valeurs dans U.
(i) Le flot K(v) est strictement ergodique, conjugué (par J : w +— (Aw,wp)) au produit
croisé standard K(Av)OG,.
(ii) Le produit croisé Z,0,Gy = (Ty,Zq X Gy, hz, @ hg,) avec Ty(a, z) = (a + 1, 2P, ()
est uniquement ergodique.
(111) Pour que ¢ € U soit une valeur propre de Z,0,G, il faut et il suffit que : soit ¢ € Dy,
soit il existe une racine (q — 1)-ieme de l'unité 0 telle que (0 € D, et telle qu’il existe un
caractére x de G, pour lequel x o v(n) = 0™ pour tout n € Ny.
(v) L’odométre Z, est métriquement conjugué au flot K(Av) et le produit croisé Z,0,G,
est métriqguement conjugué au flot métrique K(Av)OG, par Uapplication

(O[77) = (((I)U(a)’ (I)v(a + 1)7 @U(a + 2) o )77)

si, et seulement si, v n’est pas périodique (ou de maniére équivalent si, et seulement si,
®, nest pas constante sur Ny ).

(v) La suite v est périodique si, et seulement si, ®, est constante de valeur égale a une
racine ¢ — 1-ieme de 'unité.
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Démonstration. On sait que K(u) est minimal (théoréme 4.3). La compléte multiplicativité
entraine que v(Np) est dense dans Gy, et de plus v(Ng) = v(¢"Np) pour tout entier > 0. On
peut reprendre la démonstration de I'isomorphisme entre IC(u) et (Au)OG, donnée lorsque
u est chainée contractante (théoréme 4.5) mais en utilisant maintenant la densité de v(Np)
en lieu et place de la densité du groupe engendré par les coefficients de la matrice T* lorsque
T est la matrice de transition de u. En fait 7" a ici la forme (37) et ses coefficients engendrent
un sous-groupe dense dans G,. Cela démontre (7).

Pour démontrer (i), utilisons le critéere suivant, conséquence d’un résultat général ([20],
théoréeme A) mais traduit en termes d’opérateurs :

Lemme 8.3. Le produit croisé T (q,p) (définition (6.1)) est ergodique si, et seulement si,
pour tout caractére non trivial x de G, lopérateur a poids Vyo, n’a pas 1 comme valeur
propre.

Soit x un caractere non trivial de Gy. Si V), admet la valeur propre 1, alors la mesure de
Dirac d;1y sur U appartient au spectre de Vyop. Le type spectral de cet opérateur est donc
discret ce qui entraine que yov est périodique de période d, diviseur de ¢ —1. Plus précisément
xov(n) = (" avec ( racine ¢ — 1-ieme de I'unité, et donc A(xov) = ¢, d’ott Vyoo(f) = (foT.
Par suite, si f est une fonction propre de V,., de valeur propre 1 alors f est fonction propre
de 'odometre 7 de valeur propre (, ce qui est impossible car ¢ n’appartient pas au groupe
D, des valeurs propres de 7. Le lemme appliqué a ¢ = ®,, entraine ’ergodicité de Z,0,G,,.
Maintenant, puisque 7 est uniquement ergodique, la mesure produit hz, ® hg, est I'unique
mesure borélienne invariante par ,.

Démontrons (4ii). Soit ¢ une valeur propre de Z,0,G, et écartons le cas banal ou ( €
Dy. D’apres la décomposition (34) cette valeur propre provient au moins d’un des espaces
L*(Z,)®Y, ce qui implique que 'opérateur V,, , admet une composante discréte dans son type
spectral. Ce type est donc discret du fait de sa pureté et par conséquent la suite y ov est égale
a la suite n — 6" ol @ est une racine (¢ — 1)-ieme de I'unité. Maintenant, 'opérateur V,, , est
donné par V,,,(f) = 0f o7 et possede une fonction propre h dans L?(Z,), de valeur propre .
La relation 6h o 7 = Ch montre que (A appartient & D,. Réciproquement, soit ¢ € U tel qu’il
existe 0, racine (g — 1)-iétme de I'unité (éventuellement 6 = 1), vérifiant (0 € D, et supposons
qu’il existe un caractere x de G, tel que yowv(n) = 6". Par ailleurs, il existe un caractere ¢ de
Z, déterminé par la valeur ¢(1) = (6 et par hypothese V,, , () (a) = 0¢(a+1) = 0¢(1)(a) ;
par conséquent V,, , () = (1. Alors, un calcul direct montre que 1) ® x est une fonction propre
de 7, de valeur propre (.

Démontrons (iv). Il s’agit essentiellement de montrer que I'application v : Z,; — Ka,, définie
par Y(a) = (Py(a), Py(a + 1), Py(a + 2),...) réalise une conjugaison métrique entre Z, et
K(Awv) si, et seulement si, v n’est pas périodique. La relation de commutation Sov = 1o est
banale. La surjection de ¢ (a4 un ensemble négligeable pres) résulte du lemme 5.1 associé a la
remarque 5.1. L’injectivité est une conséquence du lemme 8.1 en prenant pour ¢ ’application
®,,. En effet, si 1) n’est pas injective, le lemme implique que ®, se prolonge par continuité
en —1 (et en y regardant de pres, ®, est continue en ce point) alors (théoreme 6.2) v, = ("
ou (¢ est une racine (¢ — 1)-iéme de 'unité et donc v est périodique (de période g — 1) et @,
constante. Réciproquement, si v est périodique il en résulte immédiatement que 1 n’est pas
injective.

La propriété (v) a déja été démontrée; elle est rappelée ici pour compléter le théoreme. =
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8.1.3 Cas général d’une suite chainée non contractante

La suite u est donnée par (38) que 'on écrira sous la forme u = v.p ou v est completement
g-multiplicative et p une suite périodique de période g. Le produit de v par p a pour effet de
tordre la structure de produit croisé mise en évidence plus haut pour la suite v. La situation
est assez analogue a celle étudiée lorsque la suite u était périodique. Plus précisément

Théoreme 8.2. Soit u = v.p ou v est complétement g-multiplicative et p une suite périodique
de période q et supposons u non périodique. Alors le flot K(u) est strictement ergodique,
métriquement conjugué a K(v).

Démonstration. L’application ®,, vérifie les hypotheses des lemmes 8.1 et 8.2. Pour tout w €
K, et toute suite croissante d’entiers (ng)x telle que limy S™ v = w, en passant par Av, on
voit que la suite (ng); converge dans Z,. Cette limite ne dépendant pas du choix de la suite
(ng )k, notons-la a(w). Alors, la suite S™u converge vers w.S*“op : n — w,p(a(w)o + n).
En particulier, cette limite appartient a K,. Notons que pour toute suite d’entiers (ny)g
convergente dans Z, de limite «, la suite S"*(p) est égale a Sp deés que k est assez grand.
Cela conduit & définir application f : K, — K, f(w) = w.8*“op. Puisque v = up’ o1 p’
est la suite périodique définie par p’(n) = p(n)~!, la construction précédente détermine une
application f’ : K, — K,, analogue a f et qui est en outre l’application réciproque de f.
Il reste & montrer que f est continue, son application réciproque le sera aussi du fait de la
compacité. Fixons w € K, et soit (w(™), une suite dans K, qui converge vers w. La suite
(Aw™),, converge donc vers Aw. Soit a™ et a dans Z, associés respectivement & Aw™ et
A(w) par le lemme 8.2. D’apres ce qui précede, on peut construire une suite d’entiers (my, )y
telle que eg(my,) = oz((]n) et lim,, S™"v = w. La suite n — m,, converge donc vers a et de ce
fait, eg(m,) = o des que n est assez grand. En conséquence, lim, f(w™) = f(w). =

8.2 Dynamique d’une suite de Hadamard

Supposons la suite u chainée et de Hadamard en base g, a valeurs dans un groupe abélien
G d’ordre N (nécessairement diviseur de ¢). On sait déja que le flot IC(u) est strictement
ergodique, métriquement conjugué au produit croisé¢ Z,0,G pour lequel tous les points de
Z, x G sont génériques. Le théoreme suivant précise le type spectral de ce systeme :

Théoréme 8.3. Lorsque u est de Hadamard, le type spectral du produit croisé Z,0,G sur
lorthocomplément de 'odometre Z, est la mesure de Lebesgue.

Démonstration. D’apres la décomposition (34), il suffit de montrer que pour tout caractere
non trivial x de G I'opérateur a poids V,, , est de type spectral Lebesgue. c’est le théoreme 7.4.
[

Exemple 10. Reprenons 'exemple 8 lorsque A est un groupe cyclique d’ordre g. Ce cas a
été exploré par M. Queffélec [26] d’un point de vue spectral bien que le systéme dynamique
associé a la suite chainée ne fut pas exhibé explicitement comme produit croisé. Les résultats
de [26] (théoreme 3) donne la décomposition suivante du type spectral de Z,0,U, pour la
suite chainée r de matrice de transition (8) et de conditions initiales ro =71 =--- =rq_1 =1:

— une composante atomique correspondante a I'odomeétre Z ;

et dans l'orthocomplément de 'odometre, la décomposition hilbertienne (34) donne :
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— une composante de Lebesgue de multiplicité qp(q) qui correspond aux ¢(q) caractéres
d’ordre q ;

— pour chaque diviseur d non trivial de q, une composante singuliére, produit de Riesz
généralisé, de multiplicité dy(d) et provenant des p(d) caractéres d’ordre d.

Si ¢ est un nombre premier, il n’y a pas de composante spectrale singuliére continue et ce
cas correspond a une suite chainée de Hadamard réguliere a droite et a gauche relevant du
théoreme 8.3.

8.3 Dynamique d’une suite chainée non périodique

Dans cette section, nous assemblons les résultats précédents pour décrire le flot associé & une
suite chalnée non périodique n — u, a valeurs dans U. Soit G, le sous-groupe fermé de U
engendré par les valeurs de la suite et soit I'y, le sous-groupe fermé de G, qui laisse invariant
K,, a savoir ', := {y € U; 7.K, = K, }. Ce groupe a déja joué un role important, il sera
appelé groupe des valeurs essentielles topologiques de wu.

Théoreme 8.4. Soit u une suite dans U, chainée en base q, non périodique, telle que le
groupe des valeurs essentielles topologiques I'y soit €gal au sous-groupe fermé G, engendré
par les valeurs de u. Alors le flot minimal IC(u) est topologiquement conjugué au produit
croisé canonique IC(A(u))OG,,. Si de plus Uindice de périodicité de w (cf. définition 8.1) est
nul alors KC(u) est strictement ergodique, métriquement conjugué au produit croisée Z30,G,.
La composante discrete du type spectral provient de l'odometre Z, et le type spectral dans
lorthocomplément de l’'odometre est continue.

Démonstration. La premiere partie du théoreme est une conséquence directe de 1’étude topo-
logique faite sur les flots K (u) (théoréme 4.3 et proposition 4.1). Utilisons le lemme 8.1 avec
Papplication ¢ = ®,, définie par (28). L’application ¢ introduite dans ce lemme correspond
a celle du lemme 5.1 avec la situation décrite dans la remarque 5.1. Il s’en suit que Z,0,G,,
est conjugué avec K(A(u))0G,, par application («,7) — (¢(«),7) qui est continue en tout
point () tel que « ne soit par un entier négatif. Le flot de Cantor K(Au) est strictement er-
godique (lemme 5.1) métriquement conjugué (par ) a 'odometre Z,. Montrons que Z,0,G,
est ergodique et que les opérateurs a poids issus de la décomposition hilbertienne (34) ont un
spectre continu. Ce résultat n’a été établi, pour I'instant, que pour x o u chainée contractante
ou lorsque la suite est non contractante, ainsi que les suites x" ou (n € Ny) pour les caracteéres
X" non triviaux sur Gy.oy, aucune des suites x" o u n’étant alors périodiques (section 7.4).

Notons T la matrice de transition de u. Il reste a traiter le cas mixte ou la norme quadratique
de la matrice de transition x7T' de la suite chainée x o u est strictement inférieure & ¢ mais
avec existence d’entier k tel que x* soit un caractére non trivial de G,, tandis que la matrice
X*T dégénere en une matrice de norme quadratique ¢ sans que x* o u ne soit périodique
(indice de multiplicativité de x7" non nul avec son indice de périodicité nul). Pour traiter ce
cas, repartons de v a la place de x o u et commencons par établir I'ergodicité de Z,0,G,.
Il y a plusieurs méthodes pour obtenir ce résultat. Nous allons le démontrer en utilisant les
propriétés de rigidité, exposées dans le théoreme 7.6. Supposons donc que le produit croisé
Z,0,G,, ne soit pas ergodique. Il existe F' € L2(Zq x Gy), non constante, vérifiant For, = F.
La décomposition hilbertienne (34) permet d’exhiber f € L?(Z,) & partir de F' et un caractere
X nontrivial de Gy, tels que f = x(®,)(f o 7). L’ergodicité de 'odometre permet de choisir f
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de module constant égal a 1 et apres itération, f fo 7" = X(@gf)). Intégrons et passons a la

limite selon la suite k — ¢*. D’une part

lim [ f(a)f(a+ gF)hy(da) =1
Zq

et d’autre part (théoreme 7.6)

tim [ x(@) @) ho(da) = | x(@(@))hy(de) = 1. (40)
Z, Z,

Par convexité, la derniere égalité en (40) s’écrit
X(Py(a)®y(a+1)-- - Py(a+qg—1)) =1 hgp.p.

Le premier membre de cette derniére égalité représente la fonction yo®(@ qui est continue sauf
éventuellement en les points —1,—2,---, —q, qui proviennent des discontinuités éventuelles
de yo®, yo®or,...,xyo® o719 ! respectivement. Par conséquent, y o ®(@ se prolonge par
continuité sur tout Zg, ce qui correspond a la possibilité de prolonger, par continuité, x o ®
en —1. D’apres le théoreme 6.2, x o u est alors périodique. Cette éventualité étant exclue,
I'ergodicité de Z,0,G, est acquise.

Pour finir, montrons que ’hypothese faite sur u, a savoir que pour tout caractére non trivial y
de G, la suite you n’est pas périodique, entraine que 'opérateur & poids V;, est de type spectral
continu. Il suffit de montrer qu’il n’est pas discret. C’est le cas si u est non contractante sans
étre périodique (théoremes 8.2, 8.4 et section 7.5). Mais supposons le type spectral discret.
Cette propriété est équivalente a l’existence d’une fonction propre f de V, dans Lz(Zq) de
valeur propre ¢ € U, d'out f(a) = (®y(a)f(a + 1) hg-p.p., relation qui implique que pour
tout caractere non trivial x de G, I'opérateur a poids V,,, est aussi de type spectral discret.
Il résulte du cas non contractant que la matrice de transition x7' de la suite chainée y o u est
de norme quadratique strictement inférieure & q. En d’autres termes, la suite u est chainée
contractante, mais le théoréeme 6.3 fournit une contradiction. Ainsi V,, est de type spectral
continu. m

Le théoreme 8.4 ne donne pas de précision sur la partie continue du type spectral. Cela dépend
en fait du type spectral des opérateurs a poids associés au produit croisé. Montrons, sur un
exemple, 'importance de ’hypothese '), = Gy,.

Exemple 11. Soient s(-) la fonction somme-des-chiffres en base 2, s;1(n) le nombre de 11
dans le développement binaire de I'entier n, eg(n) son digit de parité et # un nombre complexe
de module 1. La suite

Tin— 960(”)(—1)5(")2'5“(")

est chainée en base 2 de matrice de transition

1 1
-1 —
avec G = []Uy (ou [0] désigne le sous-groupe fermé de U engendré par 0) et I';, = Uy

(groupe des racines 4-iemes de 1'unité). Si § € Uy, alors G, = I';, = Uy, z est contractante et
250, Uy est ergodique, métriquement conjugué a K(z). Le type spectral de Z50,Uy est la
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somme du type spectral de Z5, du type d’une mesure singuliere continue associée au caractere
X1:z— 2z (ouxs:z— 23 puisque y3ox = —x) et du type Lebesgue provenant du caractére
X2 12 — 22, Si 0 & Uy, la suite = n’est pas contractante; le caractére x4 : z — 2% n’est pas
trivial sur G, et Popérateur a poids correspondant admet la fonction f: a +— 6 deo(@) comme
fonction propre de valeur propre 1. Cependant, quel que soit 6, le flot K(u) est strictement
ergodique, topologiquement conjugué au flot K(y) pour g : n — (—1)*("*11(")_ Cette derniére
suite est chainée contractante et de plus, la suite n +— y2 est de Hadamard.

Plusieurs questions n’ont actuellement pas de réponses ou n’ont que des réponses partielles.
Elles portent naturellement sur les disjonctions spectrales entre les opérateurs a poids issus de
suites chainées contractantes et de suites completement g-multiplicatives. Nous conjecturons,
par exemple, que si u et «’ sont deux suites chainées & valeurs dans U, contractantes en base
q et ¢ respectivement, avec ¢ et ¢’ premiers entre eux, alors les opérateurs V,, et V,, sont de
types spectraux mutuellement singuliers. C’est le cas si les suites chainées sont non périodiques
et respectivement complétement g-multiplicative et complétement ¢’-multiplicative (cf. [10]).
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