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Résumé

La fusion de croyances provenant de différentes sources
potentiellement contradictoires est un domaine de re-

cherche qui a été trés étudié ces derniéres années. Ce-
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pendant, les méthodes de fusion actuellement proposées se

basent sur I'hypothése implicite suivante : les échelles de

référence des différentes sources doivent étre commensu-

rables. Or cette hypothése peut se révéler beaucoup trop
forte si I'on considéere des sources réellement hétérogenes
Nous proposons dans cet article d’adapter un opérateur
de fusion majoritaire afin de traiter la fusion des bases de

croyances supposées incommensurables. Pour cela, nous

1 Introduction

Le but de la fusion de croyances est, étant donné un en-
semble de bases de croyances ordonnées supposées indivi-
duellement cohérentes, d’extraire le plus grand ensemble
cohérent d'informations de ces bases. Chaque base de
croyances ordonnées est un multi-ensemble de formules

nous basons sur le concept d’échelles compatibles et nous propositionnelles capturant les croyances d'une souree (0

montrons que cet opérateur est équivalent a un critere de
Pareto. Enfin nous montrons comment le fait de considé-
rer un ensemble fini d’échelles compatibles permet a cet
opérateur de respecter le postulat de majorité.

Mots Clef
Fusion de croyances, fusion majoritaire, fusion utilita-

d’'un agent). A chaque formule de ces multi-ensembles est
associé un poids représentant I'importance associéee cett
croyance selon I'agent : plus le poids est élevé, plus cette
formule est importante. Les bases de croyances ordonnées
sont une représentation compacte de ce qui est habituelle-
ment connu sous le nom d’état epistémique [3]. D’un point
de vue formel, le processus de fusion permet de calculer

riste, bases de croyances ordonnées, incommensurabilité, Une formule propositionnelle représentant le résultatde |

échelles compatibles, critére de Pareto.
Abstract

Several approaches have been proposed for merging mul-
tiple and potentially conflicting pieces of information. Ho

fusion.

Plusieurs approches ont été proposées récemment pour
la fusion d’informations potentiellement contradictaire
[7-9, 12, 13]. Parmi ces méthodes, deux approches de fu-
sion de bases de croyances ordonnées se distinguent :

wever, existing methods use a very strong assumption : the I'approche utilitariste (également appelée fusion majori

scales used by agents are commensurable.

In this paper, we propose to adapt a well-known merging
utilitarist operator to deal with uncommensurable belief
bases. Our adaptation is based on the concept of com-
patible (finite or not) scales. We show that this adapted
operator is equivalent to a Pareto Criteria. Moreover, we
show that considering a finite set of compatible scales is
enought to recover the majority property for this additive-
based operator.
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taire) et I'approche égalitariste. Les méthodes utiktims
tentent de minimiser l'insatisfaction globale de I'enségnb
d’agents, la ou les méthodes égalitaristes visent a minimi-
ser l'insatisfaction individuelle de chaque agent [7].
Cependant, la majeure partie des méthodes de fusion pro-
posées jusqu’a présent supposent implicitement que les
échelles dont disposent les différentes bases de croyances
a fusionner sont commensurables. Cela signifie que toutes
les sources partagent la méme signification des rangs as-
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sociés aux formules représentant les croyances. Cette hy- possibilités [4,5] ou les fonctions ordinales conditiolfese
pothése peut cependant se révéler trop forte pour cer- (OCF) [10, 14, 15]. Elle fournit un cadre adapté a la repré-
taines applications. Ainsi, par exemple, lorsque les bases sentation des informations prioritaires ou incertaines.

de croyances sont utilisées pour représenter les opinions 0 Le terme croyance désigne les informations incertaines
les jugements de différents agents, il semble évident que la que posséde un agent sur le monde. A linverse, le
notion de poids soit subjective et dépende de la vision rela- terme contrainte d’intégrité désigne les informations to-
tive de chaque agent. talement certaines et cohérentes, les certitudes de tagen
Nous avons récemment proposé une méthode de fusion sur le monde, qui ne peuvent étre remises en cause. Les
égalitariste de bases de croyances ordonnées supposées ineontraintes d’intégrité doivent étre présentes dans ld-rés
commensurables [1]. Cette méthode repose sur la notion tat de la fusion, les croyances peuvent étre acceptéeis, affa
d'échelle compatible. En effet, méme si les poids utilisés blies ou ignorées au cours du processus de fusion.

par les différents agents sont incommensurables, nous pou- Plus formellement, les bases de croyances ordonnées sont
vons considérer I'existence d’échelles « globales » permet des multi-ensembles de formules propositionnelles ordon-
tant de rendre comparables chacune des croyances fourniesnées. C'est-a-dire :

par les agents. Ces échelles doivent maintenir I'ordre rela

tif des croyances de chaque agent. Ces échelles n’étant pasDéfinition 1 (Base de croyances ordonnéed)ne base
uniques, une meéthode sceptique basée sur I'ensemble dede croyances ordonnéeB; est un multi-ensemble de
ces échelles permet de fournir un résultat pour la fusion. formules propositionnelles pondérées,

Cette méthode est rappelée et développée en section 3.

Dans cet article, nous proposons plus particulierement Bi = {(pijs BB, (¥i5)), J € {1,...,mi}},

d’appliquer cette notion d’échelles compatibles & un opéra

teur de fusion de type utilitariste. Pour cela, nous adapton olyp;; € L, etRp, (pi;) € N*.

un opérateur « somme » afin d’identifier les interprétations o . )
préférées a partir de 'ensemble des échelles compatibles. (_9%" Rp, (%J‘)) ,slgmﬂe queyp;; possede un rang de prio-
Nous proposons un critére reposant sur un ordre de type Pa-it€ d'aumoins égal &g, (¢;;). Seuls les rangs strictement
reto [11] permettant de déterminer le résultat de la fusion POSitifs sont représentes. De plus, nous reéservons le sym-
sans avoir a calculer 'ensemble des échelles compatibles. Pole de linfini oo aux contraintes d'intégrité. Nous no-
Nous comparons enfin les opérateurs de fusion incommen- tonsB; I'ensemble de formules propositionnelles obtenu a

surable utilitariste et égalitariste ainsi définis en éntli ~ Partir des; en ignorant les poids. )
leurs ensembles de conclusions respectifs. La section 4 pré INtuitivement, les formules associées aux rangs les pis €l
sente I'ensemble de ces résultats. vés sont les formules préférées de I'agent. Cela nous per-

Nous montrons enfin en section 5 que 'opérateur basé sur Met d'induire un ordre de typelestoutordering >> sur

la somme ne respecte pas le postulat de majorité, méme s'il les interpretations dae " une interpretation est préferee
s'appuie sur un opérateur qui le vérifie lorsque les échelles & Une autre interprétatian, si et seulement si la croyance
sont commensurables. Nous montrerons comment rendre 12 PIUS certaine falsifiée par est moins importante que la
notre opérateur compatible avec ce postulat, en ne consi- croyance la plus certaine falsifiee pal Ainsi, a chaque
dérant plus I'ensemble de toutes les échelles compatibles interprétation est associée le rang de la formule la plus cer

possibles, mais en nous limitant & un sous-ensemble fini taine qu’elle falsifie. Les interprétations qui sont modél_e
d’échelles, ceci en les bornant. de B} ont un rang égal & et sont les préférées. Plus préci-

sément :
2 Rappels sur la fusion de bases de _ _
Définition 2 (x-fonctions) Une fonction de rangemehj;

croyances ordonnées et commen- associée a une base de croyances ordonrg¢esst une

surables fonction qui associe a chaque interprétatiore 2 un en-
. - o tier kp(w) tel que :
Soit £ un langage p,rop_osmonnel fini. [\lgus notdng'en- 0siV(pi;, Rp, (i) € Bi, w = 0ij
semble des interprétations deetw un éléement de cet en- maz{Rp, (©ij) : w ¥ @i,
semble. Les formules propositionnelles sont représentées rp(w) = {%, Rg.(pi;)) € Bi}
par les lettres grecques et ). Mod(y) représente I'en- ey sinon.

semble des modéles de & savoirMod(y) = {w € Q2 :
w |= w}. Le symboleT représente une tautologie, c’est-a-  |'ordre « best-out ordering » est la base de la sémantique
dire une formule propositionnelle telle qiéod(T) = (2. de la logique possibiliste [4] et de la révision par ajuste-

2.1 Base de croyances ordonnées ment de Williams [15]

Une base de croyances est une représentation compacte degExemple 3 Considérons une base de croyances ordonnées
croyances d’'un agent (ou source). Cette représentation estB = {(—a V b,8),(a V b,5), (a,2)}. Le tableau suivant
utilisée dans de nombreux cadres, tels que la théorie des donne la fonction de rangememng associée 3.
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W€ a b kp(w)
wo O 0 5
w1 0 1 2
w2 1 O 8
w3 1 1 0

Tableau 1 — Un exemple defonction

L'interprétation ws possede le rang le plus petit. Elle est
donc la préférée et représente les croyances actuelles de
'agent.

2.2 Fusion de bases de croyances

Etant données, bases de croyances, la fusion doit per-
mettre d’extraire le plus d’informations cohérentes et per
tinentes parmi les croyances de gesgents. Soity =
{B4i, ..., Bp} un multi-ensemble de bases ordonnées is-
sues den sources et une contrainte d'intégrité que le pro-
cessus de fusion doit satisfaire (par exemple, la conjoncti
des contraintes d'intégrité de chaque agent). D'un point
de vue formel, ce processus de fusion permet de calculer
A¥(E), une formule propositionnelle représentant le résul-
tat de la fusion. Différentes méthodes de fusionAlent

été proposées dans la littérature [7-9,12,13].

Définition 5 (Résultat de la fusion) Soit  E
{By,...,Bp} un multi-ensemble de bases de croyances
ordonnées et: une contrainte d’intégrité. Le résultat de la
fusion est une formule propositionnelle, not&g(E), est
défini par :
Mod(AL(E)) = {w € Mod(u) : ' € Mod(p),w’ <F
w

}

Remarquons gu’en I'absence de contrainte pour la fusion,
le processus considérera I'ensemble des interprétation de
Q ce qui est équivalent a considérer une contrginte T.
lllustrons ces définitions par un exemple.

Exemple 6 Soit E = {B;, By} tel que By {(a v
b,6),(—a,2)} et B, = {(a A —b,3)}. Le profil associé a
chaque interprétation est donné par le Tableau 2. Nous uti-
liserons pour cette fusion I'opérateur de fusion Max, puis
I'opérateur de fusior®.. Le résultat de la fusion Max, en
considéranfu = a est tel que :

Dans cette section, hous supposons que toutes les sources

partagent la méme signification des rangs associés aux for-
mules.

Nous devons tout d’abord introduire la notion glefil as-
Socié a une interprétatian, noté pang(w), et défini par

ve(w) = (kp, (W), ..., kB, (W)).

Il représente le degré de satisfaction (ou de compatipilité
d’'une interprétationv par rapport au multi-ensemble de
bases ordonnées. Afin de calculefFE), ces degrés de sa-
tisfaction sont tout d’abord combinés au moyen d'un opé-
rateur d’agrégatior puis les interprétations sont classées
selon un ordre strict? défini comme suit : une interpréta-
tion w est préférée a une autre interprétatigrsi I'ordinal
associé au profil de paro est plus petit que I'ordinal as-
socié au profil deo’. Plus formellement :

Définition 4 (Définition de <¥) Soit £ un multi-ensemble
de bases ordonnées. Saitet w’ deux interprétations et
ve(w), ve(w') leurs profils associés. Alors :

w <l W' ssio (vp(w)) < o(ve(w)),
aveco un opérateur d’agrégation tel que
o(vp(w')) = o(kp, (W), .., kB, (w))

Dans cette section, nous nous focaliserons sur deux
exemples d’opérateurs : un opérateur de type égalitariste
qui est le maximum (notérax) et un autre opérateur de
type utilitariste, basé sur I'opérateur somme (nojé

Le résultat de la fusiom\5 (E) est une formule proposi-
tionnelle dont les modeéles sont les interprétations qui son
également modéles geet qui sont minimaux par rapport
a<f. Plus formellement :
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Mod(Af, .. (E)) = {w2}
Le résultat de la fusiort, en considéranis = a est tel
que:
Mod(Af,.,(E)) = {w2}
a b kp(w) k(w) vew) mar X
w2 0 0 6 3 (6,3 6 9
w 0 1 0 3 (0,3 3 3
w2 1 0 2 0 (2,0 2 2
ws 1 1 2 3 2,3 3 5

Tableau 2 — Profils associés avec les interprétations

Remarquons que pour cet exemple de fusion de bases com-
mensurables, les opérateurs d'agrégatibret Max dé-
duisent le méme ensemble de conclusions, ce qui n'est
pas le cas généralement, ou les ensembles de conclusions
peuvent méme étre disjoints.

3 Fusion égalitariste de bases de
croyances incommensurables

Nous avons supposé précédemment que toutes les sources
partagent la méme signification des rangs associés aux for-
mules. Cette hypothése peut cependant se révéler trop forte
pour certaines applications. Dans ce qui suit, nous aban-
donnons I'hypothése de commensurabilité, et nous consi-
dérons que les agents ne disposent plus d’une échelle de
référence commune.

3.1 Fusion égalitariste basée sur les échelles
compatibles
Nous avons proposé dans [1] une méthode naturelle pour

fusionner des bases de croyances possédant des échelles
de référence incommensurables. Cette méthode repose sur



la notion d’échelle compatible. Une échelleaffecte de

nouveaux rangs aux croyances de chaque base du multi-

ensembleE. Cette échelle est dite compatible si elle pré-
serve l'ordre relatif original induits par les croyances de
chaque base.

Définition 7 (Echelle compatible) Soit E =
{Bl,...,Bn} ou B, = {(@zgaRBl(@w))} Alors une
échelleS, définie par :
S§S: BU..UB, — LCN

(@i, BB, (9ij)) = Slpij)
(ou U représente 'union des multi-ensembles), est dite
compatible ave®p, , ..., Rp, Sietseulementsi:

VB; € E, ¥(pij, R, (ij) € Bi, V(pij, R, (wij)) € Bi,
Rp,(pij) < R, (¢ijr) $Si S(wij) < S(pijr).

Clairement, il existe de nombreuses échelles compatibles
possibles pour un ensemhle donné. Nous illustrons ce
concept avec I'exemple suivant :

Exemple 8 (suite) Considérons de nouvea; = {(a Vv
b,6),(—a,2)} et By = {(a A —b,3)}. Le tableau 3 donne
trois échelles S;, S, etSs.

wij  Bpi(pi) | Silwiy)  Sawii)  Ssleis)
B1 aVb 6 3 3 5

-a 2 2 4 1
By | aN—b 3 4 2 7

Tableau 3 — exemples d’échelles

Les échelles; etS; sont compatibles, parce qu’elles pré-
servent l'ordre induit par chaque base ordonnée. A I'in-
verse, I'échelleS; n'est pas une échelle compatible : elle
inverse la priorité entre les croyances ék.

L'ensemble des échelles compatibles af#eest notéSg.
Etant donnée une échelle compatilee Sz, nous notons
B la base ordonnée obtenue a partir Been rempla-
cant chaque pairép;;, R, (¢:;)) par(¢;;,S(¢i;)). De la
méme maniére, nous notof¥ le multi-ensemble obtenu

a partir deE’ en remplagant chaque; de E par BY .

Nous optons pour la stratégie sceptique suivante : une inter
prétationw est dite préférée a une interprétatiaghsi, pour
chaque échelle compatibfs w est préférée @’ au sens de

la Définition 4. En appliquant cette définition a I'opérateur
de fusion égalitaristenaz, nous obtenons I'ordre partiel
suivant :

Définition 9 (Définition de «Z,,) Soit E un multi-
ensemble de bases de croyances ordonnéessget
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De méme que dans le cadre de la fusion de bases com-
mensurables, les modéles &g . (E) sont ceux qui sont
modeéles de: et minimaux pour« :

max

Mod(Ak .. (E)) = {w € Mod(p) : 3’ € Mod(p), w' €hes w}

lllustrons la fusion basée sur les échelles compatibles au
moyen de I'exemple suivant :

Exemple 10 (suite) Supposons quge = T. Considérons
de nouveauB; {(a V b,6),(—a,2)} et By {(a A
-b,3)}. Le Tableau 4 présente cing échelles compatibles
aveckF, et le Tableau 5 fournit les profils des interpréta-
tions associés a ces échelles.

Pij RB@ 81 82 83 84 SS
B aVb 6 2 2 3 2 3
-a 2 1 1 1 1 2
By | an—b 3 3 2 2 1 1

Vgs: (W) Vpsy (W) Vpss(w)  vgsi(w)  vgss(w)
wo (2,3) (2,2) (3,2) (2,1) (3,1)
w1 (0, 3) (0,2) <0, 2) (0,1) (0,1)
w2 (1,0) (1,0) (1,0) (1,0) (2,0)
w3 (1,3) (1,2) (1,2) (1,1) (2,1)

Tableau 5 — Profils des échelles compatibles

En fait, les cing échelles compatibles données par le Ta-
bleau 4 sont suffisantes pour caractériser le résultat de la
fusion. C’est-a-dire que pour chaque échelle compatible
S, il existe une échelle compatiblg € {1,...,5} donnée

dans le Tableau 4, telle que<Z’_w’ ssi wqf,l W', pour
toutw etw’.

Les éléments mis en gras dans les Tableaux 5,représentent
les modéles de&\” , (ES) pour une échelleS; donnée.

Par exemple, les interprétations , ws etws sont modéles
deAX  (ES+) pour I'échelle compatible, du Tableau 5.
Finalement, I'ordre partiel strict entre les interprétatis
est seulement défini pasr, <%, wy. Ainsi, les modéles de
Al (E)sont{w, wa, w3}, etAk (E) =aVb. Notons

gue ce résultat différe de celui obtenu pawf, .. (E) dans
I'exemple 6

3.2 Caractérisation du résultat de la fusion
egalitariste

Nous avons introduit dans [1] une maniére d'identifier les
interprétations résultante de la fusion sans étre obligé de

I'ensemble de toutes les échelles compatibles associées acalculer entieremerfg, en utilisant la variante de I'ordre

E. Soientw, ' deux interprétations. Alors :

. S
w 4,%“:” w' ssiVS €Sg, w q,’?nm W'

N S Z . . L
ou<Z  estle résultat de la fusion en appliquant la Défi-

nition 4 surkS.
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de Pareto stricte suivante :

Définition 11 (Définition de <} 5,,.;,) Soit FE =
{Bi1,...,Bn}. w est O-Pareto-préférée aw’, noté
w <A pureto W ssi les deux conditions suivantes
sont satisfaites :
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— () Fie{l,...,n}, kp, (W) #0,
- (@) vi € {1,.,n}, kB, (w)
0, ou kp,(w) < kg, (W).

kg (W)

La condition (i) indique gu’il existe au moins une base fal-
sifiée par’. Cela signifie qu’une interprétation qui vérifie
'ensemble des bases fera toujours partie du résultat de la
fusion. La condition (i) stipule que I'on ne compareet

w’ que selon les bases ouuwni w’ ne sont modeéles et que
pour les autresy etw’ sont comparés a I'aide d’un ordre
strict.

lllustrons la Définition 11 par I'exemple suivant :

Exemple 12 (suite) Considérons a nouveaB; = {(a V
b,6),(—a,2)} etBs = {(an—b,3)}. Le Tableau 6 présente
le profil de chaque interprétation de.

a b| ke (W) KW |ve(W)
@ |0 0| 6 3 (6,3)
w |0 1| o 3 (0,3)
w |1 0] 2 0 (2,0)
ws |1 1] 2 3 (2,3)

Tableau 6 — Profils associés au interprétations

D’aprés le Tableau 6 nous avons strictement préféré
awo en utilisant«®”_ , . . puisque pour chaque base de
croyances, le rang associé avegest strictement inférieur
au rang associé aveg,.

Nous avons enfin donné dans [1] le résultat suivant, mon-
trant I'équivalence entre 'ordre s’appuyant sur le catér
ainsi défini et I'ordre basé sur les échelles compatibles a
partir de I'opérateur de fusion égalitariste :

Proposition 13 (Equivalence entre«d%,, et<t , .
Soit £ un multi-ensemble de bases de croyances ordon-
nées, <%, et<¥ , . deux ordres définis respective-
ment par la Définition 9 et la Définition 11. Alors :

/ E / H E /
Yw, w' € Q, w A ey W SSI W pareto W -

Ainsi, cette équivalence nous a permis de fusionner des

bases ordonnées incommensurables, sans calculer I'en-

semble des échelles compatibles, de la maniere suivante.
Les ordres étant équivalents, les minimaux le sont égale-
ment :

MOd(Agfpareto(E)) = {w € MOd(,U,)
Mod(p),w’ <€ p,.oto w}, €tdonc

A e

Mod(AY_ pooio(E)) = Mod(Ak,, (E))

Exemple 14 (suite) Considérons & nouveaB; = {(a V
b,6),(—a,2)} etBy = {(aA—b,3)}. D'apres le Tableau 6,
w1, wy etws sont modéles daf_, . (F) parce qu'ils
sont minimaux pour l'ordrest” ..., donné par la Défi-
nition 11.

Ainsi, Ay . . (E)=aVbpoury = T.Cerésultat est
exactement le méme que celui donné dans I'Exemple 10.
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4 Fusion utilitariste de bases de

croyances incommensurables

Nous avons présenté dans la section précédente une ma-
niere intuitive de fusionner des bases de croyances in-
commensurables au moyen d’'un opérateur de fusion éga-
litariste. Nous décrivons maintenant une fagon simple de
I'étendre a un opérateur de fusion utilitariste de type
somme, ainsi qu’une maniére de caractériser le résultat de
la fusion par un ordre de Pareto sur les interprétations.

4.1 Utilitarisme et échelles compatibles

A linverse des opérateurs de fusion égalitaristes (par
exemple I'opérateur max) qui tentent de minimiser I'insa-
tisfaction individuelle de chaque agent, les opérateurs de
fusion utilitaristes tentent de minimiser I'insatisfaxtiglo-

bale. Ce type d'opérateur est particulierement approprié s
les sources (ou agents) sont supposées indépendantes. En
effet, ces opérateurs sont dépendants de la majorité; c’est
a-dire que la répétition d’'une méme partie d’information
peut influer sur le résultat de la fusion.

De méme que précédemment, nous supposons que les
agents ne partagent pas la méme signification des rangs as-
sociés aux formules, et abandonnons ainsi I'hypothése de
commensurabilité. A nouveau, nous traitons le probléme
de l'incommensurabilité au moyen des échelles compa-
tibles telles qu’elles sont définies précédemment. Pour
cela, nous adaptons le critére de comparaison entre inter-
prétations donné par la Définition 4 a I'opérateur d’agréga-
tion utilitariste: :

Définition 15 (Définition de<X) Soit E un  multi-
ensemble de bases ordonnées. Soiet w’ deux in-
terprétations etvg(w), vp(w') leurs profils associés.
Alors :

w<E W ssi¥(vp(w)) < Z(re(W)),

Y(ve(w)) = Bieqr,...ny kB (W)}

Nous adaptons maintenant la stratégie sceptique présentée
dans la section précédente de la maniére suivante : une in-
terprétationy est préférée a une interprétatiohsi, pour
chaque échelle compatible, w est préférée &’ au sens

du critére de comparaison défini précédemment.

Définition 16 (Définition de «&) Soit E un  multi-
ensemble de bases de croyances ordonnéessget
I'ensemble de toutes les échelles compatibles associées a
E. Soientw, ' deux interprétations. Alors :

. S
w4E W ssivVS €Sy, wak W

D’une maniére naturelle, les modéles&lg(E) sont ceux
qui sont modéles de et minimaux pour«Z :

Mod(A%(E)) = {w € Mod(p) : #w' € Mod(n), v <& w}
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Exemple 17 (suite) Supposons qug = T. Considérons Exemple 19 (suite) Considérons & nouveaBl; = {(a V
de nouveauB; = {(a V b,6),(—a,2)} et By = {(a A b,6), (—a,2)} etBy = {(an—b,3)}. Le Tableau 9 présente
—b,3)}. Le Tableau 7 présente cing échelles compatibles le profil de chaque interprétation de.

avecFE parmitoutes celles possibles, et le Tableau 8 fournit

les profils des interprétations associés a ces échelles. a b| kp(w) £KBy(w) |ve(w)
w |0 0] 6 3 6,3)
¢is R, [ 81 S S35 Si S w1 2 (1) g g <g,3>
B, | avb 6 | 9 4 4 16 9 w2 (2,0)
-a 2 |5 1 2 13 7 ws |1 1 2 3 (2,3)

By, |an—b 3 |13 7 3 13 4

Tableau 7 — Quelques échelles compatibles Tableau 9 — Profils associés au interprétations

D’'aprés le Tableau 9 nous avons, strictement préféré
a ws en utilisant<®__, . En effet, pour chaque base de

”%511(3‘;) ”E??(”) ”EZS?E“’) ’ng‘*f‘;) ”E;f*i“) croyances, le rang associé aves est au moins inférieur
zo 207 13) 20’75 20’?3 (0 ’13>> <<0’4>> au rang associé avegs, et By exprime une préférence
w; <5’ 0) <1’ 0) <2’ 0) <1’3 0) <7’ 0) stricte pourw,. De la méme maniére, nous avansstric-
ws | (5,13) a,7) (2,3) (13,13) (7,4) tement preférée as etws strictement préféree .

. . . Ainsi, 'ordre énoncé de cette maniére nous permet d’intro-
Tableau 8 — Profils des échelles compatibles duire un critére de caractérisation du résultat de la fusion
Ce critere repose sur I'équivalence entre le critere de®are
Les éléments mis en gras dans le Tableau 8 représentent et la fusion utilitariste basée sur les compatibles :
les modéles deA.(ES:) pour une échelleS; donnée.
Par exemple, les interprétations;, et wy sont modeéles
de AL (ES+) pour I'échelle compatibleS; du Tableau 8.
Contrairement a I'approche égalitariste, il faut ici codg-
rer toutes les échelles compatibles possibles. Néanmoin
sur cet exemple, il peut étre montré gu'il n’existe aucune
échelle compatible ouwg ouws seraient préférées.
Pour cet opérateur, I'ordre partiel strict entre les integp

Proposition 20 (Equivalence entre«E et<®_ . ) Soit ]
E un multi ensemble de bases de croyances ordonnées,
<€ etk .., deux ordres partiels définis respectivement
5. par la Définition 26 et la Définition 18. Alors :
Vw, ' €, € ssiw<dk, W

Cette équivalence entre les deux relations d’ordre ainsi dé
. défini = B i finies nous permet de calculer le résultat de la fusion ailit
tations est definl paw, 45 ws, w1 4y ws etws 45 wo, riste en cas d’incommensurabilité sans calculer 'ensembl
les interprétationsy; etw, étant incomparables. Ainsi, les des échelles compatibles, potentiellement infini :

Y /U' 1 -
modéles daf,(E) sontw; etws. MOd(Alﬁar?ng)) :} (v € Mod(p) : ' €

. . . MOd(M)v w <p toWJ -
4.2 Caractérisation du résultat de la fusion e
utilitariste Preuve 21 (Preuve de I'équivalence entra et<£ . )

_ o Soitw etw’ deux interprétations de.
De méme que pour la fusion égalitariste de bases de

croyances dont les échelles sont supposées incommensu-pjontrons d’abord ques B W >V, W eQ w <
. . PN areto
rables, nous fournissons dans cette partie un critére perme /.
3 s . 7 . z z z /,L . z z Z X
tant d identifier les |nterpr?tat|0ns dépref(?ree pouly.. Pour cela, SUppPOSONS que Soit prefere av’ selon notre
Ce critere se révele étre simplement le critere de Pareto :  gpérateur basé sur le critére de Pareto précédemment dé-
fini. Nous savons , dans un premier temps, que pour chaque

Définition 18 (Définition de<pgrero) SOit  F = baseB;, le degré d’insatisfaction exprimé pourest infé-

{Bj, ..., Bp}.w est Pareto-préféréed’, notéw<pgretow’, rieur ou égal a celui exprimé pous’.

ssi les deux conditions suivantes sont satisfaites : Cest-a-direVj € {1,..,n}, kp,(w) < kp, (W).

— () Vj € {1,..,n}, kB, (W) < Kp, (W); Puisque les échelle compatibles préserve l'ordre des
— (i) I e {1,...,n}, kB, (w) < kg, (W). croyances de chaque agent, nous obtenons que quelque soit

I'échelle compatible, pour chaque ba#k, le degré d'in-
Intuitivement, la premiére condition signifie qu'aucunede  Satisfaction exprimé pour est inférieur ou égal a celui
bases n’exprime de préférence stricte pour la seconde in- €Xprimé pour.’. Nous obtenons ainsi
terprétation, tandis que la seconde signifie qu'au moins une VSi € SgVj € {1,..,n}, fgs:i (W) < rgs; (W)
des bases exprime une préférence stricte pour la premiére Ainsi, pour chaque échellejcompatihﬂé € Sg, lasomme
interprétation. des éléments du profile de est inférieure ou égale a la
lllustrons la Définition 18 par I'exemple suivant : somme des éléments dé. Ce qui nous donn&'s, €
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SE Zjeq1,.ny(Kpsi (W) < Bjeqr,.ny(Fgs: (W) lllustrons ces propos par un exemple :

Exemple 22 (suite) Considérons a nouveaB; = {(a V

b,6),(—a,2)} etBy = {(aA—b,3)}. D'aprés le Tableau 9,
w1, etwy sont modéles da’; ., (E) parce qu'ils sont
minimaux pour I'ordredp,...;, donné par la Définition 18.
Ainsi, Mod(A% e10(E)) = {w1, wo} pourp = T. Ce

résultat est le méme que celui donné dans I'Exemple 17.

De part la définition de notre opérateur de fusion basé sur
le critére de Pareto, nous savons également gu’il existe une
base exprimant une préférence forte pauris-a-vis dev’.
C'est-a-diredi € {1, ...,n}, kp,(w) < kg, (W).

Puisque les échelles compatibles préservent également
cette notion, nous obtenons ainsi que pour chaque échelle

compatibleS € Sg, la somme des éléments du profile de  Nous pouvons remarquer que toute interprétation qui est
w est strictement inférieure a la somme des éléments de ( — Pareto-préférée est égalemeRureto-préférée. L'in-

w’. Nous obtenon¥'S; € Sg YNjc(1,.nj( Figs:i (W) <
Yieq1,..ny( KBJSi (@)
Cela revient a dire que» est préféré a’ au sens ded&.

Montrons maintenant quew, ' € Q, w <€ ' =

E !
w <]Pareto w.

verse est en revanche faux. Par exempld, 2) <pgreto
(0,1,3), mais{0,1,2) Ho—pareto (0,1,3). Ce qui veut
dire gu’un élément minimal pour le critére de Pareto I'est
aussi pour le critére 0-Pareto.

Proposition 23 (Comparaison des deux opérateurs)
Soit £ un multi ensemble de bases de croyances ordon-

Pour cela, procédons par contraposition et supposons que N€es,A5(E) et Ak, . (E) le résultat de la fusion induits

w n'est pas préféré &’ selon notre opérateur basé sur le

critere de Pareto précédemment défini. A ce point, deux cas

sont envisageables :

— soit il existe une baseB; € FE qui exprime une
préférence pours’ vis-a-vis dew. C'est-a-diredi <
{1,..,n}, kp,(w) > kp,(w'). Dans ce cas, puisque
les échelles compatibles préservent I'ordre induit par
chaque base de croyancds, nous savons que pour
toute échelle compatibl§ € Sg, v’ sera préféré av
selon cette méme bade;. Nous obtenons ainsiS <
Sg3i € {1,..,n}, kps(w) > ks ().

En particulier, il est alors pos%ible de construire une
échelle compatibl& € Sg ol le degré d’insatisfaction
associé av par B; sera supérieur a la somme des élé-
ments du profile de’.

Construisons maintenant cette échelle compatible
telle quew 4%5 w' n'est pas valide. Soif; une échelle
compatible etM un trés grand nombrel/ doit étre tel
queM > X N, e S(1)

DéfinissonsS comme suit :

— Vm # i, Y € B, S(p) = Si(»)

— Vo € B, S(p) = MR5:(¥)

On peut facilement montrer que d’'une p&test com-
patible, et d’autre partv qgs w’ n'est pas valide.

De part I'existence de cette compatible,ne peut pas
étre préféré a,’ au sens deeZ ;

pour w ou w’. Dans ce casyB; € E, kp,(w) =

kg, (w"). Dans ce cas, puisque les échelles compatible
préservent I'ordre induit par chaque base de croyances

B;, nous obtenonssS; € Sg, VB; € E, KB;Si (w) =

K psi (W)

Aiﬁsi, pour toute compatibleS € Sg, la somme
des éléments du profil de est égale a la somme
des éléments du profil de’. C'est a direVS; €
SE Zje1,..ny( K ps: (W) = Xjeq,.m( K pss (W)

Pour celaw ne peUt pas étre préféréd au sens dedZ.

60

soit encore aucune base n’exprime de préférence stricte

par les ordres décrits par les définitions 9 et 26. Alors :

AG(E) = Ao (E).

Plus simplement, 'ensemble des conclusions qui peuvent
étre déduites a partir de” . est contenu dans I'ensemble
des conclusions qui peuvent étre déduite«fe: A}, est
plus discriminant qua# ...
Cette propriété n'est pas vérifiée si I'on utilise les opéra-
teursmax ety dans le cadre de la fusion avec des échelles
commensurables. En effet, dans ce cas, les conclusions ob-
tenues par ces deux opérateurs peuvent étre totalement dis-

jointes.

5 Incommensurabilité, majorité et
échelles finies

5.1 Postulat de majorité

De nombreux postulats de rationalité ont été proposés dans
la littérature pour les opérateurs de fusion [6, 7]. Parmi
ceux-ci, le postulat de majorité caractérise particutieget

les opérateurs de fusion utilitaristes. Celui-ci captwe |
propriété suivante : si une méme base de croyances est
répétée en nombre suffisant de fois parmi les bases de
croyances a fusionner, alors cette base sera déduite du ré-
sultat de la fusion.

Plus formellement, soi® = {Bj, ..., B,} un multi-
ensemble de bases de croyances ordonrgesne base

de croyances ordonnées «tun opérateur de fusion. Cet
opérateur est un opérateur de fusion majoritaire s'il \@rifi

la propriété suivante :

(MAJ) ImeN:A(EUBM™) = B;.

Avec B" = {B;} U ...uU{B;} etUI'union pour les multi-
N——————
mfois
ensembles.
Plus nombreux sont les agents en accord sur un méme en-
semble de croyances, plus cet ensemble de croyances doit



figurer parmi les conséquences déduites par un opérateur
de fusion qui vise a minimiser I'insatisfaction globale.

Dans le cadre commensurable, I'opératélivérifie ce
postulat et est donc utilitariste. Cependant, il appanaét q
I'opérateur pour la fusion de bases incommensurables basé

sur la somme défini précédemment ne respecte pas ce pos-

tulat de majorité et n’est donc pas utilitariste, comme le
montre le contre-exemple suivant.

Exemple 24 Reconsidérons I'exemple précédent, tel que
tel queB; = {(a Vv b,6), (—a,2)} etBs = {(a A =), 3)}.
SoitE = {B;} U B}

a b| kg (w) kpy(w) ve(w)
wo | 0 O 6 3 <6,3,3,3,3,....,.3 >
wi |0 1 0 3 <0,3,3,3,3,..,3 >
we |1 0 2 0 < 2,0,0,0,0,....,0 >
ws |11 2 3 <2,3,3,3,3,...,3>

Tableau 10 — Profils associés au interprétations

La fusion étant équivalente a une Pareto-comparaison,
I'ajout massif deB, (et donc de l'interprétationv;) ne
permettra jamais de contrebalances, autre interpréta-
tion préférée par le critére de Pareto, sur la premiére com-
posante du profil.

En fait, le critére de Pareto permet de distinguer deux états
du monde selon le degré de satisfaction de chaque agent :
une interprétation est préférée a une autre si il est pessibl
d’augmenter la satisfaction de certains individus sans ré-
duire celle des autres. En ce sens, il est incompatible avec
la notion de majorité, qui préfére tenir compte de la voix
du plus grand nombre au détriment de certaines minorités.

5.2 Fusion utilitariste et échelles finies

Le but de cette section est de modifier notre opérateur de
fusion basé sur la somme afin de respecter le postulat de
majorité en ne considérant qu’'un ensemble fini d’échelles

compatibles. L'ensemble des échelles compatibles consi-
dérées doit en effet étre réduit, afin d’éviter de prendre en

compte celles qui rendent les croyances d’un unique agent
arbitrairement importante. Nous définissons pour cela les
restrictions sur les échelles compatibles.

Définition 25 (restrictions sur les échelles compatibles)
Soit B = {Bi,..., Bn}, p un entier positif efSg I'en-

semble des échelles compatibles av¥ecAlors, S%, est
I'ensemble des échelles compatibies Sg tel que :

VB, € E, Vo € B; : po < S(p) <p.

En d’autres termes;, ne considére que les échelles com-
patibles dont le rang maximal est au plusNous pou-
vons remarquer que le plus petit possible pour un multi-
ensemble de bases de croyances ordonhéest tel que :

po = maz{|B;| : B; € E}.
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ou |B;| représente le nombre de poids (ou de rangs) diffé-
rents contenus darfs;.

Les restrictions sur les échelles compatibles permetent d
définir une restriction sur I'ordre des interprétations.

Définition 26 (Définition de «f5_,) Soit £ un multi-
ensemble de bases de croyances ordonnéeSg dten-
semble de toutes les échelles compatibles assocides a
Soientw, w’ deux interprétations. Alors :

. S
wag_,w ssivVS eSSk, waf W'

Les modéles du résultat de la fusion sont I'en-
semble des éléments préférés pour ce nouvel ordre :
Mod (A5, ,(E)) {w € Mod(u) ' €
Mod(u), ' 4%71, wh.

L'ordre induit par les opérateur définis a partir des éckelle
restreintes n’'est plus équivalent a l'ordre de Pareto. De
plus, la restriction ne s'applique qu’aux poids des éckelle
compatibles et non pas a la somme de ces poids qui peut
évidemment dépassger

lllustrons ces propos par un exemple :

Exemple 27 (suite) Supposons que = T. Considérons

de nouveauB; {(a V b,6),(—a,2)} et B = {(a A
—b,3)}. Et calculonsAf, ,. Les échelles compatibles ne
pourrons plus prendre leurs valeurs que d&is2}. Ce

qui limite le nombre d’échelles compatibles a 2, résumées
dans le tableau 11.

Pij Rp, | &1 S
By aVb 6 1 1
-a 2 2 2
By | aN—b 3 1 2

Tableau 11 — Echelles compatibles

Sil'on considére chacun des profils associés, on s'apercoit
guew, N'arrive pas a dominew; dansS;, comme montré
par le tableau 12.

vps: (W) Vps, (w)
wo [ (2,1) (2,2)
w1 <07 1> <07 2>
o | o) (10)
ws | (L1 (L2)

Tableau 12 — Profils des échelles compatibles

Considérons maintenarit = {Bj, Bs, By }. |l existe dé-
sormais 5 échelles compatibles (cf. tableau 13).
Finalement, le tableau 14 montre que est toujours l'in-
terprétation préférée, quelque soit I'échelle compatible
considérée. En effet, comme falsifie B, au moins 2 fois,

il aura toujours un score au moins égal a 2.
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Pij Rp, | &1 S22 83 S
By aVb 6 2 2 2 2
—a 2 1 1 1 1
By | aAN—b 3 1 1 2 2
Bs | aN—b 3 1 2 1 2

vps: (W) vgs,(w) vpss(w) vgs,(w)
wo <2,1,1> <2,1,2> <2,2,1> <2,272>
w1 <0, 1, 1> <0, 1, 2) <07 2, 1) <O7 2, 2)
wa <1,0,0> <1,0,0> <1,0,0> <1,0,0>
w3 <1,1,1> <1,1,2> <1,2,1> <1,2,2>

Tableau 14 — Profils des échelles compatibles

Le propriété suivante montre que quelle que soit la restric-
tion utilisée,at;  vérifie le postulat de majorité.

Proposition 28 ¥p > po,Im € N\ {0} : Af_ (E U
B") = B}

Preuve 29 Soit [B}] = {w1,...,w;} les modeles de3;.

Par définition :

— Yw € [Bf], kp,(w) =0

— etVw ¢ [BY], kp,(w) >0

Soit SE 'ensemble des échelles compatibles. Notons que
SE = SEupm-

Définissons :

— Q= MATgcgPMATye(B;] © (Z/ES (w))

- eta = marsegr | MaTue(py) © (VEUBI® (W)

a représente le rang1'maximal que peut avoir un modeéle de
B . Il est clair quea = . Alors clairement, si on pose
m=a+1etE = EU B, alorso(v™” (w))

VS € Sh, Vw € [B;], W' ¢ [Bf], o(v®”(w)) <
oV (W)

En effet,o(z/Els (w)) estau plus égal &, etw’ est au mois
égal am (car w’ viole au moins une formule dg;).

Lorsque la répétition d’'une méme base dépasse la borne
maximum de I'ensemble de chaque échelle finie compa-

tible pour un ensemble de bases donné, les croyances com-
munes a cette répétition de bases sont en mesure de préva-

loir face au croyances d’un agent unique qui pourrait étre
en désaccord avec la majorité. En d'autres termes, il suffit
de borner les échelles compatibles pour vérifier le postulat
de majorité.

6 Conclusion et perspectives
La fusion de croyances avec incommensurabilité des

échelles de référence est un sujet qui n’a été que peu traité

dans la littérature. Nous avons proposé dans cet article une
méthode basée sur le concept d’échelle compatible permet-
tant d'étendre les opérateurs de fusion définis uniguement

dans le cadre d’échelles commensurables : les opérateurs

de fusion égalitaristes et utilitaristes basés respeautive
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sur le maximum et la somme. Nous avons caractérisé cha-
cun de ces opérateurs au moyen de criteres de types «
Pareto ». Enfin, nous avons proposé de ne pas considérer
I'ensemble des échelles compatibles mais un ensemble fini
d’échelles. Dans ce cas, les opérateurs basés sur la somme
deviennent majoritaires et donc utilitaristes.

De nombreuses voies restent a explorer, en particulier
I'étude d’'autres opérateurs de fusion. De plus, cet article
s'est basé sur une stratégie de type « best-out » pour ob-
tenir un ordre sur les interprétations. Cependant, d’autre
cadres sont possibles, tels que leximin, discrimin, efc. [2
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