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Résumé
Les préférences comparatives sont les ingrédients

de base des logiques conditionnelles pour la repré-
sentation compacte de préférences d’utilisateurs. Ces
préférences peuvent être strictes ou non et obéir à
différentes sémantiques. Dans la littérature, des algo-
rithmes ont été développés afin de calculer une rela-
tion de préférence sur des alternatives étant donné un
ensemble de préférences et une ou plusieurs séman-
tiques. Ces algorithmes en utilisant des principes du
raisonnement non monotone (plus particulièrement,
les principes de minimum et de maximum de spécifi-
cité) veillent à ce que les relations de préférence soient
des préordres complets. Cependant, la limitation prin-
cipale de ces logiques concernent les requêtes de pré-
férences lorsque deux alternatives sont comparées.
En effet, étant donné deux alternatives ayant la même
préférence par rapport à la relation de préférence, il
n’y a aucune indication permettant de savoir si cette
égalité résulte d’une égalité des deux préférences ou
d’une incomparabilité des deux alternatives qui a été
réduite en une égalité par les principes de spécificité.
D’autre part, les préférences comparatives et les sé-
mantiques associées peuvent être traduites en pro-
blèmes de satisfaction de contraintes qualitatives à
partir desquels nous pouvons avoir un ordre précis
entre deux alternatives. Dans cet article, nous étu-
dions cette passerelle et proposons une compilation
des requêtes de préférences basées sur des logiques

conditionnelles en problèmes de contraintes qualita-
tives.

1 Introduction

Les préférences sont utiles dans de nombreux pro-
blèmes de la vie quotidienne, guidant les humains à
prendre des décisions des plus élémentaires jusqu’à des
décisions organisationnelles et professionnelles com-
plexes. Les préférences sont particulièrement impor-
tantes dans le cadre du raisonnement non monotone,
dans les systèmes multi-agents, pour la prise de déci-
sion, etc.
Il est communément admis qu’ordonner la totalité des
alternatives est simplement irréalisable. Ceci, du fait
que l’ensemble des alternatives est généralement trop
grand. Heureusement, en pratique, nous avons les pré-
férences posées sur des descriptions partielles d’alter-
natives. Ces préférences peuvent être données sous dif-
férents formats. Cependant, elles se réfèrent implicite-
ment ou explicitement à des préférences de la forme
“préférer X à Y”. Nous pouvons aussi rencontrer des
préférences comparatives conditionnelles de la forme
“si Z alors préférer X à Y”. Ces préférences condition-
nelles permettent d’exprimer des préférences générales
et des préférences plus spécifiques. Par exemple, on



peut préférer le poisson à la viande mais cette pré-
férence peut être inversée (i.e., préférer la viande au
poisson) quand du vin rouge est servi.

Les logiques conditionnelles sont des langages de
représentation de préférences qui supportent la pre-
mière forme de préférences. Elles utilisent différents
principes de complétion afin de calculer une relation
de préférence induite par un ensemble de préférences.
Elles utilisent des éléments du raisonnement non mo-
notone, nommément les principes de spécificité mini-
male et maximale, pour calculer une relation de pré-
férence (qui est un préordre complet) sur des alter-
natives étant donné un ensemble de préférences. Les
logiques conditionnelles ont été étendues pour traiter
des préférences comparatives non strictes. Plus pré-
cisément, on peut établir que ”X est au moins aussi
préféré que Y” (conditionnellement ou inconditionnel-
lement). Ainsi, des préférences de la forme ”X et Y
sont autant préférés” peuvent être également formu-
lées dans ces logiques. Comme les préférences sont ex-
primées sur des descriptions partielles d’alternatives,
chaque préférence comparative conduit à la comparai-
son de deux ensembles d’alternatives. Différentes ma-
nières sont possibles pour réaliser une telle comparai-
son. Elles sont appelées sémantiques de préférences.
Elles expriment plus ou moins des contraintes fortes
sur la relation de préférence associée à l’ensemble des
préférences comparatives posées.

Dans la proposition originale des logiques condition-
nelles, seules des préférences strictes sont considérées.
Deux alternatives ayant une égale préférence par rap-
port à la relation de préférence est interprété comme
deux alternatives originellement incomparables. Les
principes de spécificité renforcent leur égalité puis-
qu’elles sont préférées à toutes les alternatives de rang
inférieur dans le préordre et moins préférées à toutes
les alternatives de rang supérieur par rapport à ces
principes. Cependant, ceci n’est plus le cas avec les
logiques conditionnelles étendues, i.e. lorsque des pré-
férences non strictes sont présentes. En fait, la rai-
son d’une égalité entre deux alternatives est perdue.
Nous ne savons plus si elles sont incomparables ou
également préférées par rapport à des préférences non
strictes. Cette information est particulièrement im-
portante dans des systèmes de recommandation par
exemple.

Fort heureusement, la représentation de préférences
et les problèmes de satisfaction de contraintes sont
des thèmes proches rendant possible la résolution du
problème décrit précédemment. Plus précisément, des
préférences comparatives et leur sémantique associée
peuvent être traduites en problèmes de satisfaction de
contraintes qualitatives dans lesquels nous pouvons
avoir un ordre précis sur deux alternatives. Dans cet

article, nous étudions cette passerelle et présentons
une compilation des requêtes à préférences basées
sur des logiques conditionnelles en problèmes de
contraintes qualitatives.

Après des rappels nécessaires donnés dans la sec-
tion 2, nous présentons les logiques conditionnelles
en section 3. Puis nous donnons un exemple souli-
gnant les limitations de ces logiques dans la section
4. Après cela, nous présentons les problèmes de sa-
tisfaction de contraintes sur des ensembles partielle-
ment ordonnés en section 5 avant de proposer un en-
codage des requêtes à préférences basées sur des lo-
giques conditionnelles logiques conditionnelles en pro-
blèmes de contraintes qualitatives en section 6. Pour
terminer, nous concluons.

2 Rappels

Soit V = {V1, . . . , Vh} un ensemble de h variables,
chaque variable Vi prend ses valeurs dans un domaine
Dom(Vi). Une alternative possible, dénotée par ω, est
le résultat d’une attribution d’une valeur de Dom(Vi)
à la variable Vi pour chacune des variables Vi ∈ V . Ω
dénote l’ensemble de toutes les alternatives possibles.
Nous supposons que cet ensemble est fixé et fini. Soit
L un langage basé sur V . Mod(α) dénote l’ensemble
des alternatives satisfaisant la formule α (construite
sur L). Cet ensemble est appelé α-alternatives. Une
relation de préférence � sur X= {x, y, z, . . .} est une
relation binaire ⊆ X × X telle que x � y lorsque “x
est au moins aussi préféré que y”. x ≈ y signifie que
x � y et y � x sont satisfaits i.e., x et y sont autant
préférés. Enfin, x ∼ y signifie que ni x � y et ni
y � x sont satisfaits, i.e., x et y sont incomparables.
La notation x � y exprime que x est strictement
préféré à y. Nous avons x � y si x � y est satisfait
et y � x ne l’est pas. � est un préordre sur X ssi
� est réflexive et transitive, i.e., ∀x ∈ X , x � x est
satisfait et ∀x, y, z ∈ X , si x � y et y � z alors x � z.
Nous supposons qu’une relation de préférence est un
préordre. � est complet ssi ∀x, y ∈ X , x � y ou y � x
est satisfait. � est cyclique ssi ∃x, y ∈ X tels que
x � y et y � x sont satisfaits. Dans le cas contraire, il
est acyclique.
Étant données une relation de préférence � et une
formule α, l’ensemble des α-alternatives maximale-
ment (resp. minimalement) préférées est dénoté par
max(α,�) (resp. min(α,�)) et est défini par :

max(α,�) = {ω|ω ∈Mod(α),@ω′ ∈Mod(α), ω′ � ω},
min(α,�) = {ω|ω ∈Mod(α),@ω′ ∈Mod(α), ω � ω′}.

Pour des raisons pratiques, un préordre complet �
peut également être représenté par une partition bien



ordonnée de Ω. C’est une représentation équivalente,
dans le sens où chaque préordre correspond à une par-
tition ordonnée et vice versa.

Définition 1 (Partition) Une séquence d’ensembles
d’alternatives de la forme (E1, . . . , En) est une parti-
tion de Ω ssi

(i) ∀i, Ei 6= ∅,
(ii) E1 ∪ . . . ∪ En = Ω, et

(iii) ∀i, j, Ei ∩ Ej = ∅ pour i 6= j.

Une partition de Ω est ordonnée si et seulement si elle
est associée avec un préordre � sur Ω tel que (∀ω, ω′ ∈
Ω avec ω ∈ Ei, ω

′ ∈ Ej nous avons i ≤ j ssi ω � ω′).

Définition 2 [12] Soient � et �′ deux préordres
complets sur Ω représentés respectivement par
(E1, . . . , En) et (E′1, . . . , E

′
n′). Nous dirons que �

est moins spécifique que �′, noté par �v�′, ssi
∀ω ∈ Ω, si ω ∈ Ei et ω ∈ E′j alors i ≤ j. � appartient
à l’ensemble des préordres minimalement (resp.
maximalement) spécifiques, parmi un ensemble de
préordres complets, si et seulement si, il n’existe pas
de préordre dans l’ensemble qui est strictement moins
(resp. plus) spécifique que �. Si � est l’unique pré-
ordre complet minimalement (resp. maximalement)
spécifique alors il est appelé le préordre le moins
spécifique (resp. le plus spécifique).

3 Logiques conditionnelles

Dans cette section nous présentons quelques rappels
concernant les logiques conditionnelles. Pour plus de
détails, le lecteur peut se reporter à [4, 3, 2, 11, 6].

3.1 Préférences comparatives

L’ingrédient de base des logiques conditionnelles
sont les préférences comparatives qualitatives de la
forme “préférer α à β”. Le gestion de telles préférences
est facile lorsque α et β font chacune référence à une
alternative. Cependant, cette tâche devient complexe
lorsque α et β référencent des ensembles d’alternatives,
en particulier lorsqu’elles partagent des alternatives.
Afin de prévenir cette situation, von Wright [10] in-
terprète “préférer α à β” comme un problème de choix
entre entre α∧¬β et β∧¬α. Nous avons ainsi “préférer
α à β” qui conduit à préférer les α ∧ ¬β-alternatives
aux β ∧ ¬α-alternatives. Des situations particulières
apparaissent lorsque α ∧ ¬β (resp. β ∧ ¬α) est une
contradiction ou n’est pas réalisable. En pareil cas il
est remplacé par α (resp. β). Nous reportons le lec-
teur à [10] pour plus de détails. Pour des raisons de
simplicité, nous supposons que α ∧ ¬β et β ∧ ¬α sont
cohérents et réalisables.

Remarque 1 On pourrait se demander si “préfé-
rer poisson à vin rouge” est une préférence puisque
nous comparons la valeur de deux variables diffé-
rentes, nommément plat principal (i.e., poisson) et
vin (i.e., vin rouge). C’est en fait une déclaration
d’ importance. C’est à dire qu’il est plus important pour
un individu d’avoir un menu composé d’un poisson et
sans vin rouge plutôt qu’un menu composé de vin rouge
sans poisson. Ainsi, les menus composés de poisson et
de vin blanc seront préférés aux menus composés de
viande et de vin rouge. La clause “préférer α à β” est
une déclaration de préférence lorsque α et β font ré-
férence aux valeurs d’une même variable e.g. “préférer
poisson à viande”. Que “préférer α à β” corresponde à
une déclaration de préférence ou une déclaration d’im-
portance, cela revient à préférer les α∧¬β-alternatives
aux β∧¬α-alternatives. Pour cette raison, nous ne fai-
sons pas la distinction entre une déclaration de préfé-
rence et une déclaration d’importance.

Notons que des préférences comparatives peuvent
s’exprimer par rapport à un contexte. Elles sont alors
de la forme “si γ, préférer α à β” qui s’entend pour
“préférer α à β lorsque γ est satisfait”. Cela signifie éga-
lement que nous comparons les γ∧α∧¬β-alternatives
et les γ∧β∧¬α-alternatives, ce qui correspond à “pré-
férer γ∧α à γ∧β”. Sans perte de généralité, nous nous
focalisons sur des déclarations de la forme “préférer α
à β”.

Pour terminer, les logiques conditionnelles ont été
étendues pour gérer des préférences comparatives non
strictes de la forme “α est au moins aussi préféré que
β”. Que la préférence de α sur β soit stricte ou non,
nous devons comparer les α ∧ ¬β-alternatives et les
β ∧ ¬α-alternatives.

Différentes manières ont été proposées dans le litté-
rature pour comparer deux ensembles d’objets. Elles
sont appelées sémantiques de préférence.

3.2 Sémantiques de préférence

Nous dénotons par αB β (resp. αD β) une déclara-
tion de préférence comparative “préférer α à β” (”α est
au moins aussi préféré que β”). Une sémantique de pré-
férence décrit la manière dont les α ∧ ¬β-alternatives
et les β ∧ ¬α-alternatives sont rangées par rapport à
la relation de préférence � (à construire). Plus préci-
sément, elle exprime une contrainte sur � afin d’avoir
αBβ (resp. αDβ) satisfait par�. Différentes approches
ont été étudiées pour comparer deux ensembles d’ob-
jets. Elles ont conduit à différentes sémantiques de pré-
férence. Nous rappelons les sémantiques les plus uti-
lisées [4, 2, 9]. Grossièrement, ces sémantiques com-
parent deux ensembles d’alternatives (nommément les
α ∧ ¬β-alternatives et les β ∧ ¬α-alternatives) sur la



base de leurs alternatives maximalement et minimale-
ment préférées par rapport à une relation de préférence
donnée.

Définition 3 Soit � une relation de préférence.
Considérons αB β (resp. αD β).
• Sémantique forte [4, 3, 11]
� satisfait α B β (resp. α D β) sui-
vant la sémantique forte , noté par
�|=st α B β (resp. �|=st α D β), ssi
∀ω ∈ min(α ∧ ¬β,�), ∀ω′ ∈ max(β ∧ ¬α,�),
ω � ω′ (resp. ω � ω′).

• Sémantique optimiste [8, 4]
� satisfait α B β (resp. α D β) sui-
vant la sémantique optimiste , noté par
�|=opt α B β (resp. �|=opt α D β), ssi
∀ω ∈ max(α ∧ ¬β,�), ∀ω′ ∈ max(β ∧ ¬α,�),
ω � ω′ (resp. ω � ω′).

• Sémantique pessimiste [2]
� satisfait α B β (resp. α D β) sui-
vant la sémantique pessimiste , noté par
�|=pes α B β (resp. �|=pes α D β), ssi
∀ω ∈ min(α ∧ ¬β,�), ∀ω′ ∈ min(β ∧ ¬α,�),
ω � ω′ (resp. ω � ω′).

• Sémantique opportuniste [9]
� satisfait α B β (resp. α D β) suivant
la sémantique opportunistes , noté par
�|=opp α B β (resp. �|=opp α D β), ssi
∀ω ∈ max(α ∧ ¬β,�), ∀ω′ ∈ min(β ∧ ¬α,�),
ω � ω′ (resp. ω � ω′).

Lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté, par abus de nota-
tion, nous écrirons α B∗ β (resp. α D∗ β), avec ∗ ∈
{st, opt, pes, opp}, pour signifier que αBβ (resp. αDβ)
est interprété suivant la sémantique correspondante,
nommément ∗. Nous dirons donc que � satisfait αB∗β
(resp. α D∗ β) pour signifier que �|=∗ α B β (resp.
�|=∗ αD β).

Définition 4 Un ensemble de préférences du type ∗,
dénoté par P∗, est un ensemble de préférences de
la forme {pi B∗ qi, pi D∗ qi|i = 1, . . . , n}, avec ∗ ∈
{st, opt, pes, opp}. Une relation de préférence acyclique
� est un modèle de P∗ si et seulement si � satisfait
chaque préférence piB∗ qi (resp. piD∗ qi) dans P∗. Un
ensemble de préférences P∗ est cohérent s’il admet un
modèle.

3.3 Des ensembles de préférences aux relations
de préférence

Généralement, nous devons traiter plusieurs pré-
férences comparatives exprimées par un individu. Il
existe principalement deux types de requêtes dans le
cadre de la représentation des préférences : soit on re-
cherche les alternatives maximalement préférées, soit

on compare deux alternatives. Dans de nombreuses
applications (dans le cadre de requêtes de base don-
nées par exemple), les individus sont plus concernés
par les alternatives préférées. Dans le cas où ces alter-
natives ne sont pas satisfaisantes (les menus préférés
sont trop chers par exemple), nous devons calculer les
alternatives préférées parmi les alternatives restantes,
et ainsi de suite. Afin de prendre en compte ces diffé-
rentes considérations, nous associons un préordre com-
plet à un ensemble de préférences. Différents préordres
complets peuvent satisfaire un ensemble de préférences
étant donné une sémantique. Cependant, il est large-
ment accepté que, pour des prises de décison, il est
plus pratique de caractériser un unique préordre com-
plet [4]. Le principe de spécificité a été habituellement
utilisé afin de caractériser un tel préordre. Proposi-
tion 1 résume des résultats existants sur l’unicité des
modèles (qui sont des préordres complets) pour cha-
cune des sémantiques.

Proposition 1 [6]
– (1) Le modèle le moins spécifique de PBopt

∪PDopt

(resp. PBst
∪ PDst

) existe.
– (2) Le modèle le plus spécifique de PBpes ∪ PDpes

(resp. PBst ∪ PDst) existe.
– (3) Le modèle le plus (resp. le moins) spécifique

de PBopt
∪PDopt

(resp. PBpes
∪PDpes

) n’existe pas.
– (4) Le modèle le moins / le plus spécifique n’existe

pas pour PBopp
∪ PDopp

.

Pour des préférences comparatives uniquement non
strictes, à la fois existent le modèle le moins spécifique
et le modèle le plus spécifique, et il existe la relation de
préférence triviale pour laquelle toutes les alternatives
sont équivalentes. Ainsi, la notion de spécificité maxi-
male et minimale pour les ensembles de préférences
consistant seulement à des préférences comparatives
non strictes n’est pas très utile. D’autre part, les au-
teurs de [6] ont montré que des sémantiques peuvent
être utilisées ensemble tout en préservant l’unicité des
modèles. Plus précisément, le modèle le moins (resp.
le plus) spécifique de PBst

∪PDst
∪PBopt

∪PDopt
(resp.

PBst
∪ PDst

∪ PBpes
∪ PDpes

) existe.
Dans cet article, nous cherchons des modèles

uniques, aussi nous ne considérerons pas la sémantique
opportuniste. Nous ne donnons pas d’algorithmes pour
calculer les uniques modèles et reportons le lecteur à
[6].

4 Exemple et problème

Dans cette section, nous soulevons un problème qui
se pose dans le contexte de requêtes à préférences avec
des logiques conditionnelles.



Exemple 1 Supposons qu’un individu souhaite plani-
fier ses vacances. Elle/il exprime ses préférences sur
la base de trois variables : P (pour la période) qui
est soit W (hiver) ou S (été), , D (pour la destina-
tion) qui est soit M ou B (resp. montagne et plage)
et L (pour le lieu) qui vaut soit H ou A (resp. hô-
tel et appartement). Ainsi, nous avons Dom(P ) =
{W,S}, Dom(D) = {M,B}, Dom(L) = {H,A} et
Ω = {ω0 : HMW,ω1 : HMS,ω2 : HBW,ω3 : HBS,
ω4 : AMW,ω5 : AMS,ω6 : ABW,ω7 : ABS}. L’indi-
vidu exprime cinq préférences :

– (i) elle/il préférerait voyager en été plutôt qu’en
hiver,

– (ii) si la destination est la montagne alors elle/il
préférerait voyager en hiver plutôt qu’en été,

– (iii) si elle/il voyage en hiver alors elle/il préfére-
rait louer un appartement plutôt qu’aller à l’hôtel,

– (iv) si elle/il va à l’hôtel alors elle/il préférerait
la plage à la montagne et,

– (v) si elle/il va à l’hôtel alors été et hiver sont
autant préférés.

Formellement nous écrivons P∗ = {s1 : S B∗ W,
s2 : M ∧ W B∗ M ∧ S, s3 : W ∧ A B∗ W ∧ H,
s4 : H ∧ B B∗ H ∧ M, s5 : H ∧ S D∗ H ∧ W,
s6 : H ∧ W D∗ H ∧ S}. Remarquons que s5 et s6
pris ensemble expriment la préférence ( v). Nous as-
socions à chaque préférence si : pi B∗ qi un couple
Ci = (L(si), R(si)) tel que L(si) = Mod(pi ∧
¬qi) et R(si) = Mod(qi ∧ ¬pi). Ainsi, nous avons
L(P∗) = {C1 = ({ω1, ω3, ω5, ω7}, {ω0, ω2, ω4, ω6}),
C2 = ({ω0, ω4}, {ω1, ω5}),C3 = ({ω4, ω6}, {ω0, ω2}),
C4 = ({ω2, ω3}, {ω0, ω1}),C5 = ({ω1, ω3}, {ω0, ω2}),
C6 = ({ω0, ω2}, {ω1, ω3})}.
Soit *=opt. La relation de préférence associée est �=
({ω7}, {ω4, ω6}, {ω2, ω3, ω5}, {ω0, ω1}). Nous avons ω4

et ω6 (resp. ω2, ω3, ω5 et ω0, ω1) qui sont autant pré-
férés. Cependant, seuls ω2 et ω3 sont autant préférés
du fait de s5 et s6. Toutes les autres égalités sont des
incomparabilités transformées en égalités à cause du
principe de spécificité. Cette transformation peut être
importante dans des systèmes de recommandation ex-
pliquant si les alternatives préférées (ou n’importe quel
couple d’alternatives) sont en fait autant préférées ou
incomparables.

5 Problèmes de satisfaction de
contraintes qualitatives sur des
ensembles partiellement ordonnés

Dans cette section, nous introduisons des problèmes
de satisfaction de contraintes qualitatives qui permet-
tront de raisonner sur des un ensemble de préférences.
Pour cela, nous faisons quelques rappels sur les rela-
tions de l’algèbre des points et introduisons des rela-

tions que nous appellerons relations min/max.

L’algèbre des points [5], AP en abrégé, est un for-
malisme qualitatif [7] proposé pour la représentation
et le raisonnement sur des informations temporelles
à l’aide de contraintes qualitatives. Étant donné un
ordre partiel ≥ sur un ensemble T , dénoté par (T,≥),
AP considère quatre relations de base :

– ∀x, y ∈ T, x > y ssi x ≥ y et non (y ≥ x) ;
– ∀x, y ∈ T, x < y ssi y ≥ x et non (x ≥ y) ;
– ∀x, y ∈ T, x = y ssi x ≥ y et y ≥ x ;
– ∀x, y ∈ T, x‖y ssi non x ≥ y et non y ≥ x.

L’ensemble de ces relations de base sera dénoté par
BAP dans la suite. Remarquons que ces relations sont
complètes et mutuellement exclusives (i.e. tout couple
d’éléments x et y appartenant à T satisfait une et
une seule relation de BAP). En réalisant un parallèle
avec une relation de préférence �, les relations de base
précédentes correspondent à une stricte préférence, à
l’égalité et l’incomparabilité.

Une relation (complexe) de AP correspond à une
union de relations de base de BAP. Elle est représen-
tée par ce sous-ensemble de relations de base. Par
exemple, l’ensemble {‖,=} correspond à la relation
‖ ∪ =. Elle est satisfaite par deux éléments x et y si et
seulement si x‖y ou x = y. 2BAP dénotera l’ensemble
des 16 relations de AP.

Maintenant, nous avons besoin de traduire la défi-
nition 3 dans le contexte des problèmes de satisfaction
de contraintes. Étant donné un ordre partiel (T,≥) et
un sous-ensemble X ⊆ T , nous définissons min(X) et
max(X) de la manière suivante : min(X) = {x ∈ X :
6 ∃y ∈ X tel que x ≥ y et non (y ≥ x)} et max(X) =
{x ∈ X : 6 ∃y ∈ X tel que y ≥ x et non (x ≥ y)}.
Nous définissons maintenant 8 relations binaires, appe-
lées relations de base min/max, pouvant être satisfaites
par des sous-ensembles de T . Chacune de ces relations
de base sera dénotée par relop1op2 avec rel ∈ {≥, >} et

op1, op2 ∈ {min,max}. Elles sont définies de la manière
suivante :

– pour op1, op2 ∈ {min,max}, ∀X,Y ∈ 2T , X >op1
op2 Y

ssi ∀x ∈ op1(X) et ∀y ∈ op2(Y ), x ≥ y et non (y ≥ x) ;
– pour op1, op2 ∈ {min,max}, ∀X,Y ∈ 2T , X ≥op1

op2 Y
ssi ∀x ∈ op1(X) et ∀y ∈ op2(Y ), x ≥ y.

Dans la suite, nous noterons par Bmin/max l’ensemble
composé de ces 8 relations de base, Bmin/max = {>min

min

, >min
max, >

max
min , >

max
max,≥min

min,≥min
max,≥max

min ,≥max
max}.

Nous sommes maintenant prêt à définir les pro-
blèmes de satisfaction de contraintes qualitatives que
nous appelons problèmes de contraintes qualitatives
sur des ensembles partiellement ordonnés (PCQPOS en
abrégé). Un PCQPOS Q permet de spécifier des confi-
gurations possibles d’éléments partiellement ordonnés
représentés par un ensemble de variables V. Chaque



PCQPOS est composé de deux types de contraintes
qualitatives. Le premier type est représenté par une
fonction c spécifiant l’ordre relatif de chaque couple
d’éléments de V au moyen d’une relation de AP. Les
contraintes de second type sont collectées dans un en-
semble C et s’appliquent à des sous-ensembles de V.
Plus précisément, chaque contrainte de C contraint
l’ordre relatif entre les éléments minimums et maxi-
mums de deux ensembles d’éléments. Elle est de la
forme V R V ′ avec V, V ′ ∈ 2V et R ⊆ Bmin/max. Dans la
suite, de telles contraintes seront appelées contraintes
min/max sur V et correspondront à l’ensemble dénoté
par CVmin/max. Formellement, un PCQPOS est défini de
la manière suivante :

Définition 5 Un PCQPOS Q est un triplet (V, c, C)
où :

– Vest un ensemble non-vide de variables ;
– c est une fonction associant une relation c(v, v′) ∈

2BAP à chaque couple (v, v′) de V × V. c est telle
que c(v, v) ⊆ {=} et c(v, v′) = (c(v′, v))−1 pour
tout v, v′ ∈ V (où −1 dénote l’opération inverse
de AP) ;

– C est un sous-ensemble fini de CVmin/max. Nous

supposerons que pour chaque min/max contrainte
V R V ′ ∈ C, V et V ′ sont des ensembles non
vides.

Nous dirons qu’un PCQPOS Q = (V, c, C) est ato-
mique ssi pour tout v, v′ ∈ V, la relation c(v, v′) est
définie par une relation singleton de AP. De plus, un
PCQPOS Q′ = (V ′, c′, C′) est un sous-PCQPOS de Q
lorsque V = V ′, pour tout v, v′ ∈ V c′(v, v′) ⊆ c(v, v′),
|C| = |C′| et pour chaque min/max contrainteX R′ Y ∈
C′, il existe X R Y ∈ C avec R′ ⊆ R.

Définition 6 Soit un PCQPOS Q = (V, c, C). Une in-
terprétation π de Q est un couple (f, (T,≥)) où f est
une application surjective de V vers T et (T,≥) est un
ordre partiel. Une interprétation π = (f, (T,≥)) de Q
est une solution de Q ssi :

– pour chaque couple de variables v, v′ ∈ V,
f(v) c(v, v′) f(v′), i.e. le couple (f(v), f(v′)) sa-
tisfait une relation de base de BAP appartenant à
c(v, v′) ;

– pour chaque contrainte V R V ′ ∈ C, f(V ) et
f(V ′) satisfont au moins une relation de base
min/max appartenant à R.

D’autre part, deux PCQPOS définis sur un même en-
semble de variables sont équivalents ssi ils admettent
les mêmes solutions. Étant donné un PCQPOS Q =
(V, c, C), le couple (V, c) correspond à un problème de
satisfaction de contraintes de AP. Ainsi, les PCQPOS

peuvent être vus comme une généralisation particu-
lière des problèmes de satisfaction de contraintes qua-

litatives de l’algèbre de points. De plus, nous pou-
vons noter que les contraintes spécifiées par la fonction
c peuvent être exprimées par des contraintes appar-
tenant à CVmin/max et contraignant des ensembles sin-

gletons. Par exemple, la contrainte v {>,=} v′ peut
être formulée de manière équivalente par la min/max
contrainte {v} ≥min

min {v′}. Comme autre exemple,
considérons la contrainte de AP v {=} v′. Cette
contrainte peut être exprimée par la conjonction des
deux min/max contraintes {v} ≥min

min {v′} et {v′} ≥min
min

{v}. Ainsi, chaque PCQPOS Q = (V, c, C) peut être ex-
primé de manière équivalente par un PCQPOS Q′ =
(V, c′, C′) tel que c′(v, v′) = BAP pour chaque couple
de variables distinctes (v, v′). Néanmoins, c permet
d’exprimer explicitement les relations d’ordre possibles
entre chaque couple de variables de V. Étant donné un
PCQPOS Q = (V, c, C), différents problèmes peuvent se
poser :

• Le problème de la cohérence : décider si Q est
cohérent ou non, i.e. est-ce que Q admet au
moins une solution ? À partir du fait que les
PCQPOS généralisent les problèmes de contraintes
de AP, nous pouvons établir que le problème
de la cohérence des PCQPOSs est un problème
NP-complet.

• Le problème de trouver une solution de Q. Ce
problème revient à caractériser un équivalent
sous-PCQPOS Q′ de Q tel que Q′ est cohérent
et atomique. À partir d’un tel PCQPOS Q′ nous
pouvons facilement déduire une solution de Q.

• Le problème de l’étiquetage minimal : trouver
pour chaque couple de variables (v, v′) ∈ V × V
et chaque contrainte X R Y ∈ C l’ensemble des
relations de base de c(v, v′) et de R pouvant être
satisfaites, i.e. l’ensemble des relations de base de
c(v, v′) et de R impliquées dans au moins une so-
lution. Ce problème consiste à calculer le PCQPOS

minimal de Q, i.e. l’unique sous-PCQPOS de Q
équivalent à Q et ayant la propriété de minima-
lité (chaque relation de base de chacune de ses
contraintes est satisfiable).

Une méthode pour caractériser un atomique et co-
hérent sous-PCQPOS d’un PCQPOS Q = (V, c, C) (dans
le cas où il existe) consiste en une recherche avec re-
tour arrière sur la composante AP de Q (i.e. le pro-
blème de contraintes qualitatives de AP défini par
N = (V, c)). À chaque étape de la recherche, une
contrainte c(v, v′) non définie par une relation single-
ton est sélectionnée et définie par une relation compo-
sée d’une de ses relations de base. De plus, la méthode
de la chemin-cohérence est réalisée afin de filtrer l’es-
pace de recherche et d’assurer la cohérence du réseau
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Figure 1 – (a) Les contraintes C du PCQPOS Q =
(V, c, C) = PCQPOS(Ω,P) avec P l’ensemble de préfé-
rences sur Ω de l’exemple 1, (b) une solution (f,≥) de
Q.

atomique de contraintes qualitatives de AP partielle-
ment construit. Notons que dans le cadre des forma-
lismes qualitatifs, la méthode de la chemin-cohérence
est une méthode polynomiale habituellement utilisée
pour supprimer des relations de base non satisfiables à
l’aide de l’opération de composition, voir par exemple
[1]. Durant la recherche, pour assurer que le réseau
atomique de contraintes qualitatives de AP construit
peut être étendu en un sous-PCQPOS de Q atomique
et cohérent, nous devons enlever les relations de base
non satisfiables de chaque contrainte appartenant à C.

6 Des préférences aux contraintes qua-
litatives

Dans cette section, nous allons montrer que les
PCQPOS peuvent être utilisés de manière naturelle
pour représenter et raisonner sur des ensembles de pré-
férences. Considérons un ensemble d’alternatives Ω et
un ensemble de préférences P = {s0, . . . , sk}. Nous dé-
noterons par ∗(si), avec i ∈ {0, . . . , k}, la sémantique
associée à la formule si (∗(si) ∈ {st, opt, pes, opp}) et
par rel(si) la stricte/non stricte relation de préférence
utilisée dans si (rel(si) ∈ {B,D}). Nous définissons

PCQPOS(Ω,P) par le PCQPOS (V, c, C) où :
– à chaque wi ∈ Ω est associée une variable vi ∈ V.

Ainsi, pour Ω = {w0, . . . , wk}, V est défini par
l’ensemble {v1, . . . , vk}.

– Pour chaque variable v, v′ ∈ V avec v 6= v′, c(v, v′)
est par la relation universelle de AP, i.e. la relation
BAP. Pour chaque v ∈ V, c(v, v) est la relation
{=}.

– Pour chaque préférence si ∈ P est définie une
min/max contrainte Vi Ri V

′
i ∈ C. Vi et V ′i cor-

respondent aux deux sous-ensembles de variables
de V représentant les deux sous-ensembles d’al-
ternatives reliés par si. Ri est un ensemble com-
posé d’une unique relation de base de Bmin/max.
Cette relation dépend de la sémantique ∗(si) et
de la stricte / non stricte relation de préférence
rel(si). Plus précisément, pour ∗(si) = st (resp.
∗(si) = opt, ∗(si) = pes, ∗(si) = opp), pour le cas
où rel(si) est B, Ri est défini par {>min

max} (resp.
{>max

max}, {>min
min}, {>max

min }). Dans le cas où rel(si) est
D, Ri est défini par {≥min

max} (resp. {≥max
max}, {≥min

min},
{≥max

min }) .

Exemple 2 (Exemple 1 poursuivi) Considérons de
nouveau Ω et P. Définissons le PCQPOS Q = (V, c, C)
par Q = PCQPOS(Ω,P). Dans la figure 1.a sont repré-
sentées les min/max contraintes de l’ensemble C. Un
arc plein correspond à l’ensemble {>max

max} tandis qu’un
arc pointillé correspond à {≥max

max}. Par exemple, nous
avons les deux min/max contraintes {v2, v3}{>max

max

}{v0, v1} et {v0, v2}{≥max
max}{v1, v3} qui appartiennent

à l’ensemble C.

Maintenant, nous allons étudier comment raisonner
sur un ensemble de préférences à partir de sa représen-
tation en PCQPOS. Tout d’abord, nous pouvons clai-
rement établir que la cohérence (ou la non cohérence)
d’un ensemble de préférences peut être décidée par la
cohérence ou non du PCQPOS correspondant. En effet,
nous avons la propriété suivante :

Proposition 2 Soit Ω un ensemble d’alternatives et
P un ensemble de préférences. P est cohérent si et
seulement si PCQPOS(Ω,P) est cohérent.

Pour illustration, une solution (f, (T,≥)) de
PCQPOS(Ω,P), avec P l’ensemble de préférences
donné dans l’exemple 1, est représenté par un graphe
orienté dans la figure 1.b. Un arc (f(v), f(v′)) re-
présente le fait que f(v) ≥ f(v′). f(v) ≥ f(v′) n’est
pas représenté dans le cas où v et v′ sont les mêmes
variables ou quand il peut être déduit par transiti-
vité à partir des arcs déjà présents. À partir de la
proposition précédente, nous pouvons affirmer que P
est un ensemble cohérent de préférences. Remarquons



également qu’à partir de la solution (f, (T,≥)) nous
pouvons facilement définir un modèle de P.

Comme précédemment remarqué, pour certaines sé-
mantiques de préférence, nous pouvons caractériser
des modèles uniques suivant des principes de spéci-
ficité. Maintenant, nous allons montrer comment ces
modèles peuvent être caractérisés à partir de la ré-
solution de PCQPOS. Plus spécifiquement, nous pro-
posons un algorithme permettant de calculer le mo-
dèle le moins spécifique (resp. le plus spécifique) d’un
ensemble de préférences étant donné une sémantique
forte ou une sémantique optimiste (resp. sémantique
pessimiste) dans le cas où il existe, i.e. l’ensemble des
préférences est cohérent.

Algorithm 1: specificModel(Ω,P,kind)

In : Un ensemble d’alternatives Ω, un ensemble
P de préférences, le type du modèle unique avec
kind ∈ {leastSpecific,mostSpecific}.

Out : Un unique modèle représenté par une
séquence (E0, . . . , En) ou Inconsistent.

1 begin
2 if kind = leastSpecific then
3 rel← {>,=} ;
4 else
5 rel← {<,=};
6 Q = (V, c, C)← PCQPOS(Ω,P) ; k ← 0 ;

V ′ ← ∅ ;
7 while V 6= V ′ do
8 Ek ← ∅ ;
9 for vi ∈ V \ V ′ do

10 for v ∈ V \ (V ′ ∪ {vi}) do
11 c(vi, v)← rel ; c(v, vi)← rel−1;

12 if consistent(Q) then
13 Ek ← Ek ∪ {wi} ; V ′ ← V ′ ∪ {vi};
14 else
15 for v ∈ V \ (V ′ ∪ {vi}) do
16 c(vi, v)← BAP ; c(v, vi)← BAP;

17 if Ek = ∅ then
18 return Inconsistent;

19 k ← k + 1;

20 if kind = leastSpecific then
21 return (E0, . . . , Ek−1) ;
22 else
23 return (Ek−1, . . . , E0) ;

Considérons la fonction specificModel prenant
comme paramètres un ensemble d’alternatives Ω, un
ensemble de préférences P et le type de l’unique mo-
dèle que nous souhaitons. Grossièrement, en considé-
rant Q = PCQPOS(Ω,P), cette fonction construit la

partition de Ω correspondant à ce modèle. Pour le mo-
dèle le moins (resp. le plus) spécifique, les strates de
plus bas (resp. de plus haut) rangs sont considérées
en premier. Pour une alternative ωi, son appartenance
à une strate donnée est décidée par un test de cohé-
rence d’un sous-PCQPOS de P contraignant la position
de ωi dans la strate. Cela est réalisé en ajoutant des
contraintes de précédence sur vi définies par {<,=}
(resp. {>,=}). Nous pouvons formellement prouver la
propriété suivante :

Proposition 3 Soit Ω un ensemble d’alternatives.
Soit P un ensemble de préférences interprétées sui-
vant une sémantique donnée ∗. L’appel de la fonc-
tion specificModel avec Ω,P et leastSpecific (resp.
mostSpecific) comme paramètres retourne pour la sé-
mantique ∗ ∈ {st, opt} (resp. ∗ ∈ {st, pes}) le moins
spécifique modèle (resp. le plus spécifique modèle) dans
le cas où il existe.

Habituellement, pour des prises de décision, il est
plus commode de considérer un modèle unique. Néan-
moins, du fait qu’un tel modèle est un préordre com-
plet sur Ω, nous ne pouvons pas distinguer les situa-
tions d’égalité et les situations d’incomparabilité entre
deux alternatives appartenant à la même partition (i.e.
deux alternatives ω, ω′ ∈ Ω égales par rapport au
moins/plus spécifique modèle. Un moyen de remédier à
cela est de voir le moins/plus spécifique modèle comme
un ensemble de modèles particuliers et de le considérer
comme un ensemble de contraintes complémentaires.
Cela nous conduit à considérer une nouvelle traduc-
tion d’un ensemble de préférences en PCQPOS prenant
en compte le modèle le moins/le plus spécifique. Nous
la dénoterons par PCQ′POS. Soit P un ensemble de pré-
férences et une séquence �= (E0, . . . , En) correspon-
dant au modèle le moins / le plus spécifique de P.
PCQ′POS(Ω,P,�) est défini par le PCQPOS (V, c, C) où
V et C sont respectivement l’ensemble de variables et
l’ensemble de min/max contraintes de PCQPOS(Ω,P)
et c est défini pour chaque vi, vj ∈ V par :

– pour la cas i = j, c(vi, vi) est la relation {=} ;
– pour le cas i 6= j et vi, vj ∈ Ek avec k ∈
{0, . . . , n}, c(vi, vj) est la relation {=, ‖} ;

– pour le cas i 6= j, vi ∈ Ek, vj ∈ El avec k, l ∈
{0, . . . , n} et k < l (resp. l > k), c(vi, vj) is {>}
(resp. {<}).

La considération de Q = PCQ′POS(Ω,P,�) nous per-
met par exemple de déterminer les alternatives mises
ensemble dans une même strate dans � du fait qu’elles
sont autant préférées à cause d’une égale préférence.

Exemple 3 Soit Q le PCQPOS défini par Q =
PCQ′POS(Ω,P,�) avec Ω, P et � correspondant res-
pectivement à l’ensemble d’alternatives, l’ensemble de



c(v, v′) v7 v4 v6 v2 v3 v5 v0 v1
v7 {=} {>} {>} {>} {>} {>} {>} {>}
v4 {<} {=} {=, ‖} {>} {>} {>} {>} {>}
v6 {<} {=, ‖} {=} {>} {>} {>} {>} {>}
v2 {<} {<} {<} {=} {=} {=, ‖} {>} {>}
v3 {<} {<} {<} {=} {=} {=, ‖} {>} {>}
v5 {<} {<} {<} {=, ‖} {=, ‖} {=} {>} {>}
v0 {<} {<} {<} {<} {<} {<} {=} {=, ‖}
v1 {<} {<} {<} {<} {<} {<} {=, ‖} {=}

Table 1 – La fonction c.

préférences et le modèle le moins spécifique donné dans
l’exemple 1. La résolution du problème de l’étiquetage
minimal de Q fournit le PCQPOS minimal Qmin =
(V, c, C) avec la fonction c représenté par la table 1.
La relation c(v, v′) est donnée par l’entrée dont la ligne
correspond à v et la colonne correspond à v′. En exa-
minant ces relations nous pouvons par exemple remar-
quer que pour les modèles P les alternatives ω2 et ω3

ne peuvent pas être incomparables (c(v2, v3) = {=}).

7 Conclusion et perspectives

Les préférences sont exprimées en logique condition-
nelle avec des préférences comparatives strictes ou non
strictes. Elles peuvent être interprétées suivant diffé-
rentes sémantiques. Des principes de spécificité sont
utilisés pour caractériser un modèle unique étant don-
nés un ensemble de préférences et une sémantique. La
principale limitation de ces logiques réside dans les re-
quêtes de préférences. Plus précisément, deux alterna-
tives autant préférées par rapport à ce modèle unique
ne peuvent pas être distinguées. Nous ne savons pas si
elles sont autant préférées à cause de préférences non
strictes ou d’incomparabilité. Cette distinction pour-
rait être importante dans des systèmes de recomman-
dations par exemple. Dans cet article, nous résolvons
ce problème par encodage des logiques de préférences
et leurs algorithmes associés dans le cadre des pro-
blèmes de satisfaction de contraintes qualitatives.

Une analyse de notre encodage nous indique que les
min/max contraintes résultant de la traduction d’un
ensemble de préférences en un PCQPOS sont définies
par des ensembles singletons de Bmin/max. Ceci provient
du fait que les préférences utilisent un unique opéra-
teur de comparaison (B or D). Étant donné le pou-
voir expressif des PCQPOS, nous pouvons étendre les
logiques conditionnelles et considérer des préférences
exprimant par exemple un choix entre B ou D (i.e.,
α B β ou β B α). Ce type de préférence peut être ex-
primé à l’aide de relations non singletons de Bmin/max.
Un travail futur consiste en la définition et l’étude d’al-

gorithme pour résoudre efficacement un PCQPOS.
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