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Résumé :  

Les simulations des écoulements de fluides supercritiques ont toujours été menées avec des méthodes de 

volumes finis. Les algorithmes itératifs qui doivent alors être utilisés pour résoudre les équations, fortement 

couplées en raison des comportements critiques des propriétés de transport, entraînent des temps de calcul 

très longs. Dans cet article, nous proposons un nouvel algorithme pour résoudre de manière découplée les 

équations d’énergie et de Navier-Stokes dans le cadre de l’approximation à faible nombre de Mach avec une 

méthode spectrale, permettant d’obtenir un code de calcul efficace. Cet algorithme est testé sur un problème 

de convection naturelle pour lequel des résultats obtenus avec une méthode de volumes finis sont disponibles 

dans la littérature.  

Abstract : 

The numerical simulations of supercritical fluids flows were always performed using finite volume methods. 

These methods were used in association with iterative schemes for coupling all the equations, leading to very 

time-consuming computational codes. In this paper, we propose a new algorithm for an uncoupled solution 

of energy and Navier-Stokes equations in the low Mach number approximation with a spectral method. 

Indeed, spectral methods are known to ensure the highest accuracy and to allow the use of very fast 

techniques, such as FFT and complete diagonalization of the operators, leading to very efficient 

computational codes. The algorithm proposed is evaluated on a problem of natural convection for which 

results obtained with a finite volume method are available in literature. 

Mots clefs : Fluides supercritiques, simulation numérique, faible nombre de Mach, méthode de 

projection, méthodes spectrales.  

1 Introduction 
A l’approche du point critique liquide-gaz, certaines propriétés de transport divergent (comme la 

compressibilité isotherme, le coefficient de dilatation thermique, …) ou tendent vers zéro (comme la 

diffusivité thermique ou le coefficient de diffusion massique). Ces comportements critiques résultent en des 

phénomènes spécifiques aux fluides supercritiques (c'est-à-dire au dessus de la température et de la pression 

du point critique) qui ont largement été étudiés par des simulations numériques depuis le début des années 90 

[1-8]. Ces simulations ont permis notamment d’identifier l’effet piston, qui avait été prédit théoriquement [9-

11], comme le responsable du transfert thermique très rapide dans les fluides supercritiques, alors que le 

transfert par diffusion se ralentit fortement. Les études numériques basées sur la résolution des équations de 

Navier-Stokes complètes [1-6] ont quasiment toutes été menées dans le cadre de l’approximation à faible 

nombre de Mach [12] qui permet de découpler la densité de la pression dynamique apparaissant dans les 

équations de quantité de mouvement. Les méthodes numériques utilisées ont toujours été basées sur des 

approximations par volumes finis. Les algorithmes itératifs qui doivent alors être utilisés pour résoudre les 

équations, fortement couplées en raison des comportements critiques des propriétés de transport, entraînent 

des temps de calcul très longs. Récemment, Ouazzani et Garrabos [13] ont proposé un nouvel algorithme, 
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associé à une méthode de volumes finis, permettant de découpler totalement l’équation d’énergie et les 

équations de Navier-Stokes. Les tests effectués sur des problèmes de convection naturelle dans les fluides 

supercritiques ont révélé des gains en temps de calcul importants. Dans ce papier, nous présentons cet 

algorithme en association avec une méthode spectrale collocation-Chebyshev. Outre leur très grande 

précision, les méthodes spectrales permettent en effet d’obtenir des codes de calcul très efficaces, notamment 

grâce à l’utilisation de FFT pour le calcul des dérivées spatiales. Le couplage vitesse-pression des équations 

de Navier-Stokes est traité par une adaptation de la méthode de projection améliorée développée par Hugues 

et Randriamampianina [14]. L’algorithme est testé sur le cas d’une cavité carrée remplie de fluide 

supercritique et chauffée par le côté, problème qui a déjà été étudié dans la littérature au moyen de méthodes 

de volumes finis [1, 13].  

2 Modélisation 
On considère une cavité carrée de hauteur H=1cm remplie d’un fluide supercritique modélisé par l’équation 

d’état de van der Waals. Cette équation cubique, bien que très simple, prend en compte implicitement la 

divergence au point critique de la compressibilité isotherme χT, du coefficient de dilatation thermique βP et 

de la capacité calorifique à pression constante Cp. La capacité calorifique à volume constant CV et la viscosité 

dynamique µ sont supposées constantes et égales à leur valeur loin du point critique, tandis que la divergence 

de la conductivité thermique λ est représentée par la loi ( )( )5,011 −−Λ+= cb TTλλ , où λb est la valeur loin du 

point critique, Λ une constante réelle et Tc la température critique. Les coordonnées critiques et les propriétés 

physiques du CO2 ont été considérées (Tc=304,13 K, ρc=467,8 kg.m
-3

, CVb=472,313 J.K
-1
.kg

-1
, µb=3,27×10

-5
 Pa.s, 

λb=3,29×10
-2

 W.m
-1.

K
-1
, Λ=0,75).  

Le fluide est initialement au repos, à l’équilibre thermodynamique à une température uniforme Ti=(1+ε)Tc (où 

ε<<1) et stratifié avec une densité moyenne égale à ρc. Puis, la température de la paroi verticale en x=0 est 

progressivement augmentée pendant une seconde jusqu’à Ti+δT, avec δT de l’ordre de quelques mK, alors que 

les trois autres parois sont adiabatiques. L’évolution du système est gouvernée par les équations de Navier-

Stokes 2D instationnaires, couplées à l’équation d’énergie et à l’équation de van der Waals, dans 

l’approximation à faible nombre de Mach [12]. Pour les fluides supercritiques, l’approximation de base doit être 

modifiée pour prendre en compte correctement la stratification du fluide [15]. Dans le cadre de cette 

approximation, les équations s’écrivent alors :  

 ( ) 0. =∇+
∂

∂
V

t
ρ

ρ
 (1) 
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t

V
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où a et b sont les paramètres de l’équation de van der Waals, r=R/M avec R la constante des gaz parfaits 

(R=8,3145 J.mol
-1

.K
-1

) et M la masse molaire du CO2 (M=0,04401 kg.mol
-1

), ρi est la densité initiale, g le 

vecteur gravité de composantes (0, g),et Pth, Phyd et Pdyn sont respectivement la pression thermodynamique 

(qui ne dépend que du temps), la pression hydrostatique (qui ne dépend que de la coordonnée verticale y) et 

la pression dynamique. La pression thermodynamique Pth est calculée par la conservation de la masse 

globale.   

3 Méthode numérique 

3.1 Discrétisation temporelle et approximation spatiale 
Les équations (1)-(3) sont discrétisées en temps avec un schéma semi-implicite d’ordre 2 qui consiste en une 

discrétisation des termes instationnaires par le schéma d’Euler retardé du second ordre, une évaluation 

implicite des termes diffusifs et une discrétisation des termes convectifs par un schéma d’Adams-Bashforth. 
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L’approximation spatiale est faite par la méthode de collocation-Chebyshev. De ce fait, un changement de 

variable est effectué dans les deux directions d’espace afin de transformer le domaine de calcul en [-1,+1]×[-

1,+1]. Le code de calcul de base est celui qui avait été développé pour la résolution des équations de Navier-

Stokes incompressibles [16].  

3.2 Calcul de la divergence de la vitesse 

L’idée de base de l’algorithme proposé par Ouazzani et Garrabos [13] est de découpler totalement l’équation 

d’énergie et les équations de Navier-Stokes au pas de temps courant. Si les termes convectifs dans l’équation 

(3) sont approchés par un schéma d’Adams-Bashforth, le couplage entre ces équations est seulement dû au 

terme faisant intervenir V.∇ . Or ce terme doit absolument être considéré au pas de temps courant car c’est lui 

qui est responsable de l’effet piston. Cependant, Ouazzani et Garrabos ont montré qu’il est possible de calculer 

V.∇  à partir de l’équation d’état et de l’équation de continuité. En effet, la dérivée totale de l’équation d’état 

donne la relation :  
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Alors, en insérant cette relation dans l’équation d’énergie (3) et en tenant compte de l’équation de continuité (1) 

pour le calcul de dρ/dt, on obtient pour la divergence de la vitesse la formule suivante :  
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Ainsi, en utilisant cette expression de la divergence de la vitesse dans l’équation (3), l’équation d’énergie et 

l’équation d’état peuvent être résolues au pas de temps courant sans avoir besoin de connaître le champ de 

vitesse. Il faut souligner que cette procédure est applicable quelle que soit l’équation d’état utilisée.  

3.3 Résolution de l’équation d’énergie et de l’équation d’état 

Au pas de temps courant n+1, l’équation d’énergie (3) discrétisée peut s’écrire sous la forme d’une équation de 

Helmholtz à coefficients variables. Afin de tirer profit des avantages de la méthode de diagonalisation matricielle 

complète développée pour la résolution des équations de Helmholtz à coefficients constants, la densité ρn+1
 et la 

conductivité thermique λn+1
 sont décomposées en deux parties, la valeur à t=0 et une perturbation au pas temps 

courant. La résolution de l’équation d’énergie nécessite alors des itérations internes qui sont inclues dans le 

processus itératif global de l’algorithme de Ouazzani et Garrabos. Ainsi, l’équation d’énergie à l’itération l du 

pas de temps n+1 s’écrit sous la forme :  
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L’opérateur de Helmholtz à coefficients constants est diagonalisé une fois pour toutes avant le début des 

itérations temporelles, et à chaque itération l, la résolution de l’équation (7) se ramène à des multiplications 

matricielles, opérations très rapides sur des calculateurs vectoriels. Signalons que les calculs ont été menés 

sur le supercalculateur NEC-SX8 de l’IDRIS. 

En ce qui concerne la densité, celle-ci est calculée en utilisant la linéarisation suivante de l’équation de van 

der Waals :  

 ( ) ( )11 1 −− −−++

+
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k
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thk
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PP

ρρ
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Ainsi, pour chaque itération l de l’algorithme de résolution de l’équation d’énergie, le couple (Pth
k
, ρk

) est 

calculé itérativement en résolvant d’abord la conservation de la masse puis l’équation (8).  

En résumé, l’algorithme itératif pour la résolution au pas de temps n+1 des équations d’énergie et d’état est 

le suivant : 

1. Initialiser T
l
, Pth

l
, ρl

 et (∇.V)
l
 avec les valeurs au pas de temps précédent n ; 

2. Résoudre l’équation de Helmholtz (7), avec les conditions aux limites du problème, pour T
l
 par la 

méthode de diagonalisation matricielle complète ; 

3. Calculer la nouvelle conductivité thermique λ
l
; 

4. Calculer de façon itérative le couple (Pth
l
, ρ

l
); 

5. Calculer la divergence de la vitesse (∇.V)
l 
par l’équation (6); 

6. Répéter les opérations 2 à 5 jusqu’à convergence de T, ρ et Pth.  

La convergence est supposée obtenue lorsque Res=max(ResT, Resρ, ResPth) (avec Resφ=max((φ
l
-φ

l-1
)/φ

l
) 

pour φ=T,ρ,Pth) est inférieur à 10
-11

.  

3.4 Résolution des équations de Navier-Stokes 
Lorsqu’on débute la résolution des équations de Navier-Stokes (1)-(2) discrétisées au pas de temps n+1, la 

densité ρn+1
 et la divergence de la vitesse (∇.V)

n+1
 sont déjà connues. Il est alors possible d’utiliser une 

méthode de projection pour résoudre les équations de Navier-Stokes. Ainsi, nous avons adapté la méthode de 

projection modifiée proposée par Hugues et Randriamampianina [14] pour la résolution des équations 

incompressibles aux écoulements à faible nombre de Mach. L’algorithme est le suivant :  

Calcul d’une pression préliminaire : La première étape consiste à calculer une pression préliminaire 1+n
dynP  à 

partir d’une équation de Poisson obtenue en prenant la divergence de l’équation (2) discrétisée et de conditions 

aux limites de Neumann obtenues en projetant cette même équation normalement aux frontières :  
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avec Ω le domaine de calcul (Ω=]-1,+1[×]-1,+1[) et ∂Ω sa frontière.  

Calcul de la vitesse prédite V* : La vitesse prédite est calculée implicitement en résolvant l’équation (2) 

discrétisée et en prenant en compte le gradient de la pression préliminaire : 
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avec VB
n+1 

la vraie condition aux limites de la vitesse (ici VB
n+1

=0). Comme pour l’équation d’énergie, la 

densité est décomposée en sa valeur initiale et une perturbation pour permettre l’utilisation de la méthode de 

diagonalisation matricielle complète. Quelques itérations (de 3 à 5 suivant les cas) sont alors nécessaires 

pour résoudre les problèmes de Helmholtz pour les composantes de V*.  

Calcul de la vitesse corrigée : L’étape de projection est réalisée en résolvant un problème de Poisson pour la 

variable intermédiaire ( ) 32 11 ++ −= n
dyn

n
dyn PPtδϕ . Ce problème de Poisson est établi de sorte que le champ de 
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vitesse final V
n+1

 satisfasse l’équation de continuité (1) et s’écrit :  
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La vitesse et la pression au pas de temps n+1 sont ensuite calculées sur l’ensemble du domaine par les équations :  

 ϕ
ρ

∇−=
+

+
1

*1 1
n

n VV   ,  ϕ
δt

PP n
dyn

n
dyn

2

311 += ++  (12) 

4 Résultats 

Les calculs ont été menés pour une distance au point critique Ti-Tc=1K (soit ε=3,288×10
-3

) et un chauffage 

δT=10mK avec une résolution comportant 81 polynômes dans les deux directions et un pas de temps δt=10
-2

. 

Les champs de température instantanés sont représentés sur la figure 1. Ils sont tout à fait similaires à ceux 

obtenus précédemment avec des méthodes de volumes finis [1, 13] : le chauffage de la paroi verticale génère 

un panache thermique chaud qui, au cours du temps, s’étale le long de la paroi supérieure, alors que le cœur 

de la cavité est chauffée de manière homogène par l’effet piston.  

   

FIG. 1 – Iso-contours du champ T-Ti à t=4,5s, t=6,5s et t=10s (de gauche à droite). 
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FIG. 2 – Evolution des résidus sur T, ρ et Pth en fonction du nombre d’itérations de l’algorithme                     

à (a) t=4,5s et (b) t=10s.  

Concernant l’algorithme itératif pour la résolution des équations d’énergie et d’état, un nombre maximum de 

150 itérations est fixé. Cependant, le nombre d’itérations effectuées réellement pour satisfaire le critère de 

convergence dépend de la raideur de la solution, comme le montrent les évolutions des résidus sur la figure 2. 

Au temps t=4,5s, les gradients de température et de densité au voisinage de la paroi chauffée sont très 

importants et plus de 120 itérations sont nécessaires alors que moins de 20 itérations suffisent lorsque la 

solution est plus homogène (à t=10s). On constate de plus que, dans tous les cas, c’est la densité qui 

converge le moins bien et c’est donc cette variable qui va gouverner la convergence globale de 

(a) (b) 
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l’algorithme. La même remarque avait été faite lors des calculs effectués au moyen d’une méthode de 

volumes finis [17]. En ce qui concerne la résolution des équations de Navier-Stokes, l’erreur en norme L2 sur 

l’équation de continuité varie entre 10
-11

 et 10
-9

 à l’intérieur du domaine de calcul et la vitesse de glissement 

sur les parois varie entre 3×10
-9

 et 3×10
-7

 au cours du temps.  

5 Conclusion 

Dans cet article, nous avons associé l’algorithme proposé par Ouazzani et Garrabos [13] pour découpler 

l’équation d’énergie et les équations de Navier-Stokes à une méthode spectrale collocation-Chebyshev. 

L’utilisation d’une méthode de projection et de la diagonalisation matricielle complète pour la résolution des 

équations de Helmholtz permet d’obtenir un code de calcul efficace sur des calculateurs vectoriels. Il s’agit 

maintenant d’améliorer la convergence de l’algorithme itératif pour réduire encore les temps de calcul.  
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