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[Combinatoire]

Cartomagie : principes de Gilbreath (lll)

Diverses déemonstrations

par Aimé LacHaL* et Pierre ScHott!

Résumeé.

prédictions malgré un vrai mélange !

Les principes magiques de Gilbreath permettent, a partir d’un jeu de cartes préalablement
classé de garder, apreés un mélange américain, ses propriétés de classement par bloc de
cartes mais de facon éventuellement désordonnée (les cartes d’un méme bloc n’étant plus
dans I’ordre du classement initial). De telles propriétés permettent de voir se réaliser des

Nous avons proposé dans deux volets parus dans les numéros précédents de Quadrature
un calcul de dénombrement des mélanges américains possibles ainsi que plusieurs tours
de magie reposant sur les principes magiques de Gilbreath. Dans ce dernier volet, nous
fournissons les démonstrations détaillées de chacun de ces principes.

| Introduction

Les principes de Gilbreath [1], [2], [3] et leurs gé-
néralisations par le principe de Péristance [6] sont des
principes passionnants, permettant de faire des tours
de cartes extraordinaires. Dans deux articles compa-
gnons parus dans des numéros précédents de Quadra-
ture [4], [5], nous avons analysé en détail et dénombré
les mélanges américains d’un jeu donné, puis présenté
divers tours de magie fondés sur les principes de Gil-
breath.

Dans la littérature les deux principes de Gilbreath
sont considérés comme démontrés a travers la preuve
du principe de Péristance [6] (connu également sous
le nom du troisiéme principe de Gilbreath). Citons en
particulier un article de S. Willemin [7] paru dans le
numéro 84 de Quadrature. Dans [7], I’auteur propose
une démonstration concise et élégante du troisieéme
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principe de Gilbreath. Notre travail est complémen-
taire de ce dernier dans le sens ol nous proposons dans
cet article une démonstration complete des trois prin-
cipes en question tout en détaillant leur mécanisme.
Nous fournissons également une preuve d’un des deux
volets du premier principe de Gilbreath qui n’est pas
englobé dans le principe de Péristance.

Nous renvoyons le lecteur au deuxieéme volet [5]
pour la présentation détaillée des trois principes de Gil-
breath auxquels nous nous référons tout au long de ce
travail.

I Démonstration du premier
principe de Gilbreath

Nous disposons d’un jeu contenant un nombre pair
de cartes classées en rouges et noires alternées. Nous
coupons ce jeu en deux et obtenons deux paquets dis-
tincts. Nous procédons ensuite a un mélange améri-
cain de ces deux paquets pour obtenir un nouveau jeu
qui sera appelé jeu mélangé.

Si les cartes du dessus des deux paquets sont de cou-
leurs identiques, alors N. L. Gilbreath suggere un ajus-

tement consistant a couper le jeu mélangé au milieu
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d’une paire de méme couleur (rouge-rouge ou noire-
noire) puis a compléter la coupe. Il préconise égale-
ment — mais ce n’est pas indispensable — cet ajuste-
ment lorsque les cartes du dessus des deux paquets
sont de couleurs différentes.

Le premier principe stipule que le jeu mélangé ainsi
constitué est composé de paires de cartes consécutives
de couleurs différentes (rouge-noire ou noire-rouge).

Nous démontrons ce principe lorsque les cartes du
dessus des deux paquets obtenus apres la coupe préa-
lable au mélange américain sont de couleurs diffé-
rentes. Dans le cas ou les cartes du dessus des deux pa-
quets sont de méme couleur, une analyse similaire per-
met de démontrer le premier principe apres la recoupe
supplémentaire du jeu mélangé entre deux cartes de
méme couleur. Nous en indiquerons trés sommaire-
ment la démonstration dans la section I1.6 sans la re-
produire intégralement afin de ne pas surcharger 1’ar-
ticle.

La preuve adoptée ici est une démonstration par ré-
currence sur le nombre n, 2n étant le nombre de cartes
du jeu. Nous proposons une autre démonstration dans
I’appendice A.

Dans cette partie nous utiliserons des notations nu-
mérotées a la place des couleurs pour les cartes : C; et
Cs.

I.1 Vérification pour un paquet de 4 cartes

Nous commengons par vérifier le premier principe
pour un paquet de 4 cartes. Prenons donc un paquet
contenant 4 cartes classées dans 1’ordre rouge-noire-
rouge-noire que nous notons C;C,CC,. Afin de diffé-
rencier les cartes les unes des autres, nous désignons
plus précisément par C; (resp. C;) la premiere carte
rouge (resp. noire) et par C{ (resp. C5) la seconde. I y
a trois fagons de couper :

C1etCrCICh ;s CiCret C1C5 ; C1CaCr et C5. (D)

Pour chacune de ces coupes, il existe plusieurs mé-
langes possibles. Pour chacun d’eux, nous écrivons le
mélange détaillé en distinguant les cartes C et C’, puis
le mélange « visuel » correspondant sans distinction.
o Pour la premiére coupe, nous obtenons :

C1C12C1Cy — C1CLC1Cy; C2C1C1Ch — CC1CCy;
CQC{C]Cé - CzC]C]Cz; CzCiCéCl - CQC]CQC].

¥ Pour la troisieme coupe, nous obtenons :

C3C1CoC1 — C2C1C2C; C1CCoCT — C1CL0oC
C1C2C5CY — C1C2C,Cy; C1C2C1Ch — C1C2C1Cs.

& Pour la seconde coupe, nous obtenons :

C1C12C1Cy — C1CLC1Cy; C1C1C2Ch — C1C1C2Cy;
C1C1C3Cy — C1C1C2Cy; C1C1C2Ch — C1C1C2Cy;
C{C]CéCz - C]C]CzCz; CiCéC1C2 - C]CQC]CQ.

4 Aufinal, la totalité des mélanges possibles se résume
selon C]CQC]CQ, CzC]CzC], C]CQCQC], CzC]C]Cz,
C1C1CLC,.

Nous observons que dans les quatre premiers cas ci-
dessus, le jeu mélangé est classé par paires de cartes
de couleurs différentes. En revanche, dans le dernier
cas — C1C1C,C;, —le jeu n’est pas classé de la maniere
souhaitée. Cette situation provenait de la coupe C1C>
et C{C5 donnant deux paquets ayant des premiéres
cartes de méme couleur.

Pour pallier ce probleme, il suffit simplement de
couper le jeu mélangé C{CC,C; entre deux cartes de
mémes couleurs puis de compléter la coupe : ici, la
coupe se fait soit entre les deux cartes rouges consé-
cutives, ce qui fournit le jeu C{C,C,Cy, soit entre
les deux cartes noires consécutives, ce qui fournit le
jeu CoC1C1Cy. Dans les deux cas, le jeu mélangé est
classé de maniere souhaitée.

Une manipulation alternative consiste a retourner
I’'un des deux paquets apres chaque coupe décrite
en () puis de les mélanger a I’américaine. Pour les
premiere et troisiéme coupes, cela ne change rien a
I’échéance. En revanche, pour la deuxiéme coupe, si
nous retournons par exemple le deuxieme paquet, nous
avons a mélanger les paquets C;C, et C5C7. Les mé-
langes correspondants sont alors

C1CrCiC1 — C1C0aC1; C1CCLCT — C1CL0oC
C1C3C1C, > €100 Co; C2C1C2CT — CrC1CoCy;
C5CC{Cy > C,C1C1Cy; C4CC1Cy — CC1C1C.

Nous constatons qu’a présent le jeu mélangé est cor-
rectement classé.

1.2 Démonstration de la récurrence

Nous supposons a présent que le principe est vé-
rifié pour tous les jeux d’au plus 2(n — 1) cartes.
Considérons alors un jeu de 2n cartes classé selon
CCy C1Cy ... C1C, que nous coupons en deux pa-
quets ayant sur leur dessus des cartes de couleurs dif-
férentes. Nous disposons donc de deux paquets conte-
nant chacun un nombre impair de cartes, disons p et
(2n— p) cartes ou p est un nombre impair. En notant
les cartes du deuxiéme paquet avec des primes pour
les différencier de celle du premier paquet, ce dernier
a une composition de la forme C;C,---C1C,C et le
second C5C71---C45C1C5.
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Lors d’un mélange américain, les cartes du
deuxieme paquet sont insérées dans I’ordre a certaines
positions dans le premier paquet. Apres cette insertion,
nous trouvons dans le premier paquet des séries conti-
gués de cartes du deuxieme. Nous avons donc effectué
des insertions par blocs, nous pouvons supposer qu’ils
sont maximaux, c’est-a-dire que deux blocs successifs
du deuxieme paquet se retrouvent séparés dans le pre-
mier paquet par des cartes de ce dernier.

Au départ, un bloc de r cartes consécutives démar-
rant de la premiere carte du deuxieéme paquet est inséré
dans le premier apres la ¢° carte (figure 1).

p cartes q cartes bloc de r cartes
[c] (2n— p) cartes (c] A
’
C) c) o4
el :
© mélange L L
+ — +
: américain ] ]
C . .
’
Cy cy c
’
1] 1] 2]
(p—q) cartes  (2n— p—r) cartes

Figure 1. Insertion d’un bloc de r cartes.

Nous allons montrer que le jeu de 2n cartes mé-
langé vérifie le principe. Pour cela, il est important de
connaitre la derniere carte des divers blocs de cartes
mis en jeu. Quatre cas sont a distinguer :

q et r pairs ;

g impair et r pair;

— g et rimpairs;

g pair et r impair.

Nous allons voir que dans tous les cas, le tas de (g +
r) cartes obtenu apres placement du bloc de r cartes
du second paquet sous le tas de p cartes du premier
paquet est constitué d’une suite de paire de cartes de
couleurs différentes, plus une carte, dans le cas ot (g +
r) est un nombre impair.

I.3 Premier cas : g et r pairs

Apres insertion du bloc de r cartes dans le premier
paquet, les (g + r) premieres cartes du premier paquet
sont classées selon C1C, ... C1Cy, C5CT ... CACY.
Puis nous continuons le mélange américain du
deuxieéme tas restant de (2n — p — r) cartes démarrant
par C5 dans le premier tas restant de (p — g) cartes dé-
marrant par Cy. Cela fournit, en vertu de I’hypothese
de récurrence, un sous-paquet de (2n —q —r) cartes
classées par paires contenant chacune deux cartes de
couleurs différentes (figure 2).

Le jeu final est composé des (g + r) cartes
CiCy ... C1C, C5CT ... C5C1 etdes (2n—g—r) autres
cartes correctement classées, ce jeu est globalement
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(g +r) cartes

€1
)
€
q cartes r cartes G
i — =
[&) ) c
’ 4
e e ot
’ 4
el ) )
Cy c . . e
e + - insertion du =
P [
= 2 premier bloc = 7
[&) A [ A
4 4
Cy C] Cy C]
: : : + :
e e cy e
4 4
d 5 d i
(p—q) cartes  (2n— p—r) cartes

Figure 2. Cas ol ¢ et r sont pairs.

classé par paires successives de cartes de couleurs dif-
férentes.

1.4 Deuxieme cas : g impair et r pair

Dans ce cas, les (g +r) premieres cartes du
premier paquet sont classées suivant la répartition
CiCy C1C, CiC5 C1C5 CiC5 C1 et nous
devons insérer le restant du deuxieme paquet dans
le restant du premier. Nous poursuivons donc le mé-
lange américain des (2n — p —r) cartes du deuxieéme
tas C5C{ ... C4C1 C5 dans les (p — g) cartes du pre-
mier tas restant au-dessous de la premiere carte — ici
C, (figure 3).

(g +r) cartes

G
G
%]
g cartes r cartes G
i — —
Cy ch c,
4 4
) c cj
4 4
) c e
C c . . c
L + L insertion du L
B —_—
A A premier bloc e 7
Cy ) [ )
4 4
C o4 o) o4
: : : + :
) e c o
4 4
] 5l ] %
(p—gq) cartes (2n— p—r) cartes

Figure 3. Cas ou ¢ est impair et r pair.

De maniere plus concise, nous procédons a un mé-
lange américain d’un paquet de (2n— p —r) cartes dé-
marrant par C5 dans un paquet de (p —g — 1) cartes



démarrant par C; (figure 4). D’apreés I’hypothese de
récurrence, le sous-paquet de (2n— g —r— 1) cartes
ainsi obtenu est correctement classé. Le jeu final est
constitué des (¢ +r+ 1) cartes C1C, ... C1C; et des
2n—g—-r—1) cartes correctemMassées, ce jeu est
globalement classé par paires de cartes de couleurs dif-
férentes.

(g +r) cartes (g+r+1) cartes

€ €
] )
4 4
G G
4 o
51 “
/ - /
C ¢ - [
4 ’
C o ) C e
mélange .
: + i ; : + :
,|  équivalent a ,
C e Gy o4
C ¢ o )

(p—q) cartes (2n— p—r) cartes (p—q—1) cartes (2n— p—r) cartes

Figure 4. Cas ou ¢ est impair et r pair.

IL5 Dernier cas : r impair

Ce cas, qui englobe la situation ol g et r sont im-
pairs et celle ou g est pair et r impair, se traite de ma-
niere semblable aux précédents.

— Lorsque ¢ est impair, nous trouvons un jeu
composé de (g + r) cartes classées selon
C]C2 C]Cz C]Cé CiCé CiCé auquel nous
rajoutons un mélange de (2n— p —r) cartes démar-
rant par C{ dans (p — g) cartes démarrant par C.

— Lorsque ¢ est pair, nous trouvons un jeu
composé de (g + r+ 1) cartes classées selon
CiCy ... C1CL C5CY ... C5C1 C5C et d’un mé-
lange de (2n— p —r) cartes démarrant par C{ dans
(p—q—1) cartes démarrant par C;.

Dans les deux cas, la récurrence fonctionne encore.

.6 Les cartes du dessus des deux paquets
sont de méme couleur

Lorsque les cartes du dessus des deux paquets ob-
tenus apres la coupe sont de méme couleur, une ana-
lyse analogue a la précédente permettrait de vérifier
le premier principe avec la recoupe complete du jeu
mélangé entre deux cartes de méme couleur.

De maniere plus concise, il est possible d’établir un
parallele simple entre les deux situations. Pour cela,
nous reformulons le premier principe de la maniere
suivante :

« Dans le jeu mélangé, jamais trois cartes de méme
couleur ne se suivent ; de plus,

1. lorsque les cartes du dessus des deux paquets ob-
tenus apres la coupe sont de couleurs différentes,
deux cartes consécutives de méme couleur du jeu
mélangé chevauchent deux paires ;

2. lorsque les cartes du dessus des deux paquets
obtenus apres la coupe sont de méme couleur,
deux cartes consécutives de méme couleur du jeu
mélangé sont placées a l'intérieur d’une méme
paire. »

La démonstration du principe relative au premier
cas ci-dessus a été faite dans les sous-sections précé-
dentes. Dans le deuxieme cas, en mettant de coté la
carte du dessus du jeu mélangé, le restant du jeu mé-
langé se trouve dans la configuration du cas précédent.
En effet, la carte mise de cdté provient du dessus de
I'un des deux paquets obtenus a I’issue de la coupe.
Apres cette mise a I’écart, les deux paquets restants
ont des cartes sur le dessus de couleurs différentes et
nous retrouvons la situation précédente. Puis en remet-
tant la carte mise de c6té en place sur le dessus du pa-
quet, nous voyons que la propriété des cartes de méme
couleur consécutives est simplement translatée d’une
carte.

Dans les deux cas énumérés ci-dessus, une coupe
complete supplémentaire entre deux cartes de méme
couleur fournit un jeu correctement mélangé :

1. dans le premier cas, la coupe se fait entre deux
paires. Compléter ensuite cette coupe revient sim-
plement a permuter les paires du jeu mélangé, et
ce dernier reste correctement classé ;

2. dans le deuxieme cas, la deuxiéme coupe se fait
a I’intérieur d’une paire. Remarquons qu’avant la
premiere coupe, nous avions deux paquets com-
portant un nombre pair de cartes. Les cartes du
dessus de chacun des deux paquets étaient de
méme couleur (C; et C7), tout comme celles du
dessous (C, et C%). Cette observation indique
qu’a I’issue de la premiere coupe les cartes du
dessus et du dessous du jeu mélangé étaient de
couleurs différentes. Lors de la complétion de la
deuxieme coupe, un nombre impair de cartes du
dessus du jeu mélangé passent au-dessous. La
paire reliant les deux paquets inversés est alors
constituée de cartes de couleurs différentes. Dans
ce cas également, le jeu final est classé par paires
de cartes de couleurs différentes (voir les sché-
mas de la section II.1 de [5]).

Enfin, nous proposons une démonstration différente
du premier principe dans 1’appendice A.
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L Démonstration du principe de
péristance

Dans ce paragraphe, nous disposons d’un jeu de n =
pr cartes constitué de p séries identiques de r cartes :

C,-C,Ci--C,Cy+Cyr...C-+-Cy.
———— N N — ——

série 1 série 2 série 3 série p

Nous le coupons en deux n’importe o, disons entre
deux cartes de numéros k et k+ 1 a 'intérieur d’une
série j, et retournons le deuxieme paquet. Nous avons
un premier paquet de m cartes (1 < m < n-—1) dans
I’ordre initial et un deuxieéme paquet de (n —m) cartes
dans I’ordre inverse a I’ordre initial :

Ci--C, ... Cy--Cy C, - C Cr Cry -
S ——— [ —— S ——— S oo’
série 1 série j tronquée | série p inversée complémentaire
de la série j

coupe tronquée inversée
Puis nous procédons a un mélange américain de ces
deux paquets.

Théoreme 1. Le jeu mélangé est également composé
de p séries S1,S2,...,S , contenant chacune les cartes
Ci,...,C, (éventuellement dans le désordre).

La suite de cette partie est organisée comme suit :
dans la section III.1, nous mettons en place une modé-
lisation arithmétique du processus de mélange ; dans
la section III.2 nous proposons une démonstration du
théoreme 1 et dans la section III.3 nous examinons le
cas de séries de deux cartes (r = 2) ainsi que celui de
deux séries de cartes (p = 2).

lll.1 Modélisation

Nous renumérotons les cartes de 1 a n avec une
identification modulo r, ce qui donne la répartition sui-
vante pour le jeu initial :

Cl Cr Cr+l C2r C2r+] C3r C(p—])r"' Cpr-
— [ ——
Cy-C,

Ci+Cy C1+Cy CiC,

Soient Ni,N,,...,N,_, les positions dans le jeu mé-
langé des (n —m) cartes du deuxieme paquet inversé
CpCp1-+ Cpy1. Nous posons Ng=0et N1 =n+1.
Nous avons 1 S Ny <Ny <+ <Ny, <.

Nous allons décrire une bijection f de I’ensemble
{1,2,...,n} qui a un numéro de place i dans le jeu
mélangé associe le numéro de la carte f(i) occupant
cette place (avec la numérotation 1,2,...,n des cartes,
figure 5).

Aux positions Ny, Ny, ..., N,_,, se trouvent les cartes
du deuxieme paquet C,C,_;---Cy41. Nous avons

. f
n°de position — n°de carte
1 — 1
2 — 2
Ni-1 Ni-1

111

=
L
l

N2
N, FH—  n-1
Nr+1 >  Nr-1

N3;—-1 +— N3-3
Ny > n-2
N3+l F— N3-2
Nnﬂn -1 L — anm_(n_m)
Now FH—  m+l
N+l > Ny_m—(n—m)+1
n > m

Figure 5. Permutation f.

donc f(N1)=n, f(N2) =n—1, ..., f(Ny_) =m+1,
ce qui s’écrit de maniere plus générale

f(NY)=n—k+1pourke{l,...,n—mj}.

Concernant les positions intermédiaires, un numéro de
position i autre que les Ny est compris entre deux Ny
consécutifs : il existe un k € {0,1,...,n —m} tel que
Ny < i< Ng41. Nous trouvons a cette position la carte
numéro (i — k), car k cartes du deuxiéme paquet ont
été insérées dans le premier jeu et ont repoussé les
cartes de position initiale comprise entre Nj et Niyq
de k cartes. Ainsi,

f@=i—kpour {Ny+1,...,Npy1 — 1}

Les cartes de la j¢ série (1 < j < p) du jeu initial
occupent les positions (j— Dr+1,(j—1Dr+2,..., jr.
Nous observons visuellement S ; = C;C;--- C, (dans
I’ordre), mais nous avons plus précisément (toujours
dans I’ordre)

S =Cii-tyr+1C-1yr+2 -+ Cjr.
Nous introduisons 1’ensemble des positions associées :
Pi={(j-Dr+1,(j—Dr+2,...,jr}.

Rappelons la notation (¢ mod r) pour un entier a quel-
conque qui désigne le reste de la division euclidienne
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de a par r. Nous modifions 1égerement cette définition
lorsque a est divisible par r auquel cas nous prenons
r : nous avons (amod r) € {1,2,...,r}. Notons de plus
(f(Pj)mod r) I'ensemble {f((j—1)r+1)mod r, f((j—
r+2)modr,..., f(jr)mod r}. Le théoréme 1 — que
nous démontrons dans la sous-section suivante — sti-
pule que pour tout j € {I,...,p}, (f(Pj))modr) =
{1,2,...,r}. Donc, en introduisant la permutation f
agissant sur les cartes différenciées C; --- C,, associée
a la bijection entre les numéros de positions et les nu-
méros de cartes, nous avons précisément

fdCiy,....CiH =1{Cj,,...,C}}

ou iy,...,i, sont r indices consécutifs respectivement
congrus a 1,...,r modulo r et ji,..., j, congrus dans
leur ensemble a 1,...,r modulo r. De facon plus vi-
suelle, en revenant aux séries de cartes C;--- C,,
fCS;) = S ;.
S~ S~
Cy--C, Cy--C,
dans I’ordre éventuellement
dans le désordre
Pour démontrer le théoréeme 1, nous allons détailler les
éléments de I’ensemble

JPy) ={f((G=Dr+ 1), f((j=Dr+2),.... f(jr)}.

L’idée consiste a repérer des positions particulieres Ny
(pour certains k) figurant dans I’ensemble P;.

lll.2 Démonstration du théoreme 1

Nous allons distinguer trois cas :

— lorsque les extrémités de P; sont des Ny ;

— lorsqu’une seule des extrémités de P; est un Nj ;

— lorsqu’aucune des extrémités de P; ne sont des
Ng.

I11.2.1 Premier cas

Supposons que les extrémités de 1’ensemble P;
soient des Ny et N, pour des indices k et ¢ tels que
I1<k<l<n-m:

(j—Dr+1=Net jr=Ny.

En fait, nous avons ¢ < (k+r— 1) puisque I’ensemble
P; contient r numéros. Nous avons donc dans P; les
(€ — k+1) positions particulieres Ni, Ni+1, ..., Np asso-
ciées aux cartes de numéros
SN =n—k+1,
f(Nk+1) = n_k’

f(Np)=n—-C+1,

et les (r+ k— ¢ — 1) positions intermédiaires
NiyooosNiget = LNger + 1o N2 = 1LNgyp + 1,
...,Npe_1+1,...,Ny— 1 relatives aux cartes de numéros

F(Ne+ 1) =N —k+1,...,
SNgs1 = 1) = Ngy1 —k—1,
f(Ngg1+1) = Npy1 —k, ...,
SNgs2 = 1) = Ngyo —k =2,
f(Nir2o + 1) =N —k—1,...,
SNks3 = 1) = Ngyz —k =3,

f(Ng_l +1)=Np1—£+2,...,
JWNe=1)=Ng—-¢.
Tous ces numéros se suivent de Ny —k+1 a Np— € avec
Ny—k+1=(j—Dr—k+2et N,—€= jr—£. Ainsi :

fPH={(G—-Dr—k+2,(j—Dr—k+3,...,jr="¢}
Uln—k+1,n—k,....n—C+1}. (€3]

Nous écrivons cet ensemble sous la forme suivante :

fPH={G-Dr=k+11+1,[(j-Dr—k+1]+2,
v lG=Dr—k+1]+[r+k-£€-1],
[j—Dr—k+1]+[n—-((—-Dr+k-1],
ven(G-Dr—k+1]+[n—-(—1Drl}
=[(j-Dr—k+1]+{1,2,...,r+k—€—-1,

(p—pr+@+k-=0),....,(p— jr+r}.
En introduisant 1’ensemble

Ri={12,....r+k—C—1,
(p=Pr+@r+k=0),....(p— pr+r},

nous remarquons que f(P;) se déduit de R; par trans-
lation :

fP)=[(j-Dr—k+1]+R;.

Rappelons que j < p; nous voyons que les éléments
de R; sont strictement ordonnés donc tous différents et

Rymodr={1,2,....r+k—€-1,r+k—¢,...,r}

={1,...,r}L
Ainsi I’ensemble (f(P;) mod r) est constitué des restes
de r nombres consécutifs, c’est exactement {1,...,r},
soit

f(Pj)modr={1,...,r}.

En d’autres termes, nous retrouvons une série de cartes
Ci--- C, complete éventuellement dans le désordre.
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I11.2.2 Deuxiéme cas

Supposons a présent qu’aucune des extrémités de
I’ensemble P; ne soit des Ni. Alors, il existe des in-
dices k et £ tels que 1 Sk <{f{<n—met N_j <
(Gj-Dr+1 < N et Np < jr < Neyp. La correspon-
dance entre positions et numéros de cartes associées
relative a P; s’effectue de la manicre suivante : aux
positions (j—1)r+1,....Ny— L, Ng, N +1,...,Np— 1,
N¢,Ne+1,..., jrse situent respectivement les cartes de
numéros (j—Dr—k+2,...,Ny—k,n—k+1,N—k+1,
ceosNe=€Con—€+1,N,—€+1,..., jr—{€. Cette liste est
identique a (%) et nous obtenons la mé&me conclusion
que dans le cas précédent.

I11.2.3 Troisiéme cas

Supposons enfin que seule I’'une des extrémités de
P coincide avec un Ni. Dans ce cas deux possibilités
se présentent :
— soit (j—1)r+1 = N et Np < jr < Ngyp pour des
indices ket {telsque 1 <k <{<n-m;
— s0it Ny—1 < (j— Dr+1 < Ng et jr = Ny pour des
indices ket {telsque 1 <k <f<n—m.
Nous trouvons les mémes résultats pour f(P;) que
dans les cas antérieurs.
La preuve du théoréme 1 est terminée.

.3 Exemples

l.3.1 Premier exemple

Considérons un jeu constitué de p séries de deux
cartes (r = 2). Nous avons un jeu initialement classé
selon

C1Cy Ci1Cy ... C1C,.
S~ — S~
série 1 série 2 série p

Nous sommes dans le contexte du premier principe de
Gilbreath. Pour la coupe de ce jeu, deux possibilités se
présentent :
— soit nous coupons le jeu n’importe ou, puis nous
retournons le deuxiéme paquet, ce qui donne
I’une des deux répartitions suivantes :

C]Cz C]C2 C]C2 CzC] CQC] ,

SN—— — S~ S~ S~

série 1  série 2 série k série p série (k+1)

inversée inversée
coupe

CiCy ... C1Cy C4 CC, C,Cp Gy

S~ S~ S~ S~

série 1 série (k—1) série p série (k+1)
inversée inversée

coupe

Dans la premiére situation, la coupe est effectuée
entre les k¢ et (k + 1)° séries, alors que dans la

deuxieme, elle est effectuée au milieu de la k° sé-
rie. Dans ce dernier cas, le retournement d’un pa-
quet a I’issue de la coupe n’est pas indispensable,
car les paquets ayant un nombre impair de cartes,
un paquet retourné reste identique a lui-méme.
Cet exemple est encore un cas particulier de la
manipulation décrite dans le préambule de la sec-
tion III. Dans le cas d’une coupe exactement au
milieu du jeu, nous trouvons une disposition en
miroir ;

— soit nous coupons le jeu en deux paquets conte-
nant un nombre pair de cartes sans retournement
du deuxieme paquet. Ce cas ne releve pas de
I’analyse menée dans cette section. En revanche,
nous I’avons étudié différemment dans la sec-
tion IL.

l.3.2 Deuxiéme exemple

Considérons un jeu constitué de deux séries (p =
2) de r cartes identiques C;---C,C;--- C,. En nu-
mérotant les cartes de la deuxiéme série selon C; =
Cr41,Cy = Cppa,...,Cr = Cyy, notre jeu de 2r cartes
admet une composition de la forme Cj--- Cy,. Nous
coupons ce dernier n’importe ou. Nous disposons
alors de deux paquets, I’'un contenant m cartes pour
un m € {1,...,2r — 1}, l'autre contenant (2r — m)
cartes que nous retournons. Cela donne la répartition
Cy--CpuCy--- Cypy1- Remarquons qu’en choisissant
une coupe correspondant a m = r, nous sommes exacte-
ment dans le contexte du second principe de Gilbreath.
Un mélange américain des deux paquets ainsi obtenus
donne une composition de la forme

’ ’ ’ ’
C]"'Cr r+]"'C2r-
N N

série 1 série 2

Le théoreme 1 appliqué a I’exemple présent (deux sé-
ries de r cartes, p = 2,m = r) assure que le jeu mé-
langé est lui-mé&me composé de deux séries contenant
chacune les cartes Cq,...,C, (éventuellement dans le
désordre).

A Appendice : une autre démons-
tration du premier principe

Dans cet appendice, nous proposons une démons-
tration plus abstraite du premier principe de Gilbreath
qui nous semble intéressante.

Nous disposons d’un jeu de 2n cartes classé en
rouges et noires alternées une a une. Nous définissons
trois variables qui serviront dans cette preuve.

— Soit Ry (resp. Ni) le nombre de cartes rouges

(resp. noires) contenues dans le paquet mélangé
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une fois que k cartes (1 < k < 2n) sont comptées.
Nous avons :

VkE{l,Z,...,Zl’l}, Rk+Nk=k.

— Soit Dy, la différence du nombre de cartes rouges
et noires dans le paquet de k cartes extrait :

Vke{1,2,...,2n}, Dy =R, — N;.

Nous posons aussi Dy = 0. 1l est clair que

VkE{O,l,...,ZI’l—]}, Dyy1 =D +1,

le signe + (resp. —) correspondant au cas ou la
(k+ 1)° carte est rouge (resp. noire).

Proposition 2. Si apres la coupe du jeu initial, les
deux paquets ont sur le dessus des cartes de couleurs
différentes, alors les nombres Dy, 0 < k < 2n, véri-
fient les propriétés Yk € {0,1,...,n}, Dy = 0 et Yk €
{0,1,...,n—1}, Doy € {—1,1}

Démonstration. Nous vérifions la propriété Vk €
{0,1,...,n}, Dy = 0 en prouvant la relation

Vk e {0, 1,...,n— 1}, Dsjio = Dyy.

Nous disposions au départ de deux paquets com-
mengant par des cartes de couleurs différentes. Il est
immédiat que les deux premicres cartes du jeu mé-
langé sont de couleurs différentes et donc D, = 0.

Les 2k premigres cartes du jeu mélangé comportent
les p premieres cartes du premier paquet et les g pre-
mieres cartes du second pour certains nombres p et g
tels que p + g = 2k. Cela entraine naturellement que
p et g ont méme parité. Les deux cartes suivantes (la
(p+ 1) du premier paquet et la (¢ + 1)¢ du second) sont
alors de couleurs différentes. En effet, partant de deux
paquets avec sur le dessus, I’un une carte rouge, I’autre
une carte noire, du fait du classement initial en cartes
rouges et noires alternées, nous trouvons respective-
ment pour les (p + 1)¢ et (p +2)° cartes d’une part, les
(g+ 1) et (g+2)° cartes d’autre part,

— lorsque p et g sont pairs, une rouge suivie d’une

noire et une noire suivie d’une rouge ;

— lorsque p et g sont impairs, une noire suivie d’une

rouge et une rouge suivie d’une noire.
Il devient clair que les (2k + 1)° et (2k + 2)° cartes
du jeu mélangé sont de couleurs différentes, puis-
qu’elles proviennent d’un mélange américain de deux
sous-paquets RN et NR. Cette discussion montre que
Rori2 = Ryx + 1 et Nogyo = Nop + 1 puis que Doyyn =
Dyy.

Ainsi la suite de nombres Dg,D;,Dy,...,Ds, est
stationnaire identiquement nulle. Enfin, la propriété
Dops1 = Do =1 entraine immédiatement Doy, = *1.

O

Corollaire 3. Si apres la coupe du jeu initial, les deux
paquets ont sur le dessus des cartes de couleurs diffé-
rentes, alors le jeu mélangé est classé par paires de
cartes de couleurs différentes.

Démonstration. 1 égalité Dy.» = Dy fournit Ry —
Rox = Nojo — Ny Ces relations signifient que les
nombres de cartes rouges et de cartes noires dans
la paire constituée des (2k + 1)° et (2k + 2)° cartes
sont identiques. Cela prouve bien que le jeu mélangé
est classé en paires de cartes de couleurs différentes.

O

De maniere tout a fait analogue, nous pourrions éta-
blir les deux résultats ci-dessous que nous énoncons
sans démonstration.

Proposition 4. Si apres la coupe du jeu initial, les
deux paquets ont sur le dessus des cartes de couleur
rouge (resp. noire), alors les nombres Dy, 0 < k < 2n,
vérifient les propriétés Yk € {0,1,...,n— 1}, Dyy1 =
1 (resp. —1) et Yk € {0,1,...,n}, Dy € {0,2} (resp.
{0,-2}).

Corollaire 5. Si apres la coupe du jeu initial, les deux
paquets ont sur le dessus des cartes de méme couleur,
alors les cartes successives de méme couleur du jeu
mélangé se situent dans une méme paire.
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