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1. INTRODUCTION

Soient r, ¢y, ¢y des entiers, avec r > 1, M (r, ¢y, ¢) la variété de modules des faisceaux algébriques
cohérents semi-stables sur Py, de rang r et de classes de Chern ¢y, co, M(r, c1,c2) I'ouvert de
M (r,c1,co) correspondant aux faisceaux stables. On dit que M(r,¢q, o) est exceptionnelle si
M(r, 1, ¢2) est de dimension nulle. Dans ce cas M (r, ¢y, ¢o) est réduite & un point qui est une
classe d’isomorphisme de fibrés vectoriels homogenes. Les fibrés vectoriels d'une telle classe sont
dits exceptionnels. Ils jouent un role fondamental dans la détermination des entiers r, ¢y, ¢o tels
que M (7, ¢y, ¢o) soit non vide (cf. [5]).

Les fibrés exceptionnels ont été construits dans [3] ou ils sont utilisés pour définir des suites
spectrales de faisceaux dont on se servira ici pour étudier certaines variétés de modules de
faisceaux semi-stables sur Ps.

On commencera par donner une variante d’'un résultat de [5]. Si E est un faisceau cohérent sur

c
Py, de rang r > 1, de classes de Chern ¢, ¢y on pose pu(E) = —1, qu’on appelle la pente de F,

r
et

1 r—1
A(E) = ;(02— 5 G) = A(r,ci,0)

qu’on appelle le discriminant de E.

Si F est un fibré exceptionnel, on note xp la solution inférieure a 1 de I’équation
X2 —3rg(F)X +1=0.
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D’apres [5], un fibré exceptionnel est défini & isomorphisme pres par sa pente. Soit £ I'ensemble
des pentes des fibrés exceptionnels. Si a € £, soit E, un fibré exceptionnel de pente a. Posons

A= AE), 7Ta=18Es), Ta= L2 I,=]a— e a+z.NQ.

«

1
On note P le polynome §(X2 +3X +2). Alors on a

Théoréme 1 : 1 — La famille (I,)ace est une partition de Q.
2 — L’application ¢ : Q — Q définie sur chaque intervalle I, par
o(p) = P(=[p—al) = Aq
possede la propriété suivante : pour tous entiers r,ci,co avec v > 1, la variété de modules
M(r,c1,co) est de dimension positive si et seulement si on a
&1

(=) < Ar,er,e9) .

r

3 — L’application § est la seule a posséder la propriété précédente.

Si M(r,cq,cy) est une variété de modules de dimension positive, il existe donc un fibré excep-
tionnel ' ~ E,, unique a isomorphisme pres, tel que

1

——a| < x4y .

r

On dit que ce fibré exceptionnel F' est associé a M (r, ¢y, ). On pose alors
c
h(M(r,cy,c2)) = r.ra(A(r, C1,C) — 5(71)) _

C’est un entier positif ou nul, qu’on appelle la hauteur de M (r, ¢y, cs).

On étudiera essentiellement ici les variétés de modules de hauteur nulle. Ce sont les plus simples
a étudier, et il semble qu’elles aient des propriétes bien particulieres.

Soit M (r,cy, ) une variété de modules de hauteur nulle. On supposera dans ce qui suit que

c
0 —2o < —<a(lecas @ < — < a+z, est dual du précédent).
r r

On distingue dans [3] des triplets particuliers de fibrés exceptionnels appelés triades. 11 existe
une telle triade, de la forme (F, G, E,). D’apres [3] il existe des entiers m, n positifs tels que tout
faisceau semi-stable F sur P, de rang r et de classes de Chern ¢y, ¢5 soit isomorphe au conoyau
d’un morphisme injectif (comme morphisme de faisceaux) £ @ C™ — G @ C" (cf. 2.2). Posons
q = dim(Hom(F, GQ)) (en fait ¢ = 3r,). Alors un morphisme comme le précédent provient d'une
application linéaire

f:C"®Hom(E,G)* — C" .

Si H, K sont des C-espaces vectoriels, on note L(H, K) le C-espace vectoriel des applications
linéaires de H dans K.

Soit N (g, m,n) (resp. Ng(q,m,n)) le quotient de 'ouvert des points semi-stables (resp. stables)
de 'espace projectif P(L(C™ & C?,C™)) par le groupe algébrique réductif SL(m) x SL(n). En
associant a V' l'application f on prouve le
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Théoréme 2 : [ existe un isomorphisme naturel M (r,cy,cs) =~ N(3ry, m,n) induisant un
isomorphisme entre les ouverts de points stables.

Ce résultat est démontré au chapitre 5. L’étude des variétés N(q, m,n) est 'objet du chapitre
4. On peut alors en déduire des propriétés des variétés de modules de hauteur nulle :

a) Suites de variétés de modules de hauteur nulle isomorphes — (chapitre 5, 8-). On
part du résultat suivant, démontré au chapitre 4 :

Théoréme 3 : [ existe un isomorphisme naturel N(q,m,n) ~ N(q,n,qn —m) induisant un
isomorphisme entre les ouverts de points stables.

Ceci permet, a ’aide du théoreme 2, de définir une autre variété de modules de hauteur nulle
M(r', ¢y, ) isomorphe & M (r, c1, ¢2), telle que
ch ¢
a—=2q < — < — < «.
r r
Elle est indépendante du choix de (E, G) (pourvu que (F,G, E,) soit une triade). On notera
M(r', ¢, cy) = AT (M(r,cy,c)) .

Ce procédé peut étre itéré et permet de définir les variétés de modules de hauteur nulle

ATP(M(r,cq,c2)) pour tout entier p > 0, toutes distinctes et isomorphes & M(r, ¢y, cz). La

suite des pentes des faisceaux correspondants converge vers a — z,. On dit que la variété de

modules M (r, c1, ¢2) est initiale s’il n’existe pas de variété de modules de hauteur nulle M” telle

que M(r,cq,c9) = AT(M"). Pour que M(r,cq,cy) soit initiale, on verra qu’il faut et il suffit
c

que o — << 37 Dans le cas général, il existe une unique variété de modules initiale M’
r r2

telle qu’il existe un entier p > 0 tel que M (r,c1,co) = ATP(M’). Des exemples de variétés de

modules isomorphes obtenues par ce moyen sont donnés en Appendice.

b) Recherche des variétés de modules de dimension donnée — (chapitre 6). On
s’intéresse maintenant aux variétés de modules de hauteur nulle dont les faisceaux correspon-
dants ont une pente comprise entre -1 et 0. Si M (r, ¢y, cy) est une d’entre elles, on a vu qu'il
en existe une infinité qui lui sont isomorphes. Cependant on a le

Théoreme 4 : Soit d un entier positif. Il existe au plus un nombre fini de variétés de modules
de hauteur nulle initiales de dimension d, et dont la pente des faisceauz correspondants est
comprise entre -1 et 0.

En ce qui concerne les variétés de modules de hauteur non nulle, on a le
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Théoreme 5 : Soit d un entier positif. Il existe au plus un nombre fini de variétés de modules
de hauteur non nulle de dimension d, et dont la pente des faisceauz correspondants est comprise
entre -1 et 0.

La démonstration des théoremes 4 et 5 fournira des algorithmes permettant de trouver toutes
les variétés de modules de dimension donnée. En Appendice on donne la liste de celles qui sont
de dimension au plus 10.

En se servant de la détermination des variétés de modules de dimension 2 on démontrera au
chapitre 6, C, le

Théoreme 6 : Soit M une variété de modules de faisceaux semi-stables sur Py, de dimension
positive, M l'ouvert des points stables de M. Alors, si M n’est pas isomorphe a Ps, M\ M, est
de codimension au moins 2.

Précisons que les démonstrations des théoremes 4 et 5 sont purement arithmétiques. En parti-
culier, celle du théoréme 4 repose sur I’étude de la formule donnant la dimension de N(q,m,n).

c) Groupe de Picard des variétés de modules de hauteur nulle — La description des
variétés de modules de hauteur nulle donnée par le théoreme 2 permet de prouver le

Théoréme 7 : Soit M une variété de modules de hauteur nulle, M° 'ouvert de ses points
lisses. Alors on a Pic(M°) ~ Z.

En fait, on a le méme résultat en remplagant M par N (g, m,n) (proposition 23, ceci est valable
pour tout ¢ > 3). Le théoreme 2 permet donc de conclure. Le théoréme 7 est completé dans
[4], ot on montre que toute variété de modules est localement factorielle. Donc le théoreme 7
donne en fait Pic(M). La particularité des variétés de modules de hauteur nulle est illustrée
par le fait que si M est une variété de modules de hauteur non nulle, on a Pic(M) ~ Z?* (cf.

2R

Je remercie J. Le Potier pour 'aide qu’il m’a apportée dans la réalisation de ce travail.

2. PRELIMINAIRES

2.1 — Rappels et formulaire. Soit £ un faisceau cohérent sur Py. On dit que E est semi-
stable (resp. stable) s'il est sans torsion et si pour tout sous-faisceau propre F' de E on a
w(E) > pu(F), et en cas d’égalité A(E) < A(F) (resp. <). Cette notion de stabilité est celle
de D. Gieseker [6] reprise par M. Maruyama [11].

Soit E' un faisceau cohérent sur P,. Le théoréeme de Riemann-Roch prend la forme suivante, si
rg(E) > 0:
X(E) = rg(E)(P(u(E)) — A(E)) .
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Si E, F sont des faisceaux cohérents sur Py, on pose
X(E,F) = ) (~1)'dim(Ext'(E, F)) .
0<i<2
On asi rg(E)rg(F)>0:
(B, F) = rg(E)xg(F)(P(u(F) — p(E)) — A(E) — A(F))

(proposition (1.1) de [3]).

Pour ¢ = 0,1, 2, on a un isomorphisme canonique

Ext!(E,F) ~ Ext>(F, E(-3))*

(proposition (1.2) de [5]).

2.2 — Fibrés exceptionnels (cf. [3] et [5]). Soit D I’ensemble des nombres rationnels di-
adiques. On définit dans [5] une bijection croissante e:D — €. Si (a, ) est un couple de
nombres rationnels tel que 3 4+ a — 3 # 0, on pose

a.ﬁ:a+ﬁ Aﬁ—Aa'
2 3+a—p
L’application € est définie de maniere unique par les relations

1 - On a €(n)=n pour tout entier n.

2p+1\  /p p+1 .
2—- Ona G(W) —e<§) .e( 57 ) pour tous entiers p, g avec q¢ > 1.

Si a est un élément de &, r, est le plus petit entier » > 0 tel que ra soit entier, et
1 1
A, = =|1——=] .
2 r2

Suite spectrale de Beilinson généralisée. On introduit dans [3] des triplets particuliers de fibrés
exceptionnels appelés triades. Ce sont les triplets (E, G, F') tels que u(E), u(G), u(F')) soit de

la forme (()Z,O(.B,ﬁ)a (5 —3706,()[./8) ou (Q./B,/B,O[+3>. avec « =¢ (%)7 /B =€ (p;]l)

Si (E,G, F) est une triade, le morphisme canonique de fibrés
ev': G — F ® Hom(G, F)*

est injectif et son conoyau est un fibré exceptionnel S. De méme, le morphisme canonique de
fibrés
ev: FE®@Hom(E,G) — G

est surjectif, et son noyau est isomorphe a S(—3). On a des isomorphismes
Hom(E,G) ~ Hom(S, E(3))", Hom(G, F) ~ Hom(F,S)" ,

d’ou on déduit une résolution de la diagonale A de Py x P,

0—=EXRE*(—3) — GRS —= FRF* — "¢ . 0, .
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Soit V' un faisceau cohérent sur P,. On déduit de la résolution précédente une suite spectrale
EP1 de faisceaux cohérents sur Py, convergeant vers V' en degré 0 et vers 0 en tout autre degré,
de terme E,

EYT = B, @ HY(V®F) ,
avec E,Q = E, F,Q = E*(—3), E*l = G, F,l = S*, EO = F, FO = F*7 et E,L = Fl =0 si
1# 0,—1,—2. On en déduit un complexe associé a V :

E®Ext'(V, B) 2 G @ Ext!(S,V) 2% F @ Ext'(F, V),

(avec Ay =d;*', By =d;""). Si Hom(F,V)=Hom(V,E)=0, la suite spectrale est
dégénérée, donc le morphisme de faisceaux Ay est injectif, By est surjectif, et ker(By)/im(Ay)
est isomorphe a V.

On utilisera les propriétés suivantes : les morphismes canoniques
S ®Hom(S, F) — F, Hom(F,E(3)) — E(3)
sont surjectifs et on a les égalités
X(G, F) =3rg(E), x(F,G) =0, x(E,F) = 3rg(5), x(F, E) =0,
rg(E)* +1g(S)* + rg(F)* = 31g(E) rg(S) 1g(F), 18(G) + r8(S) = 31g(E) rg(F),
dim(Hom(FE, G)) = 3rg(F), dim(Hom(E, F)) = 3rg(S), dim(Hom(G, F)) = 3rg(E).

Stabilité. Soient «, § € £, avec o < . Alors, pour tout point x de Py, le morphisme canonique
evy : By, ® Hom(E,, Eg) — Ejs,
possede la propriété suivante : si H est un sous-espace vectoriel de E,, , et si
K =ev,(H ® Hom(E,, E3)), on a
dim(H) < dim(K)

— Y

Ta 7“5

I'inégalité étant stricte si H est propre. On verra dans le chapitre 4 que cela signifie que ev,
est stable sous l'action de SL(E, ;) x SL(Epg,) (cf. 2.4).

2.3 — Complexes. Soit . .
K: o . — K — KT — ...
un complexe fini de morphismes de faisceaux cohérents sur Po. On définit comme dans [5] :

rg(K*) = (=1)'rg(K"), a(K*) =) (=1)eri(K), x(K*) =) (=1)'x(K"),

et pu(K®) = C; :> si rg(K*) # 0.

Si K'* est un autre complexe fini, on pose ¢;(K*, K'*) = c¢;(Hom®*(K*, K'*)). Si V est un
faisceau cohérent sur Py, on notera aussi V' le complexe égal a V' en degré 0 et a 0 en tous les
autres degrés.

On s’intéresse a des complexes particuliers, du type

K':0—FExC" —GC"—FClr—0,
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(E,G, F) étant une triade (le terme G @ C" étant en degré 0). Soit S le fibré exceptionnel
conoyau du morphisme canonique ev* : G — F ® Hom(G, F))*. On a alors le

Lemme 8 : On a ¢ (F,K*) =rg(S)m —rg(E)n, c1(E, K*) = rg(F)n — rg(S)p, et
(G, K*) = rg(F)m —rg(E)p.

Démonstration. Puisque ¢ (F ® F*) = ¢)(F® E*) = ¢1(G ® G*) =0, il suffit de prouver les
égalités ¢ (F,G) = —rg(E), a1(G, E) = —rg(F), c1(F, E) = —rg(S). Démontrons la premiére.
On a x(F,G)=0 d’apres 2-, donc d’apres 1-, on a x(G,F) = =3¢ (F,G). 1l suffit donc
d’utiliser le fait que d’apres 2- on a x(G, F) = 3rg(FE). Les démonstrations des deux autres
égalités sont analogues. Ceci démontre le lemme 8. ([l

Lemme 9 : Soient m, n des entiers positifs, et
K*: E®C"—2~GoCr
un compleze de rang r > 0. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

m _ rg(E)
(1) $F<E§ rg(S) ’

< p(K*) < p(F)

rg(E)n — rg(S)m

Dé tration. On a d’apres le 1 8, uw(F)—p(K*) = d
émonstration. On a d’apres le emrze , W(F) — u(K*®) ra(Fr , donc
u(K*®) < u(F) équivaut a % < ii((S))

TR rg(E)n —rg(S)m
rg(F) rg(G)n — rg(E)m
m rg(£)

L'inégalité p(F) — pu(K*®) < < xp, c’est & dire

équivaut a

E(rg(E)xF —1g(9)) <rg(G)xp —rg(E). Ona xp < 12(9)’ car
(), reE) | (w(F))
(5@) g+ (5m) <0
, N , o TF .. . m rg(E) - Tg(G)wF
d’apres 2-. Il en découle que u(F) — u(K*®) < ra(F) équivaut a > 12 (5) —ra(B)zy’ car

rg(G) +rg(S) = 3rg(E) rg(F) d’apres 2-. Ceci achéve la démonstration du lemme 9.

Lemme 10 : Soient

K: 0—=E®C"2-GoC" L2~ FeCr—0,

K*: 0—=EoCc” 2. geoc” ZoFroc? —0,
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des complexes, les morphismes de faisceaur A, A’ étant injectifs, B, B’ surjectifs, et soient
V =ker(B)/im(A), V' =ker(B’)/im(A"). Alors on a des isomorphismes canoniques

H(Hom*(K*, K'*)) ~ Ext!(V,V") .

Démonstration. La démonstration est analogue a celle du lemme 23 de [10]. On considere la
suite spectrale de terme FE,

EYY = HP(HY(Py, Hom®(K*,K'%)))

d’aboutissement HP*4(V,V’)). Ona Ey? =0 pour q# 0 : ceci découle du fait que d’apres
[3] et [5] on a Ext'(C,C") =0 pour ¢ > 0, chaque fois que C est I'un des fibrés E, G, F, ainsi
que C'. La suite spectrale dégénere donc et donne le lemme 10. ([l

2.4 — Géométrie invariante. (cf. Mumford-Fogarty [12], Newstead [13]).

Soit X une vaxiété algébrique sur laquelle opere un groupe algébrique réductif G. Un bon
quotient de X par GG est un morphisme de variétés algébriques 7 : X — M tel que

1) 7 est surjectif et affine.

2) Si U est un ouvert affine de M, on a Oy (U)) = Ox (7 1(U))%, Ox(7=1(U))% désignant
I'espace des sections G-invariantes de Ox sur 7 H(U).

3) Si Wiy, Wy sont des fermés disjoints G-invariants de X, w(W;) et m(Ws) sont des fermés
disjoints de M.

Le morphisme 7 possede alors la propriété universelle suivante : si ¢ : X — Y est un mor-
phisme G-invariant de variétés algébriques, il existe un unique morphisme ¢’ : M — Y tel que
¢ = ¢ om. On en déduit I'unicité de M et 7 a isomorphisme pres. Notation : M = XJ/G.

Si X est integre (resp. normale); M Dest aussi. On dit que 7 est un quotient géométrique si
ses fibres sont les orbites de X, et si la dimension de ces orbites est celle de G.

On appelle linéarisation de 'action de G sur X la donnée d'une immersion fermée X — P, et
d’une action de G sur P, définie par une representation G — GL(n + 1) induisant l’action de
G sur X.

On suppose dans tout ce ce qui suit que l'action de G sur X est linéarisée et on pose
Ly = Op,(1)x. On dit qu'un point x de X est, relativement a cette linéarisation, semi-stable
s'il existe un entier p > 0 et une section G-invariante u de Lj), telle que u(x) # 0. Le point z est
dit stable si de plus on a dim(Gz) = dim(G), s’il existe une section u comme précédemment et
qu’en plus I'action de G sur l'ouvert X, des points ot u ne s’annule pas soit fermée (c’est a dire
que les orbites des points fermés de X soient fermées dans X,,). Soit X** (resp. X?*) 'ensemble
des points semi-stables (resp. stables) de X. Ce sont des ouverts de X, qui peuvent étre vides.
On a alors le

Théoréme 11 : a) Il existe un bon quotient f: X* — M, et M est une variété projective.

b) L’ensemble f(X*®) = M, est un ouvert de M, et la restriction de f:X®— My est un
quotient géométrique.
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c) Sixy,xe sont des points fermés de X°°, on a f(x1) = f(xa) si et seulement si
GriNGroN X #£ (.

Si x est un point fermé de X*°, x est stable si et seulement si dim(Gz) = dim(G) et si Gz
est fermé dans X*°.

Nous utiliserons un critere numérique pour déterminer X*° et X* dans les cas concrets. On
appelle sous-groupe a un parametre de G un morphisme de groupes non trivial ¢:C* — G.
On peut montrer qu’il existe une base (e, ..., e,) de C*"™! et des entiers rg,...,r, tels que
ro < --- <1y, et que pour tout ¢ dans C* on ait ¢(t)(e;) = t"e; pour 0 <i < n.

Soient z un point de X et xy,...,z, les composantes dans la base (e, ..., e,) d'un point T de
C™*! au dessus de 2. On pose

p(x,c) = Max({—r;;x; #0}) .
C’est aussi le plus petit entier i tel que le morphisme
(c* Cn+1
t——tre(t)T

soit prolongeable en un morphisme C* — C"*!. On a alors le

Théoréme 12 : Un point x de X est semi-stable (resp. stable) si et seulement si pour tout
sous-groupe a un parameétre ¢ de G on a p(zx,c) >0 (resp. > 0).

2.5 — Groupe de Picard d’un quotient. Le résultat suivant provient de [9] (prop. 4) :

Proposition 13 : Soit G un groupe algébrique réductif connexe opérant librement sur
une variété algébrique lisse irréductible X. On suppose qu’il existe un quotient géométrique
m: X — M. Alors on a une suite exacte de groupes

0 —— O (M) == O*(X) —2= Mor(G, O* (X)) — Pic(M) —~ Pic(X).

Le groupe Mor(G,O0*(X)) est celui des morphismes croisés, c’est a dire des morphismes
X:Gx X —C* tels quon ait, pour tous g, € G, v € X, x(9¢,x) = x(g9,9')x(d, ).
Le morphisme ¢ associe a la fonction réguliere inversible f le morphisme croisé défini par

o(f)(g,x) = % D’un morphisme croisé x on déduit un G-fibré en droites L sur X, dont
x
le fibré en droites sous-jacent est le fibré trivial, I'action de G étant

G x (X xC) X xC

(g, (x,1)) —— (g2, x(g, 2)t).

Il existe alors un quotient géométrique L/G, qui est un fibré en droites algébrique sur M. C’est

().
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Soit A un caractere de G. On peut le voir comme un morphisme croisé x(g,x) = A(g)). Donc
le groupe Char(G) des caracteres de G est un sous-groupe de Mor(G, O*(X)).

Proposition 14 : On suppose que toute fonction réguliere inversible sur G est le produit d’une
constante par un caractére. Alors on a Mor(G,0*(X)) = Char(G).

Démonstration. Soit x un morphisme croisé. Alors pour tout point z de X il existe un caractere
A; de G et un scalaire a, tels que x(g,z) = a,\.(g) pour tout g € G. On a, pour tous g,¢' € G
etxe X
aa:)\x(gg,) = X(gg,,l’) = X(gmg/x)X(g/a ZL‘) = ag’x)\g’x(g)az)\x(g/) )

d’ott on déduit A;(9) = agaAgy(g9). En faisant g =e (I'élément neutre de G), on voit
que ag, =1, donc a, =1 pour tout z € X. Maintenant remarquons que Char(G) est au
plus dénombrable (prop. 10.7 de [2]), donc pour tout g € G la fonction réguliere sur X,
x+— x(g,2) = A\z(g), prend au plus une quantité dénombrable de valeurs, donc est constante.
Donc A, est indépendant de z, ce qui démontre la proposition 14. O

3. CONDITIONS D’EXISTENCE DES FAISCEAUX STABLES

On démontre ici le théoreme 1. Soit p un nombre rationnel. 1l faut d’abord trouver un v dans
E tel que p €]y —xy,v+x,[. Soit r le dénominateur de p, c’est a dire le plus petit entier
n > 0 tel que nu soit entier. D’apres [5], il existe des éléments «, 8 de & tels que o < p < G,
re <1, 75 <7, et que |, O] ne contienne aucun A € € tel que ry, < r. D’apres le lemme (5.7)

1
de [0] il existe des entiers p, g avec ¢ > 0, tels que a =€ (%), B=c¢ <%) Ona a.f#pu
et rqpg >, donc
1 1
lw—a.pl > > 5.
TTa.8 To s

On a a < a.f < B, donc il suffit de prouver que

1 1
(x) af——5— < a+m,, B-rg<af+—5—.
Ta.,B ra.,B

1
On prendra alors v =a si p < a.f et v = si p > «a.f. Les équations Pla— X)=A, + 5

1
et P(X —05)=Az+ 3 ont chacune une solution, respectivement t',t”, avec o <t < «a.f3,

a.f <t"<p. Onaen fait t’ = a+x,, t" = — x5 (cf. figure ci-dessous, ou on a représenté

1 1
les deux courbes d’équations P(a— X) = A, + 3 et P(X —8)=As+ 5)
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o OFXq o.p P—xp p

D’apres la démonstration de la proposition (5.4) de [5], on a

1
B-t < t |t —a.p < ,

inégalités d’out on déduit (*).
Il faut maintenant montrer que les intervalles I, sont deux a deux disjoints. Soient ag, By € &,
avec ap < 5. On peut écrire ap=c¢€ (%), Bo=¢€ (]%qk), avec p,q,k entiers, ¢ <0,
2p+1

k?>0 Ona, si AZE(W

), X(E\, E.) =0 d’apres 2.2, donc le point de coordonnées

(A, Ay) se trouve sur la parabole d’équation P(ag — X) — A,, =Y, et comme Ay < ) ona
2p+2k —1
2q+1
a o+ Tay < Bo — g, ce qui prouve que I,, et Ig, sont disjoints. Ceci démontre la premiere

partie du théoreme 1.

A > o+ T, Deméme, si v =¢€ ( ), ona v < 3y —xg,. Donc, puisque A < v, on

Prouvons maintenant la seconde partie du théoreme 1, c’est a dire que si r, ¢, ¢o sont des entiers,
. 1 iz . . .y .
avec r > 1, et si p= — € I,, la variété de modules M(r, c1, c2) est de dimension positive si et
T

seulement si

(%) A(r,c1,02) > P(—|p—al) — A, .
D’apres le théoreme C de [5], M (7, ¢1, ¢2) est de dimension positive si et seulement si la propriété
suivante est vérifiée :

() pour tout 5 € € tel que | —f| <lona A(r,c,c) > P(—|lpu—p8]) —Ap .

Puisque x, < 1, il est clair d’apres (C) que si dim(M (r, c1,c2)) > 0, I'inégalité (xx) est vérifiée.
Réciproquement, supposons que () soit vraie. 1l faut montrer que (C) est satisfaite. L’inégalité

1
(x%) implique A(r, ¢1,¢2) > 3" I1 suffit donc de prouver que si 5 est un élément de £ distinct
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1
de a tel que |[p—p|<1l,ona P(—|p—p|)—As< 7 Cela découle du fait que le lieu des

1
x€lp—1,pu+1[ tels que P(—|z—B|) — A > 5 est précisément IzN|p — 1, + 1[, qui ne
rencontre pas /.

Démontrons maintenant la troisieme partie du théoreme 1. Soit ¢’ : Q — R une autre fonction
possédant la méme propriété que o, c’est a dire que si r, cq, co sont des entiers, avec r > 1, la
S . . " . . ;1 C1 .
variété M (r,cy1,co) est de dimension positive si et seulement si A(r, ¢y, ce) > §'(—). Soient

r
1€ Q, et >0 un entier tel que ru soit entier. Il existe un entier ¢y tel que, si ¢; = ru, on

ait dim(M (r,c1,c2)) > 0, tandis que M (r, ¢y, co — 1) soit vide ou fini. Alors les nombres §(1)
et §'(u) sont compris entre A(r, ¢y, co — 1) et A(r, ¢, ¢2). Donc

Y

1
[0(k) = 0"(W)| < Alryer,e2) = Alrerep = 1) =
et comme r peut étre choisi arbitrairement grand, on a d(u) =0'(n). Ceci acheve la
démonstration du théoreme 1.

4. MODULES DE KRONECKER

4.1 — Modules de Kronecker semi-stables. Soient Hy, L, H; des C-espaces vectoriels
de dimension finie, avec dim(L) > 3. Soit W = L(Hy® L, Hy), sur lequel agit le groupe
algébrique réductif Gy = (GL(Hy) x GL(H;))/C* de la fagon suivante :

G()XW wW

((91,92), f) —=ga0 fogi".

On déduit de ce qui précede une action de SL(Hy) x SL(H;) sur P(W), munie d’une
linéarisation évidente. Suivant Hulek ([8]) les éléments de W seront appelés L-modules de
Kronecker, ou s’il n'y a pas d’ambiguité, modules de Kronecker. Un module de Kronecker non
nul sera dit semi-stable (resp. stable) si son image dans P(WW) l'est (cf. 2.4). Soit W** (resp.
W#) Pouvert de W constitué des modules de Kronecker semi-stables (resp. stables).

Proposition 15 :  Soit 7: Hy® L — H; un module de Kronecker non nul. Alors T est
semi-stable (resp. stable) si et seulement si pour tous sous-espaces vectoriels Hj, Hy de Hy, Hy
respectivement, tels que Hy # {0}, H, # Hy, et T(H, ® L) C Hy, on a
dim(Hjy) < dim(H,)
dim(H}) — dim(H)

(resp. >) .

(cf. proposition 3.2.3 de [§]).

Démonstration. Posons m = dim(Hy), n = dim(H;). On supposera que m < n (le cas m >n
étant analogue et le cas m = n ayant été traité par Hulek). Un sous-groupe a un parametre ¢
de SL(Hy) x SL(H;) est constitué de deux morphismes de groupes ¢; : C* — SL(H;), i =0, 1,
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dont un au moins est non trivial. Relativement a des bases convenables de Hy, H; on peut
écrire

T 0 e 0 tr 0 ... 0
0 " 0 0 ¢ 0

C1 (t) = . . . . s Cy (t) = . . . . s
0 0 - t 0 0 ... ¢

les 7, s; étant des entiers tels que
m<-<rm, $1<--<s8,, Mm+-F+rp=85+-+5,=0.
On peut voir 7 comme un matrice (¢;;) d’éléments de L*. On a alors
ule,Cr) = max({—ri — 5365 7 0})
Supposons que (¢, Cr) < 0 (resp. < 0). Alors on a
ri+s; <0 (resp. < 0) = ¢;; =0.

Il faut montrer qu’il existe des entiers ig, jo tels que 1 < iy < m, 1 < jo < n, nig > m(n — jo)
(resp. >) et r;, +sj, < 0 (resp. <). Le cas ou tous les s; sont nuls étant trivial, on supposera
que ce n’est pas le cas. Pour tout nombre réel x, on note [z| la partie entiere de x. Alors on a

ni >m(n—j) < j> [%(m—z)} (resp. ni > m(n—j) <= —j < [—%(m—z)}) .

I1 suffit donc de montrer que

Z(m + S[%(m_i)]_H) < 0 (resp. Z(rl + s_[_%(m_i)]) < 0).
i=1 =1
Puisque la somme des r; est nulle, il suffit de prouver que

ameopn < O (P D s aguy) < 0)-
=1 i=1

La suite (s;) est une combinaison linéaire a coefficients rationnels positifs de suites (s’) de la

forme
si=-ssi j<n—s, si=n—ss j>n—s,
s étant un entier tel que 0 < s < n. Il suffit donc de prouver les inégalités précédentes avec (s)

a la place de (s;). On a
[%(m—z)} +1<n—s < i> [%s]
. <resp. —[—%(m—z’)]Zn—s—l—l = i<—[—ms]) :
onc
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Réciproquement, supposons qu’il existe des sous-espaces vectoriels H|,, H| de Hy, H; respec-
tivement, tels que Hj # {0}, 7(Hy® L) C H{ et dim(Hj)n — dim(H;)m > 0 (resp. > 0).
Soient (ey,...,en) une base de Hy, (fi,..., fn) une base de Hy, telles que si m' = dim(H)),
n' = dim(H}), (e1,...,emn) (resp. (fi,..., fur)) soit une base de H{ (resp. Hj). Soit ¢ le
sous-groupe a un parametre de G, défini dans les bases (e;), (f;) par les suites

ri = —n(m-m') st i<m,
= nm' sii>m,
s;i = —mn' si j<n-n",
= mn—n') si j>n—n'.
Alors on a
ri+s; = mn—mn st i>m'j<n-n"oui<m',j>n-n",
= —mn+mn—mn st i<m,j<n-n",
= mn—mn' +mn st i>m' j>n—n".
Ona ¢;=0s1i<m/, j<n-—n/, et comme m'n—mn >0 (resp. >0)ona 7,+s;>0

(resp. >0) si ¢;; #0. Donc p(c,Cr) <0 (resp. <0). Ceci acheve la démonstration de la
proposition 15. 0

On pose N(L, Hy, Hy) = W** |Gy, Ny(L, Hy, Hy) = W* /Gy, qui est un ouvert de N (L, Hy, Hy).
En fait ces quotients ne dépendent a isomorphisme pres que des dimensions de L, Hy, H;. Si
m = dim(Hy), n = dim(H; ), ¢ = dim(L), on notera plus simplement

N(q,m,n) = N(L, Hy, Hy), Ns(q,m,n) = N4(L, Hy, Hy).

On appelle morphisme d’'un module de Kronecker t: Hy ® L — H; dans un autre
t': H ® L — Hj un couple (fo, f1) d’applications linéaires, fo : Hy — Hy, f1: Hy — Hj, tel
que frot=1to(fo® Iy). On dit que (fo, f1) est un isomorphisme si fy et fi sont bijectives.

On appelle sous-module de Kronecker de t un module de Kronecker ¢”: Hj ® L — H{ , H{
(resp. HY) étant un sous-espace vectoriel de Hy (resp. Hy) tel que ¢(Hj ® L) C Hy, t" étant
la restriction de ¢. On définit de méme un module de Kronecker quotient de t. Le noyau (resp.
conoyau) de (fo, f1) est le sous-module de Kronecker (resp. module de Kronecker quotient) de

t, ker(fo) ® L — ker(f;) (resp. coker(fy) ® L — coker(f1)).

Soit © un nombre rationnel positif. Avec les notions précédentes, il est immédiat que les modules
de Kronecker semi-stables Hy ® L — Hy, L étant fixe, Hy, H, variables mais astreints a la
condition dim(Hy) = pdim(H;), constituent une catégorie abélienne artinienne et noetherienne
notée Cr,. On peut donc définir pour tout module de Kronecker semi-stable ¢ le gradué de
t, noté Gr(t), qui est la classe d’isomorphisme d’une somme directe de modules de Kronecker
stables. Soient m:W?® — N(L, Hy, H;) le morphisme quotient, ¢t un point de W**. Alors
7 1(m(t)) est constitué des modules de Kronecker semi-stables Hy ® L — H; ayant le méme
gradué que t.
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4.2 — Périodicité. Soit t: Hy® L — H; un module de Kronecker non nul. On suppose que
Hy et Hy sont non nuls et que

1 dim(H,)
dim(L) ~ dim(H,)

< dim(L) .

Lemme 16 : Sit est semi-stable, I'application t est surjective.

Démonstration. Soit H] I'image de t, supposée distincte de H;. Alors on a t(Hy® L) C H] et
dim(HY) _ dim(H;)
dim(H,) dim(H,) ’

ce qui contredit la semi-stabilité de t d’apres la proposition 15. Ceci démontre le lemme 16. [

On note A(t) le L*-module de Kronecker ker(t) ® L* — Hy restriction de I’application canon-
ique (Ho® L) ® L* — H,.

Si t': H)® L — Hj est un sous-module de Kronecker de ¢, on pose
m(t,t) = dim(H])dim(Hy) — dim(H}) dim(H,)

Alors t est semi-stable (resp. stable) si et seulement si, pour tout sous-module de Kronecker
t': H,® L — Hj det, avec Hy # {0}, H} # Hy, on am(t',t) > 0 (resp. > 0).

Proposition 17 : Soit t: Hy® L — H; un module de Kronecker surjectif. Alors A(t) est
semi-stable (resp. stable) si et seulement sit [est.

Démonstration. Soient t': Hj® L — Hj un sous-module de Kronecker de ¢, et
K =ker(t)N(Hy® L). Alorson a A(t)(K ® L*) C H|. Soit ty: K ® L* — H{ la restriction
de A(t). On a dim(K) > dim(H)) dim(L) — dim(H]), donc
m(to, A(t)) = dim(H})dim(ker(t)) — dim(K) dim(H)
< dim(H;)dim(Hy) — dim(H;) dim(Hy) = m(t', t).

Supposons ¢t non semi-stable (resp. non stable). Alors on peut choisir ¢’ de telle sorte que
m(t',t) <0 (resp. <0), et H # Hy;. On a H) # Hy, car sinon H| = H;, t étant surjectif.
Donc A(t) n’est pas semi-stable (resp. stable).

Réciproquement, soit ¢y : Ky ® L* — H{ un sous-module de Kronecker de A(t). On pose
H! =t(H]{ ® L). Alors on a dim(H]) < dim(L)dim(H{) — dim(Ky), car Ky C ker(t). Soit
t": Hl ® L — H{ la restriction de t. Alors on a
m(t",t) = dim(H?)dim(Hy) — dim(H) dim(H,)
< dim(Hy) dim(ker(t)) — dim(Hp) dim(Kp) = m(to, A(t)).
On en déduit comme précédemment que si A(t) n’est pas semi-stable (resp. stable), ¢ ne 'est
pas. Ceci acheve la démonstration de la proposition 17. 0
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Soit t: Hy® L — H; un module de Kronecker, et ¢: Hy — L* ® H; Dapplication linéaire
déduite de t.

Lemme 18 : Sit est semi-stable, 'application t est injective.

(La démonstration est analogue & celle du lemme 16).
On note B(t) le L*-module de Kronecker H; ® L* — coker(t) (Papplication quotient).

Lemme 19 : a) Soit t un module de Kronecker surjectif. Alors Uapplication A(t) est injective,
et B(A(t)) est isomorphe a t.

b) Soit t un module de Kronecker tel que t soit injective. Alors B(t) est surjectif, et A(B(t))
est isomorphe a t.

Démonstration. On ne démontrera que a), b) étant analogue. L’application A(t) n’est autre que

I'inclusion ker(t) — Hy ® L, et I'isomorphisme coker(A(t)) ~ H; découlant de la surjectivité
de t identifie B(A(t)) et t. Ceci démontre le lemme 19. O

On en déduit avec la proposition 17 la

Proposition 20 : Soit t un module de Kronecker tel que t soit infective. Alors B(t) est
semi-stable (resp. stable) si et seulement sit ['est.

Sur W** existe un module de Kronecker universel : c¢’est le morphisme de fibrés vectoriels sur
WSS
T0®H0®L—>O®H1
qui, en tout point ¢ de W*° est egal a t. Ce morphisme est surjectif d’apres le lemme 16. Son
noyau Fjy est un fibré vectoriel sur W**. Soit K un C-espace vectoriel tel que dim(K) = rg(Ep).
Soit ¢ un point de W#*. Il existe un voisinage U de ¢, et une trivialisation ¢ : Oy ® K ~ Ey| U.
On définit un morphisme
Fp :U — N(L*, K, Hy)

en associant au point ¢t de U le module de Kronecker A(t) o (®; ® I1+). Ce morphisme étant
indépendant de la trivialisation ®, les différents morphismes de ce type se recollent et définissent
F: W% — N(L*, K, Hy). Ce morphisme est G-invariant, donc on en déduit par passage au
quotient

f:N(L,Hy,H) —» N(L*, K, Hyp) .
En utilisant 'opérateur B on définit de méme un morphisme

g: N(L*,K,Hy) — N(L,Hy, Hy) .

En fait f et g sont inverses I'un de 'autre d’apres le lemme 19. On en déduit la

Proposition 21 : Si gm —n >0, on a un isomorphisme N(q,m,n) ~ N(q,gqm —n,m),
induisant un isomorphisme Ng(q,m,n) ~ Ng(q,qm — n,m).
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1
Soit x, = §(CI —+/¢* —4) la solution inférieure & 1 de I’équation X? —¢X + 1 = 0.

Si N,(q,m,n) est non vide, sa dimension est égale & gmn —m? —n? + 1, donc si

dim(N,(¢,m,n)) > 0 on a gmn —m? —n? > 0, ce qui entraine que

m 1
Ty < — < —.

n Lq

Les inégalités sont strictes car x, est irrationnel. On peut montrer que la réciproque est vraie,
c’est a dire que si m, n sont des entiers positifs satisfaisant aux inégalités précédentes, la variété
Ns(q, m,n) est de dimension positive (on n’utilisera pas cette propriété par la suite), et que pour
tous m, n positifs, si dim(N(q,m,n)) > 0, alors N(q,m,n) # (). Ces inégalités entrainent
aussi que gm — n > 0, ce qui acheve la démonstration du théoreme 3.

Soient my, ny des entiers positifs tels que =z, < ~0 « = On définit m;,n; pour tout entier ¢
Un Ty

par les relations
Miy1 = Ny, Nip1 = g1 — My -

. my; . , . . m_;
la suite (—) est strictement décroissante et converge vers z,, et la suite ( ) est
n; i
i>0 >0

1

strictement croissante et converge vers —. Toutes les variétés N(q, m;, n;) sont isomorphes a
Lq

N(Qu Mo, nO) :

4.3 — Dualité.
Proposition 22 : On a un isomorphisme canonique N(q,m,n) >~ N(q,n,m), induisant un
isomorphisme Ng(q,m,n) ~ Ny(q,n,m).

Ces isomorphismes proviennent simplement de I'isomorphisme canonique

4.4 — Groupe de Picard. Soient m, n des entiers tels que dim((N(g,m,n)) > 0, N°(q,m,n)
I'ouvert des points lisses de N (g, m,n). Il contient N(g,m,n).

Proposition 23 : On a Pic(N%q,m,n)) ~ Z.
Pour le démontrer on utilisera les résultats de 2.5. Le groupe G, vérifie les hypotheses de la
proposition 14. On a donc Mor(Gg, O*(Ns(q,m,n))) ~ Char(Gg) ~ Z. D’apres la proposition
13 on a une suite exacte

O*(W?*) — Z — Pic(Ns(q,m,n)) — Pic(W?) .
Il suffit donc qu’on aie O*(W?*) = C*, Pic(W?) = 0 et codimy(gm.n) (NN (g, m,n)\Ns(q, m,n) > 2
pour que Pic(N°(g,m,n)) ~Z. Soit Z = L(Hy® L,H;)\W?*. Pour que les égalités et
I'inégalité précédentes soient satisfaites, il suffit que Z soit de codimension au moins 2 dans
W - L(HO ® L, Hl)
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Lemme 24 : Soient z, 2’ les solutions de l'équation 2X? —qgX +1 =0, avec z < 2'. Alors,
. m / . \ / m .
si z< — <2, ousim=#2 dans le cas ot 2’ = —, on a codim(Z) > 2.
n n
émonstration. Soit S 'ensemble des couples (p, k) d’entiers tels que 0 < p <m, 0 < k < n,

Démon
p m
~=>—.85 t
k: - olen

{0y =H)CcH;C---CH"=H,, {0}=H)CH C---CH=H,

des filtrations de Hy, H; par des sous-espaoes vectoriels avec dim(Hj) =i et dim(H?) = j.
Pour tout (p,k) € S, soit Y, l'espace vectoriel des modules de Kronecker ¢: Hy® L — H;
tels que t(HY®L)C Hf. On a dim(Yy) = q(pk +n(m —p)), donc, en utilisant le
fait que le sous-groupe de Gy envoyant H) (resp. HF) sur lui-méme est de dimension
p?> +m(m —p) +k*+ k(n — k) — 1, on obtient

dim(GoYyr) < q(pk +n(m —p)) +m? +n* —p* —m(m —p) — k* —n(n — k) .

D’ou codimyy (GoYyr) > qnp — qpk + p* + k* — mp — nk. Posons
h(p.k) = qnp — qpk + p* + k* — mp — nk.

On a k< s <gqp, dou p, k) =2k —qp—n <0, donc h(p,k) est une fonction
n

o
Ok n
décroissante de k (p étant fixé et (p, k) dans S). Posons f(X)=—X?+¢X — 1, et ky= ];n

de telle sorte que k < kg si (p, k) € S. Alors on a
2

hp ko) = ~plm —p)f(=) .

n

3

2
Puisque <z, ona f( ) > <@> , donc h(p, ko) > p(m — p). Montrons maintenant
n n

m
2 < —

n

que h(p, k) > 2.

donc h(m, k) > 2. Supposons maintenant que p < m. Alors m > 2. On a
/

h(p,k) > h(p, ko) > p(m —p) > m — 1, avec une inégalité stricte si 2’ # M osi o= T, on a
n n
m # 2 par hypothese, donc m — 1 > 2. Dans tous les cas on a donc h(p, k) > 2.

On a donc montré que codimy (GoYyx) > 2, et comme Z est la réunion des Y, qui sont en
nombre fini, on a codimy (Z) > 2. Ceci démontre le lemme 24. O

On va montrer qu’on peut presque toujours se ramener au cas ou les hypotheses du lemme 24
sont satisfaites.

1
D’apres la proposition 21, pour tout nombre réel z tel que z, < x < — il existe des entiers
Lq
/
< — < z. On va montrer
q—1T n’

m’,n’ tels que Ny(q, m',n’) soit isomorphe a Ny(q, m,n) et que

1
que x, <z <z <— et

;2> 2 Les premieres inégalités sont immédiates, car si y = z
T q—z
q
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ouz,ona y>—qy+1=—y*<0. Dautre part. on a z < 2_q’ puisque

9
3\ 3 e
2( =) —g—+1 = <0
(2(]) T " 2 T

1
car ¢ > 3. Donc, puisque 22’ = 3 on a

- > z. Remarquons qu’on a égalité si et seulement
siq=3. =
On pent donc supposer que z < m < 7/, les inégalités étant strictes si ¢ # 3. Si ¢ # 3 on déduit
la proposition 23 du lemme 24. élupposons que ¢ = 3. Dans ce cas la proposition 23 est vraie
sauf peut-étre si m_ 2" et m = 2. Dans ce cas on a (m,n) = (2,2) et la proposition 23 découle

n
du

Lemme 25 : On a un isomorphisme N (3,2,2) ~ P;.

Ce résultat sera démontré dans 5.7.

5. MODULES DE KRONECKER ET FAISCEAUX SEMI-STABLES

5.1 — Variétés de modules de hauteur nulle. Soit M(r, ¢, c2) une variété de modules de

faisceaux semi-stables sur Py, de dimension positive. Soit F' = E, le fibré exceptionnel associé
c

A M(r,cy,c5), cest & dire que a est Punique élément de & tel que | — o] < xq, avec p = —.

On a donc 6(u) = P(—|p —a|) — Ay < A(r,cq,¢2). SiV est un faisceau semi-stable de rang r
et de classes de Chern ¢y, co, le nombre rationnel

hM(r,c1,62)) = 17a(A(r, c1,¢9) = 5(1))
est égal a —x(V, E,) ou a —x(E,,V), d’apres 2. C’est donc un entier, qu'on appelle la hauteur
de M (r,cq,c3).

La variété M(r,cq, c2) est done de hauteur nulle si et seulement si on a A(r, 1, ) = d(p).

5.2 — Module de Kronecker associé a un faisceau. On utilise ici les résultats de 2.2.

Soit M (r, ¢, c2) une variété de modules de hauteur nulle, de fibré exceptionnel associé F' = E,,.

Soient (£, G, F') une triade, V' un faisceau cohérent semi-stable de rang r et de classes de Chern

¢1, ¢3. Soit S le conoyau du morphisme canonique injectif de fibrés G — F ® Hom(G, F)*.
c

On suppose que = - <a. Alors les entiers m = —Xx(V, E), n=—x(S,V) sont positifs
r

et indépendants du choix de V', et V' est isomorphe au conoyau d’un morphisme injectif de
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faisceaux, canoniquement associé a V'
Ay E®Ext'(V, E)* G @ Ext!(S,V)
Ex®Cm GoCr

Cela découle du fait que le troisieme terme de la monade (Ay,By) dont la cohomologie
est isomorphe & V d’aprés 2.2 est nul : Ext'(F,V) = {0} car x(F,V) =0 (ceci équivaut a
() = A(r,c1,¢2)). On déduit de Ay un Hom(F, G)*-module de Kronecker

ty : Ext'(V, E)* ® Hom(E, G)* — Ext!(S, V)

- :

C™ ® Hom(F, G)* cn

Réciproquement, tout module de Kronecker ¢ : C™ ® Hom(E, G)* — C™ definit un morphisme
de faisceaux a;: FE® C™ — G ® C", dont le conoyau sera noté V;. On notera de la méme
facon a; et le complexe de faisceaux K*® qu’il définit, avec K ' = F@ C™ et K =G @ C". La
proposition 15 prend la forme suivante :

Lemme 26 : Le module de Kronecker t est semi-stable (resp. stable) si et seulement si pour
tout sous-module de Kronecker propre t' det on a ci(ay,at) >0 (resp. >0).

Démonstration. (Cf. 2.3 pour les notations.) En effet, si ¢’ : C™ ® Hom(E,G)* — C", on a
ci(ay,a;) =m'ney(E,G) —mn'c1(G,E) = c1(E,G)(mn’ —m'n) ,
et le lemme 26 découle du fait que ¢;(F,G) > 0, puisque pu(F) < u(G). O

D’apres le lemme 9 les entiers m, n vérifient les inégalités
E

o < < rg(E)
n ~ rg(s)

La démonstration du théoreme 2 repose sur le résultat suivant :

Proposition 27 : Soient m, n des entiers positifs vérifiant les inégalités

m _ re(E)
< — < .
ST ()
Soit t:C™ @ Hom(E,G)* - C" un Hom(E, G)*-module de Kronecker. Alors le morphisme
de fibrés vectoriels a; est injectif sauf en au plus un nombre fini de points et V; est semi-stable

(resp. stable) si et seulement sit est semi-stable (resp. stable).

(Dans le cas out F' = O, E = A’Q*, G = Q*, ce résultat est un cas particulier de la proposition
(2.2) de [5].)

On ne démontreta que I'assertion concernant les modules de Kronecker et faisceaux semi-stables,
'autre assertion étant analogue. On procedera en trois étapes (avec u = p(a;)) en montrant
que :
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(i) Si a; est injectif sauf en au plus un nombre fini de points et si V; n’est pas semi-stable,
alors t n’est pas semi-stable.
(ii) Si ¢ est semi-stable, le morphisme de fibrés a; est injectif si p < a, et si yp = «, il est
injectif sauf en au plus un nombre fini de points.
(iii) Si a; est injectif sauf en au plus un nombre fini de points et si ¢ n’est pas semi-stable,
alors V; n’est pas semi-stable.

5.3 — Démonstration de (i). Supposons que a; soit injectif sauf en au plus un nombre fini
de points et V; non semi-stable. Montrons d’abord que V; est sans torsion. Le sous-faiseeau
de torsion 1" de V; est concentré en un nombre fini de points. Il suffit donc de montrer que
hY(V, ® F*) = 0. Cela découle de la suite exacte

at

0—EC" —GeC"—V,—0
et des égalités Ext'(F, E) = Hom(F,G) = {0}.

Pour tout faisceau cohérent U sur Py, on note Py le polynome de Hilbert de U. D’apres le
lemme 9ona a—a, < pu(Vy) <a,et x(F,V;) =0 dapreés la suite exacte précédente et les
égalités x(F,G) = x(F,E)=0. On a donc d(u) = A(V;). 1l en découle en particulier que si
pu=ca,onaA(V;) >A,. Par conséquent on a toujours, en posant r = rg(V;)

PuX) _ Po(X)

r Ta

pour X >0 .

On va montrer que ¢ n’est pas semi-stable. Pour cela prouvons qu’il existe un sous-faisceau U
de V', possédant les propriétés suivantes :

x(U) - x(Vy)
rg(U)> r

pour X > 0.

—ona plU) > p et

Ry(X) _ Pu(X)
rg(U)
—on a Hom(F,V;/U) = {0}.

en cas d’égalité, ou ce qui revient au meme

La démonstration est analogue a celle de la proposition (3.2) (2) de [5]. Soit
la filtration de Harder-Narasimhan de Vi, c’est a dire que pour 1<i<p, V;/Viy est
I'unique sous-faisceau V' de V;/V;_; tel que pour tout sous-faisceau propre V" de V;/V;_q,
on ait p(V") <pu(V’'), que A(V")=AV") si p(V")=p(V'), et que si p(V") = u(V’),
AV =A(V"), on ait rg(V") <rg(V’) (cf. [5], 2.2). Il existe alors un plus petit entier j
tel que pour ¢ > j on ait
Pryvi (X)) _ Pu(X)
rg(Vi/Vic1)
Il suffit alors de prendre U = Vj. En effet, pour i > j, V;/Vi_1 est semi-stable, et on a
Py (X) _ Pe(X)
rg(‘/;/v;—l) N Ta

pour X >0 .

pour X >0 .
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Donc on a Hom(F,V;/V;) = {0}. D’apres le choix de j on a
Py (X)  Py((X)
>
rg(Vj) r
Le faisceau V; possede donc bien les propriétés voulues. Remarquons que la suite exacte
0—U—V,—V,/U— 0 entraine que h'(F*®U)=0. On a aussi
Hom(S, V;/U) = Hom(E(3),V;/U) = {0}, car d’apres 2.2 les morphismes canoniques
F ® Hom(F,S) — F et F @ Hom(F, E(3)) — E(3) sont surjectifs. Il en découle que le module
de Kronecker ¢;; est un sous-module de Kronecker de ¢ :

pour X >0 .

Au

E @ Ext' (U, E)* G @ Ext!(S,U)

o

E @ Ext'(V;, E)* G ® Ext!(S,V})

Donc Ay est injectif (comme morphisme de faisceaux). Soit Uy le conoyau de Ay. D’apres la
suite spectrale de Beilinson généralisée (cf. 2.2), et le fait que R°(F* @ U) = hY(F* @ U) = 0,
on a une suite exacte

0—Uy—U-—U —0,

U’ étant le noyau du morphisme
;> H*(E*(-3)QU)® E — HY(S*@U)® G .

On a alors c¢i(ay,,ar) =1 (U, Vi) — (U, V). Si U #0, on a wuwU') <p(E)<p (lapre-
miere inégalité découlant de la stabilité de E et la seconde du fait que pu(E) < a — x,). Donc
(U, V) >0, don ¢i(ay,,ar) <c (U, V) <0.SiU =0, o0nal = Uy, et encore ¢i(az,,at) <0
si u(U) > p. On ne peut pas avoir u(U) = p car alors on aurait A(U) = d(u) = A(Vy), et
Pu(X) _ R (X)
ig(U) 7

que t n’est pas semi-stable. On a donc prouvé (i).

, ce qui est faux. Dans tous les cas on a donc ¢;(ay,,a;) < 0, ce qui prouve

5.4. Démonstration de (ii). Soit (f;) une base de Hom(E,G). On peut écrire
t= Zfi@)(bi, avec ¢; dans L(C™ C"). Pour tout z € Py, et tous u € C™, e€ E,, on a

atz Zfzx ®¢z

p
Supposons a; , non injective et soit E e; ® u; un élément non nul de ker(a;,) (avec e; € E,,

7j=1
uj € C"pour1 < j < ) On peut supposer que les familles (e;) et (u;) sont libres. On a donc

Zfz,xen@@( ;)

7:7‘7‘
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Lemme 28 : (J. Le Potier). Soient H, K des C-espaces vecloriels, k un entier positif,
Vi, € H, wy, ... wy € K, H' (resp. K') le sous-espace vectoriel de H (resp. K) en-
k

gendré par les v; (resp. les w;). Alors, si Zvi @w; =0, on a dim(H') + dim(K’) < k.
i=1

Démonstration. Cela découle du complexe

0 K* —%sckLsop 0

avec .
a:P = Qw)), b:(\)— Z)\z’%
i=1
ol a est injective et b surjective. O
On pose

p
H(/):Z(Cuj? H1:ZC¢Z(UJ)7 E' = Zcej’ G/:Zfi’m(ej) ’
j=1 i.j b

j=1r
D’apres le lemme 28 on a
(0) dim(G") + dim(H;) < 3r.p .
Soit R’ le noyau du morphisme canonique E’ ® Hom(FE,G) — G’. C’est un sous-espace vecto-

riel de R,, R désignant le noyau du morphisme canonique £ ® Hom(F,G) — G. D’apres 2.2,
R est isomorphe a S(—3). Considérons le Hom(R, F)-module de Kronecker canonique

ev, : R, ® Hom(R, E) — E, .
Il est stable d’apres 2.2, donc puisque ev,(R' ® Hom(R, E)) C E' (car
Hom(R, E) ~ Hom(E,G)*), on a
dim(R’) < rg(.S)
p T org(E)’
I'inégalité étant stricte sauf si R' = R, et E' = FE,. D’aprés la définition de E’ on a
dim(R’) > 3r,p — dim(G"), d’ou
: , . ,
_ dim(G&) < dim(R') < rg(S) '
p
D’apres le lemme 8, puisque ¢ < « on a

3ra

S
|
—
P
3

donc
dim(G")

p

37 —

Sl=

On en déduit a l'aide de 'inégalité (0) que
dim(H7)
p

SR
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rg(S)
rg(E)

n
I'inégalité étant stricte — # . Dans ce cas le résultat précédent contredit la semi-stabilité
m

de t, donc ay, est injective.
S n _ 1g(5)
upposons que — =

pp q m rg ( E)
a; . soit non injective sont en nombre fini. D’apres ce qui précede, si a;, n’est pas injective, on
en déduit un sous-module de Kronecker

t': Hy® Hom(E,G)* — H,

, c’est a dire = . On va montrer que les points = de Py tels que

3 !/
M - Si t” est un sous-module de Kronecker de ¢, I’ensemble des points
dim(H()
x de Py tels que a;, soit non injective est contenu dans la réunion des ensembles analogues
correspondant a t” et t/t”. 1l suffit donc de considérer le cas ou t est stable. On a alors
m =rg(E), n =rg(S), ' =t. On a un complexe

de t tel que

0 H: 2+ E, @ Hom(E, G) -~ G, —= 0
ol A est le morphisme injectif
Y= Y b(i(u)e; @ fi

.
Cette suite est exacte car dim(R,) =n. On en déduit une identification de C" et R,, et le
diagramme commutatif

F* @ Hom(E,G)* — 2~ R*
lh@)[Hom(E,G)* H
C™ @ Hom(E, G)* ! o

ot h:el > uj, (e) désiguant la base duale de (e;). Il en découle qu’on peut supposer que a;
est le morphisme

Pppyuioy - EQE; — GO R,
® étant le morphisme de fibrés vectoriels sur Py x Py
EXE" — GXS*(3)=FEXR"

déduit de la résolution canonique de la diagonale de Py x Py (cf. 2.2). Par consequent a;, est
injectif en dehors de z. Ceci démontre (ii).

Remarques. On déduit de ce qui précede les résultats suivants : soit M(r, c1, c2) une variété

de modules de hauteur nulle de fibré exceptionnel associé¢ F' = E,, u = “ Alors
r

1 — Si p# «, tout faisceau semi-stable sur Py de rang r et de classes de Chern ¢y, ¢y, est
localement libre.

2 — Si u = q, il existe un entier k tel que r = r2k, ¢; = r2ak. Un faisceau semi-stable sur Py,
de rang r et de classes de Chern ¢y, ¢y est non localement libre en au plus k points. Si k =1,
c’est & dire 7 = r2, ¢; = r2q, un faisceau semi-stable V de rang r et de classes de Chern cy,
¢o est non localement libre en au plus un point. Si V' n’est pas libre en z, il est isomorphe au

noyau du morphisme canonique F ® F — C, (C, désignant le faisceau cohérent concentré en
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x de fibre C en ce point). Dans ce cas d’ailleurs, la sous-variété de M (r, ¢y, co) correspondant
aux faisceaux non localement libres est isomorphe a Ps.

Ezemples : Si « =0, on a F = O. La variété de modules M (1,0, 1) est isomorphe & PP,. A un
point x de Py correspond le faisceau noyau du morphisme canonique O — C,, c’est a dire le
faisceau d’idéaux du point x.

1
Sia= —5yona F = Q*. La variété de modules M (4, —2,4) est isomorphe a I’espace projectif

P5 des coniques de l'espace projectif dual P (cela découle du théoreme 2). La sous-variété
correspondant aux faisceaux non localement libres est constituée des droites doubles de Ps.
Cette sous-variété est bien isomorphe a Py. Au point x de P, correspond le noyau du morphisme
canonique Q* ® @), — C,.

5.5 — Démonstration de (iii). Supposons a; injectif sauf en au plus un nombre fini de
points et ¢ non semi-stable. Soit ¢ un sous-module de Kronecker maximal de ¢, c’est a dire
que m(t',t) <0 et t ne contient pas de sous-module de Kronecker ayant cette propriété et
contenant strictement t'. Alors ay est injectif, puisque a; l'est. Il est aisé de voir que ¢ = t/t/
est stable. Montrons que a;s est injectif (comme morphisme de faisceaux). Si ar, n’est pas
injective, on en déduit d’apres la démonstration de (ii) un sous-module de Kronecker t, de
t" tel que m(ty,t) < 0. Un calcul simple montre que cela entraine que m(t,,t") <0, ce qui
contredit la stabilité de t”. Puisque ay est injectif, Vi est un sous-faisceau de V; et il contredit
la semi-stabilité de V;. Ceci démontre (iii) et acheve la démonstration de la proposition 27.

5.6 — Démonstration du théoréme 2. Il s’agit de prouver que M (r,cy,cz) est isomorphe
a N(3r,,m,n) (les notations sont celles de 5.2). Pour cela on utilise la propriété uuiverselle
caractérisant M (r, c1, ¢2) & isomorphisme pres.

Soient X une variété algébrique, U un faisceau cohérent sur X x Py, plat sur X, tel que pour

tout point fermé s de X, Us = Ujys)<p, soit semi-stable de rang r et de classes de Chern ¢y, c,.
Soient pi, po les projections X x Py — X et X x Py — P,. Les faisceaux

Fy = R'p(U®ps(E*(=3))), Fi = R'pu(U®p5(S))
sont localement libres et on a un morphisme canonique
O : F() X HOH’I(E, G>* — F
tel que, pour tout point fermé s de X on ait Oz = ty,.
Si z € X, il existe un voisinage X, de x et des trivialisations Fpx, ~ Ox, ® C™,
Fiix, ~ Ox, ® C". On en déduit a l'aide de la proposition 27 un morphisme X, : X, — W*°.
Soit 7 : W* — N(3r,, m,n) le morphisme quotient. Alors les morphismes 7 o A, se “recollent”
pour définir un morphisme
ov: X — N(3ry,m,n)
dépendant fonctoriellement de U, c’est a dire que si f: T — X est un morphisme de variétés
algébriques, on a ¢y I ) (U) = ¢u o f. De plus ¢y ne dépend que de la classe d’isomorphisme
de U, et ne change pas si on remplace U par U ® p;j(L) (L étant un fibré en droites sur X).
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Il suffit de montrer que si M, est une variété algébrique telle qu’on ait défini un morphisme
Yy X — My (pour tous X et U) dépendant fonctoriellement de U, il existe un morphisrne
unique N (3ry,m,n) — My tel que no ¢y =1y pour tout U. En effet, cette propriété
caractérise M (r,c1,cz) & isomorphisme pres. Pour cela on considere le module de Kronecker
universel sur W** :
T : Owss @ C" @ Hom(E, G)* — Opss @ C"

dont le conoyau est un faisceau cohérent V' (conformément a la notation de 5.2, on a
V; = coker(ay)). D’apres la proposition 27, c’est une famille de faisceaux semi-stables sur Ps.
Le morphisme induit 1y : W* — M, est Gg-invariant d’apres la dépendance fonctorielle
de ¢y en U, donc 1y induit un morphisme N (3r,,m,n) — My. Montrons maintenant que
1o ¢y = Yy. Par fonctorialité de ¢y et Yy, il suffit de prouver ’assertion suivante : si £ est un
faisceau cohérent sur Py conoyau d’un morphisme injectif de faisceaux f: F ® C"™ — G ® C",
le module de Kronecker C™ ® Hom(E,G) — C" deduit de f est isomorphe a tg. Cela découle
du lemme 10.

L’unicité de n découle de la surjectivité de ¢y .

La “naturalité” de I'isomorphisme M(r, ¢y, ca) >~ N(3r,, m,n) vient du fait qu’il est défini par
le morphisme canonique W#* — M (r, ¢y, ¢y) induit par V. Il induit un isomorphisme entre les
ouverts de points stables d’apres la proposition 27. Ceci acheve la démonstration du théoreme
2.

5.7 — Démonstration du lemme 25. Il s’agit de prouver que N(3,2,2) est isomorphe &
Ps. En prenant (E, G, F) égal a (A2Q*, Q*, O) on voit que d’apres le théoréme 2, N(3,2,2) est
isomorphe a M (2,0, 2).

Soit L un C-espace vectoriel de dimension 3. A tout L-module de Kronecker t: C2® L — C2
on associe son déterminant d(t) qui est I'élément de S*L* défini par : pour tout y € L\{0},

Z T
sur L, on a d(t) = XT — Y Z. Il est immédiat que ¢ est semi-stable si et seulement si d(t) # 0.
On en déduit un morphisme (GL(2) x GL(2))-invariant W** — P5 = P(S2L*), d’ou un mor-
phisme

Lo . . . XY .
d(t)(y.y) = det(tc2qcy)- Ou encore, si on identifie ¢ a une matrice ( de formes linéaires

U N(3,2,2) — P .

Identifions P5 et I'espace des coniques de 'espace projectif P(L) = Py. Soit U l'ouvert des
coniques non dégénérées. D’apres Barth ([1], 6) ¥ induit un isomorphisme Ng(3,2,2) ~ U.
Donc ¥ est un isomorphisme birationnel. Supposons que ¥ ne soit pas un isomorphisme.
D’apres le théoreme 2 de [14] (chap. 2, 4), il existe une hypersurface fermée Y de N(3,2,2)
contenue dans Yy = N(3,2,2)\Ns(3,2,2) telle que ¥(Y) soit de codimension au moins 2 dans
Ps. Mais ceci est impossible car W(Yy) = P5;\U et on va voir que Yy est irréductible, donc
Y =Y et U(Y) =P5\U, qui est de codimension 1.

Il reste donc a montrer que Y est irréductible. On considere la famille 7" de modules de
Kronecker paramétrée par (L*\{0})? par

X 0
Ty = <o Y)



FIBRES EXCEPTIONNELS 27

pour tout (X,Y) € (L*\{0})?. On peut voir ainsi (L*\{0})? comme une sous-variété fermée
de W*s et 7((L*\{0})?) = Yp, ce qui prouve que ce dernier est irréductible. Ceci achéve la
démonstration du lemme 25.

Etude des variétés N(3,m,n) canoniquement isomorphes a N(3,2,2) — Les résultats obtenus ici
sont utilisés dans [4]. Soit (m;, n;)icz la suite de couples d’entiers définie par : mg = ng = 2, et
M1 = Ny, Niv1 = 3n; —m; pour tout entier i. Toutes les variétés N (3,m;, n;) sont isomorphes
a P5 (cf. 4.2). Les formules précédentes montrent que pour tout entier ¢, on a pged(m;, n;) = 2.
On fixe maintenant l'entier i. Soit \; le caractere de Gy(i) = (GL(m;) x GL(n;))/C* défini
par N -
AC*(g1,92)) = det(gr)” = det(ga) = .

On va décrire l'isomorphisme canonique m; : N(3,m;,n;) — P5. Pour tout entier k£ on pose
Ly, = L sik est pair, et Ly = L* sinon. Soit W; = L(C™ ® L;, C™). Il existe une suite (E](-i))jez
de fibrés vectoriels sur W¢ et des morphismes f]@ :E;® Lj_; — E;, définis par :

- B9 = Oy @ O, B = Oy 0T
(4)

. est le module de Kronecker universel.

— Pour tout entier j, fj(i) est surjectif, et E](Z_)1 ~ ker(f](i)), ]"“](Z_)1 étant la restriction a
ker(f;i)) ® Lj_;—1 du morphisme canonique (E;® L;_;)® L;_;—1 — E; .

— Pour tout entier j, le morphisme g; : EJ@ — Ej(fgl ® Lj_iy1 déduit de f;i) est injectif,
coker(g;) ~ E](QZ, et f]@l est la projection E](21 ® Lj_iy1 — coker(g;).

On a alors, pour tout entier j, rg(E](.i)) = m,;, en particulier Eéi) et E{i) sont de rang 2. Les
fibrés EJ@ sont munis d’'une action naturelle de Gy(), et les fJ@ sont des Gy(7)-morphismes.
On a un isomorphisme de Gy(i)-fibrés en droites
det(EV) @ EV))) ~ det(BY) @ EY)) .
Ce Gy (i)-fibré en droites est associé au caractere A\? de Go(i). Soit
i 1 Owss @ S2L — NYE) @ A2EY
le morphisme déduit de féi). Alors 7; est induit par le morphisme ¥, : W3 — P5 = P(S?L)

qui associe au module de Kronecker ¢ I’hyperplan noyau de ¢; ;.

Notons que le Gy(i)-fibré en droites D; = /\2(Eéi))* ® A2EY possede des sections Go(i)-
invariantes (les éléments de S?L). Le caractere associé & D; n’est autre que A. En fait, D,
est Gy(7)-isomorphe a V¥ (Op,(1)).

5.8 — Propriétés des variétés de modules de hauteur nulle. Si M(r, ¢y, ¢2) est une variété
c

de modules de hauteur nulle de fibré exceptionnel associé F' = E, telle que p = 1< a, et si
r

V est un faisceau semi-stable de rang r et de classes de Chern c;, co, on a vu que les en-
tiers m = —x(V,E), n=—x(5,V) sont indépendants de V', que M(r,c;,ce) est isomorphe

E

La réciproque est vraie : soient m',n’ des
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m' rg(F
entiers positifs tels que xrp < — < g(( S))' Alors (m/,n’) correspond a une variété de mod-
n rg
/
c
ules M(r', ¢}, c¢,) de hauteur nulle, de fibré exceptionnel associé F', avec —} < a. C’est une

,
conséquence du lemme 9.

Posons my =n, n; = 3r,n —m. On a
ma m
Irp < — < — < «,
ny n
donc (mq,n;) correspond a une variété de modules de hauteur nulle M (7', ¢}, c,). Posons

Mlzp-

1

L 29: 0O = 0— .
emme na f=ao 2ot 3)

rg(G)

Démonstration. On pose, pour tout nombre réel x distinct de (B)
rg

a(G) —c(B)x

AMx) = )
W (@) —re(B)a

1

D’apres les égalités de 2.2, on a A(xp) = a —x,. On a de méme A (—) =a— , et
Ip TrTa

aussi

A (m> = A ! -
n = K 37«a B E = M1 -
n

1
Les points fixes de I’homographie x — sont xp et —. Donc le birapport

To — Tp
1 1
[xp, —, 1, ﬁ} est indépendant du nombre réel ¢ # 3r,. En faisant ¢ = 0, on voit qu’il
TR Ta —
vaut —-. On a donc
Tp
1 m 1 1 1
Map) A [ — ,A(—),A S I P PR R
{ (@) (xF) n 3y — 2 o LFTa s
n
c’est a dire
H— Q= Ty 1 H1 — Q& — Ty
A = = — ,
1 72 1
b—a—= Fup—a-—
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d’ou
1 A-1
fr—a =
TanF——
TFp
N 1
_x JES—
_ i i TF
= 1 .
a — -
1 x2 F
O
TF Ta
B 1 1
 rZu—a+3’
ce qui démontre le lemme 29. O

L’isomorphisme naturel © : N(3r,,m,n) — M(r,c1,c2) préserve les graduations. Cela sig-
nifie la chose suivante : soit t € W**, somme directe de modules de Kronecker stables :
t=t1®---Pt,. Notons V; le faisceau stable défini par t;. Alors le faisceau semi-stable
V=Vi® - @V, estassocié au point O(w(t)) de M(r,cy,cs), et les gradués dans la filtration
de Jordan-Holder de V sont les V.

Il en découle que si x =7 (P(n) — A(r,c1,¢2)) (cest la caractéristique d’Euler-Poincaré des
faisceaux de rang r et de classes de Chern ¢y, ¢3), on a

ngd(m7 n) = ngd<T7 C1, X) ’
car le terme de gauche est le nombre maximal de termes dans une somme directe de modules
de Kronecker dans W#°, tandis que celui de gauche est le nombre maximal de termes dans le
gradué de Jordan-Hélder d’un faisceau semi-stable de rang r et de classes de Chern ¢y, cs.

On en déduit avec le lemme 29 que les entiers 77, ¢}, ¢, sont parfaitement définis, c’est a dire
qu’ils ne dépendent pas du choix des fibrés exceptionnels E et G tels que (E,G, F) soit une
triade. On notera
M(r' dy,dy) = ANT(M(r e, c2)) .
Pour tout entier p > 0 on définit par récurrence :
AP (M (r,e1,¢5)) = AT(ATP(M (1, ¢1,¢0))

Soit 41, la pente des faisceaux semi-stables associés a AT (M (r, ¢y, ¢2)). La suite (f1,)p>1 est
strictement décroissante et converge vers a — x,.

Définition : On dit que M (r, ¢y, cy) est une variété de modules initiale s’il n’existe pas de

variété de modules M’ telle que M (r,c1,co) = AT(M'). Pour que M(r, ¢y, o) soit initiale il
faut et il suffit d’apres le lemme 29 que

1 C1

a—— < —

.
2
3’0{ 7

En utilisant la proposition 22 on construit aussi une autre suite infinie de variétés de modules
isomorphes a M (r, c1, c2). Mais il peut arriver que cette suite soit identique & la précédente.
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En considérant les variétés de modules de hauteur nulle telles que o < i < a + 2, on définit
encore deux suites de variétés de modules isomorphes a M(r, ¢y, c2). Des exemples de telles
suites sont donnés en Appendice.

5.9 — Démonstration du théoreme 7. C’est une conséquence immediate du théoreme 2 et
de la proposition 23.

6. RECHERCHE DES VARIETES DE MODULES DE DIMENSION DONNEE

6.1 — Démonstration du théoréeme 4

Le théoreme 4 est une conséquence du résultat suivant, qui aide a déterminer les variétés de
modules de hauteur nulle de dimension donnée :

Proposition 30 : Soit F' = E,, un fibré exzceptionnel, My = M(r, ¢y, co) une variété de modules
de hauteur nulle de fibré exceptionnel associé F'. Alors

a) Si My n’est pas isomorphe a Ps, 1, on a
dlm(Mo) > 3Ta —1.

b) Si My est initiale et de dimension d, on a

rovVd—1 <r< 3r(21\/d—1.

On déterminera également toutes les variétés de modules de hauteur nulle, de fibré exceptionnel
F et isomorphes a P, ;. En fait, si My est une telle variété, et si N(3r,, m,n) est la varieté
qui lui est associée, alors (m,n) est un terme de la suite (m;, n;);ez, définie par (mg, ng) = (1, 1)
et (mir1,nir1) = (ng, 3ran; —m;) pour tout entier i.

Il faut bien sir, pour déterminer les variétés de modules de hauteur nulle de dimension d,
. . , . d+1 e

connaitre d’apres a) les fibrés exceptionnels E, tels que r, < ——. On peut pour cela utiliser

le résultat suivant (proposition (5.5) (3) de [5]) : si p, ¢ sont des entiers avec ¢ > 0, et si

b=¢€ (%), alors on a 75 > 29, Ceci limite le nombre d’éléments de &£ a considérer.

Le reste de ce chapitre est consacré a la démonstration de la proposition 30. D’apres 5 il existe

des entiers m, n tels que My ~ N(3r,, m,n), et on peut choisir — aussi proche de zp ou —
n x
7 F
qu’on le veut. On a

d = dim(My) = 3rgmn—m*—n*+1,

donc
(1) 1—d = X2—pY?,



FIBRES EXCEPTIONNELS 31

3ra
avec p:9r3—4,X:%n—m,Y:ﬁ.

(\]

X
L’égalité (1) donne une approximation de /p par le nombre rationnel v ‘ L’entier p n’est pas

un carré, car p mod 3 n’en est pas un dans Z/3Z. Les meilleures approximations rationnelles
de /p sont donc données par la fraction continue de \/p.

6.1.1 — Fractions continues. (cf. Hardy-Wright [7]). Soit ¢ un nombre réel irrationnel. On
définit une suite (a;);>¢ d’entiers, et une suite (§;);>0 de nombres réels non nuls, par

1 1
50:5—[5]7 ao=[5], an+1:|:5_:|7 5n+1:5—_an+1>

pour tout entier n > 0 (pour tout réel x, [z] désigne la partie entiere de x). La suite (a;)i>0
s’appelle la fraction continue associée a §. On définit de plus deux suites (p;)i>0 et (¢)i>o0
d’entiers par les relations

Po=a, pr=aa+l, qg=1, q¢g=a,

Dntl = QnPpn—1 T Pn—2 5  qnt1 = AnQn—1 + Gn—2

pour n > 2. Le rationnel Pn s’appelle le n-iéme quotient de §. La suite (&> converge vers
i

n
0, el si p, q sont des entiers, avec ¢ # 0, tels que
1

< R

q ‘ 2¢%

. . . P Di

il existe un entier ¢ > 0 tel que = = —.
q q;

6.1.2 — Démonstration de a) dans le cas ot r, est impair. De (1) on déduit
X 1—d 1
2) S-vB = ——
Y n XY
VP |3
On peut supposer que n est pair : si n est impair et m pair, on utilise 'isomorphisme

N3rq,m,n) ~ N(3ry,n,m), et si n et m sont impairs on a
N3ry,m,n) ~ N(3rq,n,3ran —m), et 3ran — m est pair. Puisque n est pair, X et Y sont des

entiers. Tout en gardant n pair, on peut supposer — aussi proche qu’on le veut de zp ou —.
n Tr

X

Y

Il en découle qu’on peut supposer

aussi proche de /p qu’on le veut. D’apres (2), si

tend vers /p, on a
1—d 1

/P 2Y?

[ -
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Supposons que d < 3r, — 1. Alors on a < 1. On peut donc supposer que

VP
X 1
H?"ﬁ\ < e

Par conséquent
di

est un quotient de /p. Soit (a;);>o la fraction continue de ,/p, (&)
i>0

la suite de ses quotients. Supposons que r, > 1.

Lemme 31 : (i)On a ag = 3r, — 1. La suite (a;);>1 est périodique, de période 6, et on a

3ra—3  3r,—3
(ai)1§i§6 = (17 i 727 - 31767“11_2) .

2 2
(ii) On a, pour tout i > 1

3ra 7\’
Pite + Qiver/D = (T + %) (pi + 4iV/p) -

(iii) La suite (p? — pq?)i>1 est périodique, de période 6, et on a
(p? — pg?)icics = (4,2 — 3ra,4,5 — 674,1,5 — 614, .

Démonstration. (i) On a ag = [/p] = 3ro — 1. Pour prouver (i), on remarque que si

S 6] e 6] e [ G
10 1 0 10 1 0 10 1 0/’

et

alors on a

(ii) Soient
3

“To D/2 U v
Ny = | 2 : N:Ngz( >
12 3, wu

2
Il faut montrer que pour tout ¢ > 1, on a

mo w ()= (b))

Un calcul direct montre que ¢’est vrai pour ¢ = 1. Supposons que ce soit vrai pour ¢ et montrons

que
(2) N Pit+1 _ [ Pir7 '
qi+1 qi+7
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On a
(3) (Pi+7 C]z‘+7> — X/ (piJrl %‘H)
Dit6  Qit6 i ¢ )

X' étant une des six matrices obtenues en permutant cycliquement les facteurs du produit
donnant X dans la démonstration de (i). Posons

v = (4 0)-
D’apres (3) I'équation (2) équivaut a
@ Cot D) Gn) =2 (0)
De (1) et (3) on déduit que
(U—D 4 ) <p1> - C (pi+1>
W  U-D) \g dit1) '

et (4) découle du fait que C' # 0 et

(U—A % ) <U—D 1% ) B BC(l 0)

w  U-A w U-D) 0 1) "

Pour voir que C' # 0, on remarque que dans le cas contraire les valeurs propres de X’ seraient
rationnelles, ce qui est faux car 'une d’entre elles admet un développement en fraction con-
tinue infini. L’égalité précédente, compte tenu du fait que det(X’) = det(N) =1, se réduit
a Tr(N) = Tr(X’). Pour le démontrer, on remarque que Tr(X’') = Tr(X), et un calcul direct
montre que Tr(X) = Tr(N) = 27r3 — 9r,,.

L’assertion (iii) découle de (ii) et d'un calcul direct de p? — pg?, pour 1 < i < 6.

Le lemme 31 est donc démontré. |

X .
Il existe un entier ¢ tel que ?' _ b On supposera que X > 0, 'autre cas étant analogue.
di

Soit t = —, c’est un entier car p; et ¢; sont premiers entre eux. On a 1 —d = (2 — 3r,)t?, et

comme d Z§ 3ro—l,onat=1,d=3r,—1, X =p;, Y =¢,;. L’entier i est d’apres la lemme
31,(iii) de la forme ¢ = 65 + 2, avec j entier. Il faut maintenant prouver que M, est isomorphe
a Ps,, 1. Soit (my, ng)r>o la suite de couples d’entiers definie par mg = ng = 1 et my1 = ng,
Ngyi1 = 3reng — my si k> 0. On a pour tout k

N@3rq,my,ng) >~ N(3re,1,1) ~ P31 .

II suffit donc de montrer qu’il existe un entier ko > 0 tel que (m,n) = (mg,,nk,). Soit
(m},, n}.)k>o0 la suite de couples d’entiers définie par les équations
3ra ny,

P = 7”/@—7’12, qu;-

Il suffit de montrer que pout tout k>0 on a (Mg, 9, Npye) = (M3kt1, N3rg1). On procede
par récurrence sur k. Le cas k=0 se traite par un calcul direct. Supposons que
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(MGhp25 MGlrn) = (M3k41, N3k41). D’apres le lemme 31,(ii) on a

3 D 3
P6(k+1)+2 T G6(k+1)+2V/D = (5% + g) (Pek+2 + Gok+2/D) 5

ce qui entraine

(m%(k+1)+2) _ ( —37’a2 97"23 —1 ) (m%mz)
!/ - /
3
_ 0 1 M3k+1
=1 3ra N3k+1
_ M3(k+1)+1
N3 (k41)+1

ce qui prouve a) dans le cas on 1, est impair et différent de 1.

Le cas ou r, =1 se traite de maniere analogue, le lemme 31 étant modifié comme suit :
(a;)i>1 est constante (a; =4 pour i > 1), (p} —pg)i>1 est périodique de période 2 (on a
p? —pg? = (—1)"" pour tout i), et

Pive + Gi2V5 = (9+4V5)(pi +qiV5)  sii>1.

6.1.3 — Le cas ou r, est pair. On ne peut plus supposer ici que n est pair. Considérons la
transformation

T : 7> 7?

(u,v) —— (v, 3r,v — u).

Alors, si (mg,n;) = T*(m,n) pour tout entier i, on a N(3ry, m;,n;) =~ N(3r,, m,n). Deux
cas se présentent : il existe une infinité d’indices 7 tels que m; ou n; soient pairs, on bien il en
existe une infinité tels que m; et n; soient impairs.

Supposons qu’on soit dans le premier cas. D’apres la proposition 22 on peut se ramener au cas
ou il existe une infinité d’entiers i tels que n; soit pair. On peut donc choisir m et n, avec n pair

m
et — aussi proche qu’on le veut de xr ou —. Puisque n est pair, X et Y sont des entiers. Pour
n TF
démontrer a), on procede comme dans 6.1.2, le lemme 31 étant modifié comrne suit : (a;);>1,
3r, — 4

est périodique, de période 4, avec (aq,as,as,aq) = (1, 5 1,674 —2), (p? — pg?)i>1 est

périodique de période 4, avec (p? — pg?)i<i<a = (4, =614 + 5,1, —6r, + 5), et on a
9 3
Pita + Qiva/p = <§7‘i -1+ 57’a\/ﬁ> (pi +@iv/p)
si2 > 1. On en conclut que le premier cas ne peut pas se produire si d > 3r, — 1.

Supposons qu’on soit dans le second cas, c¢’est a dire qu’il existe une infinité d’entiers ¢ tels que
m; et n; solent impairs.

Lemme 32 : Ona r, =2 mod 4.
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s
Démonstration. 11 existe des entiers s, t, avec t > 0, tels que o =¢ <§) On démontrera le
lemme 32 par récurrence sur t. C’est évident si ¢ = 1. Supposons que ce soit vrai pour ¢t — 1,

et supposons s impair. Posons

a,:€<82—t1)’ 6:6(8;1>

On a d’apres 2.2, 72, + 72 + 75 = 3rararg.  Supposons que 7, =0mod 4. On a alors
T3, + r% = 0 mod 4, d’ott on déduit que r, et rz sont pairs. Posons r, = 4u, ro» = 2v, rg = 2w.
Alors on a 12uvw = 4u® + v + w?, d’ou v? + w? = 0 mod 4, d’olt on déduit que v et w sont
pairs. Donc 7, et r’ﬁ sont divisibles par 4. Ceci est faux d’apres 'hypothese de récurrence.

Donc 7, =2 mod 4, ce qui démontre le lemme 32. ([l
;. 2 / p / X !
On peut donc écrire 1, = 4k + 2, et p = 16(9%k° + 9k + 2). Posons p’ = 16 X' = 5 Y =2Y.
L’égalité (1) s’écrit
1—d
X?—py”? = ——.
b 1
On a donc - L .
F - \/27 = X/ 2y,2 :
2 (v7+ |5))
X/
Comme précédemment, on peut supposer que v est aussi proche qu’on le veut de 1/p’. Quand
X/
‘7 tend vers \/p/, on a
X' 1—d 1
2~
|7 -7 ~ [

v

Sid<3r,—1,0ona < 1, et on procede comme précédemment en considérant la fraction

continue de /p’.

c
6.1.4 — Démonstration de b). Soient A = A(r,c1,cs), 1= —L. on peut supposer que < a.
r

On a, puisque M, est de hauteur nulle,

1 1 1
A= Pp—a)—A, = =(un— — -+ —,
(1 — o) 5 (0 —a)(u a+$+2+2%
d’ou .
d—1 = 1r*2A-1) = r2<(u—a)(,u—a+3)+—2> .
TCM
Puisque M, est initiale, on a ——— < pu— a <0, donc

2
ars,

—(3—i)i < (—a)(u—a+3) <0,

2 2
3rs ) 3rs
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d’ou

2 2
r r
— < d—1 < —
ord r2

On en déduit immédiatement b).

6.1.5 — Le cas d = 2. D’apres la proposition 30, on a r, =1 et d = 3r, — 1, donc M, est
isomorphe a P5.

6.2 — Démonstration du théoréme 5

Il découle du résultat suivant d’ou on déduit aussi le moyen de déterminer pratiquement les
variétés de modules de hauteur non nulle de dimension donnée.

Proposition 33 : Soit My = M(r,cy,c2) une variété de modules de hauteur h > 0 de fibré

c
exceptionnel associé F = F,. Soit y = -1 Alors, si d = dim(My), on a
r

(d+ 1)

12 ’

2+1)(d—-1 d—1
(xF+6>( ) siu#a,etsinonh<T.
ro(d—1)

2h '

a) r, <

b) h <

c) r <
Démonstration. Démontrons d’abord ¢). Posons A = A(r, ¢1,¢3). On peut supposer que p < .
On a alors h=r,r(A+A, — P(p—a)),et d—1=r?2A—1),dou

b (1ol 1 (u—a)—a+d))
2r2 22 2

Puisque 0 < a—pu < x4, 0n a
1 (1 —a)(p—a+3)
—-— < <0
2r2 2 -

d’ott on déduit immédiatement c).

ro(d—1)

, donc il
2r

Démontrons maintenant b). Supposons que p # a. On a d’apres c), h <

suffit de montrer que
3r, 1

22 +1 xp

A
Ona a—x, < p < a,et a— pest est un nombre rationnel de la forme —, avec A > 1, donc
Tal
1

) N Al 1
— < z,, cest a dire r > —
TaT TR
Si pu = a, il faut montrer que r > r,, ce qui découle du fait que r, et ar, sont premiers entre
eux.
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Démontrons mainlenant a). Soit V' un faisceau semi-stable sur Py de rang r et de classes de

Chern ¢y, co. Soient m = —x(V, E), n = —x(S,V). Ces entiers ne dépendent que de r, ¢, cs.

Alors V est isomorphe a la cohomologie d'une monade du type
0—E®C" 1+ Gt —~FeCh—0

d’apres 2.2. Compte tenu du fait que dim(Hom(F,G)) = 3r,, dim(Hom(G, F')) = 3rg(E) et
dim(Hom(FE, F)) = 3rg(S), on a

d = 3remn+ 3rg(E)nh — 3rg(S)mh —m?* —n* — h? + 1

(pour le voir on procede comme dans le cas des monades habituelles, cf. proposition (2.6) de
[5]). Montrons qu’on a

m_ rg(E)
Soient 1’ = rg(coker(f)), ' = p(coker(f)). Alors on a
a— i
o—p = T hry
,r./

doncona 0<a—p <z, et d’apres le lemme 9 ceci équivaut a (5).
On a donc d > 3romn —m? —n?+ 1 — h% D’apres 2. et (3) on a
3raomn—m2—n:+1 > 3r,—1 ,

d+ h?

d’ott d>3r,—h% et r, <

d—1
h < — Ceci acheve la démonstration de la proposition 33. O

. On en déduit a), compte tenu du fait qu'on a d’apres b),

9
Exemple : Sid =2, on trouve r, < —, ce qui est absurde. Donc il n’existe pas de variété de

modules de hauteur non nulle de dimension 2.

6.3 — Démonstration du théoréme 6

Soient 7, ¢1, ¢y des entiers, avec r > 1. On suppose que dim(M (r,c1,c2)) > 0. Soient X une
variété algébrique lisse, V' un faisceau cohérent sur X x Py, plat sur X. On suppose que pour
tout point fermé x de X, V, est semi-stable, de rang r et de classes de Chern ¢y, ¢y, et que
le morphisme de déformation infinitésimale de Kodaira-Spencer w, : T,X — Ext'(V,,V,) est
surjectif (pour un rappel des définitions et des compléments sur w,, voir [5], 1.6). On note X,
I'ouvert des points z de X tels que V, soit stable. Le théoreme 6 découle du résultat suivant :

Proposition 34 :  Si M(r, ¢y, c2) n'est pas isomorphe a Ps, on a codimy(X\X,) > 2.

c
Démonstration. Soient p = 2 A= A(r,cq,¢3), T Pensemble des suites (rq,...,7rx), k> 1,
r

c
d’entiers positifs de somme r telles que pour 1 <i <7, pet r; (P (—1> — A) soient des
r
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entiers. D’apres la démonstration du théoreme (4.10) de [5], on a

codimy (X\X,) > (Tiil)lir <Z riri(2A — 1)) .
1<J
Soit (r;) € I'. Alors on a 77(2A —1) > 1 et 77(2A —1) > 1, car ces deux entiers sont de la
forme d — 1, d étant la dimension d’une variété de modules non réduite a un point. On a donc
rirj(2A — 1) > 1, et par conséquent si Zrﬁj@A —1) <2, onak=2et mr,2A—-1)=1,
i<j
ce qui entraine 71 =715 et 77(2A — 1) = 1. Soit M’ la variété de modules des faisceaux semi-
stables de rang r; de pente u et de discriminant A. Alors on a dim(M’) = 2. Il découle de
6.1 et 6.2 que M’ est isomorphe a N(2,1,1), et par conséquent M(r,cy,cs) est isomorphe a
N(3,2,2). Cette derniere variété est isomorphe a P5 d’apres le lemme 25. Ceci démontre la

proposition 34. ]

Remarque : La variété de modules M = M(2,0,2) est isomorphe a P;, et on a

codimy, (M\M(2,0,2)) = 1. Par contre, M’ = M(4,—2,4) est aussi isomorphe a P5, mais
) =

on a My(4,-2,4) = M'.
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On donne ici la liste des variétés de modules M (r, ¢1, ¢o) de hauteur nulle initiales, ou de hauteur

c
non nulle, avec - compris entre -1 et 0, et de dimension au plus 10. La détermination de cette

r
liste est un exemple d’utilisation des propositions 30 et 33.

1 — Variétés de modules de hauteur nulle

Dimension | Variété de modules | Fibré exceptionnel | Propriétés
associé

2 M(1,0,1) @) ~ [Py
5 M(2,0,2) @) ~ Ps
5 M(4,—2,4) Q* ~ PP;
6 M(4,—-1,3) O lisse
8 M (9, —4,12) Q* ~ Gr?(C)
8 M (19, —8,40) Q* ~ Gr?*(C%)
9 M(14,—6,24) Q* ~ Gr*(C")
10 M(3,0,3) O non lisse

Ezxemples de suites de variétés de modules de hauteur nulle isomorphes :

M(1,0,1) ~
M(2,0 2)
M (4,
M(4, -

4) =
3) =

M(3,-1,2) ~ M(8,—3,8) ~

M(6, —2,5) ~ M(16, —6,25) ~
M (24, —10,60) =~ M (140, —58, 1740) =~
M(11,—4,13) =~ M(29, —11,73) ~
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2 — Variétés de modules de hauteur non nulle

Dimension | Variété de modules | hauteur | Fibré exceptionnel | Propriétés
associé

4 M(1,0,2) 1 @) ~ Hilb?(P,)
4 M(2,-1,2) 1 Q* ~ Hilb?(IPy)
6 M(1,0,3) 2 O ~ Hilb*(P,)
8 M(3,-1,3) 1 O lisse
8 M(1,0,4) 3 @) ~ Hilb*(IP,)
8 M(2,-1,3) 3 Q* lisse
9 M(2,0,3) 1 O lisse
10 M(1,0,5) 4 O ~ Hilb®(IP,)
10 M(7,-4,11) 1 Q" lisse
10 M(5,-3,7) 4 E_s lisse

est isomorphe au noyau du morphisme canonique O ® H°(O(2)) — O(2).

1
4
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