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De la structure des foncteurs polynomiaux sur

les espaces hermitiens

Aurélien DJAMENT ∗ et Christine VESPA †

19 août 2013

Introduction

La notion de foncteur polynomial entre des catégories de modules remonte
au travail fondamental [17] d’Eilenberg et Mac Lane, dans les années 1950,
qui l’introduit à des fins de topologie algébrique (l’étude de la cohomologie des
espaces qui portent leurs noms). Depuis, de nombreuses recherches autour des
foncteurs polynomiaux 1, tant d’un point de vue intrinsèque (voir par exemple
[31], [24] ou, plus récemment, [40] et [22]) que pour leur utilisation en topologie
algébrique (qui a connu un renouveau au début des années 1990 grâce à l’article
[23] de Henn, Lannes et Schwartz reliant la catégorie des modules instables sur
l’algèbre de Steenrod à ces foncteurs), en théorie des représentations (voir par
exemple [27]) ou en K-théorie algébrique et (co)homologie des groupes (voir
l’appendice de [18], [5], [6], [37], [16] ou [14]) se sont développées.

Même si les foncteurs polynomiaux entre différentes catégories de modules
sont restés le cas le plus étudié, plusieurs de ces travaux utilisent des foncteurs
polynomiaux dans d’autres contextes (voir [33], [22] ou [4] par exemple). Toute-
fois, ces généralisations reposent toujours sur la notion d’effets croisés inaugurée
par Eilenberg et Mac Lane. Le cadre le plus général dans lequel on peut les définir
commodément est celui d’une catégorie source monoïdale symétrique (M,⊕, 0)
dont l’unité 0 est objet nul (cf. [21], section 2 et les rappels du § 1.1 du présent
article). Les effets croisés permettent de scinder naturellement l’évaluation d’un
foncteur sur une somme (au sens de la structure monoïdale symétrique ⊕). Ce
scindage repose sur l’observation que, 0 étant à la fois unité de ⊕ et objet nul
de M, on dispose d’un endomorphisme idempotent

x⊕ y → x = x⊕ 0→ x⊕ y

naturel en les objets x et y deM (voir la définition 1.2 et la proposition 1.3). Ces
propriétés de scindage assurent un bon comportement des effets croisés et des
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1. La notion de foncteur strictement polynomial, qu’ont introduite Friedlander et Suslin
dans [19] et dont l’intérêt ne s’est pas démenti depuis (voir par exemple [39]) ne sera pas
abordée dans cet article. Notons cependant que cette notion est reliée à celle de foncteur
polynomial usuel, généralisée dans le présent article.
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sous-catégories Poln(M,A) de foncteurs polynomiaux de degré au plus n (où n
est un entier fixé et A est une catégorie abélienne). Ces catégories sont notam-
ment épaisses et stables par limites et colimites. En particulier, on peut former
les catégories abéliennes quotients Poln(M,A)/Poln−1(M,A), dont la descrip-
tion constitue une partie fondamentale (bien connue lorsqueM est additive et
que ⊕ est la somme directe catégorique) de la théorie des foncteurs polynomiaux
deM dans A. De fait, la compréhension fine de Poln(M,A) s’avère en général
délicate dès que n est supérieur ou égal à 2, même lorsqueM et A sont des ca-
tégories assez simples (cf. par exemple [3], [22] et [21]), tandis que les catégories
Poln(M,A)/Poln−1(M,A) sont beaucoup plus accessibles (cf. [31] et [15]).

Si les exemples de foncteurs polynomiaux s’insérant dans le cadre classique
qu’on vient de rappeler abondent dans plusieurs parties des mathématiques, on
rencontre également de nombreux foncteurs qui n’entrent pas dans ce cadre mais
possèdent des propriétés analogues aux foncteurs polynomiaux classiques (cf. [8]
§ 2, par exemple). Ainsi, dans un contexte ensembliste, la notion fondamentale
de Γ-module, i.e. de foncteur de la catégorie Γ des ensembles finis pointés vers
les modules sur un anneau fixé, est parfois trop rigide. De nombreux foncteurs
qui apparaissent naturellement (par exemple, la cohomologie des espaces de
configurations) sont définis seulement sur la catégorie des ensembles finis avec
injections, notée ici Θ et baptisée FI dans [7]. Les FI-modules sont les foncteurs
de la catégorie Θ vers les groupes abéliens ou les modules sur un anneau fixé.
Dans [7], Church, Ellenberg et Farb étudient ces FI-modules et en donnent de
nombreux exemples. Ils montrent que les FI-modules de type fini possèdent
des propriétés polynomiales (valeurs polynomiales, à partir d’un certain rang,
des dimensions lorsque celles-là sont des espaces vectoriels de dimension finie,
ou raffinements en termes de caractères). Les FI-modules de type fini sont des
foncteurs fortement polynomiaux avec la terminologie introduite dans le présent
article.

En fait, plusieurs des FI-modules considérés dans [7] possèdent une foncto-
rialité plus forte. Ainsi, si I est un anneau non unitaire, l’homologie du groupe li-
néaire (qui est un groupe de congruences) GLn(I) := Ker (GLn(I+) ։ GLn(Z))
(où l’on note I+ l’anneau unitaire obtenu en adjoignant formellement une unité
à I ; le morphisme est induit par l’épimorphisme scindé d’anneaux I+ ։ I+/I ≃
Z) définit, lorsque n varie, un foncteur de Θ vers les groupes abéliens gradués,
mais elle possède également une action de GLn(Z). Cette action s’avère cruciale
dans l’étude de cette homologie (voir [34]). De fait, l’homologie des groupes de
congruences sur I définit non seulement un foncteur sur Θ mais également un
foncteur sur la catégorie S(ab) des groupes abéliens libres de rang fini avec
monomorphismes scindés. Pour ces foncteurs d’homologie (en degré fixé) des
groupes de congruences, les propriétés polynomiales sont difficiles à vérifier ;
certains cas particuliers dans cette direction sont établis par Suslin dans [38]
(pour le plus petit degré homologique « non excisif ») et par Putman dans [34]
(sous conditions sur l’anneau sans unité I et sur la caractéristique des coeffi-
cients). De fait, l’étude approfondie de l’homologie des groupes de congruences
(dans un cadre général incluant d’autres types de groupes), à coefficients non
seulement constants mais aussi dans des représentations données par des fonc-
teurs polynomiaux appropriés (voir [13]), constitue la principale motivation de
l’introduction et de l’étude de la notion de foncteur polynomial dans un contexte
très général, qui fait l’objet du présent travail.
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Notre cadre pour définir la propriété polynomiale est celui de foncteurs d’une
(petite) catégorie monoïdale symétrique (M,⊕, 0) telle que 0 soit objet initial

de M vers une catégorie abélienne A (assez régulière). Il inclut en particulier
les catégories Θ et S(ab) déjà évoquées, mais aussi les catégories d’espaces
hermitiens. La première observation pour obtenir une notion correcte d’objet
polynomial (par exemple, de sorte que les sous-catégories Poln(M,A) soient
épaisses) dans cette situation est que la catégorie Fct(M,A) des foncteurs de
M vers A n’est pas la plus adaptée. On s’en convainc aisément, pour M = Θ,
par l’examen du cas où A est une catégorie d’espaces vectoriels de dimension
finie : les exemples de foncteurs de ce type qu’on rencontre couramment prennent
des valeurs dont les dimensions sont données par une fonction du cardinal de
l’ensemble qui n’est polynomiale qu’à partir d’un certain rang. On ne souhaite
pas tenir compte des « phénomènes instables » qui peuvent se produire sur les
petits ensembles, qui ne s’insèrent pas bien dans la théorie. Pour y remédier, on
travaille dans une catégorie St(M,A) quotient de Fct(M,A) qui fait disparaître
tous ces phénomènes instables (d’où la notation St pour stable). LorsqueM =
Θ, cette catégorie s’obtient en quotientant par la sous-catégorie épaisse des
foncteurs F :M→A tels que

colim
n∈N

F
(
{1, . . . , n}

)
= 0.

Dans St(M,A), on peut donner une définition des objets polynomiaux qui imite
une variante de la définition classique (lorsque 0 est objet nul deM), qui utilise
les foncteurs différences plutôt que les effets croisés. Précisément, si x est un
objet de M, le foncteur différence δx : Fct(M,A)→ Fct(M,A) est donné sur
les objets par

δx(F )(t) = Coker
(
F (t)→ F (x⊕ t)

)

où le morphisme est induit par t ≃ 0 ⊕ t
(0→x)⊕t
−−−−−−→ x ⊕ t (on utilise ici le

caractère initial de 0). En général, lorsque 0 n’est pas objet nul de M, δx est
exact à droite mais pas à gauche. Toutefois, ce foncteur induit un endofoncteur
exact de la catégorie St(M,A) (voir la proposition 1.26). On définit les objets
polynomiaux de degré au plus n de St(M,A) comme les objets F tels que

δx0
δx1

. . . δxn
(F ) = 0

pour tous objets x0, . . . , xn deM. Ceci nous permet de définir la sous-catégorie
pleine de St(M,A) des foncteurs polynomiaux de degré n, Poln(M,A). On
montre (voir la proposition 1.34) que ces catégories sont épaisses et stables par
limites et colimites.

La suite du présent article est consacrée à l’étude des catégories quotients
Poln(M,A)/Poln−1(M,A) lorsque M est une catégorie d’objets hermitiens
H(C) sur une petite catégorie additive à dualité C. C’est surtout le cas de caté-
gories du type S(ab) que nous avons en vue pour les applications (le cas de la
catégorie Θ se traite différemment et beaucoup plus simplement) ; c’est un cas
particulier de ce cadre hermitien général, qui se traite sans plus de difficulté. Le
résultat fondamental est le suivant :

Théorème 1. Le foncteur d’oubli H(C)→ C induit une équivalence de catégo-
ries

Poln(C,A)/Poln−1(C,A)→ Poln(H(C),A)/Poln−1(H(C),A)

pour chaque entier n.
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(Les catégories Poln(C,A)/Poln−1(C,A) sont bien comprises à partir des
foncteurs additifs C → A et des représentations des groupes symétriques.)

La démonstration de ce résultat se décompose en deux étapes indépendantes.
La première consiste à construire, pour toute catégorie monoïdale symétrique
(M,⊕, 0) telle que 0 soit objet initial deM, une catégorie monoïdale symétrique
(M̃,⊕, 0) dont l’unité 0 soit objet nul, munie d’un foncteur monoïdal M →

M̃ et universelle pour cette propriété. On montre à la proposition 2.6 que ce
foncteur induit des équivalences de catégories

Poln(M̃,A)/Poln−1(M̃,A)→ Poln(M,A)/Poln−1(M,A)

pour tout entier n, par un raisonnement assez direct reposant sur la considéra-
tion d’adjonctions appropriées.

La constructionM 7→ M̃, redonne des catégories bien connues : la catégorie
Θ̃ est équivalente à la catégorie FI# de [7] et est équivalente à une sous-catégorie
de la catégorie Γ sur laquelle les foncteurs ont été très étudiés, notamment par
Pirashvili (cf. supra). LorsqueM est la catégorie des espaces quadratiques sur
le corps à deux éléments F2, M̃ est équivalente à la catégorie notée Tq dans
l’article [40], où le second auteur étudie des propriétés fines de la catégorie
Fquad des foncteurs de Tq vers les F2-espaces vectoriels avant de les appliquer à
la description des objets polynomiaux de cette catégorie.

La deuxième étape de la démonstration du théorème 1 adapte et généralise
à notre cadre une partie des arguments de [40]. On montre ainsi que le foncteur

d’oubli H̃(C)→ C induit une équivalence de catégories

Poln(C,A)→ Poln(H̃(C),A)

pour tout n (pour Fquad, c’est exactement le résultat principal de la dernière
section de [40]). On déduit ce résultat d’un critère abstrait (voir proposition 3.2)
qui pourrait s’appliquer à d’autres situations.

L’un des intérêts du théorème 1 vient de ce que de nombreux foncteurs utiles
définis sur S(ab) sont très difficiles à étudier, une description complète étant
hors d’atteinte raisonnable. Des cas importants sont fournis par les groupes
d’automorphismes des groupes libres induisant l’identité sur l’abélianisation :
les quotients successifs de leur suite centrale descendante ou leur homologie
font l’objet de travaux féconds, mais encore très parcellaires (voir [1], [25] § 6,
[35], [2] ou [30] par exemple). On voit facilement que ces objets induisent des
foncteurs S(ab)→ Ab et qu’ils sont polynomiaux, pour les quotients de la suite
centrale descendante — pour l’homologie, le caractère polynomial semble très
probable et fait l’objet d’un travail en cours (voir [12]). La détermination de
leurs degrés exacts paraît encore plus délicate. La description de leurs images
dans les sous-quotients appropriés de la filtration polynomiale de la catégorie
Fct(S(ab),Ab) pourrait constituer un objectif ultérieur, moins inaccessible que
la compréhension complète de ces foncteurs.

Quelques notations utilisées dans tout l’article Pour toute catégorie C,
on notera ObC la classe des objets de C, et HomC(x, y) ou C(x, y) l’ensemble
des morphismes de C de source x et de but y. Si C est une petite catégorie et A
une catégorie quelconque, on désignera par Fct(C,A) la catégorie des foncteurs
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de C dans A. On s’autorisera parfois, par abus, à appliquer cette construction
(et d’autres relatives à des petites catégories) lorsque C est seulement essentiel-
lement petite.

Si Φ : D → C est un foncteur entre petites catégories et A une catégorie, on
désignera par Φ∗ : Fct(C,A) → Fct(D,A) le foncteur de précomposition par
Φ.

On note Ab la catégorie des groupes abéliens et ab la sous-catégorie pleine
des groupes abéliens libres de rang fini.

Si A est une catégorie abélienne, A un objet de A et E un ensemble, on
notera A[E] la somme de copies de A indexées par E. Dans le cas où A = Ab

et A = Z, si e est un élément de E, on notera [e] le générateur correspondant
de Z[E].

1 Foncteurs polynomiaux sur une catégorie mo-

noïdale

On note Mon la catégorie des petites catégories monoïdales symétriques.
Plus précisément, les objets de Mon sont les petites catégories monoïdales sy-
métriques — qu’on notera généralement (M,⊕, 0) (même si ⊕ n’est pas une
somme catégorique et 0 pas un objet nul, bien sûr) — strictes, c’est-à-dire telles
que a⊕ 0 = 0⊕ a = a et (a⊕ b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c) (fonctoriellement en a, b et c),
objet qu’on note donc a⊕b⊕c. Il est classique que toute catégorie monoïdale sy-
métrique est équivalente à une telle catégorie stricte (cf. [28]). Les morphismes
(M,⊕, 0) → (N ,⊕, 0) de Mon sont les foncteurs monoïdaux stricts, c’est-à-
dire les foncteurs F : M → N tels que F (0) = 0 et F (a ⊕ b) = F (a) ⊕ F (b)
fonctoriellement en les objets a et b deM.

Si I est un ensemble fini, on peut définir de façon usuelle la somme
⊕
i∈I
ai

d’une famille (ai)i∈I d’objets de M ∈ ObMon (on omettra souvent, dans la
suite, d’écrire explicitement la structure monoïdale, notée par défaut ⊕), et ce
fonctoriellement en ladite famille. Cela est lié à la remarque suivante.

Remarque 1.1. La catégorie Σ des ensembles finis avec bijections (ou plutôt le
squelette constitué des ensembles n := {1, . . . , n} pour n ∈ N), la structure
monoïdale étant donnée par la réunion disjointe, vérifie la propriété universelle
suivante : pour tout objetM deMon, la fonction

Mon(Σ,M)→ ObM F 7→ F (1)

est une bijection.

Si (M,⊕, 0) est un objet de Mon, x un objet de M et C une catégorie, on
notera τx : Fct(M, C)→ Fct(M, C) le foncteur de translation par x, c’est-à-dire
la précomposition par l’endofoncteur x⊕ − de M. La symétrie de la structure
monoïdale se traduit par l’existence d’isomorphismes naturels τx◦τy ≃ τy ◦τx(≃
τx⊕y).

1.1 Cas où la catégorie source possède un objet nul

Les définitions et propriétés données dans ce paragraphe ne sont pas nou-
velles. On pourra se référer à la section 2 du travail [21] qui traite de foncteurs
polynomiaux dans le même cadre qu’ici.
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On note Monnul la sous-catégorie pleine de Mon constituée des catégories
monoïdales symétriques (M,⊕, 0) dont l’unité 0 est objet nul.

Définition 1.2. SoientM un objet deMonnul, E un ensemble fini, I une partie
de E et a = (ai)i∈E une famille d’objets deM. On note ǫI(a) l’endomorphisme⊕
i∈E

fi de l’objet
⊕
i∈E

ai deM, où fi est l’endomorphisme identique de ai lorsque

i ∈ I et l’endomorphisme nul de ai lorsque i /∈ I.

Lorsqu’aucune ambiguïté ne peut en résulter, on notera ǫI pour ǫI(a).

Proposition 1.3. Soient M un objet de Monnul, E un ensemble fini et a =
(ai)i∈E une famille d’objets de M. Les endomorphismes ǫI(a) (I ⊂ E) de x =⊕
i∈E

ai forment une famille commutative d’idempotents. De plus :

1. ǫE = 1x et ǫ∅ = 0x ;

2. ǫI .ǫJ = ǫI∩J pour tous sous-ensembles I et J de E.

Corollaire 1.4. Sous les mêmes hypothèses, dans l’anneau Z[M(x, x)], posons,
pour I ⊂ E,

eI = eI(a) =
∑

J⊂I

(−1)|I|−|J|[ǫJ (a)]

où |J | désigne le cardinal de l’ensemble fini J . Alors les eI forment, lorsque I
parcourt les parties de E, une famille complète d’idempotents orthogonaux (i.e.
eI .eJ = 0 pour I 6= J et la somme de tous les eI est égale à 1).

Les notions d’effets croisés et de foncteurs polynomiaux qu’on introduit
maintenant sont dues, lorsque la catégorie source est une catégorie de modules,
à Eilenberg et Mac Lane ([17], chap. II) ; le cadre dans lequel on se place, qui est
le même que celui de la section 2 de [21], est a priori le plus général dans lequel
les définitions et propriétés de ces notions fonctionnent de la même manière que
dans ce travail originel fondamental. La situation d’une catégorie source avec
objet nul et possédant des coproduits finis est aussi abordée dans [22] (§ 1).

Définition 1.5 (Effets croisés). SoientM un objet deMonnul, A une catégorie
additive dont les idempotents se scindent, E un ensemble fini, a = (ai)i∈E une
famille d’objets de M et F :M→A un foncteur.

On pose :
crE(F )(a) := ImF (eE(a)),

où eE(a) est l’idempotent introduit dans le corollaire précédent.
Le foncteur crd(F ) :Md → A sera appelé d-ème effet croisé de F .

Une conséquence immédiate du corollaire 1.4 est la propriété suivante.

Proposition 1.6. SoientM un objet deMonnul, A une catégorie additive dont
les idempotents se scindent, E un ensemble fini, a = (ai)i∈E une famille d’objets
de M et F :M→A un foncteur. On dispose dans A d’un isomorphisme

F
(⊕

i∈E

ai

)
≃

⊕

I⊂E

crI(F )(a|I)

naturel en F et en a.
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Proposition 1.7. SoientM un objet deMonnul, A une catégorie additive dont
les idempotents se scindent, F :M→A un foncteur, i et j des entiers naturels
et x1, . . . , xi, a1, . . . , aj des objets de M. Alors :

1. cri(F )(x1, . . . , xi) est nul si l’un des objets xr est nul ;

2. pour toute permutation σ ∈ Σi, l’isomorphisme entre
⊕i

r=1 xr et
⊕i

r=1 xσ(r)
donné par la structure monoïdale symétrique induit un isomorphisme entre
cri(F )(x1, . . . , xi) et cri(F )(xσ(1), . . . , xσ(i)) ;

3. il existe un isomorphisme naturel

cri+j(F )(x1, . . . , xi, a1, . . . , aj) ≃ cri
(
crj+1(F )(a1, . . . , aj ,−)

)
(x1, . . . , xi).

4. Pour tout d ∈ N, le foncteur crd : Fct(M,A) → Fct(Md,A) commute
aux limites et colimites.

Le point 3. de cette proposition montre en particulier que la relation crn(F ) =
0 implique crm(F ) = 0 pour m ≥ n.

Définition 1.8 (Foncteurs polynomiaux). Soient M un objet de Monnul, A
une catégorie additive dont les idempotents se scindent, d ∈ N ∪ {−∞} et
F :M→ A un foncteur. On dit que F est polynomial de degré au plus d si le
foncteur crd+1(F ) :Md+1 → A est nul. Le degré de F est par définition le plus
petit d vérifiant cette propriété.

On note Pold(M,A) la sous-catégorie pleine de Fct(M,A) dont les objets
sont les foncteurs polynomiaux de degré au plus d.

On remarque que les foncteurs polynomiaux de degré au plus 0 sont les fonc-
teurs constants ; les foncteurs polynomiaux de degré au plus 1 sont les sommes
directes d’un foncteur constant et d’un foncteur monoïdal.

La proposition 1.7.4. montre que les sous-catégories Pold(M,A) sont stables
par limites et colimites.

Avant d’aborder le paragraphe suivant, nous avons besoin de présenter une
définition alternative des foncteurs polynomiaux sur un objet deMonnul.

Définition 1.9. Soient M un objet de Monnul, x un objet de M et A une
catégorie additive dont les idempotents se scindent. On définit un foncteur
δx : Fct(M,A) → Fct(M,A) naturel en x par δx(F ) = Im (1 − ε), où ε est
l’endomorphisme idempotent de τx(F ) induit par l’endomorphisme idempotent
0 de x (on utilise la fonctorialité de x 7→ τx). On dispose ainsi d’un isomorphisme
naturel τx(F ) ≃ F ⊕ δx(F ). Le foncteur δx s’appelle foncteur différence associé
à x.

Cette définition est une généralisation du foncteur différence considéré pour
les catégories de foncteurs entre espaces vectoriels (voir [36]).

Proposition 1.10. Les endofoncteurs δx de Fct(M,A) commutent deux à
deux (à isomorphisme canonique près) ; ils commutent également aux limites et
colimites.

On dispose également d’un isomorphisme naturel cr2(F )(x,−) ≃ cr1(δx(F )).

Proposition 1.11. Soient M un objet de Monnul, A une catégorie additive
dont les idempotents se scindent, d ∈ N et F : M → A un foncteur. Les
assertions suivantes sont équivalentes :
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1. F appartient à Pold(M,A) ;

2. pour tout objet x de M, δx(F ) appartient à Pold−1(M,A) (pour d = 0,
cela signifie que ce foncteur est nul).

1.2 Cas où la catégorie source possède un objet initial

On note Monini la sous-catégorie pleine de Mon constituée des catégories
monoïdales symétriques (M,⊕, 0) dont l’unité 0 est objet initial. Sous cette
hypothèse plus faible, nous ne pouvons pas définir les idempotents introduits à
la définition 1.2. Néanmoins, on dispose de morphismes canoniques a(= a⊕0)→
a⊕ b et b→ a⊕ b ; plus généralement, pour toute famille finie (ai)i∈E d’objets
de M et tout sous-ensemble I de E, on dispose d’un morphisme canonique

rEI (a) :
⊕

i∈I

ai

(
≃

⊕

i∈E

a′i

)
→

⊕

i∈E

ai (1)

(où a′i = ai si i ∈ I, 0 sinon — morphisme induit par les a′i → ai égaux à
l’identité si i ∈ I et à l’unique morphisme sinon).

Les exemples de catégories dans Monini mais pas dans Monnul qui nous
intéressent sont généralement des catégories de monomorphismes.

Exemple 1.12. 1. Un exemple important d’objet de Monini est la catégorie
Θ des ensembles finis (ou plutôt le squelette constitué des n, n ∈ N),
les morphismes étant les fonctions injectives et la structure monoïdale
symétrique la réunion disjointe.
La catégorie Θ possède la propriété universelle suivante : pour tout objet
M de Monini, la fonction

Mon(Θ,M)→ ObM F 7→ F (1)

est une bijection (cf. remarque 1.1). Pour une démonstration formelle de
ce fait élémentaire, voir la remarque 2.4 ci-après.

2. Les catégories d’objets hermitiens H(A), pour lesquelles on renvoie le lec-
teur à la section 3.2, constituent des exemples fondamentaux d’objets de
Monini.

3. Soit A une petite catégorie additive. On note S(A) la catégorie ayant les
mêmes objets que A et dont les morphismes sont donnés par :

S(A)(a, b) = {(u, v) ∈ A(b, a)×A(a, b) | u ◦ v = Ida}.

Cette catégorie est un objet deMonini, la structure monoïdale symétrique
étant la somme directe. La catégorie S(A) s’identifie à une catégorie d’ob-
jets hermitiens H(Aop ×A) (voir la remarque 3.5 ci-après).

1.2.1 Foncteurs polynomiaux forts

Nous commençons par donner une première définition naïve de foncteur
polynomial sur un objet de Monini. Nous la donnons en termes de foncteurs
différences plutôt que d’effets croisés (voir la remarque 1.19 ci-dessous à ce sujet)
car la définition de la « bonne » notion d’objet polynomial qu’on introduira après
se prête davantage à cette approche.
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Définition 1.13. Soient M un objet de Monini, x un objet de M, A une
catégorie abélienne, et F :M→A un foncteur. On note κx(F ) (resp. δx(F )) le
noyau (resp. conoyau) du morphisme ix(F ) : F = τ0(F )→ τx(F ) de Fct(M,A)
induit par l’unique morphisme 0→ x deM.

L’endofoncteur δx de Fct(M,A) s’appelle foncteur différence associé à x.

Nous avons donc une suite exacte :

0→ κx → Id→ τx → δx → 0.

Comme le foncteur τx est exact, le lemme du serpent montre que tout suite
exacte courte

0→ F → G→ H → 0

de Fct(M,A) induit une suite exacte

0→ κx(F )→ κx(G)→ κx(H)→ δx(F )→ δx(G)→ δx(G)→ 0,

observation que nous utiliserons couramment dans cet article.
Il est clair que, lorsque M appartient à Monnul, cette définition s’identifie

canoniquement à la définition 1.9. Avant d’utiliser ces foncteurs pour définir les
foncteurs polynomiaux, nous en donnons quelques propriétés générales qui nous
serviront à plusieurs reprises.

Proposition 1.14. Soient x et y deux objets de M (les notations sont les
mêmes que dans la définition précédente).

1. Les endofoncteurs τx et τy de Fct(M,A) commutent à isomorphisme na-
turel près. Ils commutent aux limites et aux colimites.

2. Les endofoncteurs δx et δy de Fct(M,A) commutent à isomorphisme na-
turel près. Ils commutent aux colimites.

3. Les endofoncteurs κx et κy de Fct(M,A) commutent à isomorphisme
naturel près. Ils commutent aux limites.

4. L’endofoncteur κx est idempotent : l’inclusion naturelle (κx)
2 →֒ κx est

un isomorphisme.

5. Les endofoncteurs τx et δy commutent à isomorphisme naturel près.

6. Les endofoncteurs τx et κy commutent à isomorphisme naturel près.

7. Il existe une suite exacte naturelle

δy → δx⊕y → τyδx → 0.

Démonstration. La première assertion est claire.
En s’appuyant sur celle-ci, on forme un diagramme commutatif aux lignes

exactes
0 // τyκx //

≃

��
�

�

�
τy // τyτx //

≃

��

τyδx //

≃

��
�

�

�
0

0 // κxτy // τy // τxτy // δxτy // 0

qui établit les assertions 5. et 6.
Le foncteur δx, conoyau d’une transformation naturelle entre Id et τx, qui

commutent aux colimites, commute aux colimites. En utilisant 5., l’exactitude
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à droite de δy et un raisonnement analogue au précédent, on en déduit l’asser-
tion 2. ; la propriété 3. est similaire.

L’assertion 4. est une conséquence formelle de ce que κx est le noyau d’une
transformation naturelle de l’identité vers un foncteur exact à gauche.

La propriété 7. s’obtient en formant le diagramme commutatif aux lignes
exactes

Id //

iy

��

τx⊕y //

≃

��

δx⊕y //

����
�

�

�
0

τy // τyτx // τyδx // 0

.

La proposition 1.11 conduit à introduire la définition suivante :

Définition 1.15 (Foncteurs fortement polynomiaux). Sous les hypothèses pré-
cédentes, on définit par récurrence sur n une suite de sous-catégories pleines
Polfortn (M,A) de Fct(M,A) comme suit.

1. Pour n < 0, Polfortn (M,A) = {0} ;

2. pour n ≥ 0, Polfortn (M,A) est constitué des foncteurs F tels que δx(F )
appartienne à Polfortn−1(M,A) pour tout objet x de M.

On dit qu’un foncteur F est fortement polynomial s’il existe n tel que F appar-
tienne à Polfortn (M,A). Le minimum dans N ∪ {∞} de ces n s’appelle le degré
fort de F .

Proposition 1.16. Les sous-catégories Polfortn (M,A) de Fct(M,A) sont stables
par quotients, extensions et colimites. Elles sont également stables sous l’action
des foncteurs de translation τx.

Si E est un ensemble d’objets de M tel que tout objet de M est isomorphe
à une somme (au sens de ⊕) finie d’éléments de E, alors un foncteur F de
Fct(M,A) appartient à Polfortn (M,A) si δx(F ) appartient à Polfortn−1(M,A)
pour tout x ∈ E.

Démonstration. On s’appuie sur la proposition 1.14 : comme les foncteurs δx
commutent aux colimites, on voit aussitôt par récurrence sur n que Polfortn (M,A)
est stable par quotients, extensions et colimites. La commutation des foncteurs
δx aux foncteurs de translation implique que ces derniers préserventPolfortn (M,A).

La dernière assertion se déduit, par récurrence sur n, du point 7. de la pro-
position 1.14, en utilisant la stabilité de Polfortn (M,A) par extensions, quotients
et par les foncteurs de translation.

Contrairement à ce qui advient dans la situation du paragraphe précédent
(proposition 1.9), les foncteurs δx ne commutent généralement pas aux limites
(même si A est une catégorie abélienne très régulière), en raison de l’absence
de scindage aux morphismes canoniques t → x ⊕ t qui servent à les définir.
C’est ce qui explique que la définition 1.15 ne se comporte pas très bien : un
sous-foncteur d’un foncteur fortement polynomial n’est pas forcément fortement
polynomial, et même lorsqu’il l’est, son degré fort peut excéder celui du foncteur
initial.
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Exemple 1.17. Considérons la catégorie Fct(Θ,Ab). On note tout d’abord que,
grâce à la dernière partie de la proposition 1.16, un foncteur F dans cette ca-
tégorie est fortement polynomial de degré fort au plus n si et seulement si
δn+1
1

(F ) = 0.
Le foncteur constant Z de Fct(Θ,Ab) est fortement polynomial de degré 0.

Pour tout n ∈ N, il possède un sous-foncteur Z≥n qui est nul sur les ensembles
de cardinal strictement inférieur à n et égal à Z sur les autres ensembles finis.
Le foncteur Z≥n est polynomial fort de degré exactement n. Pour le voir, on
effectue les calculs suivants dans Fct(Θ,Ab) :

∀(n, i) ∈ N2 δ1(Z≥n) = Zn−1, δ1(Zi) = Zi−1

où Zi est le foncteur égal à Z sur les ensembles de cardinal i et nul ailleurs.

Remarque 1.18. Disons qu’un foncteur F de Fct(Θ,A), où A est une catégorie
abélienne, est engendré en cardinal au plus n si tout sous-foncteur G de F tel
que l’inclusion G(i) ⊂ F (i) soit une égalité pour i ≤ n est égal à F . Il revient
au même de demander que F soit isomorphe à un quotient d’une somme directe
de foncteurs du type A[Θ(i,−)] avec A ∈ ObA et i ≤ n.

Un objet de Fct(Θ,A) est fortement polynomial de degré fort au plus n si
et seulement s’il est engendré en cardinal au plus n.

D’un autre côté, un objet de Fct(Θ,A) est de type fini si et seulement s’il
existe un entier n tel qu’il soit engendré en degré au plus n et qu’il prend des
valeurs de type fini dans A (on peut d’ailleurs se restreindre aux valeurs sur
i pour i ≤ n). Par conséquent, tout foncteur de type fini de Fct(Θ,A) est
fortement polynomial, et la réciproque est vraie pour les foncteurs prenant des
valeurs de type fini.

On retrouve, avec notre vocabulaire, le théorème 1.2 de [8] (étandant lui-
même le théorème 1.3 de [7]), sous la forme générale suivante. Notons G0(A) le
groupe de Grothendieck des objets de type fini de A (il existe toujours si A est
une catégorie de Grothendieck, par exemple) et, pour un foncteur F : Θ → A
prenant des valeurs de type fini, dvF : N → G0(A) la fonction associant à n la
classe de F (n) dans G0(A). Si F est de type fini et A localement noethérienne,
alors cette fonction est polynomiale de degré n à partir d’un certain rang (i.e.
sa n-ème déviation — au sens de [17], § 8, où l’on peut remplacer à la source
le groupe abélien par un monoïde abélien comme N sans changement — est
nulle sur tout n+ 1-uplets d’entiers assez grands), où n est le degré fort de F .
Cela se montre en observant que pour F de type fini, le morphisme canonique
F (i)→ F (i+ 1) est un monomorphisme pour i assez grand (cette propriété n’est
pas tout-à-fait immédiate et repose sur le caractère localement noethérien de A
— cf. le théorème 1.1 de [8], ou [11]), de sorte que dvF (i+1) = dvF (i)+dvδF (i)
(pour i assez grand).

Remarque 1.19 (Effets croisés). On peut aussi définir les foncteurs fortement
polynomiaux à l’aide d’effets croisés : soient M un objet de Monini, A une
catégorie additive possédant des colimites finies et F : M → A un foncteur.
Pour toute famille finie a = (ai)i∈E d’objets deM, on note

crE(F )(a) = Coker
(⊕

i∈E

F
( ⊕

j∈E\{i}

aj

)
→ F

(⊕

i∈E

ai

))

(morphisme dont les composantes sont les F (rEE\{i}(a)) — on rappelle que les

rEI sont définis par (1)).
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Lorsque E = d pour un d ∈ N, on note crd(F )(a1, . . . , ad) pour crE(F )(a).
Le foncteur crd(F ) :Md → A ainsi obtenu s’appelle d-ème effet croisé de F .

La proposition 1.6 permet de voir que cette définition s’identifie canonique-
ment avec la définition 1.5 lorsqueM appartient àMonnul.

On voit facilement que F est fortement polynomial de degré au plus d si et
seulement crd+1(F ) = 0 et que toutes les propriétés données dans la proposi-
tion 1.7 subsistent dans ce cadre plus général, excepté la commutation des effets
croisés aux limites.

On souhaite maintenant modifier la définition 1.15 de manière à ce qu’un
sous-foncteur d’un foncteur polynomial de degré d soit polynomial de degré au
plus d, par exemple. Cela se fait au prix du passage de la catégorie Fct(M,A) à
une catégorie quotient. Par commodité, on se placera d’emblée dans le cas où A
est une « bonne » catégorie abélienne. On renvoie le lecteur à [20], par exemple,
pour les généralités sur les catégories abéliennes, notamment les catégories de
Grothendieck (les catégories abéliennes avec générateurs et limites inductives
exactes de [20], chap. II, § 6) et les catégories abéliennes quotients (op. cit.,
chap. III).

1.2.2 La catégorie stable St(M,A)

Définition 1.20. SoientM un objet de Monini, A une catégorie de Grothen-
dieck et F :M→ A un foncteur. On note κ(F ) le sous-foncteur

∑
x∈ObM

κx(F )

de F .
On dit que F est stablement nul si κ(F ) = F .
On note Sn(M,A) la sous-catégorie pleine de Fct(M,A) constituée des

foncteurs stablement nuls.

Exemple 1.21. Les foncteurs Zi : Θ → Ab introduits dans l’exemple 1.17 sont
stablement nuls.

D’autre part, on vérifie facilement qu’un objet F de Fct(Θ,A) est stablement
nul si et seulement si

colim
n∈N

F (n) = 0.

Les inclusions κx(F ) ⊂ κx⊕y(F ) et κy(F ) ⊂ κx⊕y(F ) (déduites des flèches
canoniques x → x ⊕ y et y → x ⊕ y) montrent que la famille (κx(F )) de sous-
objets de F est filtrante. En particulier, κ est un foncteur exact à gauche.

Proposition 1.22. Soient M un objet de Monini et A une catégorie de Gro-
thendieck. La catégorie Sn(M,A) est une sous-catégorie épaisse stable par co-
limites de Fct(M,A).

Démonstration. Le foncteur κ commute aux colimites filtrantes d’inclusions.
Cette observation implique que Sn(M,A) est stable par colimites filtrantes
d’inclusions.

La stabilité de Sn(M,A) par sous-objets se déduit formellement de ce que
κ est un foncteur exact à gauche : si G est un sous-foncteur de F , le diagramme
commutatif aux lignes exactes

0 // κ(G) //

��

κ(F ) //

��

κ(F/G)

��

0 // G // F // F/G // 0
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dont les colonnes sont les inclusions implique (par le lemme des cinq) que si
κ(F ) ⊂ F est une égalité, alors il en est de même pour κ(G) ⊂ G.

Si f : F ։ G est un épimorphisme de Fct(M,A) avec F dans Sn(M,A),
le diagramme commutatif

κ(F )
κ(f)

// κ(G)

��
F

f
// // G

(dont les flèches verticales sont les inclusions canoniques) montre que l’inclusion
κ(G) ⊂ G est une égalité, d’où la stabilité de Sn(M,A) par quotients.

Pour la stabilité par extensions, considérons une suite exacte courte

0→ B
u
−→ F → A→ 0

de Fct(M,A) avec A et B dans Sn(M,A). En écrivant G comme colimite
filtrante des κx(G), en formant le produit fibré des morphismes F → A et
κx(G) →֒ G et en utilisant l’exactitude des colimites filtrantes dans A (et l’ob-
servation du début de la démonstration sur les colimites filtrantes d’inclusions),
on voit qu’il suffit de montrer que F appartient à Sn(M,A) s’il existe x ∈ ObM
tel que ix(A) = 0. On en déduit un morphisme ϕ : F → τx(B) rendant commu-
tatif le diagramme aux lignes exactes

0 // B

ix(B)

��

// F

ix(F )

��

//

ϕ
zzu
u
u
u
u

A

ix(A)=0

��

// 0

0 // τx(B) // τx(F ) // τx(A) // 0

.

Pour tout y ∈ ObM, le diagramme commutatif

F
ϕ

yytt
tt
tt
tt
tt

ix(F )

��

ix⊕y(F )

++WWW
WWW

WWW
WWW

WWW
WWW

WWW
WWW

WWW

τx(B)

τx(iy(B))

yyss
ss
ss
ss
ss

iy(τx(B))

��

τx(u) // τx(F )
iy(τx(F ))

// τyτx(F ) ≃
// τx⊕y(F )

τxτy(B)
≃ // τyτx(B)

τyτx(u)

33hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

montre l’inclusion
κx⊕y(F ) ⊃ ϕ

−1
(
τx(κy(B))

)

d’où l’on tire F = κ(F ), ce qui achève la démonstration.

Définition 1.23. Sous les hypothèses de la définition précédente, on note
St(M,A) la catégorie quotient Fct(M,A)/Sn(M,A), πM : Fct(M,A) →
St(M,A) le foncteur canonique et sM : St(M,A) → Fct(M,A) le foncteur
section.

Ainsi, St(M,A) est une catégorie de Grothendieck et πM est un foncteur
exact, essentiellement surjectif et commutant à toutes les colimites.

13



Toutes ces constructions sont fonctorielles en M en le sens suivant : si Φ :
M → N est une flèche de Monini qui est essentiellement surjective, ou plus
généralement telle que pour tout objet b de N existe un objet a de M et un
morphisme b→ Φ(a), on dispose d’un diagramme commutatif

Sn(N ,A)
incl //

��

Fct(N ,A)
πN //

Φ∗

��

St(N ,A)

��

Sn(M,A)
incl // Fct(M,A)

πM // St(M,A)

de catégories abéliennes (dont toutes les flèches sont exactes et commutent aux
colimites).

Dans toute la suite de ce paragraphe,M désigne un objet deMonini

et A une catégorie de Grothendieck.

Le lemme suivant nous aidera à mener à bien certains raisonnements sur les
morphismes de la catégorie St(M,A).

Lemme 1.24. Soit F :M→A un foncteur.

1. Le foncteur κ(F ) est le plus grand sous-objet de F appartenant à Sn(M,A).

2. On a HomFct(M,A)(S, F ) = 0 pour tout objet S de Sn(M,A) si et seule-
ment si ix(F ) : F → τx(F ) est un monomorphisme pour tout objet x de
M.

3. Si ix(F ) : F → τx(F ) est un monomorphisme scindé pour tout objet x
de M, alors Ext∗

Fct(M,A)(S, F ) = 0 pour tout objet S de Sn(M,A). Par
conséquent, le morphisme naturel

Ext∗
Fct(M,A)(G,F )→ Ext∗

St(M,A)(πMG, πMF )

est un isomorphisme pour tout objet G de Fct(M,A).

4. Si F appartient à Sn(M,A) et que X :Mop → A est un foncteur tel que
la transformation naturelle ix : τx(X) → X soit un épimorphisme scindé
pour tout x ∈ ObM, alors Tor∗M(X,F ) = 0.

5. En particulier, H∗(M;F ) = 0 si F appartient à Sn(M,A).

Démonstration. Le premier point est un fait formel classique qui découle de la
propriété d’idempotence des foncteurs κx (proposition 1.14.4) : elle implique
que les κx(F ), donc aussi leur somme κ(F ), appartiennent à Sn(M,A) ; ré-
ciproquement, si G est un sous-foncteur de F appartenant à Sn(M,A), alors
G = κ(G) ⊂ κ(F ).

Le deuxième point en résulte : HomFct(M,A)(S, F ) = 0 pour tout objet S de
Sn(M,A) si et seulement si κ(F ) = 0, ce qui signifie bien que κx(F ) = 0, i.e.
ix(F ) est injective, pour tout x ∈ ObM.

Pour le troisième point, comme S ∈ ObSn(M,A) est la colimite filtrante
de ses sous-objets κx(S) et que ix(κx) = 0 il suffit de montrer la nullité de
Ext∗Fct(M,A)(S, F ) = 0 lorsqu’existe un x ∈ ObM tel ix(S) = 0. En ce cas,
on considère le diagramme commutatif (déduit de la naturalité de ix et de
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l’exactitude de τx)

Ext∗
Fct(M,A)(S, F )

ix(F )∗ //

(τx)∗

��

Ext∗
Fct(M,A)(S, τx(F ))

Ext∗Fct(M,A)(τx(S), τx(F ))

ix(S)
∗

44iiiiiiiiiiiiiiiii

:

la flèche oblique est nulle par hypothèse sur S, tandis que la flèche horizontale
est un monomorphisme (scindé) par hypothèse sur F , d’où la nullité souhaitée.

Le quatrième point est dual et se démontre de la même façon. Le cinquième
s’en déduit en prenant pour X le foncteur constant en Z.

On déduit aussitôt du dernier point de ce lemme le résultat suivant, que l’on
utilisera dans la section 2.

Proposition 1.25. Le foncteur homologique H∗(M;−) : Fct(M,A) → Agr
(l’indice gr désignant les objets gradués) se factorise par πM, induisant un
foncteur homologique hM∗ : St(M,A)→ Agr.

On montre maintenant que τx et δx induisent des endofoncteurs de St(M,A)
qui se comportent comme on l’attend.

Proposition 1.26. 1. Pour tout objet x deM, les endofoncteurs τx et δx de
Fct(M,A) induisent des endofoncteurs de St(M,A) exacts et commutant
aux colimites, encore notés τx et δx. Ils vérifient les relations πMδx =
δxπM et πMτx = τxπM et s’insèrent dans une suite exacte

0→ Id→ τx → δx → 0

naturelle en x.

2. Pour tous objet x et y deM, les endofoncteurs τx, τy, δx, δy de St(M,A)
commutent deux à deux à isomorphisme naturel près.

Démonstration. La commutation de τx au foncteur κ (qui découle de la com-
mutation de τx aux colimites et aux foncteurs κy — cf. proposition 1.14) et le
fait que τx est exact et commute aux colimites implique que ce foncteur induit
un endofoncteur de St(M,A) exact et commutant aux colimites.

Par ailleurs, la proposition 1.14. 4. montre que le foncteur κx prend ses
valeurs dans Sn(M,A). Il s’en suit que la transformation naturelle ix : Id→ τx
d’endofoncteurs Fct(M,A) induit un monomorphisme naturel d’endofoncteurs
de St(M,A). Comme Id et τx sont exacts, cela implique, grâce au lemme du
serpent, que leur conoyau est un endofoncteur exact de St(M,A), qui est induit
par l’endofoncteur δx de Fct(M,A). Cet endofoncteur de St(M,A) commute
aux colimites puisqu’il en est de même pour Id et τx. Cela achève d’établir la
première assertion. La deuxième se déduit directement de la proposition 1.14.

En ce qui concerne le comportement des foncteurs τx et δx relativement au
foncteur section, on a le résultat suivant :

Proposition 1.27. 1. Soient F un objet de Fct(M,A) et x un objet deM.
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(a) Si Hom(N,F ) = 0 pour tout N dans Sn(M,A), alors τx(F ) possède
la même propriété.

(b) Si F est Sn(M,A)-fermé, alors Hom(N, δx(F )) = 0 pour tout N
dans Sn(M,A).

(c) Si F est Sn(M,A)-fermé et que 0→ G→ F → N → 0 est une suite
exacte de Fct(M,A), alors κx(N) ≃ κxδx(G).

2. (a) Il existe un isomorphisme naturel de foncteurs τtsM ≃ sMτt pour
tout objet t de M.

(b) Il existe un monomorphisme naturel de foncteurs δtsM →֒ sMδt pour
tout objet t de M.

Démonstration. 1. (a) La condition Hom(N,F ) = 0 pour tout N dans
Sn(M,A) équivaut à κ(F ) = 0 par la première assertion du lemme 1.24.
Le premier point résulte donc de la commutation des foncteurs τx et
κ (cf. proposition 1.14).

(b) Comme F est Sn(M,A)-fermé, ix : F → τx(F ) est injectif, de sorte
qu’on a une suite exacte

Hom(N, τx(F ))→ Hom(N, δx(F ))→ Ext1(N,F )

déduite de la suite exacte courte 0 → F
ix−→ τx(F ) → δx(F ) → 0.

Si N appartient à Sn(M,A), alors Hom(N, τx(F )) est nul d’après le
point précédent, et Ext1(N,F ) est nul par hypothèse sur F , d’où la
nullité de Hom(N, δx(F )).

(c) La suite exacte de l’hypothèse induit une suite exacte

0→ κx(G)→ κx(F )→ κx(N)→ δx(G)→ δx(F )→ δx(N)→ 0.

Puisque F est Sn(M,A)-fermé, κx(F ) est nul, et κxδx(F ) l’est égale-
ment grâce à ce qu’on vient de démontrer au point précédent. Appli-
quant le foncteur exact à gauche κx à la suite exacte 0 → κx(N) →
δx(G) → δx(F ) et utilisant le caractère idempotent de κx (proposi-
tion 1.14.4), on obtient bien un isomorphisme κx(N) ≃ (κx)

2(N)
≃
−→

κxδx(G).

2. (a) Il s’agit de montrer que, si F est un objet Sn(M,A)-fermé de Fct(M,A),
alors τt(F ) est Sn(M,A)-fermé. Soit G le foncteur sMπM(τtF ) : ce
qu’on a démontré en 1.(a) implique que l’unité τt(F )→ G de l’adjonc-
tion entre πM et sM est un monomorphisme. Soit N son conoyau :
par le point 1.(c), pour tout objet x deM, on a κx(N) ≃ κxδxτt(F ).
On en déduit κx(N) ≃ τtκxδx(F ) par la proposition 1.14. Mais 1.(b)
entraîne la nullité de κxδx(F ), d’où κx(N) = 0. Comme c’est vrai
pour tout x ∈ ObM et que N appartient à Sn(M,A), on en déduit
N = 0, d’où notre assertion.

(b) C’est une conséquence directe du point 1.(b).

Cette proposition implique le résultat de compatibilité aux limites suivant
des endofoncteurs τx et δx de St(M,A).
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Corollaire 1.28. Soit x un objet de M.

1. L’endofoncteur τx de St(M,A) commute aux limites.

2. Il existe un monomorphisme naturel δx(lim
T

Φ) →֒ lim
T

(δxΦ) pour tout fonc-

teur Φ d’une petite catégorie T vers St(M,A).

Démonstration. L’assertion relative à τx résulte de ce que l’endofoncteur τx de
Fct(M,A) commute aux limites et de la proposition 1.27.2(a), les limites dans
St(M,A) étant obtenues en appliquant le foncteur sM, en prenant la limite de
Fct(M,A) puis en appliquant le foncteur πM.

L’assertion relative à δx s’en déduit en utilisant la suite exacte courte 0 →
Id → τx → δx → 0 d’endofoncteurs de St(M,A), qui permet de former un
diagramme commutatif aux lignes exactes

0 // lim
T

Φ // τx(lim
T

Φ)

≃

��

// δx(lim
T

Φ)

��
�

�

�

// 0

0 // lim
T

Φ // lim
T

(τxΦ) // lim
T

(δxΦ)

:

le carré commutatif de gauche fournit l’existence de la flèche verticale de droite
(en pointillé), qui est un monomorphisme.

1.2.3 Foncteurs polynomiaux dans St(M,A)

Définition 1.29 (Objets polynomiaux de St(M,A)). On définit par récurrence
une suite (Poln(M,A))n de sous-catégories pleines de St(M,A) de la façon
suivante :

1. Poln(M,A) = {0} si n < 0 ;

2. pour n ≥ 0, Poln(M,A) est constituée des objets X de St(M,A) tels que
δx(X) appartienne à Poln−1(M,A) pour tout objet x de M.

Un objet de St(M,A) est dit polynomial s’il appartient à une sous-catégorie
Poln(M,A) ; son degré est le plus petit n ∈ N∪{−∞} pour lequel cela advient.

En fait, on peut se contenter d’appliquer les foncteurs δx pour certains objets
x de M :

Proposition 1.30. Si E est un ensemble d’objets deM tel que tout objet deM
est isomorphe à une somme (au sens de ⊕) finie d’éléments de E, alors un objet
X de St(M,A) appartient à Poln(M,A) si δx(X) appartient à Poln−1(M,A)
pour tout x ∈ E.

Démonstration. La démonstration est la même que celle de la deuxième partie
de la proposition 1.16.

La description des objets de degré 0 est sans surprise :

Proposition 1.31 (Objets de degré 0 de St(M,A)). Le foncteur

A
c
−→ Fct(M,A)

πM−−→ St(M,A),

où la flèche c est l’inclusion des foncteurs constants, induit une équivalence de
catégories

A ≃ Pol0(M,A).
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Démonstration. CommeM possède un objet initial 0, le foncteur c est adjoint
à gauche au foncteur Fct(M,A) → A d’évaluation en 0. Cela montre en par-
ticulier que c est pleinement fidèle. Maintenant, grâce au troisième point du
lemme 1.24, on voit que l’application

HomFct(M,A)

(
F, c(A)

)
→ HomSt(M,A)

(
πM(F ), πM(c(A))

)

induite par πM est un isomorphisme pour tout objet F de Fct(M,A), puis que
πM ◦ c est pleinement fidèle.

Il est clair que ce foncteur prend ses valeurs dans Pol0(M,A) ; vérifions que
son image essentielle est exactement Pol0(M,A). En effet, si X est un objet
de Pol0(M,A) et x un objet de M, δx(X) est nul, donc δxsM(X), qui est
un sous-objet de sMδx(X) d’après la dernière assertion de la proposition 1.27,
est également nul. Autrement dit, posant F = sM(X), ix(F ) : F → τx(F )
est surjectif. Ce morphisme est également injectif (par le deuxième point du
lemme 1.24), c’est donc un isomorphisme. En évaluant en 0, on en déduit que
F (0)→ F (x) est un isomorphisme, ce qui signifie bien que F est constant.

La deuxième partie de la démonstration précédente consiste à établir que
l’image par le foncteur section d’un objet polynomial de degré nul est un foncteur
fortement polynomial de degré fort nul. En revanche, l’assertion analogue pour
les degrés supérieurs est fausse, dès le degré 1, comme le montre l’exemple
suivant.

Exemple 1.32. Notons P le foncteur E 7→ Z[E] de Fct(Θ,Ab), on dispose d’un
morphisme P → Z donné par l’augmentation Z[E] → Z ; son conoyau est Z0

(on conserve les notations de l’exemple 1.17), nous noterons F son noyau. Un
calcul facile montre que δ1(F ) ≃ Z≥1, de sorte que F est polynomial fort de
degré fort 2 (on utilise ici l’exemple 1.17), tandis que πΘ(F ) est polynomial de
degré 1 (utiliser la proposition 1.30). Pour autant, F est Sn(Θ,Ab)-fermé, de
sorte que F ≃ sΘπΘ(F ). Cela se déduit directement de la suite exacte

0→ F → P → Z

et de la nullité de ExtiFct(Θ,Ab)(S, P ) pour i ≤ 1 et de HomFct(Θ,Ab)(S,Z) pour
S stablement nul, qu’on tire du lemme 1.24.3.

Remarque 1.33. Le phénomène illustré par l’exemple précédent est d’autant
plus spectaculaire que, si X est un objet de degré 1 de St(M,A), s’il existe un
représentant G de X fortement polynomial de degré fort 1, alors sM(X) est de
degré fort 1, comme on va le voir plus bas. (Nous ignorons si ce résultat persiste
en remplaçant 1 par un degré supérieur.) Ainsi, l’objet πΘ(F ) de St(Θ,Ab) de
notre exemple, bien que de degré 1, n’admet aucun représentant de degré fort
strictement inférieur à 2 ! (Voir toutefois la remarque 2.8 ci-après, pour nuancer
ce phénomène contre-intuitif.)

Démontrons l’assertion ci-dessus : notons F = πM(X). Quitte à remplacer
G par son image par l’unité G → F de l’adjonction (qui est de degré fort au
plus 1 puisque Polfort1 (M,A) est stable par quotients), on peut supposer que
celle-ci est injective. Notons N son conoyau : on a donc une suite exacte courte
0→ G→ F → N → 0 avec F Sn(M,A)-fermé et N dans Sn(M,A).

Soient x et t des objets de M. Notons H l’image du morphisme δx(G) →
δx(F ) induit par l’inclusion G→ F . La suite exacte courte 0→ H → δx(F )→
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δx(N)→ 0 induit une suite exacte

κtδx(F )→ κtδx(N)→ δt(H).

Mais δt(H), quotient de δtδx(G), est nul puisque G est par hypothèse de degré
fort 1. Quant à κtδx(F ), il est nul par la proposition 1.27. Donc κtδx(N) est
nul pour tout t (et tout x). Comme δx(N) est stablement nul comme N (c’est
un quotient de τx(N), et la commutation des foncteurs κa et τx implique que
Sn(M,A) est stable par τx), on en déduit δx(N) = 0, i.e. que N est fortement
polynomial de degré fort (au plus) 0. Par conséquent, la suite exacte courte
0→ G→ F → N → 0 montre que F est fortement polynomial de degré fort au
plus 1 (utiliser la proposition 1.16), comme souhaité.

La proposition suivante montre que, dans la catégorie quotient St(M,A), les
sous-catégories d’objets polynomiaux possèdent les mêmes propriétés de régula-
rité que dans le cadre usuel revu au § 1.1 (contrairement aux foncteurs fortement
polynomiaux).

Proposition 1.34. Pour tout n ∈ N, la sous-catégorie Poln(M,A) de St(M,A)
est bilocalisante, c’est-à-dire épaisse et stable par limites et colimites.

De plus, pour tout objet x deM et tout objet F de Poln(M,A), τx(F ) (resp.
δx(F )) est polynomial de degré n (resp. de degré strictement inférieur à n).

Démonstration. Le caractère localisant (i.e. épais et stable par colimites) de
Poln(M,A) provient de ce que les endofoncteurs δt sont exacts et commutent
aux colimites (cf. proposition 1.26). La stabilité par limites se déduit de la
deuxième assertion du corollaire 1.28.

La dernière assertion découle des propriétés de commutation données dans
la proposition 1.26.

La première partie de cette proposition peut se reformuler en disant qu’il
existe un diagramme de recollement

Poln−1(M,A) // Poln(M,A) //
pp

nn Poln(M,A)/Poln−1(M,A)
qq
mm .

La suite du présent article permet de décrire, dans certains cas importants,
la catégorie quotient qui apparaît à droite de ce diagramme.

1.2.4 Quelques exemples fondamentaux

Nous donnons maintenant quelques exemples de foncteurs dont l’image dans
la catégorie St(S(ab),Ab) est polynomiale et dont la compréhension fine consti-
tue l’une des motivations de cet article. Le recours à la catégorie quotient est
indispensable dans la mesure où la description complète des foncteurs semble
hors de portée (et fait de surcroît manifestement apparaître des phénomènes
instables qu’on souhaite écarter dans un premier temps).

Exemple 1.35. Notons G, comme dans [15], la catégorie (ou un squelette de celle-
ci) dont les objets sont les groupes libres de type fini et les morphismes G→ H
sont les couples (u,K) formés d’un monomorphisme de groupes u : G →֒ H
et d’un sous-groupe K de H tels que H = K ∗ u(G). On dispose alors d’un
foncteur Aut de G vers la catégorie Gr des groupes associant à un groupe libre
son groupe d’automorphismes et à un tel morphisme le morphisme

AutG→ AutH ϕ 7→ (K ∗ uϕu−1 : H = K ∗ u(G)→ H).
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On dispose de même d’un foncteur G → Gr donné sur les objets par G 7→
Aut (Gab), qu’on peut voir comme la composée

G
G 7→Gab−−−−−→ S(ab)

Aut
−−→ Gr

(le Aut n’étant pas le même que le précédent !) ; le morphisme canonique G ։

Gab induit un épimorphisme de groupes naturel Aut (G) → Aut (Gab) dont le
noyau est noté IA(G). On définit ainsi un sous-foncteur IA : G → Gr de Aut.
L’étude de ces groupes est d’une grande difficulté (voir [42], § 7, par exemple).
Voici des foncteurs fondamentaux vers les groupes abéliens construits à partir
de ceux-ci qu’on aimerait bien comprendre, au moins stablement :

1. les groupes d’homologie Hn(IA) : G → Ab (on connaît une réponse com-
plète seulement pour n ≤ 1) ;

2. les foncteurs γn(IA)/γn+1(IA) : G → Ab, où γn : Gr → Gr est le fonc-
teur associant à un groupe le n-ème terme de sa suite centrale descendante
(i.e. γ0(G) = G et γn+1(G) = [γn(G), G]) ;

3. la filtration (dite parfois de Johnson, mais due à Andreadakis [1]) (An(G))n∈N

de Aut (G) est définie par

An(G) = Ker
(
Aut (G)→ Aut (G/γn+1(G))

)
.

On obtient ainsi une suite décroissante de sous-groupes de IA(G) foncto-
rielle en G ; elle est centrale, de sorte que An ⊂ γn(IA) et que An/An+1

définit un foncteur G → Ab.

En fait, tous les foncteurs précédents se factorisent (à isomorphisme près, et
de façon unique) par le foncteur canonique G → S(ab) qui est l’abélianisation
sur les objets (nous noterons encore, par abus, de la même façon les foncteurs
S(ab)→ Ab ainsi obtenus). Cela provient formellement de ce que les automor-
phismes intérieurs d’un objet de G ont une action triviale sur tous ces foncteurs.

Le cas n = 1, dans lequel tous ces foncteurs coïncident, est le seul qu’on
sache décrire de façon complète, grâce à l’isomorphisme fonctoriel

IAab(V ) ≃ HomAb(V,Λ
2(V )) (V ∈ ObS(ab))

(cf. par exemple [25], § 6). On en déduit que IAab : S(ab)→ Ab est fortement
polynomial de degré fort 3 (et son image dans St(S(ab),Ab) est également de
degré 3) — ce qui est équivalent, bien sûr, aux mêmes propriétés pour IAab :
G → Ab.

À partir de n ≥ 2, la description de Hn(IA) devient très largement in-
accessible (pour n = 2, voir les résultats partiels de Pettet [30]). Dans [12], on
montrera que ces foncteurs ont tous une image polynomiale dans St(S(ab),Ab),
en s’inspirant des travaux de Putman [34] et de Church-Ellenberg-Farb-Nagpal
[8]. Toutefois, déterminer le degré exact de ces objets semble un problème par-
ticulièrement délicat.

La compréhension partielle des deux autres familles de foncteurs est facilitée
par les foncteurs de Lie : pour tout n ∈ N∗, on dispose d’un foncteur Ln :
Ab→ Ab qui est polynomial de degré n (c’est un quotient non nul de la n-ème
puissance tensorielle) et d’un épimorphisme Ln(Gab)→ γn−1(G)/γn(G) naturel
en le groupe G ; cet épimorphisme est un isomorphisme si G est libre (voir
par exemple [10], § 3). Par conséquent, le foncteur γn(IA)/γn+1(IA), quotient
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de Ln+1(IAab), est fortement polynomial de degré fort au plus 3(n + 1). Ce
degré n’est toutefois probablement pas optimal (cf. infra) ; la détermination du
degré de l’image de γn(IA)/γn+1(IA) dans St(S(ab),Ab) est une question non
triviale.

Pour tout n ∈ N, on dispose d’un morphisme naturel injectif classique (dit
parfois de Johnson)

(An/An+1)(V ) →֒ HomAb(V,L
n+2(V )) (V ∈ ObS(ab))

qui montre que l’image de An/An+1 dans St(S(ab),Ab) est polynomiale de
degré au plus n+3. Elle est en fait exactement de degré n+3 (et cela reste vrai
si l’on tensorise par Q le foncteur).

Une conjecture d’Andreadakis ([1]) énonce que l’inclusion An ⊂ γn(IA) est
une égalité. Celle-ci a été récemment infirmée par Bartholdi [2], qui montre tou-
tefois que le quotient prend ses valeurs dans les groupes finis. En particulier,
si l’on tensorise nos foncteurs par Q, An/An+1 et (γn/γn+1)(IA) deviennent
isomorphes. Satoh donne des renseignements précis sur les GL(V )-modules
(γn/γn+1)(IA)(V )⊗Q dans [35], qui montrent en particulier que ce foncteur (ou
plutôt son image dans St(S(ab),Ab) est de degré au moins n + 3, d’où l’éga-
lité de degré indiquée ci-dessus. On en déduit donc que (An/An+1) ⊗Q est de
degré n+ 3, alors que notre majoration précédente pour le degré de An/An+1)
était de 3(n+1). Malheureusement, les méthodes de Bartholdi ne semblent pas
s’appliquer pour obtenir le degré exact (sans rationalisation).

Noter que le caractère polynomial des foncteurs (γn/γn+1)(IA) est essen-
tiellement équivalent au théorème 5.12 de [7] (par l’intermédiaire de la re-
marque 1.18).

Outre la détermination du degré, les notions introduites dans le présent
article peuvent être appliquées pour comprendre de façon qualitative tous ces
foncteurs (notamment, comprendre à quel point la conjecture d’Andreadakis est
fausse) sans les déterminer entièrement, notamment en étudiant leurs images
dans les catégories quotients Pold(S(ab),Ab)/Pold−1(S(ab),Ab).

Une autre classe fondamentale d’exemples est donnée par l’homologie des
groupes de congruences, qu’on discute maintenant brièvement.

Exemple 1.36. Soient I un anneau sans unité, I+ = Z ⊕ I l’anneau unitaire
obtenu en ajoutant formellement une unité à I.

Dans la catégorie S(I+) des I+-modules libres de rang fini avec monomor-
phismes scindés, le scindage étant donné dans la structure, on dispose d’un
foncteur d’automorphismes Aut : S(I+) → Gr (sur les objets, il associe sim-
plement à un I+-module le groupe de ses automorphismes linéaires), ainsi que
d’un foncteur Aut ◦ (Z ⊗

I+
−) : S(I+) → Gr. Notons ΓI le foncteur noyau de

la transformation naturelle Aut ։ Aut ◦ (Z ⊗
I+
−) induite par l’épimorphisme

scindé d’anneaux I+ ։ I+/I ≃ Z. Ainsi, ΓI(In+) n’est autre que le groupe de
congruences GLn(I) := Ker

(
GLn(I+) ։ GLn(Z)

)
. Cette situation est très ana-

logue à celle discutée dans l’exemple précédent avec les groupes IA ; [13] donne
un cadre général pour l’étude homologique de ce genre de groupes.

Du fait que la conjugaison par les éléments de GLn(I) opère trivialement
sur H∗(GLn(I)), ce groupe est muni d’une action naturelle de GLn(Z), de sorte
qu’on voit facilement que ΓI se factorise de manière unique à isomorphisme
près par le foncteur S(I+)→ S(Z) = S(ab). L’étude des foncteurs S(ab)→ Ab
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ainsi obtenus (qu’on notera encore H∗(ΓI) par abus) constitue un problème
profond et difficile, relié à la question de l’excision en K-théorie algébrique.
De fait, l’anneau sans unité I est excisif en K-théorie algébrique si et seulement
l’image dans St(S(ab),Ab) est constante (i.e. dans Pol0(S(ab),Ab)). L’un des
résultats principaux de l’article [38] de Suslin s’exprime, avec notre vocabulaire,
comme suit : si n > 0 est un entier tel que Tor

I+
i (Z,Z) = 0 pour 0 < i < n,

alors on dispose dans Fct(S(ab),Ab) d’un morphisme

Hn(ΓI(M))→ EndZ(M)⊗ TorI+n (Z,Z)

(pour M ∈ ObS(ab)) dont noyau et conoyau sont stablement constants. En
particulier, l’image de Hn(ΓI) dans St(S(ab),Ab) est polynomiale de degré
exactement 2n si TorI+n (Z,Z) 6= 0 (et TorI+i (Z,Z) = 0 pour 0 < i < n). L’un des
objectifs du travail [13] est de retrouver et généraliser ce résultat. Mais l’homo-
logie de ΓI au-delà de ce premier degré non excisif est très mystérieuse. Dans
[34], Putman montre que, sous des hypothèses assez restrictives sur I (et en
prenant l’homologie à coefficients dans un corps de caractéristique convenable),
l’homologie Hn(ΓI) est polynomiale pour tout n ∈ N ; en utilisant des méthodes
fonctorielles, Church, Ellenberg, Farb et Nagpal ont amélioré, dans [8], le résul-
tat de Putman, mais dans un cadre encore assez restrictif, et surtout avec des
bornes de degré clairement non optimales. Il semble très raisonnable de penser
que ces foncteurs (ou plutôt de leur image dans St(S(ab),Ab)) sont toujours
polynomiaux.

2 L’adjoint à gauche de l’inclusionMonnul →֒ Monini

Le but de cette section est de donner une description explicite de l’adjoint
à gauche de l’inclusionMonnul →֒ Monini et d’en étudier le comportement sur
les foncteurs polynomiaux.

Soit (M,⊕, 0) un objet de Mon. On définit une catégorie M̃ par :

1. ObM̃ = ObM ;

2. M̃(a, b) = colim
M

τbM(a,−) ;

3. la composition M̃(b, c)× M̃(a, b)→ M̃(a, c) s’obtient en prenant la coli-
mite sur les objets t et u de M des fonctions

M(b, c⊕u)×M(a, b⊕t)
(−⊕t)∗×Id
−−−−−−−→M(b⊕t, c⊕u⊕t)×M(a, b⊕t)

◦
−→M(a, c⊕u⊕t)

puis en appliquant la fonction

colim
(t,u)∈M×M

M(a, c⊕ u⊕ t)→ colim
s∈M

M(a, c⊕ s)

induite par le foncteur ⊕ :M×M→M.

On vérifie aussitôt que M̃ est bien une catégorie et que⊕ induit une structure
monoïdale symétrique dessus (encore notée de la même manière) dont 0 est
l’unité. (Noter ici qu’on a besoin de la symétrie : cette structure est obtenue sur
les morphismes — disons M̃(a, b)× M̃(c, d)→ M̃(a⊕ c, b⊕ d) — à partir des
fonctions

M(a, b⊕ t)×M(c, d⊕ u)→M(a⊕ c, b⊕ t⊕ d⊕ u) ≃M(a⊕ c, b⊕ d⊕ t⊕ u)
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où la première flèche est induite par ⊕ et la dernière par l’isomorphisme struc-
tural t⊕ d ≃ d⊕ t, puis en prenant la colimite sur t et u.)

On remarque que, pour tout objet a deM, l’ensemble M̃(a, 0) est la colimite
du foncteur M(a,−). Par le lemme de Yoneda, on en déduit que M̃(a, 0) est
l’ensemble à un élément. Autrement dit, 0 est toujours objet final de la catégorie
M̃. Il est clair également que, si 0 est objet initial deM, alors il en est de même
dans M̃. Ainsi, siM est objet de Monini, alors M̃ est objet de Monnul.

On dispose d’un foncteur ηM : M → M̃ égal à l’identité sur les objets et
donné sur les morphismes par l’application canonique

M(a, b) =
(
τbM(a,−)

)
(0)→ colim

M
τbM(a,−) = M̃(a, b).

Ce foncteur est monoïdal (au sens strict).

Remarque 2.1. SiM est la catégorie des espaces quadratiques (non dégénérés)
de dimension finie sur le corps à deux éléments, la catégorie M̃ est équivalente à
la catégorie notée Tq dans les articles [41] et [40]. L’équivalence est l’identité sur
les objets et associe à un morphisme de M̃(A,B), représenté par un morphisme

quadratique f : A → B
⊥
⊕ H de M, le morphisme [A

f
−→ B

⊥
⊕ H ←֓ B] de Tq

(cf. [40], § 1 pour les notations), où la flèche de droite est l’inclusion canonique

H →֒ B
⊥
⊕ H . La remarque 1.2 de [40] permet de voir que c’est effectivement

une équivalence.
On peut donner une description analogue de la catégorie M̃, où M est la

catégorie des espaces quadratiques (ou symplectiques, hermitiens) non dégénérés
sur un anneau quelconque, en termes de classes de triplets.

D’une manière générale, pour tout objet M deMon, on peut voir les fonc-
teurs depuis M̃ comme des foncteurs de Mackey généralisés sur M, suivant le
même point de vue que [41].

Proposition 2.2. Soit Φ :M→N un morphisme deMonini. On suppose que
N appartient à Monnul. Alors il existe un et un seul morphisme Ψ : M̃ → N
tel que Φ = Ψ ◦ ηM.

Démonstration. Le foncteur Ψ est défini comme suit : sur les objets, il coïncide
avec Φ ; si f : a→ b ⊕ t est un morphisme de M représentant un élément ξ de
M̃(a, b), Ψ envoie ξ sur

Φ(a)
Φ(f)
−−−→ Φ(b⊕ t) = Φ(b)⊕ Φ(t)→ Φ(b)

(où la deuxième flèche est le morphisme canonique déduit de ce que 0 est objet
final de N ) — on vérifie aussitôt que cette flèche de N ne dépend pas du
choix du représentant f de ξ, puis que cette construction est compatible à la
composition des morphismes de M̃ et aux unités. L’égalité Φ = Ψ ◦ ηM et
le caractère monoïdal de Ψ sont clairs. L’unicité de Ψ découle de ce qu’un
morphisme vérifiant les conditions de l’énoncé envoie nécessairement la flèche
canonique b⊕ t→ b de M̃ sur la flèche canonique Ψ(b)⊕Ψ(t)→ Ψ(b) de N et
de ce que M̃ est engendrée par M et ces flèches canoniques.

Comme conséquence, pour tout morphisme Φ :M→ N deMonini, il existe
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un et un seul morphisme Φ̃ : M̃ → Ñ deMonnul faisant commuter le diagramme

M
Φ //

ηM
��

N

ηN
��

M̃
Φ̃ // Ñ

.

Cela permet de faire deM 7→ M̃ un foncteurMonini →Monnul ; la propo-
sition 2.2 peut se reformuler comme suit :

Corollaire 2.3. Le foncteurM 7→ M̃ est adjoint à gauche à l’inclusionMonnul →֒
Monini.

Remarque 2.4. On peut procéder de façon entièrement analogue pour l’inclusion
dans Mon de la sous-catégorie pleine des catégories monoïdales symétriques
dont l’unité est objet final (qu’on n’aborde pas dans le présent article car, dans
toutes les catégories qui nous intéressent, l’unité est objet initial).

On vérifie sans peine que la catégorie Θ est équivalente à Σ̃op ; cela permet
de vérifier la propriété universelle de l’exemple 1.12.1 à partir de celle (plus
directe) de la remarque 1.1.

Proposition 2.5. Soient M un objet de Monini et A une catégorie possédant
des colimites. La précomposition par ηM :M→ M̃ possède un adjoint à gauche
αM : Fct(M,A)→ Fct(M̃,A) donné sur les objets par

(
αM(F )

)
(x) = colim

M
τx(F ).

Démonstration. Expliquons d’abord comment faire de αM(F ) tel que défini
dans l’énoncé un foncteur de M̃ vers A. Si j : x→ y ⊕ u est un morphisme de
M, on vérifie aussitôt que le morphisme
(
αM(F )

)
(x) = colim

t∈M
F (x⊕t)→ colim

t∈M
F (y⊕u⊕t)→ colim

t′∈M
F (y⊕t′) =

(
αM(F )

)
(y),

où la première flèche est induite par j et la seconde par l’endofoncteur u⊕− de
M, ne dépend que de la classe de j dans

colim
u∈M

M(x, y ⊕ u) = M̃(x, y).

Cela donne l’effet de αM(F ) sur les morphismes de M̃ ; on a ainsi défini un
foncteur αM : Fct(M,A)→ Fct(M̃,A) qui commute aux colimites.

Pour tous objets A et a de A etM respectivement, le foncteur A[M(a,−)] :

M→ A est envoyé par αM sur A[M̃(ηM(a),−)]. On en déduit le résultat par
un argument formel classique (variation sur le lemme de Yoneda).

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le résultat principal de ce
paragraphe.

Proposition 2.6. Soient M un objet de Monini et A une catégorie de Gro-
thendieck. Pour tout n ∈ N, les foncteurs η∗M : Fct(M̃,A) → Fct(M,A) et
αM : Fct(M,A) → Fct(M̃,A) induisent des équivalences de catégories quasi-
inverses l’une de l’autre entre Poln(M,A)/Poln−1(M,A) et Poln(M̃,A)/Poln−1(M̃,A).
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Démonstration. Les propositions 1.25 et 1.26 montrent que αM se factorise par
πM en un foncteur ᾱ : St(M,A)→ Fct(M̃,A). Ce foncteur est le degré 0 d’un
foncteur homologique ᾱ∗ : St(M,A)→ Fct(M̃,A)gr donné sur les objets par

ᾱ∗(F )(x) = hM∗ (τx(F )).

Notons η̄ : Fct(M̃,A) → St(M,A) la composée de η∗M et πM. Alors ᾱ
est adjoint à gauche à η̄. Cette adjonction provient de celle entre αM et η∗M
et de l’observation suivante. Pour tous objets x et t de M, l’image dans M̃ du
morphisme canonique x → t ⊕ x est scindée naturellement puisque 0 est objet
nul de M̃. On en déduit que, pour tous objets F de Fct(M̃,A) et t de M, la
flèche

it
(
η∗M(F )

)
: η∗M(F )→ τt

(
η∗M(F )

)

est un monomorphisme scindé. Par le lemme 1.24, on conclut que le morphisme

HomFct(M,A)

(
X, η∗M(F )

)
→ HomSt(M,A)

(
π(X), π(η∗M(F ))

)

induit par πM est, pour tous X ∈ ObFct(M,A) et F ∈ ObFct(M̃,A), un
isomorphisme, ce qui établit notre adjonction (à partir de celle de la proposi-
tion 2.5).

On note à présent que le foncteur η̄ commute (à isomorphisme naturel près)
aux foncteurs τt et δt, puisque c’est la composition de η∗M, précomposition par
un foncteur monoïdal, et de πM, qui commute également à ces foncteurs. Il en
est de même pour les foncteurs ᾱi : la commutation aux foncteurs τt est claire ;
pour δt, considérer la suite exacte longue obtenue en appliquant ᾱ∗ à la suite
exacte courte 0→ Id→ τt → δt → 0 d’endofoncteurs de St(M,A).

Ces propriétés de commutation montrent que η̄ et ᾱ∗ envoient un objet
polynomial de degré au plus n sur un objet polynomial de degré au plus n.
Comme η̄ est exact, il induit par conséquent des foncteurs (exacts)

En : Poln(M̃,A)/Poln−1(M̃,A)→ Poln(M,A)/Poln−1(M,A).

On va montrer par récurrence sur n ∈ N les assertions suivantes :

1. pour i > 0, les foncteurs ᾱi envoient Poln(M,A) dans Poln−1(M̃,A), ce
qui implique que le foncteur exact à droite ᾱ0 induit un foncteur exact

An : Poln(M,A)/Poln−1(M,A)→ Poln(M̃,A)/Poln−1(M̃,A) ;

2. les foncteurs An et En sont des équivalences de catégories quasi-inverses
l’une de l’autre.

Pour n = 0, on utilise la proposition 1.31 : comme l’homologie réduite de
la catégorie M à coefficients constants est nulle (puisque M possède un objet
initial), on a ᾱi(X) = 0 pour i > 0 et X polynomial de degré 0. Il est également
clair que A0 et E0 sont des équivalences mutuellement quasi-inverses, l’effet de
αM et η∗M sur les foncteurs constants étant transparent.

Supposons désormais n > 0 et les assertions vérifiées pour n− 1. Pour i > 0,
l’inclusion ᾱi(Poln−1(M,A)) ⊂ Poln−2(M̃,A) et la commutation de ᾱi aux
foncteurs différences δx observée plus haut impliquent que ᾱi envoie Poln(M,A)

dans Poln−1(M̃,A). On raisonne de même avec l’unité Id → η̄ᾱ0 et la coünité
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ᾱ0η̄ → Id de l’adjonction : elles commutent aux foncteurs différences, et leurs
noyaux et conoyaux sont polynomiaux de degré au plus n−2 sur les objets poly-
nomiaux de degré au plus n− 1 (c’est ce que signifie que An−1 et En−1 sont des
équivalences mutuellement quasi-inverses). Par conséquent, comme les foncteurs
différences de St(M,A) et Fct(M̃,A) commutent également aux foncteurs dif-
férences, ces noyaux et conoyaux envoient les objets polynomiaux de degré au
plus n sur des objets polynomiaux de degré au plus n − 1. Cela termine la
démonstration.

Exemple 2.7. Une légère variation autour du théorème de Pirashvili à la Dold-
Kan (cf. [32]) montre que Fct(Θ̃,A) ≃ Fct(Σ,A) ≃

∏
n∈N

Fct(Σn,A) pour toute

catégorie abélienne A, l’équivalence étant fournie à l’aide d’effets croisés. Ce
résultat apparaît également dans [7] (théorème 2.24). En effet, la catégorie Θ̃
est équivalente à la catégorie FI# de [7] des ensembles finis avec injections
partiellement définies (catégorie qui apparaît également dans [9], où elle est
notée Θ, avec des considérations d’effets croisés analogues) : l’équivalence est
l’identité sur les objets et associe à un morphisme f ∈ Θ̃(A,B), représenté par
une fonction injective (partout définie) u : A → B ⊔ E, l’injection partielle de
A vers B définie sur u−1(A) coïncidant avec f .

On peut d’ailleurs remarquer que les considérations classiques sur la combi-
natoire élémentaire des effets croisés données au paragraphe 1.1 relèvent unique-
ment de la catégorie Θ̃ (et elles permettraient de démontrer assez rapidement
l’équivalence ci-dessus).

Par conséquent, on déduit de la proposition 2.6 des équivalences de catégories

Poln(Θ,A)/Poln−1(Θ,A) ≃ Poln(Θ̃,A)/Poln−1(Θ̃,A) ≃ Fct(Σn,A),

qui sont également obtenues de manière directe dans [12]. En revanche, contrai-
rement à Poln(Θ̃,A), Poln(Θ,A) ne se décrit pas simplement à partir des seules
représentations (dans A) des groupes symétriques Σi pour i ≤ n.

Remarque 2.8. L’image par η∗M d’un foncteur polynomial de degré d est un
foncteur fortement polynomial dont le degré fort est égal à d. La proposition 2.6
tempère donc en quelque sorte le phénomène observé dans la remarque 1.33 :
elle implique que tout objet polynomial de degré d de St(M,A) est isomorphe
modulo Pold−1(M,A) à l’image par le foncteur πM d’un foncteur fortement
polynomial de degré fort d.

La variation suivante de la proposition 2.6 nous sera également utile.

Proposition 2.9. Soient M un objet de Monini, A une catégorie de Grothen-
dieck, n ∈ N. La catégorie Poln(M,A) est la plus petite sous-catégorie pleine
Cn de St(M,A) contenant l’image de Poln(M̃,A) par πMη∗M et vérifiant les
deux conditions suivantes :

1. pour toute suite exacte 0 → A → B → C → 0 de St(M,A), si B et C
appartiennent à Cn, alors A appartient à Cn ;

2. pour toute suite exacte 0 → A → B → C → 0 de St(M,A), si A et C
appartiennent à Cn, alors B appartient à Cn.

Démonstration. La sous-catégorie Poln(M,A) de St(M,A) est épaisse (propo-
sition 1.34), elle vérifie donc les conditions de stabilité de l’énoncé, et contient
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l’image de Poln(M̃,A) par πMη∗M puisque ce foncteur préserve le degré poly-
nomial. Pour la réciproque, on raisonne par récurrence sur n : la proposition 2.6
montre que, pour tout objet X de Poln(M,A), les noyau N et conoyau C de
l’unité u : X → πMη∗M(Y ), où Y := ᾱ(X) (cf. les notations de la démonstra-
tion de la proposition 1.34), sont de degré au plus n− 1, il appartiennent donc,
par l’hypothèse de récurrence, à la sous-catégorie Cn−1 ⊂ Cn. Les suites exactes
courtes

0→ D → πMη∗M(X)→ C → 0,

où D est l’image de u, et

0→ N → X → D → 0

permettent donc de conclure.

Remarque 2.10. On ne peut pas se contenter de la stabilité par noyaux dans la
proposition précédente. En effet, il peut exister des objets X de St(M,A) pour
lesquels l’unité X → πMη∗Mᾱ(X) n’est pas un monomorphisme. Donnons un
exemple d’un tel foncteur pour M = Θ et A égale à la catégorie des espaces
vectoriels sur F2.

Notons P2 := F2[Θ(2,−)] et A := F2[Θ(2,−)/Σ2]. Il existe une unique (à
isomorphisme près) suite exacte courte non scindée

0→ F2 → F → A→ 0 ;

le foncteur F peut être construit comme la somme amalgamée des morphismes
ν : A →֒ P2 (donné par la norme, dont le conoyau est également isomorphe à A)
et de l’augmentation A → F2 (qui est surjective dans St(Θ,A)). On en déduit
un diagramme cocartésien

α(A) //

��

α(P2)

��

α(F2) // α(F )

dont on vérifie facilement qu’il est isomorphe à

A⊕ F2[−]⊕ F2
//

��

P2 ⊕ F2[−]⊕2 ⊕ F2

��

F2
// A⊕ F2[−]⊕ F2

où la flèche horizontale supérieure est la somme directe de ν, de l’inclusion
diagonale F2[−]→ F2[−]⊕2 et du morphisme nul F2 → F2 et la flèche verticale
de gauche la projection évidente ; la flèche horizontale inférieure est nulle. Le
carré commutatif

F2
//

��

F

��

η∗α(F2)
0 // η∗α(F )

dont la flèche horizontale du haut est l’inclusion et les flèches verticales sont les
unités montre donc que F → η∗α(F ) n’est pas injective (même dans St(Θ,A)).
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3 Classification des foncteurs polynomiaux sur

les espaces hermitiens

Le but de cette section est de démontrer le théorème suivant :

Théorème 3.1. Soient A une petite catégorie additive munie d’un foncteur de
dualité D : Aop → A et H(A) la catégorie des espaces hermitiens associés à la
situation. On a une équivalence de catégories

Poln(H(A),B)/Poln−1(H(A),B)
≃
−→ Poln(A,B)/Poln−1(A,B)

pour tout n ∈ N et toute catégorie de Grothendieck B.

Pour ce faire, nous donnons dans la proposition 3.2 un critère abstrait per-
mettant de comparer les foncteurs polynomiaux sur M̃ et sur A pour M un
objet de Monini et A un objet de Monnul reliés par une flèche Φ : M → A
deMonini. Nous appliquons ensuite ce critère aux espaces hermitiens pour ob-
tenir dans la proposition 3.8. En combinant cette proposition au résultat de la
section 2 on en déduit le théorème 3.1.

3.1 Un critère abstrait

Dans ce paragraphe, nous donnons un résultat technique permettant de com-
parer certaines catégories de foncteurs polynomiaux.

Proposition 3.2. Soient M un objet de Monini, A un objet de Monnul, Φ :
M→A une flèche de Monini et C une sous-catégorie monoïdale de A. On fait
les hypothèses suivantes :

1. C contient toutes les flèches 0 → a de A (en particulier, C a les mêmes
objets que A) ; plus généralement, appartient à C tout morphisme a→ b⊕c
de A dont la composée avec la projection canonique b⊕ c ։ b ou b⊕ c։ c
appartient à C ;

2. pour tout objet a de A, il existe un objet x de A tel que a⊕ x appartienne
à l’image essentielle de Φ ;

3. Φ est à valeurs dans C ;

4. pour tout morphisme f : x→ y deM, il existe un objet z et un morphisme
g : y → x ⊕ z de M tels que g.f soit égal au morphisme canonique x →
x⊕ z ;

5. pour tous objets a, b de M et tout morphisme f : Φ(a) → Φ(b) de A, il
existe un objet t et un morphisme ϕ : a→ b⊕ t deM tels que la composée

Φ(a)
Φ(ϕ)
−−−→ Φ(b ⊕ t) = Φ(b)⊕ Φ(t) ։ Φ(b)

(où la deuxième flèche est le morphisme canonique) soit égale à f et que
la composée

Φ(a)
Φ(ϕ)
−−−→ Φ(b⊕ t) = Φ(b)⊕ Φ(t) ։ Φ(t)

appartienne à C.
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De plus, si ϕ′ : a → b ⊕ t′ est un autre morphisme possédant la même
propriété, alors il existe un objet u et des morphismes ψ : t→ u, ψ′ : t′ →
u de M tels que le diagramme

a //
ϕ

//

ϕ′

��

b⊕ t

b⊕ψ

��
b⊕ t′

b⊕ψ′

// b ⊕ u

commute.

Alors la précomposition par le prolongement M̃ → A de Φ donné par la
proposition 2.2 induit une équivalence de catégories

Poln(A,B)
≃
−→ Poln(M̃,B)

pour tout n ∈ N et toute catégorie additive B où les idempotents se scindent.

Démonstration. La sous-catégorie A′ de A image essentielle de Φ est telle que
l’inclusionA′ → A induit des équivalences de catégories Fct(A,B) ≃ Fct(A′,B)
et Poln(A,B) ≃ Poln(A′,B) pour tout n, d’après l’hypothèse 2, de sorte que,
quitte à remplacer A par A′, on peut renforcer cette hypothèse en supposant
que Φ est essentiellement surjectif.

Notons Â la sous-semi-catégorie 2 de M̃ ayant les mêmes objets et dont les
morphismes a→ b sont les classes dans M̃ des morphismes f : a→ b⊕ t deM
tels que la composée

Φ(a)
Φ(f)
−−−→ Φ(b⊕ t) = Φ(b)⊕ Φ(t) ։ Φ(t)

appartienne à C. On note que cette condition ne dépend que de la classe de
f dans M̃(a, b), puisque C est monoïdale et contient les flèches dans l’image
de Φ (hypothèse 3). En utilisant les hypothèses 3 et 1, on voit que Â est une
sous-semi-catégorie idéale 3 de M̃. L’hypothèse 5 montre que le semi-foncteur 4

Â → M̃ → A

composé de l’inclusion et du prolongement de Φ donné par la proposition 2.2
est pleinement fidèle. Comme il est également essentiellement surjectif par hy-
pothèse, il s’en suit que la catégorie A est équivalente au quotient de M̃ par
les relations hx = 1x (pour tout x ∈ ObM), où hx est l’idempotent de M̃(x, x)
obtenu par l’hypothèse 5 à partir de l’identité de Φ(x).

Par conséquent, pour conclure, il suffit de montrer que, pour tout n ∈ N∗,
dans la catégorie préadditive Z[M̃], les flèches hx − 1x appartiennent à l’idéal
In engendré par les en(x1, . . . , xn) pour tous objets x1, . . . , xn de M̃.

Pour cela, on note que l’hypothèse 5 entraîne (par récurrence sur n) l’exis-
tence, pour tout x ∈ ObM̃ d’un morphisme f : x→ x1⊕ · · ·⊕xn deM tel que
chaque composée

Φ(x)
Φ(f)
−−−→ Φ(x1 ⊕ · · · ⊕ xn) = Φ(x1)⊕ · · · ⊕ Φ(xn) ։ Φ(xi)

2. Une sous-semi-catégorie d’une catégorie est par définition une sous-classe vérifiant les
mêmes conditions qu’une sous-catégorie, à l’exception de l’appartenance des identités à la
classe (cf. [29], § 4).

3. i.e. stable par composition à droite ou à gauche par des morphismes arbitraires.
4. Un semi-foncteur vérifie par définition les mêmes conditions qu’un foncteur, excepté la

préservation des identités.
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appartienne à C, ce qui implique (par l’hypothèse 1) que, pour toute partie non
vide I de n, la composée

Φ(x)
Φ(f)
−−−→ Φ(x1 ⊕ · · · ⊕ xn) ։

⊕

i∈I

Φ(xi)

appartient également à C. Donc ǫJ(x1, . . . , xn).f appartient à Â, soit

ǫJ(x1, . . . , xn).f.(hx − 1x) = 0,

pour toute partie stricte J de n. Par suite, comme ǫn(x1, . . . , xn) = 1,

f.(hx−1x) =
∑

J⊂n

(−1)n−|J|ǫJ(x1, . . . , xn).f.(hx−1x) = en(x1, . . . , xn).f.(hx−1x) ∈ I
n

Par ailleurs, l’hypothèse 4 montre que tout morphisme deM devient inver-
sible à gauche, comme les morphismes canoniques t→ t⊕u, dans M̃. La relation
précédente implique donc hx − 1x ∈ In, ce qui termine la démonstration.

3.2 Application aux catégories d’objets hermitiens

On commence par rappeler la définition d’une catégorie additive à dualité
qui est le cadre classique pour traiter la théorie générale des formes hermitiennes
ou symplectiques. Ces rappels sont issus de [26], chap. II, § 2 et de [14], § 4 dont
on suit de près la terminologie.

Soit A une petite catégorie additive. Un foncteur de dualité sur A est un
foncteur D : Aop → A vérifiant les trois conditions suivantes :

1. D est auto-adjoint : on dispose d’isomorphismes naturels

σX,Y : A(X,DY )
≃
−→ A(Y,DX) ;

2. D est symétrique (i.e. σY,X = σ−1
X,Y ) ;

3. l’unité IdA → D2 (qui coïncide avec la coünité par symétrie) est un iso-
morphisme (en particulier, D est une équivalence de catégories).

On notera ā pour σX,Y (a), où a ∈ A(X,DY ).

Exemple 3.3. (Cas fondamental) Soit A un anneau muni d’une involution (i.e.
un anti-automorphisme de A). On note P(A) (un squelette de) la catégorie des
A-modules à gauche projectifs de type fini. Pour tout A-module à gauche M ,
l’involution de A permet de munir le groupe abélien HomA(M,A) d’une action
naturelle à gauche de A. Par conséquent, D = HomA(−, A) est un foncteur de
dualité sur P(A).

Soient ε ∈ {−1, 1} et Zε la représentation Z de Z/2 avec action de l’élément

non trivial par ε. On note TD2 : Aop → Ab le foncteur Aop
(Id,D)
−−−−→ Aop ×

A
HomA−−−−→ Ab qui est muni d’une action de Z/2 induite par l’involution σX,X de

A(X,DX). On en définit un sous-foncteur ΓD2
ε et un quotient SD2

ε par :

ΓD2
ε = HomZ/2(Zε, TD

2) et SD2
ε = Zε ⊗

Z/2
TD2.

On note S̄D2
ε l’image du morphisme de norme N : SD2

ε → ΓD2
ε défini par

N(1 ⊗ x) = x + εx̄. On suppose que T : Aop → Ab est l’un des foncteurs
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SD2
ε ou S̄D2

ε . On note AT la catégorie d’éléments associée à T (ou plutôt à
sa composée avec le foncteur d’oubli vers les ensembles) et πT : AT → A le
foncteur d’oubli.

La sous-catégorie pleine HT (A) (on omettra souvent l’exposant T ) formé des
objets (A, u) pour lesquels l’image de u ∈ T (A) dans A(A,DA) est inversible est
la catégorie des objets hermitiens associés à la situation (AT étant la catégorie
des objets hermitiens éventuellement dégénérés).

Exemple 3.4. (Suite du cas fondamental) Soit A un anneau muni d’une involu-
tion et P(A) la catégorie additive munie de la dualité introduite à l’exemple 3.3.
Si M est un objet de P(A), un élément de SD2

ε(M) est une forme hermitienne
sur M (éventuellement dégénérée ; si A est commutatif et l’involution triviale
c’est donc une forme quadratique) et un élément de S̄D2

−1(M) est une forme
symplectique (éventuellement dégénérée).

Remarque 3.5. Soit A une petite catégorie additive. La catégorie additive Aop×
A possède une dualité naturelle, donnée par l’échange des deux facteurs du
produit cartésien. La catégorie S(A) (définie dans l’exemple 1.12.3) s’identifie à
H(Aop ×A).

Les catégoriesAT et H(A) sont munies de la structure monoïdale symétrique
donnée par la somme orthogonale (la somme de (A, x) et (B, y) est A⊕B muni
de l’image de (x, y) par le morphisme canonique T (A)⊕T (B)→ T (A⊕B)) ; ainsi
AT et H(A) sont des objets deMonini et les foncteurs d’inclusion H(A) →֒ AT

et πT : AT → A sont des flèches de Monini.

Notation 3.6. On note M(A) la sous-catégorie de A ayant les mêmes objets
et dont les morphismes sont les monomorphismes scindables de A.

Pour appliquer la proposition 3.2, on utilisera le résultat élémentaire suivant
(qui est partiellement contenu dans le lemme 5.2 de [14], par exemple).

Lemme 3.7. 1. Soit A un objet de AT . Il existe un morphisme ϕ : A→ H
de AT dont le but H appartient à H(A) et dont l’image par πT appartient
à M(A). De plus, si f : A → E est un autre morphisme possédant ces
propriétés, on peut trouver un morphisme g : H → E ⊕ H de H(A) tel
que le diagramme

A
ϕ

//

f

��

H

g

��
E // E ⊕H

commute, où la flèche horizontale inférieure est l’inclusion canonique.

2. Soient A et B deux objets de H(A) et u ∈ A(πT (A), πT (B)). Il existe
H ∈ ObH(A) et ϕ ∈ H(A)(A,B ⊕H) dont la composante A→ B (dans
A) est u et dont la composante A → H est dans M(A). De plus, si ψ ∈
H(A)(A,B⊕E) est un autre morphisme possédant ces propriétés, on peut
trouver un morphisme g ∈ H(A)(H,E ⊕H) tel que le diagramme

A
ϕ

//

ψ

��

B ⊕H

B⊕g

��
B ⊕ E // B ⊕ E ⊕H
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de H(A) commute, où la flèche horizontale inférieure est l’inclusion ca-
nonique.

Démonstration. Pour la première assertion, on prend pour H l’espace hyperbo-
lique associé à V = πT (A), c’est-à-dire V ⊕DV muni de l’élément de

T (V ⊕DV ) ≃ T (V )⊕ T (DV )⊕A(DV,DV )

dont les composantes sont nulles dans T (V ) et T (DV ) et dont la dernière com-
posante est 1DV (c’est un objet de H(A) : l’élément de A(V ⊕DV,D(V ⊕DV )) ≃

A(V ⊕DV,DV ⊕V ) associé a pour matrice

(
0 1
ǫ 0

)
). Si r ∈ A(V,DV ) est un

relevé de l’élément de T (V ) qui définit la structure hermitienne (éventuellement
dégénérée) sur A, alors le morphisme V → V ⊕DV de A dont les composantes
sont 1V et r appartient à M(A), il définit un morphisme ϕ : A→ H de AT .

Supposons maintenant que f : A→ E est un autre morphisme de AT ayant
les propriétés requises. On définit g ∈ A(V ⊕ DV, πT (E) ⊕ V ⊕ DV ) par la
matrice 


f − αr α
−βr β
−r 1DV




où α ∈ A(DV, πT (E)) est tel que ᾱsf = 1V , s désignant l’élément de A(E,DE)
associé à la forme hermitienne sur E (un tel β existe car s est un isomorphisme
et f un monomorphisme scindé) et β ∈ A(DE,E) est le dual d’un relèvement
de −α∗s (i.e. −α∗s = β̄ + εβ). On vérifie par un calcul facile que g définit un
morphisme H → E ⊕H de H(A) ; de plus, il est clair que le diagramme

V
πT (ϕ)

//

πT (f)
��

V ⊕DV

g

��

πT (E) // πT (E)⊕ V ⊕DV

de A commute, ce qui termine l’établir la première partie du lemme.
Le deuxième point découle du premier, qu’on applique à πT (A) muni de

l’élément ξ − u∗ζ de T (A), où ξ ∈ A(A,DA) (resp. ζ ∈ A(B,DB)) est la forme
hermitienne sur A (resp. B).

Combiné au résultat général de la proposition 3.2, le lemme permet facile-
ment d’obtenir la généralisation suivante du résultat fondamental de [40] sur la
classification des foncteurs polynomiaux sur les espaces quadratiques.

[*** EN DIRE PLUS, notamment qu’on utilise les rés. sur le cran 0 de la
filtration des proj. dans le cadre général... ***]

Proposition 3.8. Le foncteur πT : H(A)→ A induit une équivalence de caté-
gories

Poln(H̃(A),B)
≃
−→ Poln(A,B)

pour tout n ∈ N et toute catégorie additive B où les idempotents se scindent.
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Démonstration. On établit que les hypothèses de la proposition 3.2 sont vé-
rifiées pour le foncteur monoïdal Φ = πT : H(A) → A et la sous-catégorie
C = M(A) de A. La propriété 1 est évidente ; la propriété 2 résulte de ce que
tout objet de A du type V ⊕ DV porte une forme hermitienne non dégénérée
(par exemple hyperbolique — cf. démonstration du lemme 3.7). La propriété 3
découle immédiatement de ce que les espaces hermitiens considérés dans H(A)
sont non dégénérés ; la propriété 4 en est également une conséquence classique
et facile (cf. par exemple la proposition 4.6 de [14]). Quant à l’hypothèse 5 de
la proposition 3.2, elle est satisfaite d’après le lemme 3.7.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal du présent travail.

Théorème 3.9. Le foncteur πT : H(A)→ A induit une équivalence de catégo-
ries

Poln(A,B)/Poln−1(A,B)
≃
−→ Poln(H(A),B)/Poln−1(H(A),B)

pour tout n ∈ N et toute catégorie de Grothendieck B.

Démonstration. Combiner les propositions 2.6 et 3.8.

La catégorie Poln(A,B)/Poln−1(A,B) est bien comprise : si A est la ca-
tégorie des modules à gauche projectifs de type fini sur un anneau A, par
exemple, et B la catégorie des groupes abéliens, cette catégorie quotient est
équivalente à la catégorie des modules à droite sur l’algèbre de groupe tor-
due du groupe symétrique Σn sur l’anneau A⊗n (le produit tensoriel étant pris
sur Z ; l’algèbre de groupe est tordue par l’action du groupe symétrique par
permutation des facteurs du produit tensoriel) — cf. [31]. Dans le cas général,
Poln(A,B)/Poln−1(A,B) est équivalente à la catégorie des n-multifoncteurs sur
A à valeurs dans B qui sont additifs par rapport à chacune des n variables, l’effet
croisé crn procurant l’équivalence.

En utilisant également la proposition 2.9, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 3.10. Pour tout n ∈ N, la catégorie Poln(H(A),B) est la plus petite
sous-catégorie pleine de St(H(A),B) contenant l’image de Poln(A,B) par le
foncteur πH(A)(π

T )∗ de Poln(A,B) et stable par noyaux d’épimorphismes et
extensions.

Exemple 3.11. Revenons aux foncteurs

Fn := (An+1/An)⊗Q ≃ (γn+1/γn)(IA) ⊗Q

de Fct(S(ab),Ab) dont on a discuté dans l’exemple 1.35. Le résultat principal
de [35] procure une suite exacte courte

0→ πS(ab)(Fn)→ πS(ab)(p
∗An ⊗Q)→ πS(ab)(p

∗Bn ⊗ Q)→ 0

où p : S(ab)→ ab
op × ab est le foncteur canonique et

An(U, V ) = HomAb(U,L
n+2(V )) et Bn(U, V ) = (V ⊗(n+1))Z/(n+1)

(où le groupe cyclique opère sur la puissance tensorielle par permutation circu-
laire).
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Nous terminons cette section en montrant comment le théorème 3.9 permet
de généraliser un résultat sur l’homologie rationnelle des groupes linéaires qui
découle des résultats de Scorichenko [37] (voir aussi [14]). Si A est un anneau,
on note S(A) pour S(P(A)) (catégorie des A-modules à gauche projectifs de
type fini avec monomorphismes scindés).

Théorème 3.12. Soient A un sous-anneau d’une extension algébrique du corps
Q des nombres rationnels et F : S(A)→ Q−Vect un foncteur polynomial. Alors
le morphisme naturel

colim
n∈N

H∗(GLn(A);F (A
n))→ H∗(GL∞(A);Q)⊗

Q
colim
n∈N

(
H0(GLn(A);F (A

n))
)

de Q-espaces vectoriels gradués est un isomorphisme.

Démonstration. Lorsque F est la composée d’un foncteur polynomial P(A)op×
P(A) → Q − Vect avec le foncteur canonique S(A) → P(A)op × P(A), le
résultat est une conséquence du résultat fondamental de Scorichenko [37] (voir
[14], corollaire 5.11 et remarque 5.12).

On note aussi que le résultat est équivalent à la nullité de Hi(S(A);F ) pour
i > 0 (cf. [14], § 1). Mais la classe des objets F de St(S(A),Q−Vect) vérifiant
cette propriété d’annulation (on utilise ici la proposition 1.25 pour raisonner
sur l’image de F dans cette catégorie quotient) est stable par extensions et par
noyaux d’épimorphismes. La conclusion résulte donc du corollaire 3.10.
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