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Le fonctionnement de beaucoup de systémes physiques, chimiques ou bio-
logiques peuvent étre décrits par des échanges d’une certaine substance entre
différents réservoirs. Par exemple, la pharmacocinétique s’intéresse a ’étude
de ’absorption, de la distribution et de I'excrétion d’une drogue dans le corps
humain. [’évolution temporelle de la quantité de cette substance dans 'un
des réservoirs (en général celui qui est accessible a la mesure) peut générale-
ment s’exprimer comme une somme d’exponentielles. Les coefficients de ces
exponentielles sont des informations importantes sur le fonctionnement des
autres réservoirs (ceux qui ne sont pas accessibles a la mesure). Or, le pro-
bléme de l'estimation des coefficients d’'une somme d’exponentielles & partir
d’'un faible nombre de mesures est un probléme mal conditionné, avec de
nombreux optima locaux, et les méthodes existantes ne peuvent fournir une
estimation fiable de ces coefficients, méme lorsque le nombre d’exponentielles
est faible (deux ou trois).

Dans cet article, nous allons décrire le formalisme des contraintes d’inter-
valles appliquées au probléme de I'estimation d’une somme de trois exponen-
tielles dans un contexte a erreurs bornées. Les outils dédiés aux contraintes
constituent une alternative aux méthodes d’optimisation classiques. Ils ac-
célérent la convergence, et garantissent des solutions fiables.

Définition du probléme

Considérons le systéme décrit par 1’équation

y(p,t) = p1exp(—pat) + p3 exp(—pat) + ps exp(—pst),

ou les p; sont les parameétres a estimer, ¢ est le temps et y(p, ) est la sortie
du systéme au temps t. On génére par simulation un ensemble de mesures
bruitées ¢; au temps t;. Cela consiste a calculer y(p*,t;) pour tous les i avec

p* = (10,1, -5,0.1,1,0.01),



puis a arrondir les valeurs & une décimale. Les mesures obtenues sont rangées
dans la table ci-dessous :

1 |1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11
ti |0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
16 01 -22 -11 -02 04 06 06 05 04 04

Supposons aussi que pour tout ¢, 'erreur de mesure |; — y;| est inférieure a
0.05, ot ; est la mesure bruitée et y; la mesure idéale (inconnue).

L’arithmétique d’intervalles définie par Ramon E. Moore dans les an-
nées 1960 [14] apporte une solution fiable a la représentation des données
incertaines. Un ntervalle est un ensemble connexe de nombres réels. Nous
considérons ici I'ensemble TF des intervalles clos dont les bornes sont des
nombres flottants IEEE [10]. Ainsi, on peut représenter une borne stire de
Perreur de mesure sur y; par ’encadrement

yi € [y;] = [l — 0.05], [9; + 0.05]],

ou |r] est le nombre flottant obtenu de 'arrondi de r vers —oo, et [r] le
nombre flottant résultant de 'arrondi de r vers +oc. Notons que les modes
d’arrondis sont spécifiés dans la norme IEEE 754 et qu’ils peuvent étre po-
sitionnés dynamiquement par instructions. En notation vectorielle, on écrit
y € ly], ot [y] est défini par le produit cartésien d’intervalles [y,] X - X [yq4],
appelé boite.

Dans un contexte a erreurs bornées, estimer p revient a caractériser /’en-
semble de vraisemblance S des valeurs du vecteur des paramétres qui sont
consistantes avec les mesures et les informations a priori. Cet ensemble est
défini par

s={peP®]|Vie{l... .11}, Iy € [yl y(o.t) = vi},

ot [p(9] est une boite dont on sait a priori qu'elle contient p*. Il est aisé de
vérifier que p* est bien un élément de S.

Notons que si aucune information a priori n’est disponible sur les para-
meétres, ¢’est-a-dire [p(o)] =TS, et sip € S,alors les 5 autres vecteurs obtenus
de p en permutant les couples (p1,p2), (p3,p4) et (ps, pg) appartiennent aussi
a S. Pour cette raison, le modéle est dit non-identifiable. En pratique, on doit
choisir un domaine [p(?)] qui élimine ces symétries.

Une caractérisation fine de S est un probléme difficile dés que sa dimen-
sion dépasse 3 (ici, elle vaut 6). On veut généralement trouver une boite [p]
qui enferme S avec un certain degré de précision. Chacune des composantes
[p;] donne alors un encadrement garanti de la valeur p! recherchée.



Modélisation CSP—Intervalles

Un probléme de satisfaction de contraintes (CSP) est donné par un en-
semble de variables, un domaine initial, et un ensemble de contraintes. Dans
notre contexte, le domaine est une boite représentant le domaine du vec-
teur des variables, et les contraintes sont des équations ou inéquations non-
linéaires sur les nombres réels. L’article d’Ernest Davis [6] a fondé le domaine
des CSPs numériques.

Le CSP associé & notre probléme d’estimation est décrit par le triplet
(C,[p];{p1,---.p6}) o les p; sont les inconnues. Le domaine initial [p] cor-
respond au vecteur connu a priori [p(®)]. L’ensemble des contraintes C' est
donné ci-dessous :

y1 = pirexp(—pat1) + p3exp(—pat1) + ps exp(—pet1)
yin = prexp(—pati1) + p3exp(—pati1) + psexp(—pstir)

Les t; sont des réels connus alors que les réels y;, qui représentent les me-
sures non bruitées, sont incertaines. On sait juste qu’ils appartiennent aux
intervalles [y;].

Le probléme de la résolution d’un CSP est celui de déterminer les valeurs
prises dans le domaine initial [p] qui vérifient toutes les contraintes. On dit
qu'une valeur (p1,...,pe) satisfait ou vérifie la i-éme contrainte de C' si on
a la relation

[y:] 2 p1exp(—pati) + p3 exp(—pati) + ps exp(—pet;).

Le probléme essentiel est de garantir un calcul numérique fiable. En d’autres
termes, on veut étre str de vérifier numériquement la relation si elle est vraie
(sur les nombres réels). Pour cela, il suffit de réaliser les calculs sur 1’en-
semble des intervalles IIF. On touche ici un aspect essentiel de ’arithmétique
d’intervalles qui est la quantification des erreurs d’arrondis. Considérons, a
titre d’exemple, le probléme de I’évaluation garantie de exp(z) ou z est un
nombre réel non représentable. La premiére étape consiste a représenter x
par lintervalle

z € [|z], [2]]

contenant z. La deuxiéme étape consiste a calculer I'image par la fonction
exponentielle de cet intervalle (voir la figure 1). Comme la fonction exponen-
tielle est monotone croissante sur R, on a la relation

exp(z) € [exp(|z]), exp([z])].

Enfin, il faut encore arrondir «vers lextérieur » les deux bornes qui ne sont
pas nécessairement représentables. On calcule ainsi ’encadrement garanti

exp(z) € [[exp(|z])], [exp([z])]]-



exp

EXP() [+ :

exp([u,v]) = [[exp(u) |, [exp(v)T]

exp(u)

u v

Fi1Gg. 1 Image d’un intervalle par la fonction exponentielle.

Les opérations de I'arithmétique d’intervalles sont des extensions ensem-
blistes des opérations sur R. Comme pour ’exponentielle, les formules de
calcul explicites pour les autres opérations sont définies de fagon & garantir
que chaque intervalle calculé contient la variation de la fonction réelle.

L’arithmétique d’intervalles donne un moyen de calculer I'image d’une
boite par une fonction réelle. Ce moyen est appelé évaluation sur les inter-
valles. On en déduit un algorithme de réfutation pour la satisfaction de la
contrainte ¢;. Plus précisément, on évalue I’expression

[p1] exp(=[py] > [|#:], [#:]]) +
[p3] exp(=[p4] x [[#:], [#:]]) +
[p5] exp(=[pg] x [[2:], [t:1])-

sur TF. Elle correspond au membre droit de ¢; ot chaque constante (ici, ;)
est remplacée par le plus petit sur-ensemble de IF, chaque variable p; est
remplacée par son domaine [p;], et chaque opération est l'opération sur IF.
Le résultat, notons le [z], est nécessairement un sur-ensemble de la variation
de I'expression réelle sur le domaine [p]. On en déduit que si la relation

[y;]N[=] =&

est veérifiée, alors [p] ne contient aucune solution de ¢;. Plus généralement,
on peut rejeter [p] 8'il existe une contrainte de C' qui n’est pas satisfaite.

Par exemple, considérons la contrainte z2 — 1 = 0 et le domaine (2, 3].
On conclut que ce domaine ne contient aucune solution car

2,312 —[1,1] =[3,8] et [3,8]N][0,0] =@.
Néanmoins, cet algorithme de réfutation ne suffit pas. En pratique, on

veut a la fois réduire le domaine en coupant des sous-domaines ne conte-
nant pas de solution des contraintes, et séparer les solutions différentes. Ces



techniques de réduction-découpage des domaines (branch-and-prune) sont
abordées dans la section suivante.

Algorithmes de type réduction-découpage

Les algorithmes de type réduction-découpage maintiennent un ensemble
de boites a considérer (a Dinitialisation, le singleton {[p(®]}). Le résultat
est un ensemble de boites d’une précision donnée. En pratique, la précision
est représentée par un scalaire €. Un intervalle [a, b] est dit précis a e si sa
largeur vérifie

[b—a] <e.

Par extension, une boite est précise a ¢ si tous ses composants sont précis a €.
Un pas de calcul consiste a choisir une boite qui n’est pas précise a ¢, a réduire
la boite, puis & la découper en plusieurs sous-boites si la précision € n’est
pas atteinte aprés réduction. La propriété essentielle de ces algorithmes est
la propriété de complétude, induite par la mise en ceuvre de I'arithmétique
d’intervalles : toutes les solutions réelles du CSP sont contenues dans au
moins 'une des boites en sortie. On ne perd pas de solution.

Le découpage d’une boite consiste généralement a générer deux sous-
boites en coupant suivant une dimension en deux parties. La dimension
choisie est en général celle de l'intervalle le moins précis. C’est la straté-
gie la meilleure en moyenne. Elle est appelée maz-dom dans le contexte des

CSPs.

Mais I'efficacité de ces algorithmes dépend essentiellement de la puissance
des techniques de réductions. A l'origine, dans la communauté « Intervalles »,
seule la preuve par réfutation décrite précédemment était employée. On
avait ainsi des algorithmes de type découpage-évaluation. Considérons, par
exemple, le CSP & une contrainte ¢ : 22 = 1 avec le domaine [0, 3] pour z.
Une premiére évaluation permet de déduire que c est satisfaite car

[0,3]°N[1,1] # @.

On doit donc couper le domaine de z en deux sous-domaines [0, 1.5] et [1.5, 3].
Puis on rejette [1.5, 3] car

[1.5,3]° N[1,1] = @.

Cependant, on doit itérer le processus pour [0, 1.5]. Comme le domaine n’est
pas centré sur la racine, la convergence est lente.

Dans I'algorithme développé ci-dessus, on ne profite pas de notre connais-
sance a priori de I'égalité 22 = 1. En effet, on connait bien la technique
d’inversion de ¢ permettant d’exprimer z en fonction d'une expression. Ici,
on aurait z = ++v/1. On pourrait ainsi réduire le domaine initial de z a
I'intervalle [1,1] en un coup.



Propagation de contraintes

La méthode de réduction suggérée dans le paragraphe précédent a pour
nom la consistance d’enveloppe (hull consistency). Elle a pour origine les tra-
vaux de John G. Cleary [4], de Eero Hyvonen [9], puis de Frédéric Benhamou
et Bill Older [3].

Une opération de réduction élémentaire cherche & réduire les domaines
de toutes les variables apparaissant dans une contrainte dite primitive. Les
contraintes primitives sont des contraintes avec au plus un symbole d’opéra-
tion, comme «z =z +y», «z=1x X y» et «y = exp(z)». Considérons, par
exemple, la contrainte y = exp(z) sur le domaine [2] x [y] = [0,1] x [—1,2].
Cette contrainte représente la relation

{(z,y) € [x] x [y] | y = exp(z)}.

La réduction de chaque domaine correspond a la projection de cet ensemble
sur chaque variable. La projection par rapport & y est définie par

{yelyl| 3z €[z], y =exp(z)}.

On en déduit I'instruction de réduction de [y], soit

[y] == [y] Nexp([z]).

Ainsi, le domaine de y est réduit et devient [1,2] = [-1,2] N[0, [e]]. La
projection par rapport a z est définie par

{z €z] | Fy € [y], y = exp(z)}
= {zelz]|yely], z=exp '(y}

L’instruction de réduction pour x considére la forme inverse de la contrainte
(voir la figure 2). Elle a pour expression

[z] == [z] Nlog([y] N]0, +o00f),

ou la fonction logarithme, de domaine ]0, +oo[, est U'inverse de la fonction
exponentielle. Ainsi, le domaine de z devient [0, [log(2)]]. En résumé, on
constate que les domaines des variables sont réduits par des opérations
simples, alors que ’évaluation par intervalles permet seulement de satisfaire
la contrainte (on a [—1,2] Nexp([0,1]) # &). Notons que des instructions de
réduction explicites existent pour chaque type de contrainte primitive.

Historiquement, ces opérations ont été rassemblées sous le nom d’arith-
métique d’intervalles relationnelle (par opposition a 'arithmétique fonction-
nelle de R. E. Moore). Cela vient du traitement au méme niveau de toutes
les variables d'un contrainte primitive. Le but était d’avoir une arithmétique
«logique » (d’aprés J. G. Cleary) compatible avec les machines Prolog.



exp

exp ! ([u.v]) = flog(u), [log(v)]]

log(w) log(v)

F1G. 2 Image inverse de la fonction exponentielle.

Pour un ensemble de contraintes non primitives, on décompose chaque
contrainte en contraintes primitives en introduisant de nouvelles variables
ayant pour domaine [—oo, +00]. Par exemple, pour z + exp(y + 1) = 0, on
génére 'ensemble {u = y+ 1,z + u = 0}, ou u est une nouvelle variable.

Les opérations de réduction pour toutes les contraintes primitives obte-
nues des contraintes du CSP sont appliquées par un algorithme de point-fixe
dit de propagation de contraintes. On itére le processus tant que des réduc-
tions sont encore possibles. Pourvu que chaque opération de réduction élé-
mentaire soit correcte, monotone et contractante, ’algorithme de point-fixe
est correct, contractant, confluent et termine. En d’autres termes, quelque
soit 'ordre d’application des réductions, le résultat est unique, et il est ob-
tenu en temps fini.

Il existe d’autres techniques de réduction plus performantes qu’on ne dé-
crira pas ici. Citons par exemple la consistance de boite [2] (boz consistency),
la famille des consistances fortes (kB consistency) d’Olivier Lhomme [13], et
les algorithmes implémentés dans Numerica [15] combinant ces techniques
aux algorithmes d’analyse numérique de type Newton-Raphson.

Résultats expérimentaux

Nous avons appliqué le solveur Inbox [7] au probléme qui fait 'objet de
cette étude. La boite [p(?)] choisie comme domaine initial vaut
[—1000, 1000] x [0.5, 2] x [—1000, 1000] x [0.05, 0.5] x [—1000, 1000] % [0, 0.05].
Pour la technique de réduction basée sur la 3B consistance, nous obtenons

Sc [9.7174,10.2186] x [0.9658,1.0677] x [—5.1577,—4.7736] x
0.0952,0.1041]  x [0.9618,1.0164] x [0.0099,0.0101]

en 370s sur un PC Pentium III/933MHz. On peut vérifier que p* € S.



Perspectives

Les algorithmes de type réduction-découpage présentés précédemment
calculent des approximations extérieures (des sur-ensembles) des solutions
des CSPs, ol les variables sont des variables libres. Ils sont bien adaptés au
calcul de solutions ponctuelles, et en particulier au traitement des systémes
carrés d’équations a coefficients réels. Par contre, ils sont insuffisants pour
traiter des hypersurfaces, ou encore des variables quantifiées. C’est le cas
de notre probléme d’étude. En effet, chaque contrainte contient une variable
incertaine y; et peut donc étre remplacée par une double inégalité. L’ensemble
solution S a caractériser est donc un hypervolume de R8. Le cas d’une somme
d’exponentielles est tellement mal conditionné que S ressemble & un fil trés
fin de volume trés petit, mais non nul.

La caractérisation fine d’une hypersurface peut découler d’une combinai-
son de calculs d’approximations extérieures et d’approximations intérieures
(on approche la frontiére de 'extérieur et par I'intérieur). Ces méthodes hy-
brides ont été peu étudiées dans le domaine des CSPs numériques. Elles sont
pourtant essentielles.

Un autre domaine de recherche actif est celui des algorithmes symbo-
liques-numériques [8]. Les tranformations symboliques ont pour but de géné-
rer des expressions des contraintes adaptées aux calculs numériques. Dans le
cas de 'analyse par intervalles, on peut chercher a éliminer des occurrences
de variables pour minimiser leffet du probléme de dépendance, ou encore a
combiner les contraintes pour parer la localité des raisonnements réalisés par
les méthodes de consistances locales.

Les contraintes avec quantificateurs ont été étudiées récemment par Alain
Colmerauer et Thi Bich Hanh Dao [5] dans une théorie générale du premier
ordre, et plus spécifiquement par F. Benhamou et Frédéric Goualard [1| pour
les contraintes d’intervalles avec une variable quantifiée. La problématique
de ces derniers prend sa source dans une application de synthése d’images,
ou le probléme est de garantir des contraintes sur une scéne filmée quelque
soit le temps de prise de vue.

D’autres travaux cherchent & étendre et appliquer les techniques CSPs
a 'optimisation [15], & la résolution d’équations différentielles [11], etc. On
conclura en disant que notre soucis est de proposer nos outils a différentes
communautés de sciences appliquées, et de se nourrir des applications pour
les faire progresser. Le livre de I'un des auteurs [12] est un bon exemple d’une
telle avancée en automatique.
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