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Interval constraint propagation
with application to bounded-error

estimation

 !" #$!%&'

 !"#$!%#&$' (') *&+,!-. '% */)%01')2

345*2 *-678'92 :8!%'!- (' ;#-8#,2

<==<> ?&@A)-$ABC'%%' 3'('.2 D$!,9'E

F, 8'!C' @$#1

 !"#$!%#&$' (GH,+7,&'$&' (') */)%01') I-%#1!%&)7)2

H*JHI2 K> !C',-' 4#%$' L!1' (-  !92

M<NNN I,+'$)2 D$!,9'

:O#,'P QRRS = K< TU =V >=

D!.P QRRS = K< M= RN KN

W1!&8P X!-8&,Y8))E)-6'8'9E@$

(!))*+,*- .!''&') ,&,%*P 3#,)&)%',9/ J'9O,&Z-') @#$ W)%&1!%&#,E

/0+,.$",P D#$ ! 8!$+' 98!)) #@ "#-,('(A'$$#$ ')%&1!%&#, 6$#"8'1)2 %O' 6#)%'$&#$ @'!)&"8' )'%  

@#$ %O' 6!$!1'%'$) 9!, "' ('[,'( "/ ,#,8&,'!$ &,'Z-!8&%&')E JO' )'%A&,C'$)&#, !66$#!9O 9#1"&,')

98!))&9!8 &,%'$C!8 !,!8/)&) \&%O "$!,9OA!,(A"#-,( !8+#$&%O1) %# 9O!$!9%'$&]'  E ^,@#$%-,!%'8/2

!) "&)'9%&#,) O!C' %# "' (#,' &, !88 (&$'9%&#,) #@ %O' 6!$!1'%'$ )6!9'2 %O&) !66$#!9O &) 8&1&%'(

%# 6$#"8'1) &,C#8C&,+ ! )1!88 ,-1"'$ #@ 6!$!1'%'$)E J'9O,&Z-') "!)'( #, &,%'$C!8 9#,)%$!&,%

6$#6!+!%&#, 1!_' &% 6#))&"8' %# ($!)%&9!88/ $'(-9' %O' ,-1"'$ #@ "&)'9%&#,)E H, %O&) 6!6'$2 %O')'

%'9O,&Z-') !$' 9#1"&,'( \&%O )'% &,C'$)&#, %# "$!9_'%  "'%\'', &,,'$ !,( #-%'$ )-"6!C&,+)

Q-,&#, #@ ,#,#C'$8!66&,+ "#.')SE `O', #,8/ &,%'$')%'( &, %O' @'!)&"8' &,%'$C!8) @#$ %O' 6!$!A

1'%'$)2 %O' )'% &,C'$)&#, !66$#!9O "'9#1') &,'a9&',%2 !,( ! ,'\ !8+#$&%O1 !"8' %# 9#16-%'

%O')' &,%'$C!8) &) +&C',E JO&) !8+#$&%O1 -)') ! ,'\ &,%'$C!8A"!)'( 8#9!8 $')'!$9O %# 9#16-%' %O'

)1!88')% "#. %O!% 9#,%!&,)  E H% &) %O', 9#16!$'( \&%O '.&)%&,+ 1'%O#() #, !, '.!168' %!_',

@$#1 %O' 8&%'$!%-$'E

1*234.-+P b#-,('(A'$$#$ ')%&1!%&#,2 3#,)%$!&,% 6$#6!+!%&#,2 H,%'$C!8 !,!8/)&)2 4#,8&,'!$

9#,)%$!&,% )#8C&,+2 *'% &,C'$)&#,E

=



1 Introduction

 !"# $%$&' "# ()*(&'*&+ ,"-! &#-".%-"*/ -!& 0*1*),* $%'%.&-&'# )2 % .)+&3 2'). &4$&'".&*-%3

+%-% ()33&(-&+ )* % #5#-&.6 "* % 7)0*+&+8&'')' ()*-&4- 9#&&6  !"! :%3-&'6 ;<<=> ?)'-)*6 ;<<@>

?)'-)*6 ;<<A> B"3%*&#&  # $%!6 ;<<C> :%3-&' %*+ D')*E%-)6 ;<<FGH I&*)-& 75  ! -!& J&(-)' )2 %33

-!&#& +%-% %*+ 75  " -!& $%'%.&-&' J&(-)' -) 7& &#-".%-&+H K##0.& -!%- % $%'%.&-'"( .)+&3

#-'0(-0'&   #! 9&! H % #&- )2 .)+&3# $%'%.&-'"E&+ 75  "G "# %J%"3%73& 2)' -!& #5#-&.H L)' -!&

&4$&'".&*-%3 ()*+"-")*# 0#&+6 &%(! .)+&3   "! /&*&'%-&# % J&(-)' )0-$0-

 

$  "! !).)/&*&)0# -)

-!& +%-% J&(-)'  !H M2 " !# +&*)-&# -!& %4"#8%3"/*&+ 7)4 )2 %33 %+."##"73& )0-$0- J&(-)'#6 %*+ " "#6

-!& '(&)( 2&%#"73& %4"#8%3"/*&+ 7)4 2)' -!& $%'%.&-&'#6 #* ')+# (&)( , $+&-% + # "# +&N*&+ 75

! $

 

$

  
 " !#! " " "# 9;G

,!&'&

 

$

  
 #! "# -!& '&("$')(%3 ".%/& )2

 

$ "* % #&- -!&)'&-"(%3 #&*#&H  !& $')73&. -) 7& #)3J&+6

1*),* %# + # &./ (+&). '()-% 06 "# -!%- )2 (!%'%(-&'"E"*/ ! "* % /0%'%*-&&+ ,%5H :!&* -!& J&(-)'

20*(-")*

 

$ "# %O*& "*  "6 &O("&*- %*+ %((0'%-& .&-!)+# &4"#- -) &*(3)#& ! "* %* &33"$#)"+ )' % 7)4

9P&32)'-&  # $%H6 ;<<=> L)/&3 %*+ Q0%*/6 ;<RS> B"3%*&#& %*+ P&32)'-&6 ;<RSG )' -) (!%'%(-&'"E&

! &4%(-35 9 !"!1 :%3-&' %*+ D"&-8T%!%*"&'6 ;<R<GH :!&*

 

$ "# *)*3"*&%'6 #".$3&8#!%$&+ #&-# -!%-

()*-%"* ! (%* 7& ().$0-&+ #).&-".&# 9 !"! ?)'-)*6 ;<RF> B"3%*&#& %*+ U"("*)6 ;<<;GH M* -!"#

$%$&'6 -!& (%#& ,!&'&

 

$ "# *)*3"*&%' "# ()*#"+&'&+ %*+ -,) 1"*+# )2 (!%'%(-&'"E%-")* 2)' ! %'& )2

"*-&'&#-H  !& N'#- )*& ()*#"#-# "* 7'%(1&-"*/ ! 7&-,&&* "**&' %*+ )0-&' #07$%J"*/# 9% +2-'$/&."

"# %* 0*")* )2 *)*)J&'3%$$"*/ 7)4&#G ,"-! %* %'7"-'%'5 $'&("#")*H  !& #&()*+ )*& ()*#"#-# "*

N*+"*/ -!& #.%33&#- %4"#8%3"/*&+ 7)4 9%3#) (%33&+ "*-&'J%3 !033G "!# ,!"(! ()*-%"*# !H

:!&* -!& *0.7&' )2 $%'%.&-&'# "# #.%336 -!& %3/)'"-!. VMUMK 9V&- M*J&'#")* U"% M*-&'J%3

K*%35#"#G $'&#&*-&+ "* 9W%03"* %*+ :%3-&'6 ;<<XG ().7"*&# 7'%*(!8%*+87)0*+ -&(!*"Y0&# ,"-!

"*-&'J%3 %*%35#"# 9B))'&6 ;<F<G -) 7'%(1&- ! 7&-,&&* -,) #07$%J"*/# ,"-! %* %'7"-'%'5 $'&("#")*H

P0-6 %# 7"#&(-")*# !%J& -) 7& $&'2)'.&+ "* %33 +"'&(-")*# )2 -!& $%'%.&-&' #$%(&6 VMUMK "# 3"."-&+

-) $')73&.# "*J)3J"*/ )*35 2&, $%'%.&-&'#H M* -!"# $%$&'6 VMUMK "# 0#&+ ,"-! &.# (/$% 3).+#($&.#

'()'$"$#&). 4 MZDG -&(!*"Y0&# "* )'+&' -) '&+0(& -!& *0.7&' )2 7"#&(-")*# -) 7& $&'2)'.&+H

M*-&'J%3 ()*#-'%"*- $')$%/%-")* 9%3#) (%33&+ %)3$% 3).+&+# .35 %$$')%(! "* -!& 3"-&'%-0'&G6 ,%#

$")*&&'&+ 75 Z3&%'5 9;<RFG %*+ I%J"# 9;<RFGH M- ().7"*&# ()*#-'%"*- $')$%/%-")* -&(!*"Y0&#6

(3%##"(%335 0#&+ "* -!& +).%"*# )2 %'-"N("%3 "*-&33"/&*(& 9B%(1,)'-!6 ;<FFG6 ,"-! "*-&'J%3 %*%35#"#H

Z)*#-'%"*- $')$%/%-")* -&(!*"Y0&# ,&'& "*-')+0(&+ 75 :%3-E 9;<FAG -) %++'&## ().7"*%-)'"%3

$')73&.# )J&' N*"-& #&-# %*+ !%J& 7&&* "*-&*#"J&35 #-0+"&+ #"*(& -!&*H

:!&* )*35 "*-&'&#-&+ "* -!& 2&%#"73& "*-&'J%3# 2)' -!& $%'%.&-&'#6 .%*5 ().$0-%-")*# $&'2)'.&+

75 VMUMK 7&().& 0#&3&## %*+ % *&, &O("&*- %3/)'"-!. %73& -) ().$0-& -!&#& "*-&'J%3# "# /"J&*H

 !"# %3/)'"-!. %3-&'*%-&# % *&, "*-&'J%387%#&+ 3)(%3 '&#&%'(! ,"-! % &3"."*%-")* $')(&+0'& -)

7'%(1&- -!& "*-&'J%3 !033 "!# )2 !H  !& ().$)*&*-# )2 "!# %'& -!& 2&%#"73& "*-&'J%3# 2)' -!&

$%'%.&-&'#H

 !& $%$&' "# )'/%*"E&+ %# 2)33),#H MZD -&(!*"Y0&# %'& 7'"&[5 $'&#&*-&+ "* #&(-")* SH M* V&(-")*

S



 ! "#$ %$& '$()*+% +, "#$ -./+(*"#0 12324! 5-)$6 +% 278! *) 9($)$%"$6 -%6 :+09-($6 &*"#

"#$ ,+(0$( 12324 &*"# - "$)";:-)$ "-<$% ,(+0 =>*.-%$)$ -%6 3*:*%+! ?@@?AB 2% 1$:"*+% C! "#$

-./+(*"#0 &#*:# :+09D"$) "#$ *%"$('-. #D.. +,  *) 9($)$%"$6 -%6 - :+09-(*)+% &*"# "#$ ($)D.")

+5"-*%$6 5E >*.-%$)$ -%6 3*:*%+ =?@@?A *) )#+&%B 4 %+"-"*+% "-5.$ *) /*'$% +% 9-/$ ?CB

2 INTERVAL CONSTRAINT PROPAGATION

2%"$('-. :+%)"(-*%" 9(+9-/-"*+% =278A 0-<$) *" 9+))*5.$ =F$%#-0+D -%6 G.6$(! ?@@HA "+ /$%$(-"$

- )$ID$%:$ +, %$)"$6 -J*);-.*/%$6 )D55+J$)   !! +,   "! &#*:# $%:.+)$ "#$ 9+)"$(*+( ,$-)*5.$ )$"  

6$K%$6 5E =?AB 4) "#$)$ 0$"#+6) -($ %+" 5(-%:#;-%6;5+D%6) 5-)$6! "#$E :-% $-)*.E 6$-. &*"#

#*/#;6*0$%)*+%-. 9(+5.$0)B L$($! 278 *) D)$6 "+ )+.'$ "#$  !"#$%&'( ) '*+!, ,+( =?A &#*:#

:+%)*)") *% K%6*%/ - )D55+J +,   "! -) )0-.. -) 9+))*5.$ &#*:# $%:.+)$)  ! &*"#+D" 5*)$:"*+%)B 278

*) 5-)$6 +% "#$ %+"*+% +, *%:.D)*+% ,D%:"*+% -%6 )+.D"*+% ,D%:"*+% 5(*$ME ($:-..$6 *% "#$ ,+..+&*%/

)D5)$:"*+%)B

2.1 Inclusion function

N$" # " $

 

 $ 5$ - ,D%:"*+%B 4% &($+#-&'( .#($%&'( *) - )$";'-.D$6 ,D%:"*+%! 6$%+"$6 5E  # !%

&#*:# -))+:*-"$) "+ -%E -J*);-.*/%$6 5+J =5+J ,+( )#+("A   &! +, $

 

-% *%"$('-. 6$%+"$6  # ! #  &!$

"#-" :+%"-*%) "#$ *0-/$ +, # +'$(   &!B 2%"$('-. -%-.E)*) =>++($! ?@OOP >++($! ?@H@! L-%)$%!

?@@QP L-00$( !% /+0! ?@@RA 9(+'*6$) $S:*$%" "++.) "+ :+09D"$ *%:.D)*+% ,D%:"*+%)B 2, ,+( -.. 5+J

  &!!  # ! #  &!$ *) "#$ )0-..$)" *%"$('-. "#-" :+%"-*%) "#$ *0-/$ )$"!  # ! *) )-*6 "+ 5$ "#$ ,&(&,/+0

2.2 Reduction with one constraint
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2.3 Reduction with m constraints
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4 COMPUTING THE INTERVAL HULL
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