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Résume : On présente comment l'initialisation, la relaton 2 Préliminaires
entrée/sortie ainsi que la commande en juste-a-temps des
graphes d’événements temporisés s’expriment daryebae
(min,+).

Mots-clefs : Systemes a événements discrets, graphes
d’événements temporisés, algebre des dioides, tionsi

initiales, juste-a-temps.

2.1 Diode, résiduation, resolution

d’équations lineaires
Définition 1 (dioide) Un dicide D est un ensemble muni
de deux lois internesd(,®), associatives et poedant un
élement neutre nétrespectivement et e, telles que la loi
@ est commutative et idempotente (ie$ a = a). La loi
® distribue sur la loi®, et I'élément neutre de la loi & est
absorbant pour la loi®.

1 Introduction Si ® est commutativeD est un dioide ditcommutatif.

Dans tout dioide, urordre naturel peut étre défini par :
Les systtmes dynamiques & événements discrets met-q < b < a ® b = b. (D, =) est undioide completsi
tant en jeu uniqguement des phénomeénes de synchronisationtout sous-ensemblé deD admet une borne supérieure notée
peuvent étre modélisés par des Graphes d’Evenememts Te D.c a7, etsiw distribue sur les sommes infinies. En parti-
porisés (GET). Une théorie des systemes linéairespgna culier,T = @, p est le plus grand élément d& Dans

a la théorie conventionnelle, a été développée paitec
classe de systemes sur une structure algébrique patieul
appelée dioide, et dont I'algebnain,+) est un exemple [1],
[5], [6], [7]. La linéarité de ces systémes s’entend awsses
opérateursnin et + (addition usuelle) ; en d’autres termes,
un tel systeme vérifie :

e quelles que soient deux entrégsetu,

S(min(uy,u2)) = min (S(uy),S(uz)),
e quels que soient une entréet un scalaire
S(a+u) =a+ S(u).

Dans ce papier, on s'intéresse a [linitialisation de ces
systemes modélisés dans l'algebreirf,+). Vis-a-vis du
modele GET, cela revient a étudier les instants de dispon
bilité des jetons du marquage initial. Cette questioné& ét
étudiée dans l'algébrenfax,+) [1], [5] ; notre travail est une
simple traduction dans I'algébren{n,+) de ces résultats.
Quelgues compléments sont néanmoins donnés par rapport

I'eétude faite par Libeaut [4]. On traduit également lathgse

un dioide complet, la borne inférieure, notée de deux
élements existe toujours; oma\ b = P, <, , <, 7-

Exemple 1 SoitZ,,;, 'ensembleZ U {+o00} muni dumin
pour la loi® et de I'addition usuelle pour la lab. Z,,;,, est
un dioide complet commutatif d’éléments neuttes +oo
ete = 0 (T = —o0). Notons que I'ordre{) dansZ,,;, est
l'inverse de I'ordre usuel<).

Exemple 2 Partant d’un dioide scalaif®, nous considérons
les matricep x p a éléements darB. Le produit et la somme
de matrices sont définies conventionnellement a partlade

somme et du produit de scalaires. Cet ensemble de matrices

muni de ces deux opérations est également un dioide, not”
DP*P,

Par la suite, nous serons amenés a manipuler des éguation
du typea ® x = b. Les lois (» et ®) d'un dioide n’étant en
général pas inversibles, nous ferons appel a la thélerik
résiduation [1, chap. 4] qui permet en particulier de tr@uv
les plus grandes sous-solutions de telles équations.

de la commande en juste-a-temps formulée de maniere plus Définition 2 Une applicationf : C — D, ou C, D sont des

générale dans le dioid&1¢*[[v, d]] [1, §5.6]. L'expression

ensembles ordo@s, est diteésiduablesi pour touty € D,

de cette loi de commande s’avere plus simples et moins la borne sugrieure du sous-ensembfe € C | f(z) < y}

colteuse en calculs que celle proposée par [4].

existe et appartierd ce sous-ensemble.Cette borne estaot



ft(y). L'application f* : D — C est appederésidieede f.
Par définition, on af[f*(y)] < v, Vy € D.

Propriéte 1 L'application L, : * — a ® x d'un didide
complet dans lui-idme est@sidwee. La plus grande solution
de linequatione ® = < b existe et eseégalea L,*(b),
également n@ea }b ou 2.

Ce 'quotient’ \erifie entre autres les formules suivantes :

a® (ayer) <z (f1)
ay(z Ay) = (akz) A (aky) (f2)
(a®b)yz = 22, (£-3)

Dans ce papier, nous serons également amenés a résesdre
équations implicites du type = ax & b dans un dioide.
Théoreme 1 Dans un didde complet, Bquationz = ax &b
admet comme plus petite solution= a*b ou I'opérateur*
(etoile de Kleene) estdini par :a* = @, a’, eta’ = e.

2.2 Representation des GET

Il est possible de décrire le comportement temporisé des
GET par des équations linéaires dans I'algebre deslei
[1], [7]- On se concentre ici sur leur représentation dans |
dioideZ,,;, (cf. ex. 1). On considere que les GET sont tem-
porisés uniquement au niveau des places, et que les tempori

sations sont commensurables. La démarche consiste 4 asso

cier & chaque transition du GET une variable du temps, com-
munément appel&enction compteurqui renvoie le nombre
cumulé de tir(s) de la transition. Par exemple, a la ttéorsi
x1 du GET de la figure 1, on associe le compteuft), qui
vérifie les inégalités suivantes :

1‘1(t) <1l+ l‘g(t — T2) etl‘l(t) < Ul(t)
Sous I'hypothese que le graphe fonctionne au plusi#és (
les transitions sont tirees des qu’elles sont validéas)ob-
tient I'egalité

z1(t) = min (1 + 22 (t — 1), u1 (1)).

F—CO——0—]
uy T1 Y1
T2 T1
—CO—"——]
Us 1] T1 Y2

FIG.1—-un GET

Aprés diverses manipulations (sans perte de généesaliil
est possible de se ramener au modele linéaire d'étadaten
suivant :

2.3 Sysemes (min,+) lireaires

z(t)=A®z({t—1)® B u(t)

y(t) = C @ x(t) @

Un systemeS est une application d’'un ensemble de si-

Les signaux mis en jeu dans les GET sont des fonctions
compteurs,i.e., des fonctions non-décroissantes de—
Zmin- ON noteX, cet ensemble de signaux, qui peut &tre
muni

e dumin point-a-point pour loi®

(u®v)(t) = u(t) ®v(t) = min(u(t),v(t)),
e de l'inf-convolution pour multiplication, notéeg
(uxv)(t) = @ [u(t—5)@v(s)] = inf[u(t—s)+v(s)].

SEZ
(X, ®, x) est un dioide complet dont les éléments neutres sont
définis par

0 ;
+oo

t<0

e(t) = 400, Vt € Z,ete(t) = { £50

La relation d’ordre de ce dioide est définie par
u=veu(t) 2u(t), Vi€ Z.

Les notions de continuité, causalité, et stationnanitéété
définies pour les systemesin,+) linéaires de maniere
analogue a la théorie conventionnelle [7], [1]. Dans les
réféerences précédentes, il est également montré lesie
systemes (min,+) linéaires continus peuvent se reptése
par un opérateur a noyau. En particulier, pour un systeme

également stationnaire sut, cet opérateur & noyau se
résume a un produit d’inf-convolution.

Théoreme 2 Soit un systmeS : ¥ — X linéaire continu
stationnaire, alors il existe une unique applicatibn 7 —
Tomin, appeberéponse impulsionnellgelle y = S(u) peut
étre obtenue par :

y(t) = @ h(jut —j) = (hxu)(t).

JEZ

3 Relation entrée-sortie des GET

Pour établir le modele d’état standard (1) d'un GET, on a
considéré que les transitions étaient tirées "au @tis$ans
information supplémentaire, le fonctionnement du graphe
n'est pas entierement spécifié car rien n'a été dit surisi-
tialisation, c.-a-d. sur la disponibilité des jetongisement
présents dans le graphe.

Dans la section 3.1, on met en évidence que si les jetons du
marquage initial sont disponibles depuis l'instanto, un
GET, en tant que systemenin,+) linéaire, admet une re-
lation entrée-sortie linéaire qui s’exprime comme unduid
d’inf-convolution de I'entrée et de la réponse impulsietie.
Cette initialisation correspond a considérer que lessystest
relaxé (on parlera aussi de conditions initiales canogsju

On explicite I'expression de sa réponse impulsionnehasiai
gue les conditions initiales canoniques.

A la section 3.2, on s'intéresse a la prise en compte deieond
tions initiales dites faiblement compatibles. Les jetoms d
marquage initial ne peuvent alors étre consommeés ge&pr’

t = 0. Cette hypothése est couramment considérée dans le
cadre des réseaux de Petri (RdP), ou le graphe est supposé
"gelé” avantt = 0. On montre que la relation entrée-sortie

gnaux admissibles vers un ensemble de signaux admissibles.est alors affine.



3.1 GET relaxé

Dans [1], lexonditions initiales canoniques d’'un GBnht
été définies en considérant que les jetons du marquég in
sont disponibles pour le tir des transitions aval depuristi
tant —oco.

Pour des GET modélisés dar,;,, cela revient a
considérer que

z(t) = A*Bu(0) pourt < 0.
En effet, sachant que les signaux mis en jeu sont causaux [2],
i.e, pourt <0:
u(t) = u(0), z(t) = (0), ety(t) = y(0),
la premiere équation de (1) est alors implicite pout 0,
ie.,
z(0) = A® 2(0) ® B ® u(0).
La plus petite solution de cette équation (cf. th. 1) est
z(0) = A* Bu(0).
Cette plus petite solution donne le nombre maximal (pour
I'ordre usuel) d’événements pouvant avoir lieu initialent.
Pour que cet état initial soit atteint, il suffit que :
e que le graphe fonctionne au plus tot,
e que les jetons du marquage initial soient disponibles le
plus tot possible, c.-a-d. a I'instarto.
Remarque 1Dans [4], il a été défini 'ensembl&, des états
initiaux z(0) qui quelque soit I'entré@ > e engendre des
trajectoirest ety non décroissantes, dénommé ensemble des
conditions initiales admissibles
Xp = {350 e Nnx1 | xo = Axg EBB@}
Si u(0) = e, la condition initiale canonique:(0) = A*Be
est laplus petitelau sens del) condition initiale admissible
Remarque 2Prendre des conditions initiales canoniques re-
vient & considérer que le graphe a fonctionné "librerhant

t = —oo, de telle sorte que I'état s’est stabilisé a la valeur
A*Bu(0) at = —oo. Le marquage du GET@= 0 est alors
tel que :

e tout chemin élémentaire allant d’'une entrée a uneesorti
est vide de jeton,

e toute transition posséde au moins une place amont vide
de jeton. En particulier dans un circuit, seules les places
amont & une transition synchronisée peuvent contenir
des jetons. Autrement dit les "ressources” du systeme
sont considérées comme disponiblés=a0.

Pour un systeme initialisé de la sorte, on parle égal¢ihen
syseéme relak. Cette appellation se justifie par le fait que si
aucune "excitation” n'est apportée en entrée du systéme
I'état, ni la sortie de celui-ci n’évolueront.

On montre maintenant qu'avec des conditions initiales
canoniques la relation entrée-sortie d’'un GET est lirgai

En développant la récurrence, la premiere équatiorijie (
peut s’écrire :
p—1
x(t) = APz(t —p) & @ A?Bu(t — j)
7=0
Avecu(t) = u(0) etz(t) = A*Bu(0) pourt < 0; des que
p>tona:

p—1
x(t) = APA*Bu(0) & @ A’Bu(t —j),
j=0
) p-1l
z(t) = @ A’Bu(0) ® @ A’Bu(t — j),
Jjzp j=0
+oo
z(t) = @ A Bu(t — j).
§j=0
D’ou
y(t) = @ h(j)ult —j) = (h=u)(t),
JEZ
ou laréponse impulsionnelle est donnée par :

v ={ Gs 1150

CA'B ji>0"
3.2 GET nonrelaxe

On suppose ici que les GET considérés sont "gelés” avant
linstant0. En d’autres termes, on considere que les jetons ne
peuvent pas se déplacer avant la date0. C'est I'hypothése
classique pour I'étude diegime autonomeans la littérature
des RdP.

Les jetons du marquage initial sont alors "visiblest' & 0,

et on suppose gu'ils sont entrés dans les places avant cette
date. At = 0, un jeton du marquage initial est donc soit en
train d’effectuer son temps de séjour, soit disponiblerpeu

tir de la transition aval.

La démarche décrite dans [1] consiste alors a définir pou
chaque placg; un compteuiw;(t), qui renvoie le nombre de
jetons du marquage initial dg disponibles pour le tir de la
transition aval @; a la datet. Ce compteur doit vérifier les
hypothéses suivantes :

e On noter; et M; respectivement la temporisation et le
marquage initial de la placg;. A l'instant 7; tous les
jetons du marquage initial ¢g doivent étre disponibles
pour la transition aval g;, i.e., w;(r;) > M;. Pour cela,
on pose par conventian; (t) = +oo pourt > ;.

e Les jetons du marquage initial gg ne peuvent pas étre
disponibles avant l'instant 0.e., w;(t) = w;(0) = 0
pourt < 0.

Par analogie avec les études menées dans I'algéatare, +)
dans [1,52.5.2] et [5,5§2.1], on qualifiera deonditions ini-
tiales faiblement compatiblelles vérifiant les hypothéses
précédentes.

Pour obtenir les équations d’évolution du GET, on défimit
vecteur(t) par:

v;(t) w;(t),

{ilpic®z;}

ou *z; est 'ensemble des places amont a la transitipn
Chaque élément; est le compteur d’une transition fictive
adjointe en amont de la transitiar), de telle sorte que les
jetons du marquage initial des places amont &ont "rete-
nus” dans celles-ci selon les conditions initiales faildain
compatibles définies par les comptetss

Le fonctionnement du GET peut alors étre représentéagar |
récurrence suivante :

{ 2(t)

y(t)

Ax(t — 1) ® Bu(t) ® v(t)
Cx(t)



On notera que la deuxieme hypothése sur les conditions ini
tiales impose que :
v(t) = v(0) pourt < 0.
La démarche pour obtenidtat initial faiblement compatible
est analogue au cas relaxé : celui-ci correspond a la @us p
tite solution de I'équation d’état implicite pour< 0, i.e.,
z(0) = A*Bu(0) & A*v(0).
On obtient alors la relation entrée-sortie suivante :
y(t) = (hxu)(t) ® yo(t),

oUyo(t) = (ho x v)(t), avec
N[ C , 1<0
ho(])—{CAj . j>0°

Comme dans la théorie des systemes conventionnels, un
systeme non relaxé engendre une relation entrée-safttie
fine.

4 Commande optimale des GET

On a vu que la relation entrée-sortie d’'un GET relaxé peut

s'écrire
y=hxu.

Etant donnée une trajectoire de sortie désiré@)},.,, on
cherche a calculer la trajectoire de commar{dét)}, ,
la plus tardive(la plus grande pour I'ordre}) telle que la
réponse en sortigy(t)}, ., soit inférieure a{z(t)},.,. Une
telle commande est dite optimale vis-a-vis du critergudee-
a-tempsPlus formellement, cette commande, naigg, est
la plus grande solution de I'inéquation

hxu=<z.

@)

(%, @, x) étant un dioide complet (cf. section 2.3), I'applica-
tion z — h * x est résiduée (cf. proprieét. La commande
uopt €Xiste donc et est définie par :

Uopt = hyz .
Proposition 1 Les commandes,,.(t), t € Z sont donges
par

Uopt (1) = [\ h(i — 1) Rz (i) 3)
i>t
Preuve
eVteZ,0na
(h*uopt)(t) = @ h(t — 8)uopt(s) = @th(t—S)Uopt(S) =

*(Z)

@th(t—s)[/\ ] = @h(t—s)% =< 2(t),

ce qui montre que,,; est solutlon de (2).
e Yz solution de (2), on a

VteZ, @,cqh(t—s)x(s)= @sgt h(t — s)x(s) < z(t)
Vt,s € Z,s <t; h(t—s)x(s) < z(t)

Vi, s € Z,s <t; x(s) < h(t—s)§z(t)

Vs € 7, z(s) 2 Niss h(t — 5)82(t) = uopt(s)

|
On montre ici queu,, est solution d'un systeme
d’équations "backward” analogue aux équations du syste
adjoint en théorie de la commande optimale.

Proposition 2 La commande,,: (3) est la plus grande so-

lution de
{ £(t) = ARE(E+1)ACKR2(1)
u(t) = BY{(t)

Preuve En utilisant la formule £.3), on pose tout d'abord :

Uopt (t) = BR&opt (1), AVECopt (t) = Ayt (AFC) R2(i).
e Montrons quqopt est solution de (4Nt € Z,

NteZ. (4)

Eopt(t-‘rl) ) _ Nz ij:itil V(i)l A ‘%
= Nita ;Akzl D, A % (cff.2)
= Nist11 c;—(f)t A % (cff.3)

- /\z>t+1 I%%‘ A %
= /\z>t CAI—t
= fopt( )

e Soit¢ une solution de (4). En développantla récurrence, on
avte Z

€0 =G A e
]:

Lorsquety — —oo, il est clair ques(t) < Eope (). O
Remarque 3Des conditions initiales faiblement compa-
tibles engendrent un relation entrée-sortie affine (sacti
3.2). La synthése d’'une commande optimale avec de telles
conditions initiales a été traitée dans §8,2] dans le cadre
de l'algeébre fnax, +), et peut se transposer a I'algébneif,

+). Elle consiste a ajouter (au sens@ya la sortie désirée
{z(t)},c4 la séquencdyo(t)},., la commande résultante
est la plus tardive telle que la sortie se comporte au plaks tar
avant la consigne "réalisable®pyy, c.-a-d. au plus tard avant
ou au plus tdt apres la consigne

5 Conclusion

Dans cet article, on donne les formulations de I'initidiiga,

de la relation entrée-sortie et de la commande en juste-a-
temps des GET dans I'algébrain,+). Il s’agit d’'une simple
transposition de résultats existants dans I'algebrex(+)

ou plus généralement dans le dioit¢*[[~y, d]]. Ce travail

a constitué un préliminaire & I'extension de ces réegslaux
systémes non stationnaires [3].
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