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Résumé 
 
Nous présentons ici un nouveau type de 
transformateur piézoélectrique fonctionnant en mode 
de flexion. Le principe de fonctionnement repose sur 
la vibration d'une poutre encastrée sur une extrémité et 
libre de l'autre. Une modélisation analytique nous a 
permis d'établir le schéma électrique équivalent du 
transformateur, les fréquences de résonances ainsi que 
les profils des déformations et des déflexions de la 
poutre. La répartition de la contrainte longitudinale 
nous a permis de choisir la position des électrodes 
primaires et secondaires. Au final, ces résultats 
analytiques ont été confrontés à des résultats 
expérimentaux. 
 
1   Introduction 
 
Le principe de fonctionnement des transformateurs 
piézoélectriques connus à ce jour repose sur la 
vibration à la fréquence de résonance, que ce soit en 
mode longitudinal ou transversal, de tout le volume du 
bloc piézoélectrique constituant le transformateur. Ces 
structures qui fonctionnent en ondes de volume 
(transformateurs de type Rosen, multicouche ou 
circulaire) ont l'avantage d'être simples : formés d'un 
seul bloc de matériau piézoélectrique en général du 
PZT (Zirconate de Titanate de Plomb) et d'électrodes 
primaires et secondaires. Par contre ce type de 
transformateur piézoélectrique pose problème lorsque 
l'on souhaite l'intégrer en technologie micro-système 
sur un substrat de silicium avec d'autres composants. 
En effet la répartition de la contrainte dans le matériau 
étant dans tout le volume, il est difficile de déposer un 
bloc de PZT directement sur du silicium et de garder 
le même fonctionnement du transformateur. Nous 
présentons donc ici un nouveau type de transformateur 
piézoélectrique de type poutre fonctionnant cette fois-
ci par onde de flexion et mieux adapté à l'intégration 
sur silicium. 

Le transformateur poutre présente deux avantages 
pour l'intégration ; le premier est qu'il résonne à des 
fréquences faibles même pour des dimensions très 
réduites ; le deuxième est qu'il dispose d'un côté 
encastré qui permet une implantation facile sur un 
substrat en silicium. Il est possible sur le même 
principe d’établir d'autres structures fonctionnant en 
mode de flexion, qui peuvent être par exemple de type 
pont (poutre encastrée des deux cotées), membrane 
circulaire ou membrane carrée. 
La poutre bimorphe étudiée ici est constituée de trois 
couches : une couche conductrice emprisonnée entre 
deux couches de céramique piézoélectrique PZT 
polarisées en inverse formant un bimorphe 
symétrique. Les déformations antagonistes de chaque 
couche provoquent, comme dans un bimétal, une forte 
torsion de l'ensemble. 
 
2   Réalisation et principe 
 
Le principe de cette nouvelle structure de 
transformateur piézoélectrique bimorphe poutre est 
présenté figure 1. La photo du prototype réalisé à 
partir d'un échantillon de chez Piezo Systeme Inc est 
donnée figure 2. La longueur totale de la poutre est de 
30mm, l’épaisseur totale est de 0,508mm et la largeur 
est de 6,35mm. 
 

 
 

Figure 1 : Transformateur piézoélectrique poutre 
Le primaire du transformateur est placé du côté libre 
de la poutre (tension V1=V1A-V1B). Le secondaire est 
mis à l'emplacement de contrainte maximum, c'est-à-
dire du côté encastré (tension V2=V2A-V2B). 
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Figure 2 : Prototype étudié 
 
L’application d’une tension alternative au primaire du 
transformateur provoque une flexion de la poutre et 
une mise en vibration mécanique de toute sa longueur. 
Une tension alternative apparaît alors au secondaire. 
La figure 3 nous montre la distribution suivant la 
longueur de la poutre du déplacement et de la 
contrainte longitudinale pour les deux premiers modes 
de résonance. Dans le cas du premier mode (figure 
3.a), à l’extrémité libre de la poutre le déplacement est 
maximum et la contrainte nulle, à l’extrémité 
encastrée la contrainte est maximale. La contrainte 
axiale dans le second mode (figure 3.b) présente deux 
extrema un à l’extrémité encastrée et l’autre au milieu. 
Cette répartition de la contrainte nous montre qu’il est 
préférable de fonctionner au premier mode de 
résonance. 
 

 
 

Figure 3 : Contrainte axiale et déplacement 
3.a : Mode 1 
3.b : Mode 2 

3   Modélisation [1] 
 
A partir des équations électromécaniques décrivant le 
système, nous établissons un schéma électrique 
équivalent, retranscrivant le comportement électrique 

du transformateur. La modélisation permettant 
d'aboutir au schéma électrique est réalisée en deux 
étapes. Nous établissons séparément les modèles du 
primaire et du secondaire, ce qui revient à modéliser 
deux résonateurs piézoélectriques, puis on les relie 
mécaniquement en considérant la continuité des 
efforts et des vitesses à la jonction mécanique des 
deux éléments. 
 
3.1  Modélisation d'un bimorphe 
piézoélectrique 
 
Le bimorphe piézoélectrique à modéliser, représentant 
indifféremment le primaire ou le secondaire du 
transformateur est présenté figure 4. 

 
Figure 4 : Poutre bimorphe piézoélectrique 

 
La notation xi (i=1,2,3) représente les variables 
d'espace. La longueur et la largeur du bimorphe sont 
respectivement notées L et w, et vérifient la relation 
w<<L. Les épaisseurs d'une des couches 
piézoélectriques et de la moitié de la couche 
intermédiaire sont respectivement hm et hp. On 
s'intéresse uniquement à la déflexion suivant l'axe x1. 
Le déplacement vertical est noté u3 et on ne tient 
compte que de la composante longitudinale du 
déplacement relatif S1 [2]. 
 

 
Figure 5 : Moments fléchissants et forces tranchantes 

 
Pour modéliser cet élément, on d'établit une relation 
entre le moment fléchissant noté M1, la vitesse 
angulaire F1, la force tranchante F1 et la vitesse 
linéaire U1 à la position x1=0 en fonction de ces 
mêmes grandeurs (M2, F2, F2, U2) à la position x1=L 
(figure 5). 
Les expressions du moment fléchissant M et de la 
force tranchante F suivant l'axe x1 en fonction de la 
tension appliquée V s'écrivent : 

V2A

L 2L

Déplacement u3

0 L

0

Contrainte T1

2L

V2B

Secondaire Primaire

V1A

V1B

Contrainte T1
Déplacement u3

0

0 2LL

b)

a)

hp

x1

x3

L

électrode

w

2hm
V

I

x1

x3

F2,U2F1,U1

M2,F2M1,F1

0 L



 3 

 (1) 

 (2) 

où Kb est appelé rigidité à la flexion de la poutre 
bimorphe, et Nb est une constante liée à la conversion 
électromécanique, et définis par : 

 (3) 

 (4) 

 
Le déplacement u3 s'obtient en résolvant l'équation 
dynamique régissant la poutre bimorphe qui s'écrit : 

 (5) 

 
avec rm et rp respectivement la masse volumique de la 
couche intermédiaire et des couches piézoélectriques. 
En considérant un régime harmonique, la solution de 
l'équation différentielle (5) donnant le déplacement u3 
en fonction de x1 est : 
 

(6) 
 
où  sont des coefficients dépendant des 

conditions limites et  où 

 et w la pulsation. 
 
Les grandeurs aux extrémités de la poutre s'obtiennent 
en substituant la relation (6) dans les expressions (3) 
et (4). En tenant compte du signe définit sur la figue 5 
les moments fléchissants et les efforts tranchants aux 
extrémités s'écrivent : 

     

     

Les vitesses aux extrémités de la poutre 
correspondants aux déplacements linéaires et de 
rotation sont définis par : 

     

     

 

En éliminant les coefficient , on établit une 
relation matricielle 4x4 reliant les efforts et les 
vitesses d'une extrémité de la poutre (x1=0) à l'autre 
(x1=L) ainsi que la tension V. 

 (7) 

où G est appelée la matrice chaîne 4x4 et est définie 
par : 

 
et P une matrice 1x4 définie par : 

 

avec : 

 
3.2  Modélisation du transformateur 
 
Le transformateur piézoélectrique poutre est 
décomposé en deux éléments (figure 6). Chaque 
élément est caractérisé par sa matrice chaîne qui relie 
les grandeurs mécaniques (efforts et vitesse) d'une 
extrémité à l'autre ainsi que les potentiels électriques 
V1 et V2 pour respectivement le primaire et le 
secondaire. 

 
Figure 6 : Décomposition du transformateur 

 
Les relations chaînes pour chaque élément du 
transformateur s'écrivent : 

VN
x
u

KM bbb +
¶

¶
-=

2
1

3
2

3
1

3
3

1 x
uK

x
MF b
b

b
¶

¶
-=

¶
¶

=

ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+
÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+=

3

11

33

11 2
1

22
1

3
2 m

m

p
m

p
E
p

b
h

s
h

h
h

s
wK

( )mpE
p

b hh
s
d

wN 2
2
1

11

31 +-=

( ) 02
2
3

2

4
1

3
4

=
¶

¶
++

¶

¶

t
u

hhw
x
u

K ppmmb rr

141312113 sinhcoshsincos xxxxu bbbb lalalala +++=

41 aa -

4
1

2
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
= w

r
l

b

b
b K

( )ppmmb hhw rrr += 2

01
1=

= xFF 01
1=

= xMM

LxFF
=

-=
1

2 LxMM
=

-=
1

2

0

3
1

1=
¶
¶

=
xt

uU
01

3
1

1=
¶¶
¶

-=F
xxt

u

Lxt
uU

=¶
¶

=
1

3
2

Lxxt
u

=¶¶
¶

-=F
1

1

3
2

41 aa -

V
U
M
F

U
M
F

P+

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

F

-
-

G=

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

F 2

2

2

2

1

1

1

1

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

+-
+--

++
---

----
++-

-+
--+

cmsn
K

snj
K

cmj

sncm
K

cmj
K

snj
j

snK
j

cmKcmsn

j
cmK

j
snKsncm

b
bbbb

b
bbbb

bbbb
b

bbbb
b

)()()(

/)()()(

)()(/)(

)()()(

2
1

2

23

2

23

l
l

w
l

w

l
l

w
l

w
w

l
w

l
l

w
l

w
l

l

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

+

-

+
-

-

=P

bb

b

bb

b

b
b

bb

K
nsNj

K
cmNj

cmNN

snN

l
w

l
w

l

2
)(

2
)(

2
)(

2
)(

2

LnLmLsLc bbbb llll sinhcoshsincos ====

F3,U3

M3,F3M22,F22

F22,U22

V1M21,F21
M1,F1

F1,U1 F21,U21

+

V2



 4 

Elément 1 :  

Elément 2 :  

 
La continuité des grandeurs mécaniques à la jonction 
des deux éléments nous permet d'écrire la relation 
matricielle de l'ensemble du transformateur : 

 (8) 

 
Du côté encastré du transformateur le déplacement est 
nul : U1=0 et F1=0. En négligeant l'impédance de l'air, 
les efforts du côté libre du transformateur sont nuls : 
F3=0 et M3=0. Ce qui nous permet de réécrire la 
relation précédente : 

 (9) 

 
La relation (9) nous permet de calculer toutes les 
vitesses définies sur la figure 6, pour cela nous 
décomposons la matrice chaîne G en quatre sous-
matrices et la matrice P en deux sous-matrices : 

 et  

 
On en tire deux relations matricielles : 

 et 

 

 
Cette seconde relation nous permet de calculer les 
vitesses à l'extrémité de la poutre U3 et F3 en fonction 
de V1 et V2 : 

 (10) 

La relation chaîne relative à l'élément 2 nous permet 
de calculer les vitesses U2 et F2 : 

 (11) 

 
3.3  Etablissement du schéma électrique 
 
Pour établir le schéma électrique du transformateur on 
exprime les relations électriques pour chaque 
éléments. En partant de la définition du courant 
électrique et pour une section A, on peut écrire : 

 

Les courants dans chaque élément s'écrivent donc : 
 

 
ou encore sous forme matricielle : 

 (12) 

avec C la capacité, définie par : 

 (13) 

En substituant les relations (10) et (11) dans la relation 
(12), on établit la matrice des admittances électriques. 

 (14) 

avec : 
 

 
La relation (14) nous permet d'établir le schéma 
électrique équivalent du transformateur poutre, qui est 
présenté figure 7. 

 
Figure 7 : Schéma électrique équivalent 

 
On retrouve ici un schéma électromécanique analogue 
à ceux dit de Mason et faisant apparaître deux 
branches électriques (capacités C) et des branches 
mécaniques (Y11, Y12, Y22). Pour les branches 
mécaniques, on voit apparaître trois admittances en P, 
que l’on peut également représenter par trois 
impédances en T. 
 
4   Résultats analytiques 
 
Les résultats analytiques présentés ici sont obtenus à 
partir de la modélisation précédente et en tenant 
compte des pertes mécaniques schématisées par une 
résistance R insérée dans la branche mécanique. La 
valeur de cette résistance est calculée à partir du 
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coefficient de qualité mécanique donné par le 
fabriquant du matériau PZT : Qm=80. 
A partir du schéma électrique équivalent, il est facile 
d'établir l'expression du gain du transformateur V2/V1 
en fonction de la fréquence et de la résistance de 
charge RL. 

 (15) 

Les dimensions du transformateur et les 
caractéristiques des matériaux utilisés sont données 
dans le tableau 1. 
 

TABLEAU 1 
Données des matériaux 

L w hp hm 
13mm 6,35mm 0,1905mm 0,0635mm 

d31 sp11 sm11 k31 

-190.10-12 15,15.10-12 5.10-12 0,32 
eT33 Qm rm rp 

1800e0 80 2690kg/m3 7800kg/m3 
 

 
 

Figure 8 : Gain  à vide du transformateur 
 
La figure 8 nous donne le gain V2/V1 lorsque le 
secondaire est à vide. Ces simulations sont réalisées 
avec un facteur de qualité Qm=80 ce qui explique le 
gain inférieur à 1. Trois pics de gain sont obtenus pour 
les fréquences de 269Hz, 1722Hz et 4772Hz 
représentant respectivement les trois premiers modes 
de résonance en flexion. 
 

 
 

Figure 9 : Gain en fonction de RL (mode 1) 
 
Le gain dépend également de la résistance de charge 
RL. La figure 9 représente les différents gains pour le 
premier mode lorsque la résistance de charge vaut 
1kW, 20kW, 100kW et 1MW. Le gain est maximum 
lorsque le transformateur est à vide. 
 
5   Résultats expérimentaux 
 
La figure 10 nous montre l’admittance électrique 
d’entrée du transformateur mesurée avec un analyseur 
d’impédance HP4192 pour le premier mode lorsque le 
secondaire est en court-circuit, ainsi que l’admittance 
calculée analytiquement. On voit apparaître les 
fréquences de résonance et d’antirésonance. Le 
coefficient de couplage effectif keff et le facteur de 
qualité Qm sont définit par : 

 (16) et  (17) 

où fs, fp, f1 et f2 sont respectivement les fréquences du 
maximum de conductance, du maximum de résistance, 
du maximum de susceptance et du minimum de 
susceptance. Les valeurs obtenues expérimentalement 
sur la figure 10 pour le coefficient de couplage effectif 
keff et le facteur de qualité Qm sont respectivement 
0,102 et 44. On remarque que le coefficient de 
couplage électromécanique effectif est assez faible, 
cela est dû au mode de fonctionnement en flexion. 
Dans ce mode de fonctionnement la contrainte n’est 
pas uniforme dans tout le matériau (nulle du coté 
libre), c’est là un inconvénient de ce type de 
transformateur piézoélectrique, mais qui peut être 
remédié en utilisant des structures ponts ou 
membrane. 
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Figure 10 : Admittance d’entrée (mode 1) 
 

 
 
Figure 11 : Gain du transformateur en fonction de RL 

 
Le gain du transformateur en fonction de la résistance 
de charge RL est présenté la figure 11. En raison de la 
variation de la fréquence de résonance (maximum du 
gain) en fonction de la résistance de charge, la 
fréquence doit être réajustée pour chaque point de 
mesure. 
 

 
 

Figure 12 : Admittance d’entrée à vide 

La figure 12 représente l’admittance d’entrée obtenue 
expérimentalement pour les trois premiers modes ainsi 
que celle obtenue par modélisation. La concordance 
des fréquences de résonance est présentée dans le 
tableau 2. Notre modélisation analytique est donc 
validée. 
 

TABLEAU 2 
Fréquences de résonance 

Mode Prenier Second Troisième 
Analytique 269Hz 1722Hz 4772Hz 

Mesures 266Hz 1680Hz 4820Hz 
 
6   Conclusion 
 
Une nouvelle structure de transformateur 
piézoélectrique fonctionnant en onde de flexion a été 
conçue. Une modélisation analytique de ce 
transformateur a été réalisée et a permis aboutir à un 
schéma électromécanique équivalent. Ces résultats 
analytiques ont été confrontés à des résultats 
expérimentaux obtenue sur une poutre bimorphe. 
L’intérêt principal de ce type de structure est de 
permettre une intégration plus facile du transformateur 
sur un substrat en silicium. L’inconvénient majeur est 
le faible coefficient de couplage dû au mode de 
fonctionnement en flexion. Le travail à venir est une 
étude plus précise de la puissance disponible au 
secondaire du transformateur, ainsi que du rendement 
et la mise en œuvre de prototypes micro-usinés sur 
silicium. 
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