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Résumé —Cet article étudie la robustesse aux bruits de type outliesde cadre de la super-résolution. On utilise I'équivedesntre recons-
truction parcimonieuse et robustesse aux outliers pojpaé€andes et Tao. Elle permet de déduire des bornes sur lr@aiimages acquises
en fonction de la quantité d’outliers qui garantissent w@@nstruction parfaite par minimisation L1.

Abstract — In this article, we study outlier robustness propertieshef it 1-norm super-resolution. We recall the equivalencegeemsparse
recovery property and robustness from Candées and Tao. Weedmbunds on the number of captured images with respece toumber of
outliers which guarantee perfect reconstruction with Lhimization.

1 Introduction 2 Modele variationnel pour la super ré-
solution

L'objectif de la super-résolution (SR) est de retrouver une Les_lmaggs BR, que hous concat'en,or,\s en un seul V.e‘?te“r
image haute résolution a partir de versions de basse risolut POEJr_S'mp['f'er IPTS n’otatlt_)ns, sont generees par une applrca
(BR) de celle-ci. Ce sujet est couvert par une vaste litiéeat Ilne_alreA a partir d'une image de haute resolutiopet d'un
qui a été revue a plusieurs reprises [1, 2]. On retient que I'a bruits :
proche variationelle est la plus utilisée pour résoudrerte p
bléme de super-résolution. A inclut un mouvement ainsi qu’un sous échantillonnage pour

Classiquement, cela consiste a minimiser une fonctioanellchague image BR et s'écrit :
comprenant une attache aux données et une régularisation dé , N
duite d’'un modeéle a priori. La normg? est la plus fréquem- A RMEXML (RLXL) )
ment choisie pour I'attache aux données. Plus récemment, la u— (Aju)izi N = (SQiu)i=1.n
minimisationZ' a été utilisée pour débruiter des images conta- _ } )
minées par des outliers (données aberrantes) [3]. Il a éréno OU M est le facteur de sous-échantillonnagyeest le nombre

qu'elle permettait une robustesse aux outliers dans leeagelr d'images BR,L x L est la taille des images BR, est une
la super-résolution [4, 5]. Seulement, une régularisagigé- Mage HR de tailleM L x ML, les A; sont les applications

néralement ajoutée a l'attache aux données, ce qui revienti§€aires quigenerent les images BRest I'opérateur de sous-
faire une hypothese sur la régularité de limage. Dans [6], o €chantillonage d'un facteur/ et les@; sont des mouvements
montre que lorsque le nombre d'images BR est suffisant, il e&tiN€s aléatoires qui affectent chaque image. Elle esypees
probable que la régularisation devienne inutile, mais seltat ~ SUrement injective lorsqu&’ est supérieur MQ (ce que I'on
s'applique mal au cas d’outliers non bornés en amplitude. ~ SUPPOSe Verifié pour a suite) [6]. La minimisation de l'atia
Candés and Tao [7] ont montré que la robustesse aux outlief&X donnee:EQ_ permet d’avoir un bruit de reconstruction borne
par minimisationZ! est équivalente au probléme de recons/orsque le brund’ac,qullsnlon_e.st pon_we. Dans le cas d'un bruit
truction parcimonieuse et [8] donne une caractérisatiovette € type outlier, on écrit la minimisatiof' :
capacité de reconstruction parcimonieusel( Space Property
NSP). Les détails de cette équivalence sont décrits dans [9]
Dans cet article, on montre en utilisant ces propriétésmpi'u avecw = Aug + ng. On cherche des conditions sdrpour
reconstruction parfaite par super-résolutibh peut étre pos- s’assurer que, est 'unique solution de (3) lorsqug est de la
sible lorsque les données sont contaminées par des outliefsrme forme :ng = n.T avecT un vecteur dé et 1 représen-
On obtient la garantie d’'une reconstruction parfaite loestp  tant un support (le est le produit coordonnée a coordonnée).
nombre d’images BR est suffisant. Pour cela, on définit la notion de matrice pardonnante :

w = Aug + n. (1)

argmin,, || Au — w||1 3)



Définition 2.1. Matrice pardonnante Soit7 un ensemble de Démonstration.Soit 7" un support de cardindt’. On cherche
supports dan®? (T C {0,1}?). A estT-pardonnante si pour une condition suffisante pour que
tout”T’ p m :
€eT,neRPup € R™, 0ona | Azulx o @®
ug = argmin,, || Au — (Aug + n.T)|1 4) | Azeully
soit vrai pour tous les supporfs de taille K. On commence
par borner la norme d’opérateiit de Ar (A restreint aT’).

Lorsque le support des outliers est de cardidall est mon- ~ Soienta; les lignes ded :
tré dans [7] que le pardon est équivglent a la capacité de re-||Apull; Y| < ai,u > | dier 2o laijujl
construction parcimonieuse des matrideglont le noyau est
Icli;g?jgeerggéln(s]tgrﬁlct:iog). aDrgLrjr::)en?eftr;e[i]sinéonl:ir\?a?:net(l,q (;:;5: - Onalay,| < 1 cartous les coefficients dé sont des échan-
L pars q a , tillons d’un sinus cardinal. En conséquence :
priété de non concentration du noyau (la NSP). Lorsque I'on

etug est 'unique minimiseur.

= 9)
[l l[ull [l

combine ces deux équivalences, on obtient guest pardon- [Azullr _ Dier 255 ]
nante pour les outliers de cardirflsi et seulement si I'espace lullh  — Ilee]l1 (10)
image deA vérifie la propriété de non concentration (on dit <K.

alors queA pardonnek outliers). Ce réesultat peut s'étendre _ rulls o .
a des ensembles de supports quelconquég). La super ré- Ensuite on borne le rappogt=/-. On utilise le conditionne-
solution L' est robuste aux outliers de support dgnsi et  mentL' de Are , noték 4,..1. On peut ainsi écrire :

seulement sim A vérifie la propriété suivante : | Arully K||ully
Définition 2.2. Propriété de non concentration (PNCBoient [Azeully = [[Areul]y
T un ensemble de supports Bé etV un sous espace d&”. <kl f||ATcu|\1 - (11)
V ala propriété de non concentration pofrsi pour toutv € = m [lul]1
V\{0}etT € T: < g liAre
loTlly < o7l (5) Azl

On utilise le fait que la norme d’opératelt de || Ar||; peut
étre bornée inférieurement par des valeurs particuli@ese-
Cette propriété permet de faire des hypothéses différentes Marque que I'opérateur SR transforme les images HR coestant

le support du bruit en considérant des ensentblparticuliers. €N images BR constantes ayant la méme intensité. En conse-
quence||Are||; > (NL? — K)/(ML)?et:

ouTe est le complément du suppdrt

. . . Aru KAge,
3 Conditions de reconstruction parfaite % < K(ML? 55 (12)
en présence d’outliers On en déduit la proposition. O
3.1 Condition suffisante pour leK -pardon Grace a I'équivalence entre propriété de reconstruction pa

cimonieuse et pardon, on peut utiliserR&stricted Isometry
La PNC permet de trouver des conditions suffisantes de ré2roperty(RIP, [7]) pour trouver une condition suffisante He
construction sur le nombre d’'images BR lorsgldeoutliers  pardon en utilisant des normés. On rappelle la définition de
contaminentles données. Ces conditions fontintervenomgi- |la RIP.

tionnement det. Définition 3.2. Restricted Isometry Property B a la restric-

Définition 3.1. ConditionnementLe conditionnemerit? d’'un  ted isometry property d'ordre/ avec constanté €]0, 1[ si
opérateurA est définit par : pour toutz € RN(“*L) et pour tout suppori” tel que|T| = J
(L=08)zTl2 < BTl < (1 +0)[z.T]l2.  (13)

Montrer la RIP d'ordreJ = K + K’ avec constanté <
VE'-VE pour B donne la capacité de reconstruction parcimo-

En utilisant la PNC, on montre la propriété suivante. nieuse aB pour les supports de taillE (Voir [10]). En consé-

Proposition 3.1. Soit A une matrice de super résolution. Soit uence, skerB = ImA ala PNC alors estK’-pardonnnante.
K3 .1, le conditionnement! maximum desir- (lesA dont  proposition 3.2. Si pour toutT” de cardinal :
les lignes sont restreintes&’). Supposons : _

|AAT A) " AT (@ T) ]2 _ NG

1
N> KM% 1+ 75) @) .|
alors il existeB ayant la RIP d’ordreJ et constanté telle que
Alors A estK-pardonnante. kerB = ImA.

SHP||qu:1||AU||p

KAp= —F (6)

nf ), =1 Aullp

(14)



Démonstration.Etant donné une matricé, on définitB comme
la projection orthogonale suiZmA)+
I — A(AH A)~1AH, On réexprime I'équation (13) en fonction
de A. On commence par I'élever au carré :

B = P(ImA)L =

(1 =023 < |B(x.T)3 < (1 +6)*(l=.T[5 .  (15)
D’apres le théoréme de Pythagore,
. T||5 = [[A(A" AT A" (@.T) |3 + || B(e.T) |3 (16)
On obtient en remplagant dans I'équation (15) :
H —1AH
(1 —6)2 <1-— HA(A A A (‘TT)HQ < (1+5)2 (17)
.72
On en déduit que si pour tofitde cardinal/ :
H —1 pAH
[AATA) " A" (2.T)|| <5 (18)
.|
alorsB ala RIP d'ordreJ et constante. O
Proposition 3.3. Supposons
N > M*Cy Kkl (19)

ouCy = 0.0670. Alors A estK -pardonnante.

Démonstration.On montre d’abord qugAZ ||y = ||Ar|2 <
v/J. En utilisant Cauchy-Schwarz :

[Aruld _ Yier|<aiu> P _ Yierllaillzllull
ull3 [ull3 N [ul3
(20)
On alla;||]2 < 1 car ce sont des sinus cardinaux. En consé-
quence :
A
IAzuls _ 1)
ullz

On borne maintenant le ratio :

[A(ATA) "L AT (. T) |2 (AT A) LA (2. )|

max

[[2.T'[|2 - [[2.T'[|2
< Jmamo—manAHHQ
K J
- 2oV
Omazx

(22)
ol o7 sont les valeurs extrémes des valeurs singuliered.de
En remplacant avec une valeur admissiblejden trouve la

condition :
\/F VK
\/_ +VEK

“4A2(K+K/

2
Omax

(23)

OnprendK’ = 3K (que I'on atrouvé optimal pour la constante

C1). On obtient alors la condition :

Ch
" VK

Omaz ”m”z car o,,4, €stla norme d’'opérateur dé. On

prend pouru une image constante, ce qui donney;q, >
v/ N/M?2. Finalement la condition devient,

N > M*Cy Kkl

4
Ka,2

2
Omax

(24)

>

(25)
O

Dans[11, 6], il est montré que le conditionnement, tend
vers 1 pour un grand nombre d'images avec un mouvement
aléatoire. On peut de plus montrer que I'on ne peut pas aeoir d
borne meilleure que linéaire en fonction du nombre d’otglie
en exhibant un cas patrticulier [9].

3.2 Etude d'une structure d’outlier particuliére

Ici, on illustre les bénéfices de pouvoir choisir une struc-
ture d’outlier particuliére. Soif” I'ensemble des supports qui
contaminent au plugV. images BR. De la méme facon que
précédemment, on essaie de trouver une condition suffisante
pour la NCP ave@ € 7. Cette structure, permet d’avdif =
N_.L? outliers tant gu’ils ne contaminent pas plusdeimages.
SoitS I'ensemble des indices des images BR contamir{&es<
N.). On montre la proposition suivante :

Proposition 3.4. Une condition suffisante dg-pardon est

NCoC3[(AfeAre) ™l < 1 (26)

avecCy, C5 des constantes qui dépendent de la taille des images.

Démonstration.On commence par borner plus strictement la
norme d’opérateur.

A7 ull2

T = 24

€S

<3 15Qulh
€S

S CQNC

(27)

ou (5 est une borne supérieure pdi;||;. Co est la norme
L' maximale qu’une colonne dé; peut atteindre. En utilisant
cette borne,on a:

[Arulls _ [[Azull1]|ul

A c - A c

[Areulls = [Jull1]|Azeullx (28)
< lulliCaN,

| Areulls

On introduit la pseudo-inversdl., = (A2, Ap.)~1AZ. (on
rappelle quedr. est de rang plein presque siremeniVsi-
N. > M?):

sup Nl sup J|AL-cvlly
“Apea]y — TP vEmAT TG
_ | Aol
< ||(Af Are) 1||1supU€ImATc||€T
< |[(AfeApe) 1 Cs
(29)

ol C; est le maximum de la normk! des colonnes d@ ! S
(ou des ligne des);). Pour des signaux 1D, la nornie des
sinc est grossierement bornée par le logarithme de la taille de
son support. O
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images non bruitées / images bruitées est suffisamment,grand
on peut garantir la reconstruction parfaite. On a donné dels
théoriques pour assurer cette reconstruction parfaitgrgn
tique, moins d’'images semblent nécessaires pour I'obtenir
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