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Résumé -  Le nombre de Prandtl turbulent est une grandeur physique qui joue un rôle important dans 
le calcul du transfert de chaleur turbulent. Par conséquent, son évaluation est assez importante. Il est 
souvent considéré comme constant dans de nombreuses études. On outre, plusieurs travaux ont montré 
que ce nombre varie de manière significative en couche limite turbulente. Nous évaluerons dans le 
cadre de ce travail l’effet d’un nombre de Prandtl turbulent dépendant de la distance à la paroi sur les 
résultats de simulations.  
Nous considérons comme cas test, l’écoulement dans un canal. Nous utilisons le modèle turbulent SST 
k-� (Menter 1992). La validation est faite par des données de simulation numérique directe DNS pour 
des nombres de Reynolds de frottement variant de 150 à 1020. Les résultats montrent que la prise en 
compte du nombre de Prandtl turbulent dépendant de la distance à la paroi, améliore la prédiction du 
profil de température.  

Nomenclature  

A,Al, B,C,CB1, CB2, Cν      coefficients 
CFD   Computational Fluid Dynamics                                              
DNS   Direct Numerical Simulation                                   
Cp capacité massique, J. kg-1. K-1 
k energie cinétique turbulente, m2.s-2 
lm longueur de mélange, m 
Pet nombre de Peclet 
Pr nombre de Prandtl 
q flux de chaleur, W.m-2 
Re      nombre de Reynolds 
SST Shear Stress Transport   
T température, K 
TKE Turbulent Kinetic Energy, m2.s-2 
u vitesse horizontale, m.s-1 

UDF User Define Function 
UDS User Define Scalar 
v vitesse verticale, m.s-1 

y direction verticale, m 
Symboles grecs 
α diffusivité, m2.s-1 

δ demi hauteur du canal, m 
κ constante de Karman 
µ viscosité dynamique, N.s.m-2  
ν        viscosité cinématique, m2.s-1 

ρ masse volumique, kg.m-3 
ω taux de dissipation, s-1 

Indices et exposants 
+  valeurs adimensionnées 
‘         propriétés fluctuantes 
� frottement 
t         turbulente 
w  paroi 
 

1. Introduction   

La modélisation du transfert de chaleur dans les couches limites turbulentes est d'une 
grande importance. On le trouve dans une large gamme de problèmes d'ingénierie, tel que les 



 

échangeurs de chaleur, les turbines à gaz, les réacteurs nucléaires…etc.  Le nombre de Prandtl 
turbulent est indispensable dans les calculs des transferts de chaleur.  Il est défini comme le 
rapport entre la viscosité turbulente et la diffusivité turbulente :  

����������������������������������������������������������������������� � ���� ���������������������������������������������������������������������������������	A 
Ce nombre est souvent considéré égal à 1 selon l’analogie de Reynolds [1] qui estime une 

analogie complète entre transfert de chaleur et transfert de quantité de mouvement. Alors que 
l’expérience de Kays et Crawford [2] montre pour un fluide dont le nombre de Prandtl 
laminaire est compris entre 0,7 à 5,9, Prt prend la valeur de 1 mais plus précisément dans la  
région logarithmique. En région proche paroi solide, les expériences ainsi que des calculs en 
DNS menées par d’autres chercheurs (Reynolds et al. [3], Blackwell et al. [4], Gibson et 
Verriopoulous [5], Hollingsworth et al. [6], Kawamura et al. [7], Abe et Kawamura [8]) 
montrent que l'hypothèse du nombre de Prandtl turbulent constant ne pouvait pas refléter 
adéquatement le phénomène physique. Ils ont trouvé qu’il varie entre 0,7 et 0,9, avec une 
prépondérance autour de 0,85.  A la suite de cela, Kays et Crawford [2] ont lissé les données 
expérimentales pour la couche limite et ont données une expression pour Prt. Dans la 
littérature, on trouve d’autres corrélations pour prévoir le nombre de Prandtl turbulent pour de 
faibles nombres de Prandtl moléculaire. On cite les travaux de ; Rotta [9], Simpson et al. [10], 
Cebeci [11], Yakhot et al. [12].  

Pour notre étude on considère l’expression de Kays et Crawford [2] et on l’implémente 
dans le code de calcul Fluent [13] qui, à l’origine prend Prt comme une constante. 
Le cas d’un écoulement d’air dans un canal est considérée (Fig.1). La simulation est faite en 
2D. Le schéma numérique, le maillage ainsi que la validation de la méthode de calcul sont 
détaillés dans les références [14, 15,16]. 

2. Les équations de transfert de chaleur 
Pour un écoulement pleinement développé, il est possible de simplifier l'équation de 

l'énergie  en une équation différentielle ordinaire [15]: 

��������������������������������������������������������������BCBD � E F�C�� � 	�� � 	��� ��� �
������������������������������������������������������������A 

avec: F�C� � �����  et  � � ��.  

Comme l’indique l’équation (2), la relation entre le gradient de température et le nombre de 
Prandtl turbulent inclut le terme de viscosité turbulente qui a fait l'objet de nombreuses 
recherches alors que le nombre de Prandtl turbulent a souvent été considéré comme constant. 
L'écriture de l’équation (2) en unité de paroi donne:  

�����������������������������������������������������������BC�
BD� � 	���� � �������� ���������������������������������������������������������������A 

�

où ��C� � ����� ���D� � !" # ���� � �$%&	�pour un écoulement de l’air���

La viscosité turbulente ���peut-être écrite en fonction de  '�:  

��������������������������������������������������������������� � (#)'�*+� �����������������������������������������������������������������������������,A 
où (# � $%�-� et  *+�  est la longueur de mélange donnée par van Driest [17]: 
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avec  .  et la constante de Kármán �. � $%,	A��et  89� � �: 

Dans l'équation (4), l'expression de '�est donnée par une formulation analytique [18]. 
Nous utilisons cette formulation pour cette étude. Dans une première phase de notre étude, 
nous considérerons  un nombre de Prandtl turbulent constant et nous analyserons l’effet de la 
viscosité turbulente sur les résultats de simulation. 

3. Profils de température avec un nombre de Prandtl turbulent constant 

3.1. Une formulation  analytique de l'énergie cinétique turbulente 

Pour un écoulement turbulent dans un canal, le profil analytique de l’énergie cinétique 
turbulente donné par l’équation (6),  permet de prédire avec précision l’énergie cinétique 
turbulente [18]:  

�����������������������������������������������������������������'� � ;�D�A<1=�!23 >����������������������������������������������������������������:A 
Dans l'équation (6), A et B sont  deux paramètres, A =8 tandis que B est une fonction du 

nombre de Reynolds de  frottement  Re� (?1� � @" # A donné par B = CB1 ln(Re�) + CB2 [19], où 

CB1 et  CB2 sont des coefficients. Pour un écoulement isotherme, l’implémentation de 
l'équation (6) dans Fluent [13] a permis une bonne prédiction du  profil de l’énergie cinétique 
turbulente [16].  

Bien que l’équation (6) ait été développée pour le cas isotherme, elle peut bien être 
appliquée pour le cas non-isothermes [15], pour pouvoir améliorer le profil de l’énergie 
cinétique turbulente et celui de la température en même temps. L’adaptation de cette équation 
pour un écoulement non-isotherme est faite via le paramètre B. Ceci passe par 
l’implémentation de l’équation (6) dans Fluent et par la sélection de la bonne valeur de B pour 
différent valeurs de Re� afin de rapprocher le profil de l’énergie cinétique turbulente des 
données de  DNS [8, 20-23]. La calibration du paramètre B donne les coefficients suivants ;  
CB1  = 0.0354  et CB2= -0.0716 (Fig. 2). 

 

3.2. Les résultats pour un nombre de Prandtl turbulent constant égal à 0.85 

La fonction analytique (6) est définie avec le paramètre B adéquat.  Elle est implémenté via 
un programme en langage C sous Fluent. Les profils de l’énergie cinétique turbulente et celles 
de la température sont présentés et validés par rapport aux données de DNS pour Re�=150 
[20] ,395 [22],  640 [8], 1020 [23] (Fig. 3). Le modèle turbulent SST k-� [24] est sélectionné 
[15]. 

L’implémentation  de la fonction analytique (Eq.6)  avec différents nombres de Reynolds, 
améliore le profil de l’énergie cinétique turbulente. Cependant, son effet est négatif sur les 
profils de température pour les nombres de Reynolds Re�>150. Ces profils de température 
pourraient donc être améliorés par la prise en compte d'une formulation appropriée pour le 
nombre de Prandtl turbulent. 



 

4. Profils de température avec un nombre de Prandtl turbulent variant 

4.1. Une formule empirique pour le nombre de Prandtl turbulent 

Le nombre de Prandtl turbulent défini en équation (1) est en fonction de �t et �t qui sont 
successivement la viscosité cinématique turbulente et la diffusivité turbulente thermique, 
données comme suit :  

������������������������������������������������������������������� � AFBCBDBFBD ������������������������������������������������������������������������������&A 
������������������������������������������������������������������ � ACBC �DBCBD �������������������������������������������������������������������������������EA 
En remplaçant (7) et (8) dans (1), on obtient :    �
���������������������������������������������������������������� � AFBCBD BCBD

ACBC �D BFBD ���������������������������������������������������������������������������FA 
Pour définir le nombre de Prandtl turbulent, quatre quantités dans l'équation, (9) devraient 

être définies.  Comme il n'est pas facile de déterminer ces quatre quantités 
expérimentalement, à savoir, la contrainte de cisaillement turbulent Au' v'D, le gradient de 
vitesse �u/�y, le flux de chaleur turbulent Av' T'D et le gradient de température �T/�y, avec 
précision à un point dans le champ d'écoulement turbulent. Donc il est difficile de calculer le 
nombre de Prandtl turbulent précisément. Kays et Crawford [2] ont alors lissé les résultats 
expérimentaux du nombre de Prandtl turbulent dans la couche limite par l'équation suivante : 

�������������������������� � 	
	����G � (�1�H 	���G E �(�1�A< I	 E 1� ��JKLMJNLOP��������������������������������	$A 

où  ���G est la valeur du nombre de Prandtl loin de la paroi ����G � $%E-A et C est une 
constante définie expérimentalement et égale à 0.3,  �1� est le nombre de Peclet donnée par : 

������������������������������������������������������������������������1� � ��� QR ����������������������������������������������������������������������		A 
où �� représente le nombre de Prandtl���� � $%&	A. L’équation (10) sera utilisée dans la 
suite. 

4.2. Les résultats obtenus avec l’implémentation de la formulation du nombre de 
Prandtl turbulent  

Nous avons implémenté l’équation (10) dans Fluent. Le modèle turbulent SST k-w est 
considéré [15] pour  les quatre nombres de Reynolds de frottement ; Re�=180 [21], 395 [22],  
640 [8], 1020 [23]. Les résultats sont présentés dans la figure 4. L’implémentation de 
l’expression de Kays et Crawford dans Fluent améliore considérablement la prédiction du 
champ thermique. 



 

5. Conclusion 
Des fonctions spécifiques ont été élaborées et implémentées sous Fluent afin d'améliorer la 

prédiction de l'énergie cinétique turbulente et de la température dans un canal avec transfert 
de chaleur. Les comparaisons sont faites par rapport aux données de DNS. Pour les petites 
valeurs du nombre de Reynolds de frottement Re� (<180), l’implémentation de la fonction 
analytique pour l’énergie cinématique turbulente améliore les profils de température. 
Cependant, pour des Re�>180  cette première fonction a un effet négatif. Afin d'améliorer ces 
profils, on a pris en compte la formulation de Kays et de Crawford pour le nombre de Prandtl 
turbulent. Les comparaisons avec les données DNS montrent que cette approche contribue à 
améliorer les profils de température.  

Ce travail a permis d’améliorer la prédiction des écoulements avec transfert de chaleur 
pour le cas d’un écoulement dans un canal. Il conviendrait par ailleurs de tester cette méthode 
pour des géométries plus complexes.  
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Figure 1 : Géométrie considérée 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2: Courbe de dépendance du paramètre B au nombre de Reynolds Re�: les symboles ; 
valeurs obtenues à partir de données DNS et Fluent, la courbe ; le paramètre B avec les coefficients 

CB1et  CB2 proposés 
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Figure 3: Profil de température totale et de l’énergie cinétique turbulente pour ?1� ��	-$X �F-X :,$X 	$�$ 
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Figure 4: Profil de température totale pour  ?1� � �	E$X �F-X :,$X 	$�$��avec l’implémentation de 
l’expréssion de Kays et Crawford [2] 

 

 

 

 

 


