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Valeur propre minimale d'une matrice Toeplitz et d'un produit
de matrices de Toeplitz.

Philippe Rambour *

RESUME

Valeur propre minimale d’une matrice de Toeplitz et d’un produit de ma-
trices de Toeplitz.
Nous donnons une expression asymptotique de la plus petite valeur propre Ay, de la
matrice Ty (pa) 0l pa(e?) = |1 —e?|?%¢; (%), avec ¢; une fonction strictement positive
suffisamment réguliere et 0 < o < % Nous obtenons Ay, ~ ¢oN72%c;(1) et nous don-
nons un encadrement de c¢,. Pour obtenir un équivalent de la valeur propre minimale nous
donnons et utilisons un théoréme qui relie les coefficients de T, ' (¢4 ) et ceux de T (p51).
Sous I'hypothese a1 + ao > % nous obtenons également une expression asymptotique de
la valeur propre minimale de Tn (©q, )TN (Pas)-

ABSTRACT

Minimal eigenvalue of a Toeplitz matrix and of a product of Toeplitz ma-
trices.
This paper is essentially devoted to the study of the minimal eigenvalue Ay o of the Toe-

pllitz matrice T (pq) Where o (e??) = |1 — €|?*¢;(e?) with ¢; a positive sufficiently

smooth function and 0 < a < % We obtain Any.o ~ caN72%c1(1) when N goes to the

infinity and we have the bounds of ¢, . To obtain the asymptotic of Ay o we give a theorem
which suggests that the entries of Ty ' (o) and T (o5 1) are closely related. If oy +ap > 1
we obtain the asymptotic of the minimal eigenvalue of Tn (Yo, )TN (Pas)-

Mathematical Subject Classification (2000)
Primaire 47B35 ; Secondaire 47B34.

Mots clef
Matrices de Toeplitz, produit de matrices de Toeplitz, valeur propre minimale,
opérateurs a noyau.

1 Introduction

Rappelons que si f est une fonction de L'(T) on appelle matrice de Toeplitz d’ordre N
de symbole f, et on note Ty(f), la matrice (N + 1) x (N + 1) telle que (TN (f))gy1541 =

fl—k) Yk 0<FkI<N ol h(j) désigne le coefficient de Fourier d’ordre j d’une fonction
h (une bonne référence peut étre [2]). Une fonction de L!(T) strictement positive sur le tore est
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appelée une fonction réguliere. Dans ce travail on s’intéresse a l’expression asymptotique de la
valeur propre minimale des matrices de Toeplitz de symbole o, avec @ (e?) = |1—e® |2%¢; ('),
c1 étant une fonction réguliere et aussi a la valeur propre minimale du produit de deux matrices
de ce type. Ce travail compléte et prolonge les articles [3], [4], [10]et [9].

Dans [3] Bottcher et Virtanen donnent un équivalent quand N tend vers l'infini de la valeur
propre maximale de Ty (o) avec —3 < o < 0. La norme [T ¢q || (qui est aussi la plus grande
valeur propre) est reliée a la norme d’un opérateur. On a (dans [3] on s’intéresse & des «
négatifs)

ITw ()l ~ N2 C(@)]|Kaller (1),

avec C'(a) =T'(1 4+ QQ)M et ou K, est I'opérateur intégral sur L2(0,1) de noyau
|z —y| 2971, Dans [9] on utilise une idée du méme type pour obtenir la valeur propre maximale
d'un produit Tn(pa, )TN (a,) avec —3 < a1, as < 0. Dans ce cas on obtient

1T (9o )T (par )| ~ N72172902C () C ) ex (1) (1) Koy e |

ot Ky, o, est Uopérateur intégral sur L?(0,1) de noyau

1
@) = [ o= tPor i gt
0

Lorsque o est positif on cherche un équivalent de la plus grande valeur propre Ay, de la
matrice (T (¢q)) " dans le but d’obtenir la plus petite valeur propre de Ty (). Pour ce faire
on utilise la fonction définie sur [0,1] x [0,1] si o > 3 et sur [0,1] x [0,1] \ {(z,z)/z € [0,1]}
pour o < % par

o 1 t_xoz—lt_yoz—l )
Gale) = gy [ G s ) £ 00),

Go(0,0) = 0.

Le lien entre cette fonction et Th'(pq) a été établi dans [11], [10] et [1]. Dans [4] Béttcher et
Widom obtiennent un équivalent de la valeur propre minimale Ay o de Tn(pq) avec o € N*.
Ils utilisent le résultat suivant, établi dans [11] (voir également [1])

Si a € N* on a pour tous réels z et y avec 0 < z,y < 1

B N2a—1 o
TN (Po) (Naf4+1,[Nyl+1 = o) Galz,y) +o(N?*71)

uniformément pour z et y dans [0, 1].

L’uniformité de approximation sur [0, 1] x [0, 1] permet d’approcher la plus grande valeur
propre de l'inverse par la norme d’un opérateur intégral sur L?(0,1) de noyau Gu(z,y) (cet
opérateur étant de Hilbert-Schmidt et positif sa norme est aussi sa plus grande valeur propre).
Bottcher et Widom obtiennent

~ 1
Ano ~ |Gal|[N?*——
e~ 1GallN* s

ou G, est I'opérateur de noyau G.
Dans [10] nous traitons ce dernier probleme dans le cas ol « est un réel non entier strictement



supérieur a % Quand l'exposant « est supérieur a % mais non entier le fait que 'on n’a

pas 'uniformité de 'approximation sur tout [0, 1]? (voir [13]) empéche d’utiliser directement
Papproximation par un opérateur. On utilise alors une méthode matricielle ( voir [10]) qui
consiste & obtenir un équivalent quand s tend vers l'infini de (Tr (TN(goa))S)l/ * qui, puisque
les valeurs propres sont positives, est équivalent & Ay . On exprime Tr (T (¢q))® au moyen
des puissances de convolution **Gy(x,y) ou pour une fonction f définie sur [0,1]% on a

*sf(x,y):/(]ll)lf(m,ml)/olf(xhxz)...

1
/ f(zs—1,25) f(zs,y)drsdrs_1 - - - doday.
0

On obtient alors

Ana~ N2y / Gt 1)t v (1)
N, 01(1) sigloo o all, .

Ici nous donnons un équivalent de la plus petite valeur propre de Tn(p,) avec 0 < o < %
Pour ce faire nous utilisons le théoréme (voir [13])

Théoréme 1 Pour 0 < a < 1 et ¢y € A(T,3) nous avons
ci(1) (TJGI(%DQ))[Nm]H,[Ny]H = NGy (z,y) + o(N**71)
uniformément en (x,y) pour 0 < d; <z #y < dy <1,

On rappelle que si » > 1 on pose A(T,r) = {h € L?>(T) tels que Z||n +11°g(n)| < oo} .
neL

On peut consulter [7] pour les espaces A(T,r).

Dans le cas qui nous intéresse ici les indices k,l pour lesquels (T&l(cpa))k 141 De peuvent

pas étre obtenus en fonction de G, ne sont pas négligeables dans le calcul de la trace, comme

c’est le cas pour a > % Pour obtenir le théoreme 3 on définit la matrice G, est définie par

(GNa)ky1i1 = NQQ*ICI%UGOC(% L) stk #1et (GNa)kt1h+1 =0 et on montre

HTJQI(QOa) - GN,ozH = O(Nza)

(c’est le lemme 4). On relie ensuite, pour terminer la démonstration du théoréme 3, la matrice
G N, & l'opérateur de noyau G,. Pour obtenir le lemme 4 nous avons besoin d’une connaissance
fine des coefficients de la diagonale de la matrice T (¢4 ). Cette étude est rendue possible par
une nouvelle écriture des coefficients du polynéme prédicteur (on rappelle un peu plus loin
le lien entre le polynome prédicteur de ¢, et les coefficients de la matrice Tﬁl(goa)) obtenue
dans [14] & partir des résultats de [12]. Cette écriture permet d’obtenir le théoréme 2 qui relie
les coefficients de T () et ceux de Tiv(p5'). En gros nous obtenons

Yk, 0<k SN (Ty'(9a))pirisn — (IN(@a)) jyp g = OV, (2)

Ce théoreme est a rapprocher de I’énoncé obtenu dans [12] qui dit (d’une maniére plus précise
qu’ici) que
Tr (Ty' (pa)) = Tr (T (95 1)) = O(N>).



L’équation (2) indique aussi que si le couple (k, ) est au voisinage de la diagonale Ty (pa) k41,111
et TN(go;l)kH,lH ne sont pas tres différents, ce qui est conforme & ’approximation de Whit-
tle ([15]). Pour ce qui concerne la démonstration du théoreme 3 1'égalité (2) intervient pour

démontrer le lemme 4. Elle permet d’évaluer la différence entre les coefficients (T]Q ! (Lpa)) b1t 1

et (GN,a)k+1,+1 quand “;NM — 0 (dans ce cas le théoreme 1 ne peut pas s’appliquer).
D’autre part la proximité entre les matrices T&l(goa) et Gn,o permet d’approcher le produit
Tﬁl(gpal)T&l(gp%) par GN,a; GNa,- S1 o +ag > % on peut alors relier la norme de ce produit
de matrices avec I'opérateur sur L?(0,1) de noyau G, * Ga,.

Rappelons maintenant quelques résultats et notations que nous utiliserons dans la suite de
ce travail. On sait (voir [6]) que si ¢; > 0 et In¢; intégrable sur T alors il existe deux fonctions
ga et g1 telles que ¢, = gaga et c1 = 91771 avec go = (1—x)%g1 et g1 € H?T (et donc g, € Hoy ).
On notera ici &(La) le coefficient de Fourier d’ordre u de g, !. On sait que si u assez grand on a

Bl = (g1(1)7* qli?;)l +o(u®1) (on pourra se référer a [16]). Dans la suite de I’article on suppo-

sera ﬁéa) =1, ce qui simplifie les notations et ne restreint pas la généralité des résultats. Enfin
il faut remarquer que si f est une fonction a valeurs réelles Tn (Ya)k+1,1+41 = IN(Pa)i+1,k+1 €t
TN(Pa)kt+1,041 = IN(@a)N—i+1,N—k+1. Ces relations traduisent deux symétries sur la matrice
Tn(¢q) et donc sur son inverse T&l(apa). Nous utiliserons enfin d’une maniere déterminante
les propriétés des polynémes prédicteurs. Rappelons que si h € L'(T) le polynéme prédicteur
de h est le polynome trigonométrique dont les coefficients sont obtenus en divisant les termes
de la premiére colonne de 'inverse de T (h) par (T&l(h))l/ ’ (voir [8]).

1,1
Rappelons ici la propriété fondamentale des polyndmes prédicteurs ainsi que la formule de

Gohberg-Semencul [5].

Propriété 1 Si Py désigne le polynéme prédicteur de degré N du symbole h alors

R 1
Vs tel que —N<s<N h(s)= (W)QS).

On a alors

Tn(h) =Tx (ﬁ) : (3)

D’autre part si Qn est le polynome orthogonal associé au poids h rappelons que

z

— /(1
Qn(z) = 2Py <—> . (4)
Le calcul des coefficients (TN(f)),;j_l 141 0 < Lk < N donne donc également les coefficients
des polynomes orthogonaux.
Rappelons la propriété suivante

Propriété 2 Quelque soit l’entier naturel N et le complexe z appartenant ¢ T on a Py(z) # 0

et Qn(z) # 0.
0

Dans la suite de ce travail nous noterons par y la fonction 8 — €%,



N
Propriété 3 (Gohberg-Semencul) Si Ky = Zwuxu un polynome trigonométrique de degré

u=0
inférieur ou égal a N ne s’annulant pas sur le tore, on a, si 0 < k<[ <N

1 -1 k k
TN (ﬁ) = Z Wr—yWl—y — Z Wyt N—Wy+ N—k-
(KN k10 u=0 v=0

Si f € LY(T) on remarque que la formule de Gohberg-Semencul et la propriété 1 permettent
de calculer, en toute généralité, les coefficients (T]\;(f)),;{l’le1 ,0<h<N, 0<I<N quand

on connait les coefficients (TN(f)),;il 1 0<E<N.

2 Principaux résultats

Théoréme 2 Soit pq(e?) = |1 — €?|?%ci(e?) avec 0 < o < § et ¢y € A(T,3). Alors il

existe une fonction hy définie sur ]0,1]% telles que pour tout réel x,y, 0 < x,y < 1 on ait,
uniformément sur tout compact de )0, 1[?

N2a71

) (e v)) + oV

Tﬁl(ﬂﬂa)[Ny]H,[Nx}H = o' (I[Ny] — [Nz]|) +

avec
ha(.’E, y) = hl,a(xa y) + hQ,Q(xa y)

Les fonctions hi o et ha o étant définies par

+oo
Mz, y) = / Ny — o+ ) e

min(z,y)

et
min(z,y) ) L
halwy) = [ ey — 0T (-0 - D
0
min(z,y)
+/ (1—t) A -t —y+2) Yy —x+1t)%t
0

Théoréme 3 Soit @ (e?) = |1 — €?|?%ci(e) avec 0 < a < 3 et ¢1 € A(T,32). Alors si
Amin,a,N €st la valeur propre minimale de Tn () on a
Amin,a,N = N2 Gal| " er(1) + o(N72%)

oti G est Vopérateur sur L2(0,1) de noyau Gqg.

Si la fonction ¢; vérifie les mémes hypotheéses que dans le théoréme précédent nous avons
énoncé dans [13] le lemme

Lemme 1 S5i0 < a < % et si % — « est suffisamment petit nous avons, avec les mémes
notations que ci-dessus

ITtea) = TGyl < K (5 - ) [ (5 - )|



Ce lemme et le théoreme 3 permettent immédiatement d’obtenir le corollaire suivant
Corollaire 1 si A, 1725 €st la valeur propre minimale de TN(<p1/2) on a

1, = _ 1
Amin,1/2,N = NHGl/ZH ey (1) + O(N)

o él/Q est lopérateur sur L*(0,1) de noyau Gij2-
On peut alors donner les encadrements

Propriété 4 Pour 0 < a < % on obtient

I'2(a)I'(2a + 4)

I'(1+a)l(1—a)
6T (1 + 2a) ‘

> [|Gall ™ 2 I'(1-2a)

Dans la suite si h et g sont deux fonctions définies dans L*([0,1]%) on note par f x g(x,y) la
fonction (z,y) — fol f(z,t)g(t,y)dt.

Théoréme 4 Soient oy et ag deuz réels dans [0, %] avec 201 + 209 — 1 > 0 et ¢1 et co sont
deuzx fonctions réguliéres appartenant a A(T, %) On pose comme précédemment

T (pay) = [1 = PP er(e”)

T (pas) = 1 — e P*2c(e”)

Alors si Amin,a1,a0 dé€signe la valeur propre minimale de Tn (9o, )TN (¢as) 01 @
Aminar,as = N 72072212 (@)1 (ag)er (1)ea(1)[|Gay + Gay ||+ o(N72017202),
0ti Go, * G, est Vopérateur de L*(0,1) de noyau Go, * Ga,

Remarque 1 Compte tenu des résultats obtenus ici et dans [10] on peut raisonnablement
congjecturer qu’on peut obtenir ce résultat pour tout couple d’exposants réel a; > 0 et ag > 0,
avec 201 + 2a9 — 1 > 0.

Propriété 5 Avec les mémes hypothéses que pour le théoréme 4 on obtient

)\min,al,aQ = N_2a1_2a2cl(1)02(1)0041,042 + O(N—2a1—2a2)

avec
'l —a)T (g +1)T(1 — ag)l(a2 + 1) min(aq, ag) <.
F(l — 2041) P(l — 20&2) o] +ay T o2
et ) )
< 1 Tr (Oél) Tr (042)
Carap = 77 1 1 :
Jo (X =t)2terteadt [ (1 —t)2t2dt [ (1 — t)2t2e2dt
ou encore

(a1 + ag +4) T(201 + 4)T?(a1) T'(2a + 4)T% (az)

1
< —
((Xl + ag + 1) F(2a1 + 1) P(QO(Q + 1)

Car,an = 63

T
T



3 Démonstration du théoreme (2)

Dans la démonstration nous allons supposer que x < y. Nous noterons par Py, =
N

Zwia])vxu le polyndome prédicteur de degré N de la fonction ¢,. Pour en savoir plus sur

u=0
les polynémes prédicteurs on pourra se référer a [8] ou [11]. Nous utiliserons le résultat suivant

établi dans [14]

Théoréme 5 On considére une fonction p, vérifiant les hypothéses du théoréme 2. Alors il
existe un entier ny, indépendant de N, tel que

k
ew = 87 (1= 5" (L4 0(1)
pour tout entier k € [0, N — nq], uniformément par rapport a N.

Remarque 2 Dans la pratique nq est choisi par rapport a un réel € > 0 de maniere a ce que

pour tout entier 0 < u > N —ny on ait ﬁ&a) = glh) foz )1(1 + ) avec la précision |ry| < e.

Remarque 3 Ce théoréme peut alors se lire, ny étant comme dans la remarque 2
Ve>0 3Ny tq. YN>Ny Vk, 0<k<N-n; 3Ry, |Rg|<ce tel que

[e% (63 k:a
Nw =B = ) (14 R).

()

Nous allons aussi utiliser le théoreme suivant qui nous permet de préciser les coefficients v,
quand N — o0 (voir [10]).
Théoréme 6 Soit ¢, est une fonction vérifiant les hypothéses du théoréme et telle que B((]a) =

1. Si k un entier tel que N —0ona

7 k—ﬁaH (1+0(1)),

U ﬁ,gaﬂ) est le coefficient de Fourier d’ordre k de la fonction w1 = |1 — X|2(O‘+1)cl.

Remarque 4 On peut remarquer que si % — 0 avec k supérieur au ny de la remarque 1 les

(a)

théoremes 5 et 6 sont compatibles pour calculer vy ..

Nous allons utiliser maintenant la formule de Gohberg-Semencul (voir I'intoduction), qui nous
(c)

permettra de calculer les coefficients de la matrice T&l(goa) en fonction des coefficients
On a, en posant k = [Nz], [ = [Ny] et en supposant k <[

-1
(TN (<Pa k1,141 Z'Yk uN'Yl uN Z%+N lN'YerN kN (5)



I1 vient alors

Z%N’Yz k+uN—Zﬂua)5z k+u+Z/8 ( —ktu,N /Bl k+u>+

-3 (X )l
u=0

Nous pouvons écrire, si k assez grand pour que ﬁ&a) puisse étre remplacé par son asymptotique
pour u > k

+oo

Zﬁu B k= D BBy Z B8
u=0 u=k+1
— N2a71

= pat(l—k)— W%(m’ y) + o(N?*71)

avec
+o0
I o(z,y) = / t(y — x4+ t)2 Lt
X
Nousavonsensuite
N2a 1 91
Zﬁ <71 by — B k+u) = mh,a(fﬂ,y) +o(N*77)
avec

I o(z,y) = / My —z+ )N (A —y+x—t)* —1)dt.
0

En effet soti kg un entier indépendant de N tel que pour tout u > kg 'on puisse remplacer

ﬁ&a) par son asymptotique. On a kg < k si x > 0 et N assez grand. On peut alors écrire
Z) sil—k> ko

Zﬁ <71 k+u,N — B k+u) Zﬁ k+u< —-(1- Hﬂ%)a)

ko
ey A==y +2)) > B
u=0

i1) Sil—k < kg alors

Zﬁ—< Vi—k+u,N 51 k+u) =0 (%) = o(N>*71).

Etnfin on obtient

N2a—1 91
Zﬁ < Nt = B k+u) = T2(a)e 1) 2e(®y) + oV



avec la formule d’Euler et Mac-Laurin. Ces mémes méthodes nous donnent d’une part

Z%a B s = T Ty ala,y) + 0N )
u, N k+uN F2(C¥)Cl(1) 3o\

avec -
I30(z,y) = / (y—z+ 1)1 —y+z— )7 (1 - 1) ~1)dt,
0

et d’autre part

_ N2a71 ) 1
o
Z 'YN 4w, N’YN k4+u,N — FQ(a)cl—(l) Iy o(z,y) + o( N )

avec .
Lia(z,y) = / 11— )%y — z + 1) (1 — y + z — £)%dt.
0

On peut remarquer que l'uniformité annoncée est fournie par 'uniformité de I’approximation
de ﬁ&a) par W et par le reste de la formule d’Euler et Mac-Laurin. Ceci acheéve de prouver
le théoreme 2. Pour obtenir le théoreme 3 nous avons besoin d’une étude plus fine de certains
éléments de la matrice T&l(gpa). Cela va étre le but du théoreme 7 que nous allons énoncer,
puis démontrer.

Théoréme 7 Soit un réel € strictement positif. Si ne est un entier naturel tel que

uoc—l

I'(a)g1(1)
Alors pour tout réel 6 — 0 avec NO > n. il existe une constante C1, qui ne dépend que de o
telle que

Vu>n, B = (14 R(u)) avec |R(u)| <e.

(Tﬁl(%))kﬂ,lﬂ < Cl,oé’l - k‘ail (N(S)a
pour tout couple d’entiers naturels k,l avec 0 < min(k,l) < N§ et 2N6 < max(k,l) < N—2NJ.

Remarque 5 La conclusion du théoréme 7 peut également s’énoncer
il existe une constante C1 o qui ne dépend que de « telle que

(Tn'(9a)) 1 141 < Coal@ayp(k = DI (NO)

pour tout couple d’entiers naturels k,l avec 0 < min(k,l) < N§ et 2Né < max(k,l) < N—2NJ.

4 Démonstration du théoreme 7

On reprend la formule de Gohberg-Semencul (formule 5) avec min(k,!) = k et max(k,[) =
l. Les autres cas se déduisent de ce cas la en utilisant les symétries de la matrices de Toeplitz
qui se transmettent a son inverse. On repart de la décomposition

k
%(LQN N = Zﬁu 8 k+u+2ﬂ ( Sy — B k+u>+

u=0
+ (@)
E : 'Yu N u V—ktu,N"



Ecrivons

w)® 1
Z@f"/ﬁ, e = 2/3 (%(Ho(l)))

ce qui donne la maJoratlon

1Zﬂ

k) _1 Né
18|
T(a)lgi (1] HZZO

U k) (N)*
[2(a)fer (1)]

ou encore

1Zﬁ

ce qui est aussi
()
\Zﬂu B

avec C' = (D(1 — ) sin(Z2) ™ ! m De méme

Zﬁ (k= k) = Zﬁu (Lt (0 =5 1) ) o).

En procédant comme précédemment on obtient la majoration

‘Zﬁu (l k+u,N 51 k+u> < |w||(1—%)a_1|‘zk:@
u=0

[(a)gi(1)
Et finalement

< Clgly(l - B|(No)®

(1 — k)*~ L (N3)°
[2(a)les (1)

<

‘Zﬁ <’Yl k4u,N /Bl k+u)

ou aussi

< Clg, }y(1 — B|(N)®.

126 (3w — B%)

Enfin nos obtenons, avec les mémes procédés,

k S a— e
5 (B ol 200

ou
12 (25 = A7) 2] < 2000210~ RV
Reste a traiter le deuxieme terme de la formule de Gohberg-Semencul (formule 5). A savoir

ZVN kb, N’yN ItuN- En utilsant le théoréme 6 on obtient

IB(a+1 - I—u o

< M; (Na)a V< ML — k|27 (Vs>

‘Z 7N k+u, NVN I4u, N‘

10



En remarquant que M, et M/ ne dépendent que de « ceci termine la démonstration du
théoreme.

5 Démonstration du théoréme 3

5.1 Résultats préliminaires

Nous allons d’abord devoir obtenir les quatre lemmes suivants
Lemme 2 Si0<a,a#let0<z#y<lona

I'(1-2a)

< 201 - @@
Ga(w,y) < Calw =y avee Ca= 57— i

Lemme 3 5i0 < a < % et 0 < x # y <1 il existe une constante H, indépendante de x et y
telle que
|ha(z,y)| < Hly —2*7.

Preuve du lemme 2 : Pour la démonstration de ce lemme nous supposerons 0 < x < y < 1.
Il est alors clair que
[y
Y

1 1
o dt < 7 / (t — )Lt —y)* Ldt
Yy

Nous allons nous concentrer sur 'intégrale fyl (t —2)* 1(t —y)* 'dt. En utilisant des change-
ments de variables successifs nous obtenons :

/yl(t —2) t— ) tdt = (y — 2)* ! /ylm - < ho 1> ol .

=z y—x

Et puisque

nous pouvons écrire

G ) 2a—1
F(l — 20[) ( . x)Qafl
“TI'(l1-a)l(«a)
O
Preuve du lemme 3 :  En remarquant que si ¢t > 1 alors y — z + ¢ > t(y — ) nous avons, en

supposant encore cette fois que 0 < z < y < 1,
+o0o 1 +o0
h1.a(z,y)| = / t Ny —z+ 1) at < (/ t*Lat +/ tzaldt> (y — z)* Ldt.
T 0 1

11



Nous avons d’autre part

[ et et - - e - et [ et (10 -1y
0 0

Ensuite, en remarquant que 'onat <z =1—-t>1—2 >y — x on peut écrire

‘/m(l el —t—y+ ) Ny -+ t)adt‘
0
— a—1 ’ a1 4 T a—1
<(y—ux) /Ot(lty—l—)dt
S(y—x)o‘_l/ (1—t—y+z)* 'dt
0

<(y—=z)*! <(1 —y)° + 0= y+x)a> < %,(y — )

- « o

C’est a dire que
) 1
|haa(z,y) < (y—2)** (— + / (1 —)*=1) dt> .
o 0
Ce qui donne la majoration annoncée. O

5.2 Un Lemme d’approximation.

Soit 0 un réel suffisamment petit. Pour la suite de la démonstration nous allons introduire
les sous-ensembles suivants de [0, N]?> NN, les intervalles utilisés ici étant des intervalles de N
et N1 désignant la partie entiere de NJ.

; L5 =1[0,2N1]?, Ip5=[N — 2Ny, NJ?,
I35 =[N — 2Ny, N] x [0,2Ny], I 5 =[0,2N1] x [N — 2Ny, N,
2.
Lys={(i,7)/0 <i < Ny, 2N; <j < N —2N1},
Los ={(i,7)/2N1 <i <N — 2Ny, 0 < j < Ni},
L35 ={(i,j)/N — N1 <i <N, 2N; < j < N —2N;},
Lys={(i,j)/2N; <i < N —2N;, N = N; < j < N}.
3.
As={(i,j) e N*/0 < |i — j| < Ny}
4.

Ds = As \ (11,5 U 12,5) .

12



Cs = [0, N>\ Js

avec
Js = As U (U%ZII}W;) U (U;’leth75) .

Le théoreme 3 est alors la conséquence du lemme

Lemme 4 SiGy, o désigne la matrice (N+1)x(N+1) définit pour tout entier k,1 0 < k,l < N
par (GNa) k1,141 = NQO‘_lclh)Ga(%, %) sik #1 et (GNa)kt1,k+1 = 0. Alors

ITN (¢a) = Grall = o(N).

Remarque 6 On sait que Tﬁl(goa) est une matrice diagonalisable, dont les valeurs propres
sont srtictement positives et on a | Ty (¢a)|| = AN.a si Ano désigne la plus grande de ces
valeurs propres. D’autre part Gy o est une matrice symétrique donc diagonalisable a valeurs
propres réelles. Si Ay o désigne la valeur propre maximale de cette matrice il est clair que
IGNall = |Anal- Le lemme 4 implique donc que |Ayo — |Anal|= o(N?®). La suite de la

démonstration, apreés la preuve du lemme 4, sera donc consacrée a l'estimation de |Ay q|.

Preuve du lemme 4 : Posons Tﬁl(goa) —GN,o, = Hn o et considérons un réel 6 > 0 qui tend
vers zéro. On a

[HNol = max (Hya(z)ly).
lzll=llyll=1
Ecrivons
N [N
(Hya@)y) =D | D (Hna)it1ji12ie1 | vis1.
i=0 \j=0

Nous allons maintenant utiliser la décomposition

N
E (HN,a)i+1,j+1€'3j+1 Yi+1 = E (HN,a)i+1,j+133j+1yi+1
j:0 (ivj)ecé

N

i=0
4

+ (HN,a)z‘+1,j+190j+1yi+1+Z Z (HN,a)it1,j41Tj41Yi+1,

(4,4)€Ds k=1 (i,j)€lx,s

2

E (HN,0)it1,j41T541Yit1-
k=1 (Zyj)ELk,d

+

Avec le théoréme 1 et la définition de Gy, on vérifie facilement que

‘ > (Hyes)it1ja1Zis1y| < max |(Hy.a)it1,+1] > lwyinl =o(N*T).
(i.4)€Cs () €Cs 0<ISN,0<j<N

13



Nous avons d’autre part

> (HN,a)iH,jJrlxiJrlijrl‘S‘ > (Tﬁl(SOa))iH,jH$i+1yj+1‘

(4,5)€Ds (,5)€Ds
+‘ Z (GN,a,é)i+1,j+1$i+1yj+l‘
(%])eDé
— it ]+1
< Z ‘cpal(z—j)Jera o (7 ‘!wz+1Hya+1\
(Zyj)EDé
+ > ‘(GN,a,(S)HLjJrl‘|xi+1||yj+1|
(%])eDé

On a vu dans le lemme 2 que

(GNOé)Z+1,]+1 <C ’ N ’20{ 1N2a 1

D’ou

IN

_ ’L—j 200—1
> ‘(GN,a)z‘+17j+1 it 1]|yj+1] CoNZh Y- ‘ I it 1]|yj41]

6
< C(XNQO‘/ 27 lqt = O(N?*§%*) = o(N?®).
=

De méme on a, en utilisant cette fois le lemme 3

a— i+1 +1 a b a— a co a
S N (e D sl ] < 04N /5t Lt = O(N?6%) = o(N*).
(,5)€Ds B

Enfin, puisque g (u) = O(u?*~1) si u assez grand on a :

S feali-)

(ivj)eDé

Tia1yyer| = O(N2262) = o(N2).

Considérons maintenant, quelque soit U'entier k, 1 < k < 4, la quantité

‘ > (HN,a)i+1,j+1$i+1yj+1‘§‘ > (Tﬁl(%z))iﬂ,jﬂ$i+1yj+1‘
(4,9)€Lk,s (6.9)€Lk,s

+‘ > (GN,a)i+Lj+1$i+1yj+1‘
(imj)eLk,é

On obtient, avec le théoreme 7

> (Tn'(Pa)) 141 j 1 Ti1Yir1| < Cra(NS)® > li= 41 iyl
(iyj)ELk,é (17])€Lk,5

14



En écrivant, si par exemple k =1,

N72N1 Nl
S e el = 3 0! (zmnm)
1=0

(6,9)€L1,s v=N;
on obtient, puisque ||z|| = ||y|| = 1,
Z (TJGI(S%))HL]'H $j+1yz‘+1‘ =0 ((N?*5%).
(1,5)€L1,s

Toujours en utilisant le lemme 2 on obtient
> [@nadirrin|willyinl < Ca > li— 3P eiallyyeal:
(i,3)€L1,5 (i,3)€L1,5

Nous allons majorer cette somme pour (i,j) € [0, Ni] x [2N1, N — 2N;| = L; 5. Le résultat
s’étendra sur tout Lo 5,L3 5, Ly s en utilisant les mémes types de calculs. En remarquant que
puisque |i — j| > No implique

N—-2N§ 1/2 N—-2N§ 1/2
Z ’Z _j’4a72 < (N(S)Qafl Z 1 < (N5)2a171/2
j=2N§ j=2N§
et en se souvenant que
N& Né 12 /N5 \ 1/2
s (Skr) (x1)
i=0 =0 =0

On obtient

No N—-2N§

S li= P aallyil =Yl Y =3P sl

(1,9)€L1 s i=0 j=2N§
N§ N—2N§ V2 /N ons 1/2
<Dl [ Dl > Iyl
=0 Jj=2N3 j=2N§
N§
< Z |$i|(N6)2a_1/2
i=0

< (N5)1/2(N5)2a71/2 _ (N(S)QQ _ 0(N2a).

En utilisant le lemme 2 on obtient, pour k =1

> (GN,a)i+1,j+1$j+1yi+1‘SCa Do li= P ey

(1,9)€ls ()€l
et il vient
5
‘ > (GN,a)z‘+1,j+1$j+1yz‘+1‘ < CaNQQ/ 2 1dt = O ((N§)**) = o(N?).
.. -5
(27_])6[1’5
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Les sommes portant sur Lo 5, L3 s et Ly s se traitent de méme.
Nous devons maintenant évaluer les quantités

-1
‘ Z (TN (‘Pa))i+1,j+1 xj+1yi+1‘
(imj)elk,é
pour k € {1,2,3,4}. Des calculs précis utilisant les théorémes 5 et 6 permettent d’obtenir que
—1 2
‘ Z (T (%))i+1,j+1 xj+1yi+1‘ = o(N"%)
(imj)elk,é

(voir 'appendice). Ce qui achéve la démonstration du lemme. O

5.3 Démonstration du théoréeme 3 proprement dit

Rappelons tout d’abord le lemme (voir [3])

N—-1
17]:0
intégral sur L2[0,1] de noyau

Lemme 5 Soit Ax = (a; ;) une matrice N XN a coefficients complezxes. Soit G l'opérateur
gn (2, y) = apvay vy, (2,y) € (0,1)%.

Alors la norme de la matrice An et la norme de Uopérateur G vérifient [’égalité ||An|| =

NG|l

Donnons nous un réel u vérifiant 1 > p > 1 — « et considérons les opérateurs sur L2(0,1)
Gjl\ﬂowG%V,w (Gn.a)! et (Gn.a)? dont les noyaux gjl\f,a’g?\f,w (GN.a)! et (Gn.q)?sont définis par

N-2H1Gy ([Nz],[Ny])  si |z —y|> N6t
1 _ N, ) Yy Yy
gN,a(xay) - { 0 sinon
N-2H1Gy ([Nz],[Ny])  si |z —y| < No!
2 _ N, ) Yy Yy
gN,a(xay) - { 0 sinon

: Galry) s |o—y|>Ne!
1 _ [e% )
(IN,0) (2,y) = { 0 sinon

- Golx, sio 0<|z—y| <N+
(G0 (2.9) :{ (&) =l

0 sinon
Dans la suite nous poserons xy = UX/JC] yYN = %, et supposerons y > x. Il nous faut d’abord
montrer que
1 A 1
1GNa = (Gra) || = o(1), (6)

c’est & dire que |Go(2n,yn) — Gal(z,y)| = o(1) uniformément pour |z — y| > N*~ 1.

_\a—1l  Na—1
Dans un premier temps étudions, |z, — z%|y® fyl %dt. On a facilement

N 1 (t _ x)o‘_l(t _ y)a—l o 1 (t _ y)a—l
Yy /y 2o dt <y(y — ) 1/y ~ar1 Ot

< (V)1 =)y = O((V )
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et finalement si xy > % le théoreéme des accroissements finis donne si > o — 1

o al, o ! (.%' B t)ail(y B t)ail 1 1 —1)(a—1 —1(a—1)—«
2% — %y /y o dt = O(amy) e N D) = OV DD -0

Par contre si zny < % on a aussi xny =0 et

1 (x—t)o‘_l(y—t)o‘_l 1
ey — x|y°‘/ = dt = O(+
\ 2 N

On vérifie que si p > 1 — a alors O(N®—Dle=h=ay — (1),
Nous avons de méme

Y-ty —t) !
lyx — y|zR /y 0 dt
[0

1—
< anlfy -0 et B2 o tyete — o),

Il nous faut ensuite considérer

Y a1/ \a—1 Y
fﬂ?vy%/ A2l G dtSO(N(“”(O‘U)/ (t—y)*tdt

YN t2e YN
= O(NW=D=1) y=ay — (1)

avec I’hypothese faite sur . Considérons maintenant la décomposition

o, o ! (t_x)ail(t_y)ail B (t_xN)ail(t_yN)ail _
TNYN 0 dt =
Yy

1 (t _ x)o‘_l (t _ y)a—l _ (t — YN )a—l
S / ank Vi L
V=)t =t —an)> ) (t—y)>t
+$N3/N/ t2a ) dt
Yy

=1+ I

On vérifie facilement que

1] < o) [H (= 9™ = (=)
1
O(N —yn)* 1) d
< /y —(t—yn)*")dt
<0( DD (1= = (1= yw)"))

Si+ <l-yalors+ <l-yyet((1—y)*—(1—yn)*) = ac?‘v_lﬁ avec cy > +. Nous pouvons
finalement conclure que |I;| = O(NW=D@=1 N=@) et puisque > a—1ona (u—1)(a—1) < a,
c’est a dire que |I;| = o(1).

Sit >1-yalors +>1—yyet ((1-y)*—(1—yn)*) = O(N"%) ce qui nous ramene au
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cas précédent.
Occupons nous maintenant de l'intégrale I5. Nous pouvons écrire, grace au théoreme des
accroissements finis,

1
T _xafl_ —x a—1 o afld
rzrs/yw JT (¢ — ) (t — )t
1
< [ wgla-n -yt

avec N*~! < y—x < t—x < cy(t) < t—zy. Ce qui donne finalement |Ip| = O(N#-De=1)) =
o(1). En combinant les diverses majorations obtenues on obtient 1’équation 6.

Il nous faut maintenant étudier HG%E o|l- On montre comme dans [3] que pour estimer cette
norme il suffit d’estimer HG?\E ol ot G‘?V’ ., est la matrice définie par

G2 ) [ NG (k) st 0<|k—I < N*#
Nya/k+Li+1 = 0 sinon
En se rapportant a la démonstration du lemme 4 on comprend que HG‘;’V ol = o(N?) N2l =

o(N) et donc HG?VQH = 0(1) en utilisant le lemme 5.

Enfin avec le lemme 2 on obtient [|(G% )| est majorée par O(||K2|) ot K2 est I'opérateur
dans L%(0,1) de noyau (k2) défini par

2 _ [ lz—yPt st o -yl < NET
A e

On sait d’autre part que ||[K2|| = o(1)(voir [3]), ce qui achéve de démontrer la propriété.

6 Démonstration du corollaire 4

En utilisant le lemme 2 et le théoréme 1 on obtient

N2 T(1-2a)
a)er (1) T'(1 — o)

Mva < Kol

1 (voir [3]) on en déduit la majoration

Comme l'on sait que ||K,| <
N2 T(1-2a)1

ANe S TG T =a) o

et donc la minoration de la plus petite valeur propre de T\ (|1 — X|2°‘c)

D’autre part nous pouvons écrire |Gy || > [|Ga(1)]] si 1 désigne la fonction constante égale & 1.
En réutilisant la minoration de Gq(z,y) utilisée dans [10] pour minorer Ay o quand « €]3, 1]
(paragraphe 7.1) (& savoir Gy (z,y) > z%y*(1—x)(1—y)) , minoration qui est toujours valable
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ici, il vient

1/2

IGa = ( [ Y / - 1)dy)dz

> (/01 2 (1 — w)Q(/Ol v (1 - y)Qdy)d:U)

1
6I'(1 + 2a)
> 204 1_ 2d = - 7
—/O‘T (I =2)dy = T 7

1/2

7 Démonstration du théoreme 4

Comme dans la démonstration du lemme 4 nous définissons les deux matrices Gy, et
GN,a, Par

l

1 1 k )
(GN.ay)ki10e1 = N2 1—G061(N7 N) sio k#1 et (GNoay)ksikes1 =0.

01(1)

1 kol
am o N W)

En utilisant le lemme 4 de la démonstration du théoréme 3 il vient

(GN.as)kt1041 = N2 1 siok#1l et (GNao)kt+1k+1 =0.

HTJGI(‘:OOQ)TJGI((POQ) - GN7041GN7042H =
= HTﬁl(Qpal)Tﬁl(ngQ) - Tjgl(ﬁpm)GN,OQ + Tjgl(ﬁpm)GN,OQ - GN,a1GN,a2H
< HTjgl((Poq) (Tj;l(@(m) - GN7042) H + HGN,a2 (Tj;l(wal) - GN7041) H
< O(N?*1)o(N?*2) + O(N>*2)o(N?*1) = o(N>1H202),

Nous sommes donc ramené a évaluer |Gy o, GN,a,||- Pour ce faire notons 'opérateur G, q, +as
défini sur L%(0,1) par

(z,y) — NZertzaz—] Z (GN,ozl)[N:c}Jrl,h(GN,aQ)h,[Ny]+1-

h#[Na],h#[Ny]
Nous allons en fait montrer que
HGN7041+042 - éal *G~042 ” = 0(1)' (7)
Reprenons la notation zy = % et yy = [N—Ny}, supposons que y > x et donnons nous un réel

d €]0,1[. Posons Js5 z, =|zn — %,m\[ + %[ et Jsyn =Jyn — %,y]v + %[ Nous noterons

NJsey =][Nz| — [N6],[Nz] + [N6][ et NJsy, =][Ny] — [Nd],[Ny] + [N6][. Considérons les

. 2 1 2 oo 1 2 :
opérateurs sur L*(0,1) GN,&OHJFQQ, GN,&OHJFQQ, de noyaux respectifs IN o1 +02.60 IN a1 +ag,00 AU
sont définis par

1 h h
gjl\f,alJrag,&(x?y) = N Z Gal(xNvﬁ)Ga2(N7yN)v
he[0,NI\(NJs 0\ UN s )
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et

1 h h
artars@W) =% D, Gay(an, 15)Gas (55 Un)-
hENJg’IN UNJ(g’yN
Considérons tout d’abord la différence
D = g]l\/,alJrag,zS(xv y) - / Goq (wv t)GOQ (t7 y)dt'

[071}\(‘]6,:01\7 UJé,yN)

Nous pouvons écrire

(h4+1)/N b
D= > [ (Galon g)Gos(pom) = G )G )
he[0,N—1\(NJs 2 UNJs ) * YN
(h4+1)/N L
= Z / <Gal xN’ - Gal (x’t)> GQQ(_,yN)dt
h/N N

hE[O,N—l}\(NJ(;,xNUNJ&yN /

(h+1)/N
+ >

he[0,N—1)\(N Js 5 , UN J5 )

—

h
L Gale) (Ga (% ) - Gw(t,y)) d.

En remarquant que si t € [%, %] alors [Nt] = h nous pouvons écrire, en utilisant les
résultats acquis dans la démonstration du théoreme 3, que |Go, (TN, ) — Ga, (7,1)] = o(1)

et |Gay(&,yn) — Gay(t,y)| = o(1) uniformément en z,y,t (en effet si |z —¢| > 4 alors
|z —t| > NF~1 si N assez grand) . D’ou si € > 0 assez petit et N suffisamment grand

(h+1)/N h h
Z / (Gal (zn, ) — Gy (m,t)) Gy (=5, yn)dt
h/N N N
he[0,N—1\(NJs o\ UNJ5 )
(h+1)/N
< € Ga,(t,y)dt + €.
> Lo Cettw)

hE[O,N]\(NJ(;’xNUNJ&yN)

uniformément en x et y.
D’autre part , en utilisant le lemme 2, on a :

/ Gy (t,y)dt = (/ |t — |2 1dt> O(1).

En traitant de méme le terme

(h+1)/N "
> [ Gante0) (Gonlggmn) = Gunlton))
h

he0,N—1\(NJg o UNJs ) " /N
on obtient |D| = o(1) uniformément en x et y.
D’autre part il vient, toujours avec le lemme 2

1 2011 h 2000—1
3 < —+ e -
INer+a s (@Y < & TN YN
hENJ(;’xNUNJ(;’yN
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En utilisant la monotonie de la fonction ¢ — |z —¢|?*1=1|z —¢|222~1 comme dans [9], on obtient

h h
Z ‘xN_N‘Qoq—l’N_yN‘Qag—l ~ / ‘x_t’2a1—1‘x_t’2a2—1dt _ 0(5)
hENJs 4\ UNJsy ) (o0 U5y )

En faisant maintenant tendre § vers zéro et en utilisant encore une fois le lemme 2 pour obtenir
la convergence de 'intégrale on obtient (7).

8 Démonstration du théoreme 5

On a obtenu dans [9] 'encadrement suivant

Lemme 6 Si0 < a1 <ag < % et T # Yy nous avons
1
‘.%' o y’2a1+2a271 S / ‘.%' o t’2a171‘y o t’2a271dt S Hal,ag‘x o y’2a1+2a271
0

_ 1 1
avec Hal,ag = 04_1 + Oz_g

Ce lemme fournit une majoration immédiate de ||Gn,q, * GN,a,||. Pour minorer cette norme
on peut remarquer qu’elle est supérieure a ||(Gn,a; * GN,as)1]| que 'on peut minorer, toujours
en utilisant les minorations de [10], par

</01 </01(Ga1 - G“Q)(xay)dy>2 d:v) :
</01 </01 </°1 T (L= )T (1 - )Ty (1 - y)dt> dy>2 da:)

</01 22 (1 - @%m)m </01 yo2 (1 — y)dx) (/01 gtz (g _ t)2dm>
> </01 2 (1 — x)de> </01 y22 (1 — y)de> (/01 tertoz(p — t)%@)

ce qui acheve la démonstration.

1/2

Y

v

9 Appendice

Nous devons majorer les quantités

‘ Z (TJGI((‘OO‘))Z'-l-l,j-Flxj+1yi+1‘
(@j)elk,é

pour k € {1,2,3,4}. Nous allons nous concentrer sur

‘ Z (Tﬁl(%é))iﬂ,jﬂxj+1yz‘+1‘
(imj)ell,(s
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N . Lo ez -1 ..
Pour celd nous devons majorer avec précision les quantités (T (900!))@' 11,441 Pour (i,4) € I 6.
Utilisons encore la formule (5). En supposant i < j, le théoréme 5 permet d’écrire

nyz ufyj u_ <Z/8 > 1+0(1))

Notons kg désigne un entier tel que 5,&04) puisse étre remplacé par son asymptotique pour
k > kg. Nous sommes amenés a distinguer quatre cas.
e Sij>i>kyet 0<j—1i<kyon écrit

Z/B(aﬁ(a - Z /8 ju+zﬂzuju

u=1—ko+1

on obtient

En posant My = Z ‘ﬁfi‘iﬁﬁ’u
0<h1<ko,0<ha<2ko

< My = (Miky *)kG™

fj B 8,

u=i—ko+1
< (Mlkéfa)(j _ ,L')oz—l < (Mlkéia)’j _ Z“Za—l
et avec le lemme 6
ik —— 2a-1 x
(a) Hle) N . B | o
|3 A0 ~ Tt ) 0 = 0 < Holi =

en posant r = et y = %.
—i <

o0 SiO<i<kyet0<y

< ko on peut alors écrire, en remarquant que

>

et comme précédemment
]\41 (Mlk‘l a)| ,L|2a 1

eee Sij>i>kyetj—i>kyon écrit
T (@) N e NS @ @
DBNAT = Y NN D BN
u=0 u=i—ko+1 u=0
Si My = maxo<p<k, |ﬁ}(la)| nous pouvons écrire

S B8 > it

u=i—ko+1 u=i—ko+1
< Mokolj — i < Makolj — i[>,
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et de plus, toujours avec le lemme 6

(@) 5@ N2t ’ 1 1 2a-1
«a @ _ pa— _ pa— < . 20—
Z@ A0~ T ) @0 = 07 < Hoy i i

par des calculs déja vu et toujours en posant en posant x = % ety = %
eeoee Si0<i<kyetj—1i>kg. On peut alors écrire
|a 1 ko
Z 18591
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On obtient finalement

|3 (3 s
(ivj)ell,5 u=0

<O <N20‘ /_ i t2°‘_1dt> = O ((N§)**) = o(N?*).

Enfin le théoreme 6 permet d’écrire, toujours si ¢ < j

7 5 04+1) /B(Oz—l—l

Z’YU'FN—] U+N i ™ N N
v=0
O((NS§ 2a+1)
= % — 0(N2a71).
On obtient alors
N—j+i
‘ > > 'Yz(La)%(Hr)] i | wigia| <oV N iyl = o(N*T)
(b)€h,s \u=N= (i.4)€l1 s

puisque Z |Tiv1y41] < 1.
(imj)ell,(s
La majoration de la somme sur I s se déduit de ce résultat en utilisant les symétries de la

matrice T ]\71 (¢a). Les mémes méthodes que pour I; 5 donnent le résultat sur I3 s puis Iy spar
symeétrie.
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