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Séminaire BOURBAKI Mars 2013
65eme année, 2012-2013, n°® 1067

LE MOUVEMENT BROWNIEN BRANCHANT VU DEPUIS UNE
EXTREMITE
[d’aprés Arguin-Bovier-Kistler et Aidékon-Berestycki-Brunet-Shi |

par Jean-Baptiste Gouéré

1. INTRODUCTION

Une particule est placée en l'origine de la droite réelle a 'instant initial. Cette par-
ticule se déplace en suivant un mouvement brownien standard. Au bout d’un temps
indépendant de loi exponentielle de moyenne 1, cette particule se divise alors en 2 par-
ticules. Les deux particules ainsi obtenues évoluent indépendamment et de la méme
maniere que la premiere particule : déplacement brownien puis division.

Notons N(t) le nombre de particules présentes a l'instant ¢ > 0. Remarquons que
N(t) est une variable aléatoire d’espérance exp(t). Notons X;(t) > --- > Xy (t) les
positions de ces particules ordonnées par ordre décroissant. Le comportement asympto-
tique du maximum X (¢) du mouvement brownien branchant a été I'objet de nombreux
travaux de natures probabilistes et analytiques. Cette popularité s’explique en partie
par l'existence de liens tres étroits entre ce modele et la famille des équations aux
dérivées partielles de Fisher ou Kolmogorov-Petrovsky-Piscounov (F-KPP). Ce lien a
été mis en lumiere par McKean [McK75]. Explicitons-le sur un exemple. Notons v(¢, -)
la fonction de répartition du maximum du nuage de particules a I'instant ¢ > 0 :

1) o(t,) = P(X,(t) < 7).
On vérifie facilement que cette fonction est solution de I’équation F-KPP suivante :

v 10

Plus récemment, des résultats sur le comportement asymptotique de ’ensemble du
nuage de particules vu depuis son maximum ont été obtenus indépendamment par
Arguin-Bovier-Kistler [ABK11a, ABK12¢, ABK11b, ABK12b, ABK12a] et Aidékon-
Berestycki-Brunet-Shi [ABBS11]|. Cet exposé est consacré a la présentation de ces
résultats. Nous mnous concentrerons essentiellement sur les articles [ABK11b] et
[ABBS11] et, dans une moindre mesure, [ABK11a]. Ces travaux reposent notamment
sur ceux de Bramson [Bra78, Bra83|, Chauvin-Rouault [CR88, CR90], Lalley-Sellke
[LS87] et McKean [McK75]. Ils s’inspirent également en partie des travaux de Brunet-
Derrida [BD09, BD11].
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Plusieurs des propriétés du mouvement brownien branchant vu depuis un extremum
sont conjecturées dans d’autres modeles, notamment le champ libre gaussien en dimen-
sion 2 [BDGO1, BDZ11, BDZ13, BZ11, DZ12], le temps de recouvrement de graphes
par des marches aléatoires [Dem06, DPRZ04] et, plus généralement, les champs gaus-
siens exhibant des corrélations logarithmiques [AZ12, CLD01, DRSV12, FB08|. Nous
ne développerons pas ces aspects dans cet exposé.

Je remercie Elie Aidékon, Louis-Pierre Arguin, Julien Berestycki, Anton Bovier, Eric
Brunet, Nicola Kistler et Zhan Shi pour leurs réponses a mes questions et pour leurs
commentaires sur le manuscrit.

2. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU MAXIMUM

2.1. Résultats

Nous donnons principalement dans cette partie des résultats classiques sur le com-
portement asymptotique du maximum X (t).

Notons med(t) la médiane du maximum X;(¢) a l'instant ¢. Notons v(¢,-) sa fonc-
tion de répartition. Elle est définie par (1) et elle vérifie ’équation F-KPP (2). Les
résultats de Kolmogorov-Petrovsky-Piscounov [KPP37] affirment I'existence d’une va-
riable aléatoire non triviale W et d’un terme de centralisation m(t) ~ v/2 tels que :

(3) Xi(t) —m(t) — W en loi.

La fonction de répartition w de W est solution de

1
5w”+\/§w’+w2—w:().

Les solutions non triviales de cette équation sont uniques a translation pres. Il existe
une constante C,, > 0 (Bramson [Bra83]) telle que :

(4) 1—w(z) = PW > z) ~pypo0 Copme V2"

Bramson [Bra83| a établi que 1’'on pouvait prendre pour m la fonction définie par :

3
(5) m(t) = V2t — NG In(t).

Ainsi, il existence une constante C\,.q telle que :
3
6 medt:\/ﬁt——lnthCme +o(1).
©) 0 () + Coea + 01
On définit une martingale (pour la filtration naturelle du mouvement brownien bran-
chant) en posant, pour tout ¢ > 0 :

N
(7) Z(t) _ Z (\/ﬁt . Xk@))ef\/i(\/it—Xk(t))_

k=1
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Lalley et Sellke [LLS87] ont établi la convergence presque stre de Z(t) vers une variable
aléatoire finie et strictement positive Z ainsi que la convergence presque sure suivante :

(8) lim lim PX,(t+ ) —m(t + 5) < 2| F) = exp(—CypZe V) ps.
On en déduit la représentation intégrale suivante :

9) w(x)=PW <z)=F <exp (—CwZe_ﬁx>) .

Ecrivons

exp(—CwZe*\/ix) = exp(—e*\/ﬁ(m”—l/2 ln(CwZ)))_

Conditionnellement a Z, c’est la fonction de répartition d’une distribution de Gumbel.
La convergence (8) peut par conséquent s’interpréter de la maniere suivante. La variable
aléatoire X1 (t) —m(t) converge vers la somme de deux termes : le terme 27/2In(C,,Z)
qui provient de I'histoire du processus avant sa stabilisation en loi; un terme de fluctua-
tion aléatoire qui suit une loi de Gumbel. Plus précisément, Lalley et Sellke ont conjec-
turé la convergence en loi et la convergence en moyenne ergodique de ’ensemble du
processus vu depuis m(t)+27/21In(C,,Z). Arguin-Bovier-Kistler et Aidékon-Berestycki-
Brunet-Shi ont établi indépendemment ces conjectures et ont donné deux descriptions
différentes du processus limite.

Signalons pour conclure cette partie qu'un résultat récent de Roberts [Rob11] décrit
le comportement presque stir du maximum. On a :
X, (t) — V2t 3

—

lim inf — presque surement

BT () 2/2

mais
lim sup X(t) — V2 — — L
t—00 In(t) 2v/2
Ces résultats sont les analogues en temps continus de résultats obtenus peu auparavant
par Hu et Shi [HS09].

presque strement.

2.2. Quelques arguments

Nous donnons dans cette partie les principaux arguments menant au résultat suivant :

3
10 med(t) = V2t — ——In(t) + O(1).
(10) () NG (1) +0(1)
C’est une version faible de (6). Elle a été établie pour la premiere fois par Bramson
[Bra78]. Une preuve courte a été fournie par Roberts [Rob11]. Cette partie s’inspire en
particulier de ce dernier article et de l'article de Addario-Berry et Reed [ABR09].

Commencons par étudier le cas élémentaire ot les particules sont indépendantes. Plus
précisément, donnons-nous, conditionnellement a N(t), N(¢) particules de positions
gaussiennes indépendantes centrées et de variance t. Notons Xj(t) > X;(t) > --- >
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XN((t) les positions ordonnées des particules. Désignons par med*(¢) la médiane de
X7 (t). La médiane admet le développement asymptotique suivant :

v — o L
med*(t) = v/2t 2\/51(75)+O(1).

Ce résultat est élémentaire. Il peut par exemple étre obtenu par des considérations

*

sur les deux premiers moments de Ny, (¢), le nombre de particules au-dessus de ¢(t) &

l'instant ¢ :
N
o) =D 1x: w0
k=1
e (N2 ()
E(N* (¢
AW pINE L () > 1) < E(N (¢
PO < PG00 2 D < B 0).

L’indépendance entre les particules permet de comparer utilement le second moment
et le carré du premier moment. La détermination, a une constante additive pres, de la
médiane med”(t) est alors essentiellement ramenée a la détermination du réel ¢(t) pour
lequel le premier moment est d’ordre 1. Prenons ¢(t) de la forme v/2t — a(t) ol a(t) est
négligeable devant v/t. On a :

1 a()? 1
11 E(N* (1) ~ ——et "5~ ooV

Cette quantité est d’ordre 1 pour tout ¢ grand lorsque
1

a(t) = WG In(t).

Cela permet d’obtenir le développement asymptotique souhaité pour med*(t).

Revenons maintenant au cas du mouvement brownien branchant. Notons que la va-
riable aléatoire

N(t)
Ny ) = Lx, 200
k=1

admet le méme premier moment que la variable aléatoire N, (t). Le premier moment de
Ny (t) ne donne par contre pas ici une information précise sur la probabilité P (X (t) >
q(t)). En effet, si une particule parvient au-dela de ¢(¢) a 'instant ¢, plusieurs de ses
ancétres sont probablement a une altitude élevée et plusieurs de leurs descendants sont
donc probablement au-dela de ¢(t). Ainsi, le ¢(t) pour lequel E(Ny)(t)) est d’ordre 1
surestime la valeur de la médiane med(t) de X(¢).

A un instant s < ¢, I’espérance du nombre de particules du mouvement brownien
branchant est e®. En appliquant brutalement une borne de premier moment on obtient
donc que, & l'instant s, les particules ne peuvent pas étre tres loin au-dessus de v/2s.
L’une des idées est de rajouter ce type de contraintes sur la trajectoire des particules
d’intérét. Plus précisément, appelons particule basse une particule au-dela de ¢(t) a
I'instant ¢ et dont la trajectoire est restée en-dessous de la droite s — q(t)st™' + 2.
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Appelons particule haute une particule au-dela de ¢(t) a I'instant ¢ et dont la trajectoire
a touché la droite d’équation s — ¢(t)st™! + 1. Notons By (t) le nombre de particules
basses et Hy)(t) le nombre de particules hautes. On a :

< P(Byy(t) 2 1) < P(Nywy(t) 2 1) < E(Bysy(t)) + P(Hyw(t) > 1).

La majoration sur la position des ancétres des particules basses permet de majorer effi-
cacement I'espérance de By (t) conditionnellement a l'existence d’une particule basse.
Cela permet - pour des choix de ¢(t) pertinents - de controler le second moment de
B,(t) par le carré de son premier moment. Par ailleurs, toute particule haute admet
un ancétre sur la droite d’équation s +— q(t)st~! + 1. Cela permet - toujours pour des
choix de ¢(t) pertinents - de minorer I'espérance de By (t) conditionnellement a 1'exis-
tence d'une particule haute. La probabilité d’existence d’une particule haute peut ainsi
étre controlée par I'espérance de By (). La conclusion est que la détermination de la
médiane med(t) de X;(t) se rameéne a la détermination du parametre ¢(¢) pour lequel
le premier moment de B,(t) est d’ordre 1.

Estimons maintenant By (t). Essentiellement, I'introduction de la contrainte sur la
trajectoire divise par t le premier moment :

(12) B(Byo(0) ~ 5 B(Nyo () = 5 B(Ny (1)

Le facteur 1/t se comprend facilement dans un cadre discret en temps avec des
évenements légerement différents. Si Xi,..., X; sont des v.a.i.i.d. de loi commune
diffuse, alors :

1
P<X1+---+XS§%tiourtouts§tX1+---+Xth(t)>:;.

La preuve est une conséquence des deux remarques suivantes : les rotations des X;
laissent invariant I’évenement par lequel on conditionne ; I'autre évenement est vérifié
pour une unique rotation des X;. Rappelons que Ny (t) et Ny () ont le méme premier
moment. En combinant les relations (11) et (12) on obtient, toujours lorsque a(t) est
négligeable devant /% :

¢ .
E(B\/ﬁtfa(t)@)) ~ t37€ (V2

Le premier moment de B, () est ainsi d’ordre 1 pour ¢ grand lorsque :

3
q(t) = V2t — NG In(t).

Cela fournit 'estimation souhaitée pour la médiane med(t).
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3. MOUVEMENT BROWNIEN BRANCHANT VU DEPUIS SON
SOMMET

3.1. Convergence

On pose :
3
(13) m(t) = V2t — NG In(t).

Nous nous intéressons aux processus suivants :

— le mouvement brownien branchant :

(t)
Nt = dx,0-
k=1

— le mouvement brownien branchant vu depuis m(t) :

N(t)

— le mouvement brownien branchant vu depuis m(t) + 27%/21In(C,Z) ou Z est la
limite de la martingale définie en (7) et ou C,, est définie par (4) :

N(®)
1
Na) = 3 btaemio- ey = N0 - () + m(caz).

Si f est une fonction de R dans R et si P est un processus ponctuel nous noterons
souvent f(P) lintégrale de f contre la mesure P. Ainsi et par exemple f(N(t)) =

o FXG(1)).

Le mouvement brownien vu depuis son sommet converge en loi. Arguin, Bovier et
Kistler ont démontré le résultat suivant.

THEOREME 3.1 ([ABK11b]). —  — Le processus N, (t) converge en loi vers un pro-
cessus ponctuel Ny, .
— Le processus ponctuel N, a la méme loi que le processus

1

Y w4+ —=I(Cu2)+C,

zeP \/i
ot P est un processus de Poisson ponctuel d’intensité /2 exp(—+/2z)dx indépendant
de Z et ou, conditionnellement a Z et P, (Cp)rep est une de famille de copies
indépendantes d’un processus ponctuel C.

— Le processus ponctuel C vérifie maxC = 0. Sa lov est celle du processus D défini
par (16).

Aidékon, Berestycki, Brunet et Shi ont donné peu apres la version plus fine suivante.
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THEOREME 3.2 ([ABBS11]). —  — Le processus (Nz(t), Z(t)) converge en loi vers
(Nz, Z) ot Nz est un processus ponctuel indépendant de Z.
— Le processus Nz a la méme loi que le processus

(14) Zx+cx.

ou P est un processus de Poisson ponctuel d’intensité \/ﬁexp(—\/ﬁ:c)d:c et ou,
conditionnellement a P, (Cp)zep est une de famille de copies indépendantes d’un
processus ponctuel C.

— Le processus ponctuel C vérifie maxC = 0. Sa loi est celle du processus Q défini
par (19).

Des résultats précédents on déduit facilement que le processus limite admet une
propriété de superposabilité : la superposition de copies indépendantes de Ny suit, & une
translation pres, la méme loi que Nz. Maillard [Maill] a établi que la superposabilité
caractérise les processus de la forme (14).

Les résultats principaux de [ABK11b] et [ABBS11] concernent la description du pro-
cessus limite et, en particulier, les descriptions de la décoration C données dans les deux
parties suivantes.

Les propriétés du mouvement brownien branchant vu depuis un extrémum ont
également été étudiées récemment par Brunet-Derrida [BD09, BD11]. Ces travaux
reposent notamment sur le lien entre mouvement brownien et équation F-KPP. On
y trouve - au moins implicitement - la preuve de la convergence ainsi que différentes
conjectures. Certaines sont établies, comme la superposabilité de la limite et la ca-
ractérisation de Maillard. D’autres sont encore ouvertes, comme celles pourtant sur la
densité du processus limite ou sur ’écart moyen entre deux particules successives du
processus limite.

L’approche de Arguin, Bovier et Kistler est de nature plutot analytique et s’inspire en
partie des travaux récents de Brunet et Derrida [BD09, BD11]. L’approche de Aidékon,
Berestycki, Brunet et Shi est de nature plutot probabiliste et repose en partie sur les
résultats récents de Arguin, Bovier et Kistler [ABK11a] décrits dans la partie 4.

Dans [ABK12a], Arguin, Bovier et Kistler établissent la convergence en moyenne
ergodique de N,,(t) vers N,,. Les mémes auteurs avaient établi précédemment dans
[ABK12b] la convergence en moyenne ergodique de X;(t) —m(t) vers la somme d’une
variable aléatoire de loi Gumbel et de 27*/21In(C,,Z). La preuve repose notamment sur
une extension du résultat de Lalley et Sellke (8) et sur des résultats sur la généalogie
du processus permettant de controler certaines corrélations.
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3.2. Loi de la décoration C : description de Arguin, Bovier et Kistler

Arguin, Bovier et Kistler établissent le résultat suivant :

THEOREME 3.3 ([ABK11b]). — Soient a > 0 et b € R.
— Conditionnellement a

(15) {X1(t) — (V2t + aVt +b) > 0},

le processus
N(t)

Z 5Xk(t)f(\/§t+a\/z+b)
k=1

converge en loi vers un processus non trivial N.
~ La loi du processus limite N ne dépend pas du choiz de a et de b.

~ Le mazimum de N suit une loi exponentielle de moyenne 271/,

Rappelons que, sans conditionnemement, maxy Xy (t) — V2t tend vers —oo. Posons :
(16) D =N — max(N).

Ce processus ponctuel est la décoration apparaissant dans le théoreme 3.1. Du théoreme
précédent, on déduit que, conditionnellement & (15), le processus

(W) = X2(0), X1 (6) — (V2 + av/T + 1))

converge en loi vers (D, H) ou D et H sont indépendants et H suit une loi exponentielle
—1/2

de moyenne 2
3.3. Loi de la décoration C : description de Aidékon, Berestycki, Brunet et
Shi

Pour tout 0 < s < ¢, notons X ;(s) la position a I'instant s de la particule qui est en
Xi(t) alinstant t. Autrement dit, X;.(-) est la trajectoire de la particule qui réalise le
maximum a l'instant . Nous nous intéressons au renversement de cette trajectoire que
nous notons Y;(+). Il est défini en s € [0, ¢] par :

Yi(s) = Xi.(t — s) — Xq(1).
Si 1 <4,5 < N(t), nous notons 7; j(t) I'instant de [0,¢] auquel les particules X;(t) et
X,

J

(17) Q(t, () = Z OX (=X (t)-

1<k<SN(t):my g (£)>t—C

(t) se sont séparées. Pour tout ¢, nous considérons le processus ponctuel suivant :

C’est, vu depuis X;(t), I'ensemble des particules a Iinstant ¢ qui se sont séparées de
X, (t) apres l'instant ¢ — (.

Aidékon, Berestycki, Brunet et Shi établissent la convergence de (Y;, Q(¢, (), X1(t) —
m(t)) lorsque t puis ¢ tendent vers l'infini. Décrivons tout d’abord 'objet limite. Pour
cela, nous commencons par définir pour tout b > 0 un processus a valeurs réels (ng))tzo.
Soient (B(t));>0 un mouvement brownien standard et (R(t));>o un processus de Bessel
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indépendant de dimension 3 issu de 0. Notons 7T le premier temps d’atteinte du niveau
b par le mouvement brownien B. Le processus I'® est défini ainsi :

B(t), site [O, Tb];
(18) r® ) =
b—R(t—Tb), SitZTb.
Nous définissons alors (Y ®)(t));>o par Y (¢) = T® — \/2t. Conditionnellement & Y

J —Y®)
nous définissons un processus ponctuel @  par

—Yy(®)
Q=4+ Y (MH+YP(@),
tex
ou x est un processus de Poisson ponctuel indépendant sur [0, +00[ de mesure d’in-
tensité 2dt et on, conditionnellement & ce qui précede, les (Ny(+))iey sont des copies
indépendantes du mouvement brownien branchant. Nous définissons alors la loi de

(Y, Q) par :

w o sase[Tas (@) )

max Q
pour tout ¢. La quantité C' est la constante de normalisation. Le processus ponctuel Q

est la décoration apparaissant dans le théoreme 3.2.
Aidékon, Berestycki, Brunet et Shi établissent le résultat suivant.

THEOREME 3.4 ([ABBS11]). —
Clim tlim (Y, Q(t,¢), X1(t) —m(t)) = (Y, Q, W) en loi

ot (Y,Q) et W sont indépendants.

4. LOCALISATION DES TRAJECTOIRES DES PARTICULES
EXTREMALES ET GENEALOGIE

Nous décrivons rapidement dans cette partie les travaux de Arguin, Bovier et Kistler
obtenus dans [ABK11a]. Ces résultats sont utilisés par Aidékon, Berestycki, Brunet et
Shi dans leur preuve du théoreme 3.2.

4.1. Trajectoires des particules extrémales

Soient ¢t > 0 et a > 0. Les fonctions U;fa et U, sont définies, pour tout s € [0, 1],
par :
s
Uf(8) = Sm{t) + min(s®, (¢ — 5)°)

et
U (s) = gm(t) — min(s®, (t — 5)%).

t,a
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Rappelons que, pour tout k < N(t), Xj+(-) est la trajectoire entre les instants 0 et
t de la particule en Xy (t) a l'instant ¢. Arguin, Bovier et Kistler établissent le résultat
suivant.

THEOREME 4.1 ([ABK11a] - Théoremes 2.2, 2.3 et 2.5). — Soit A > 0. Soit 0 < a <
1/2.

1.
lim sup P(3k < N(t),3s € [r,t —r] : Xiy(s) = U, (s)) = 0.

T—00 t237‘

2.
lim sup P(3k < N(t) : | Xi(t)—m(t)| < A et Is € [r,t—r] : Xp4(s) > Utjl/Q_a(s)) = 0.

T—00 t>3r

3.
lim sup P(3k < N(t) : | Xi(t)—m(t)| < A et Is € [rt—r] : Xpa(s) < ;1/2+a(s)) = 0.

r—00 t237’
Notons que le premier point concerne toutes les trajectoires. Il pourrait par ailleurs

étre également énoncé ainsi :

lim sup P(3s € [r,t — ] : Xi(s) > U/, (s)) = 0.

r—00 t>3r ’
C’est un controle uniforme en temps sur le maximum du mouvement brownien bran-
chant. La preuve du premier point donnée par Arguin, Bovier et Kistler repose sur
le résultat suivant de Bramson [Bra78]. Il existe une constante C' telle que, pour tout
0<y<+t:

P(X,(t) = m(t) +y) < C(1+y)* exp(—V2y).

Cette inégalité permet d’obtenir simplement un contréle uniforme sur les temps entiers.
Un controle sur tous les temps s’en déduit par des majorations grossieres.

Les deux derniers points ne concernent que les trajectoires des particules proches de
m(t) a U'instant ¢. Ils se déduisent relativement facilement du premier point qui affirme
que ces particules suivent essentiellement la trajectoire d’une excursion brownienne
en-dessous de s — (s/t)m;. Notons qu’il existe par contre, avec grande probabilité,
des particules proches de m(t/2) = im(t) + O(In(t)) a linstant ¢/2 et proches de
2m(t/2) = m(t) + O(In(t)) a I'instant t.

La forme de la trajectoire des particules extrémales peut également se comprendre
comme le résultat d’une compétition entre energie - liée a la probabilité qu'une particule
a une hauteur ¢ a un instant s fournisse un descendant extrémal a I'instant ¢ - et entropie
-liée au nombre de particules a une hauteur ¢ a un instant s.

Aidékon, Berestycki, Brunet et Shi établissent dans [ABBS11] une version légérement
différente du théoreme 4.1.
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4.2. Généalogie du mouvement brownien branchant

Rappelons que 7; ;(t) désigne I'instant auquelle les particules X;(¢) et X;(t) se sont
séparées. Dans [ABK11a], Arguin, Bovier et Kistler établissent le résultat suivant.

THEOREME 4.2 ([ABK11a] - Théoréme 2.1). — Soit A > 0. On a :
lim sup P(3i,7 < N(t) : Xi(t), X;(t) € [m(t) — A,m(t) + A] et 7;5(t) € [r,t —r]) = 0.

T—=00 t>3p

La preuve de ce théoreme repose sur les résultats de localisation des trajectoires
de particules extrémales énoncés dans le théoreme 4.1. Observons les particules a un
instant s loin de 0 et de . Les particules susceptibles de fournir un descendant extrémal
a I'instant ¢ sont situées aux environs de st~'m(t) —min(s, (t —s))'/2. La probabilité que
I'une d’entre elle fournisse un descendant extrémal a l'instant ¢ est faible. Le nombre
de telles particules est par contre élevé. Ces deux facteurs se compensent. Par contre,
la probabilité que I'une de ces particules se scinde en deux et que chacune de ces deux
particules admette un descendant extrémal a 'instant t est faible.

Techniquement, la preuve repose sur une majoration de l'espérance du nombre de
couples (i, 7) vérifiant les conditions apparaissant dans I’énoncé du théoréme ainsi que
les conditions de localisation des trajectoires.

5. PREUVES

5.1. Approches de Arguin, Bovier et Kistler

5.1.1. Equatz’ons F-KPP et mouvement brownien branchant. — Notons pour commen-
cer que si une application v est solution de I’équation F-KPP

v 10

20 i _
(20) ot 20%x tvo
alors u = 1 — v est solution de 1'équation F-KPP
ou 10%u
21 = —ul
(21) ot 20%x tu—u

Voici maintenant une version plus précise de I'observation - élémentaire et féconde - de
McKean liant le mouvement brownien branchant et les équations F-KPP.

LEMME 5.1 ([McK75]). — Soit f: R — [0,1]. La fonction v définie par

N(t)

v(t,x) = F H flz+ Xi(1))

est solution de ’équation F-KPP (20) de condition initiale v(0,-) = f.
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Explicitons v dans les cas qui nous intéresseront principalement dans la suite. Soit
¢ : R — R une fonction positive, continue et a support compact. Soit 0 un nombre réel.
Prenons pour condition initiale la fonction f définie par :

f(y) = exp(=o(—=y)) )05 (—Y)-
La fonction v associée vérifie alors :
N(t)

o(t,z) = E H exp(—¢(—2 — X (1)) l)—o5)(—2 — Xy (1)) |
k=1

N(#)
= F H exp(—o(—2 + Xp (1)) oo 5 (—2 + Xi (1)) |
k=1
= L (exp(—gb(/\/(t) - x)le(t)S(S-i-m) .
Si ¢ est constante égale a 0 et si 0 = 0 on a par exemple :
(22) v(t,m(t) +x) = P(X1(t) < m(t) + x).
L’étude de la convergence en loi de X;(t) —m(t) se ramene ainsi a celle de la convergence
des fonctions t — v(t, m(t) + =) pour tout réel x.

Si l'on considere la condition initiale f définie par f(y) = exp(—¢(—y)) alors on a
par exemple :

v(t,m(t)) = E(exp(=¢(Nm(1)))).
Etudier la convergence en loi du processus (N (t)); revient ainsi a étudier la convergence
des fonctions t +— v(t,m(t)) associées aux différentes fonctions ¢.

5.1.2. Condition initale : front borné. — Dans cette partie, nous considérons le com-
portement asymptotique des solutions de I’équation F-KPP (21) de condition initiale
g : R — 0, 1] satisfaisant :

(23) Il existe A > 0 tel que g(x) =1 pour z < —A et g(x) = 0 pour x > A.

Bramson a établi dans [Bra83] le résultat de convergence suivant, dans lequel m(¢)
est défini par (13) et ot w est la fonction de répartition de la variable aléatoire W

définie en (3).

THEOREME 5.2 ([Bra83]). — Soit u une solution de l’équation F-KPP (21) de condi-
tion initiale u(0,-) = g ot g : R — [0, 1] est une fonction satisfaisant la condition (23).
Alors il existe une constante C'(g) telle que

u(t,z+m(t)) = 1 —w(x+ C'(g)) uniformément en x lorsque t — oo.
Par (9) on a :

l-—w(x+C(g)=1—-F (exp (—C’"(g)Ze_‘/ix>>
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ot C"(g) = Cpe V20" La constante C” (g
asymptotique de la limite. En effet, par (4

peut se retrouver a partir du comportement

)
)

(24) 1 —w(z+C'(g) ~ C"(g)xe™v.

,ona:

)
Nous noterons souvent ces constantes C’(u) et C"”(u) ou u est la solution de I’équation
F-KPP (21) de condition initiale g.

Le comportement asymptotique (6) est une conséquence immédiate des résultats
précédents. En effet, par (22) et par le théoreme 5.2 (la condition initiale est définie par
9(y) =1 =1 o(—y) = Lj_,0)) On obtient :

P(Xi(t) <m(t) +z) = w(z + C'(Lj_x)))-
Ainsi, X;(t) —m(t) — C'(1)—x,g) converge en loi vers W (on a en fait C'(1j—s0)) = 0).

Bramson fournit dans [Bra83] une version plus précise du théoreme 5.2. Il donne une

condition nécessaire et suffisante sur la condition initiale g pour que u(¢,-) convenable-
ment translatée converge vers w.

Le résultat suivant est une conséquence relativement simple d’un résultat de Bramson
également obtenu dans [Bra83].

PROPOSITION 5.3. — Soit u une solution de l’équation F-KPP (21) de condition ini-
tiale u(0, ) satisfaisant la condition (23). Posons, pour tout t > r > 0 et tout x réel :
e~ V2e—V2)  poo (2= v/31))?

( r—m
Y(rt,z) = u(r,y + v2r)e S <1 —e W (t)) dy.

\/27‘(‘ t—r)

Alors, pour tout r suffisamment grand, pour tout t > 8r et tout x > m(t) + 8r, on a :

(25) V)t x) < ultyz) < 3(r)(r )

ot y(r) décroit vers 1 lorsque r tend vers l'infini.

Notons que #(r,-,-) ne dépend de u qu’a travers u(r,-). La proposition donne le
comportement de u(t, x) pour ¢t grand et x — m(t) grand. Explicitons ce comportement
dans différents régimes.

Posons :

(26) C(r,u) = \/g/ooou(r, Y+ T\/é)yey‘/idy.

Arguin, Bovier et Kistler vérifient que cette quantité est finie par comparaison de u avec
la solution explicite de I’équation F-KPP (21) linéarisée. On en déduit alors simplement,
pour tout réel x :

t3/2
lim emﬁfd}(r, t, \/ﬁt -+ .T) = C(T’, U)

S ()

2v/2
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L’encadrement (25) et le fait que « tende vers 1 permet alors d’en déduire la convergence
de C(r,u) vers un réel strictement positif C'(u),

(27) C(u) = lim \/%/000 u(r,y + r\/i)yeyﬁdy,

r—00

ainsi que la convergence suivante, pour tout réel x :
t3/2
lim e”“/i?)iu(t, V2t + ) = C(u).
t—o0 m ln(t)
Les arguments précédents proviennent de Chauvin-Rouault [CR90].

On montre similairement

e™V2
lim (.t m(t) + ) = C(r,u),
N
puis
e*V2
lim lim u(t,m(t) +z) = C(u).

r—oot—oo I

Par (24), on en déduit C(u) = C"(u). En utilisant (9) nous obtenons donc la
représentation intégrale suivante :

lim u(t,m(t) +z)=1—F (exp <—C(U)Ze*\/§x>>

t—o0
ou C(u) est défini par (27).
Nous aurons également besoin du comportement asymptotique des solutions dans le
régime suivant. Soient @ > 0 et b un nombre réel. On obtient comme précédemment le
résultat suivant :

eﬁ(aﬂ+b)t3/2

(28) lim (r, 6, V2t + avEt+b) = C(r,u)e /2.

t—o00 CIN/Z +b

Soit A un réel tel que u(0, ) < 1j_o ). En utilisant le lemme 5.1 on obtient :
u(t,z) < P(Xy(t) > x — A).

Un controle suffisamment fin sur la queue de la distribution du maximum permet d’en
déduire :
AT
lim lim sup/ u(r,y + \/ﬁr)yey\/idy =0
AINO o 0
et
lim lim sup/ u(r,y + \/ér)yeyﬁdy =0.
2,/'00  p 00 Ao/

Résumons ces propriétés avec 1’écriture suivante :

(29) C(u) = lim u(r,y + V2r)ye’2dy.

T—00 yz\/F
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Ces controles permettent notamment d’obtenir simplement le comportement de C'(u)
lorsque la condition initiale est translatée :

(30) C(u(-,-+z)) = Clu)e V.
5.1.3. Condition initiale localisée. — Certains des résultats précédents restent valides

pour des conditions initiales différentes.

PROPOSITION 5.4. — Soit ¢ : R — R une fonction positive, continue, a support com-
pact et non identiquement nulle. Notons u la solution de [’équation F-KPP (21) associée
a la condition initiale g = 1 — exp(—¢(—-)). On a :

‘ —6Nm (1)) — —Cw)2
(31) tlgéloE (e ) =E (e )
ot
2 o0
(32) C(u) = lim \/j / u(t, tvV/2 + y)ye?V2dy
t—o0 T 0

est une constante strictement positive ne dépendant que de ¢. Par ailleurs, pour tout
réel x on a :

(33) Cu(-,-+z)) = Clu)e V2"

On a enfin, avec le méme sens qu’en (29) :

(34) C(u) = lim u(r,y + V2r)ye’2dy.
" Jymyr
Cette proposition permet d’obtenir la convergence en loi du processus (N, (t));. Elle
donne également des informations sur le processus limite. Les relations (31) a (33)
s'inspirent des travaux de Chauvin-Rouault [CR90].
On a pour tout nombre réel x :

lim u(t,m(t)+2) = lim 1 — E (e*¢>(/\fm(t)f:v)) —1-F <670(u)2e*\/§z> .

t—o0 t—o0
La convergence n’est pas uniforme en x. Par symétrie, on observe en effet la formation
d’un front symétrique autour de la position —m(t).

—/2 x__l n m

- In(C(u) s’interprete ainsi comme un terme de retard de 1’onde stationnaire.

V2
La limite apparaissant dans (31) et la relation (32) permettent de donner une descrip-

Le terme

tion probabiliste du processus limite. C’est 'objet du théoreme 5.5. Cette description
fait intervenir le processus auxiliaire de la partie suivante. La relation (34) permet de
donner une description probabiliste alternative du processus limite. C’est la description
qui fait 'objet du théoreme 3.1.
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Dans la suite de cette partie, nous donnons quelques détails sur la preuve de la
proposition 5.4. Pour tout réel 4, on considere la condition initiale gs définie par gs(z) =
1 —exp(—¢(—2))1_,<s. La condition initiale gs vérifie la condition (23). Notons u; la
solution de I’équation (21) associée. La preuve est naturelle et consiste & vérifier que wug
converge convenablement vers u.

Le lemme 5.1 permet d’obtenir facilement I’encadrement suivant :
(35) us(t, ) = P(Xa(t) > 6+ x) < ult,x) <us(t, x).
Ainsi :

C(t,us) — C(t, 1)—e,—g) < C(t,u) < C(t, us).
En prenant la limite en ¢ et en § et en utilisant (30) on obtient :
fm Ol w) = Jim Jim O, ua),
c’est-a-dire, en appelant C'(u) la premiere limite :
C(u) = lim C(us).
d—00
Notons que § — C(us) est croissante. La relation (33) se déduit alors de (30). L’enca-
drement (35) permet également d’obtenir :
us(t, m(t) +x) — P(Xq(t) > m(t) + x +0) < u(t,m(t) +x) <us(t, m(t) + ).
En prenant la limite en ¢ puis en ¢ dans I’encadrement, on obtient :
li{nu(t,m(t)er) = l—lignE (exp (—C’(u(;)Ze_\/ix)) =1-F <exp (—C(U)Ze_‘/i“”)) :
Si C(u) était nul, alors la limite précédente serait nulle pour tout nombre réel z. Or :
u(t,m(t)+z)=1—F (e—¢(/\fm(t)—w)) >1-F (e—¢(X1(t)—M(t)—w)) .

La convergence en loi de X;(t) — m(t) permet de conclure que C'(u) est non nul.

5.1.4. Processus auziliaire. — Arguin, Bovier et Kistler introduisent un processus auxi-
liaire (TI(¢)); et montrent qu’il admet la méme limite que (N,,(t)):. Ce processus est
défini de la maniere suivante. Soit 17 un processus de Poisson ponctuel sur R de mesure
d’intensité

2
—(—x)e_ﬂxl},m,o[(x)dx.
T
Conditionnellement & 7, on se donne une famille (NV}),e, de copies indépendantes du
processus (Ny(t)); défini par

No(t) = N(t) — V/2t.
Le processus ponctuel n et la famille (NJ),e, sont indépendants de Z. Le processus
auxiliaire est défini par :
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Rappelons que le maximum du processus N, converge presque stirement vers —oo.
Le processus II(t) converge néanmoins vers un processus ponctuel non trivial. Plus
précisément, Arguin, Bovier et Kistler établissent le résultat suivant :

THEOREME 5.5. — Les processus (I1(t)), et (N(t)): convergent en loi vers la méme
limite.

L’étude du comportement asymptotique de N,,(t) via U'introduction de ce processus
auxiliaire se rapproche par certains aspects de la cavity method introduite par Parisi et
ses coauteurs [MPV87]. Nous renvoyons a [ABK11b] pour plus de détails.

Montrons ce résultat. Soit ¢ : R — R une fonction continue, positive et a support
compact. Notons u la solution de 1'équation F-KPP (21) associée a la condition initiale
1 —exp(—¢(—-)). Rappelons que 'on a :

u(t,y)=1—E (ef¢>(fy+N(t)))
et donc :

1 — QT iIl
u <t,—$+\/§t—ﬁln2) = 1—E<e Ptz InZHN(D) |Z>.

En utilisant ce qui précede, des conditionnement successifs et en utilisant la forme de
la transformée de Laplace d’un processus de Poisson ponctuel on obtient :

BTy = E (exp (- /(; u (t, —z + V2t — % In Z) \/g(—x)eﬂxdx>> :
- B <eXp (—/O (t T4+ V2t — \}§an) \/gxeﬁxdx>> :

En utilisant la proposition 5.4 on obtient alors :

tli,I?oE (eﬂb(H(t))) , = F (exp ( (u ( — % In Z)))) )
= E(exp(—ZC(u))),
= lim F ( $Nm (1)) )

t—o00

ce qui conclut la preuve.

5.1.5. Preuve du théoreme 3.3 et des deux derniers points du théoréeme 3.1. — Com-
mencons par donner les grandes lignes de la preuve du théoreme 3.3. Soient a > 0
et b € R. Soit ¢ : R — R une fonction continue, positive et a support compact. On
s’'intéresse au comportement en grand temps de :

E (67¢(N(t)7(\/§t+a\/z+b)) Xi(t) — (\/Qt + aVt + b) > 0) .

Pour § > 0, on commence par étudier :

L(t) = B (oW OBV g (X, (1) = (V2E+avE+B) [Xi (1) = (V2t+avE+ ) > 0).
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On peut écrire

1 —ug(t, V2t +avt+b) 1 —u(t,V2t+ayt+b)
us(t, V2t +avE+b)  us(t, V2t +avi+b)
wy(t, V2t + avt+b)  ug(t, V2t +avt +b)
us(t, V2t + avVE+b)  us(t, V2t + av/i+b)

ol uj,us et ug sont les solutions de 1'équation F-KPP (21) associées aux conditions

initiales f1, fo et fs définies par fi(y) = 1 — exp(—d(—y))j—co,0(—¥), f2( ) =1-—
exp(—o(—¥)) -5 (—¥y) et f3(y) = 1 — 1j_0/(—y). En utilisant (25) et (28) on en

déduit : ' C(f) — C(f2)
R (A

Notons que 'on ne peut avoir C(f;) = C(f2), car sinon on aurait :

L) =

lim wy (t, m(t)) = Um uy(t, m(t))
t—o0 t—o0
et donc, en faisant la différence :

lim E (e”®NO=mO) 15, 0(X:(t) — m(t))) =0,

=00
ce qui est exclu compte-tenu du comportement du maximum et de N'(¢) — m(t). Ainsi,
L(t) converge vers un réel strictement positif qui ne dépend pas du choix de a et de b.

La loi du maximum de N () —(v/2t+a+/t+b) conditionnellement & la stricte positivité
de ce maximum s’étudie de maniere similaire, ce qui permet de conclure 'argument de
troncature et la preuve du théoreme 3.3

Dans la fin de cette partie, nous démontrons les deux derniers points du théoreme
3.1. Soit ¢ : R — R une fonction continue, positive et a support compact. Notons u la
solution de I’équation F-KPP (21) associée a la condition initiale 1 — exp(—-). Par la
proposition 5.4 on a :

(36) lim E (e ¢Wn0) = f (e-#Cw)

t—o00

= thm \/7/ u(t, V2 + Y)Yy ey\[dy
— 00

En utilisant (34) on obtient :

2
C(u) = lim \/j u(t, tvV/2 + y)ye?V2dy,
t—o0 T yz\/f

— tlim\/g / E (1= exp (—¢(Ne(t) — y)))ye"?dy.
e yVi

Soit B un réel tel que ¢ < 1ip oo On a alors 1 —exp(—@(Ny(t) —y)) =0siy < B. En
écrivant

E(1— W) = (1 _ W) —y)

ou

Xi(t) = V2t —y > B) P(X\(t)—2i—y > B)



1067-19

et en utilisant le résultat énoncé a la suite du théoreme 3.3 on obtient :

2
Clu) = lim E(1—exp(—¢(D+ H + B))) P(X1(t) — V2t —y > B)y/ Zye¥?dy,
—00 yz\/z T
2
= E(l-exp(=¢(D+ H + B))) lim P(Xi(t) — V2t —y > B)y/ —yeVdy.
T Syt T

En utilisant (29) pour la solution de 'équation F-KPP (21) associée a la condition
initiale 1)_, _p[ on obtient :

o 2
Cu) = E(l—exp(—¢ (D+H+B)))tlim P(X1(t) — V2t —y > B)y/ ZyeV¥dy
— Jq ™
= E(l—exp(=¢(D+ H + B))) C(1lj—cc,5)-
En utilisant (30) et le fait que H suit une loi exponentielle de moyenne 27/2, on obtient

finalement :
C(u) = C(Lj—soy) / (1—exp(—¢(D+v))) V2e V2,
R
De (36) et de ce qui précede on déduit les deux derniers points du théoreme 3.1.

5.2. Approche de Aidékon, Berestycki, Brunet et Shi

5.2.1. Normalisation. — Pour exposer I'approche de Aidékon, Berestycki, Brunet et
Shi nous préférons reprendre leur normalisation. Dans la suite, le mouvement brownien
a une variance o2 = 2, une dérive p = 2 et le temps d’atteinte avant fission est toujours
de moyenne 1. Par ailleurs, nous nous intéressons au minimum et au processus vu depuis
son minimum. Ces normalisations sont telles que :

N () N ()
E(> Xit) | =tet B> Xp(t)e O | =o0.
k=1 k=1

Nous conservons le nom des objets introduits précédemment, méme si les définitions
different parfois légerement. Ainsi, nous notons X;(t) < Xy(t) < --- < Xy les posi-
tions des particules classées par ordre croissant. On dispose de la convergence en loi de
Xi(t) —m(t) vers une variable aléatoire W ou

m(t) = ;ln(t).

La fonction de répartition de la variable aléatoire W vérifie :
(37) PW <) ~vpy oo —Cpze®.

La martingale (Z(t)), est définie par :
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La martingale converge presque siirement vers une variable aléatoire strictement positive
Z. Le processus (N (t)); est défini comme précédemment. Le processus (Nz(t)); est défini
par :

Ny(t) = N(t) — (m(t) — In(C,2)).

On note X;,(-) la trajectoire de la particule qui réalise le minimum & l'instant ¢.
Le renversement Y;(-) de cette trajectoire, les instants de fissions 7; ;(t), le proces-
sus ponctuel Q(t,() et la famille de processus (I'®)), sont également définis comme
précédemment.

On pose YO () = —¢T'®. Conditionnellement & Y® nous définissons un processus
—y(b)
ponctuel QY par

" =6+ Y (W) + YO )

tex

oul x est un processus de Poisson ponctuel indépendant sur [0, +00[ de mesure d’in-
tensité 2dt et on, conditionnellement & ce qui précede, les (Ni(+))iey sont des copies
indépendantes du mouvement brownien branchant. Nous définissons alors la loi de

(Y, Q) par :

(38) E¢(Y,Q) = C /0 " e (<b (Y“”,@Y(b)) 1 20)

min Q

pour tout ¢ ou C' est la constante de normalisation.

Aidékon, Berestycki, Brunet et Shi établissent les résultats suivants.

THEOREME 5.6 ([ABBS11]). —

lim lim (Y3, Q(¢, (), Xi(t) —m(t)) = (Y, Q, W) en loi

{—o0 t—00

ot (Y, Q) et W sont indépendants.

THEOREME 5.7 ([ABBS11]). —  — Le processus (Nz(t), Z(t)) converge en loi vers
(Nz, Z) ot Nz est un processus ponctuel indépendant de Z.
— Le processus Nz a la méme loi que le processus

ot Pz est un processus de Poisson ponctuel d’intensité exp(x)dx et ou, condition-
nellement a Pz, (Cy)zep, est une suite de copies indépendendantes du processus Q
apparaissant dans le théoreme précédent.
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5.2.2. Preuve du théoreme 5.7 a partir du théoréeme 5.6. — Pour tout k > 1, on note
‘H;. I'ensemble des particules qui sont les premieres de leur lignée a atteindre le niveau
k. Cet ensemble est presque strement fini. Notons Hj, son cardinal et posons :

Zk = ke_ka.

Le processus (Zy), est la martingale (Z(t)); regardée le long de lignes d’arréts
différentes. La suite des Z; converge également presque strement vers Z. Si u est un
élément de Hy, et si t est suffisamment grand, on note X 1@) (t) la position de la particule
la plus basse a l'instant ¢ parmi celles qui descendent de wu.

Posons, pour tout ¢ assez grand :

Pio= 2 Oy —m(t) +(CuZy),

uEH

En utilisant la propriété de branchement du mouvement brownien branchant, le fait
que m(t + ¢) — m(t) converge vers 0 pour tout c et le fait que X;(¢) — m(t) converge
vers IV, on obtient la convergence de Py, vers :

Proo= D Oww +k+1In(CuZy)
u€EH
ou, conditionnellement a F,, les W (u) sont des copies indépendantes de 1.

En utilisant (37) et des résultats classiques de la théorie des valeurs extrémes, on
obtient facilement la convergence en loi de

Z Ow(wy + (In(Hg) + In(In(Hy)) + In(Cy))
UEH

vers un processus ponctuel de Poisson y sur R de mesure d’intensité edx. En utilisant
la relation Hy, = k~'e*Z;, on obtient le comportement presque sir suivant :

In(Hy) + In(In(Hy)) = In(Zy) + k + ox(1).

En combinant les deux derniers résultats, on obtient la convergence en loi de P}, vers
le processus de Poisson ponctuel y.

Pour tout u € Hy, tout ¢ > 0 et pour ¢ suffisamment grand, notons QE,HC) le processus

ponctuel - vu depuis X 1(u) (t) - des descendants de u qui se sont séparés de X 1(u) (t) apres
I'instant ¢ — ¢. Définissons de la méme maniere Q. a partir de Q (Q ne contient pas
d’information sur la généalogie, mais on peut définir Q. en reprenant la construction

de Q).
Fixons n > 0. Considérons ’évenement défini par les deux conditions suivantes :
1. Si X;(t) <2net X;(t) € [-2n,2n] alors 7, ; & [(,t —(].
2. Aucune particule n’atteint le niveau k£ avant I'instant (.

3. Ona |In(Cy2)| <n.
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Une légere variante du théoreme 4.2 permet de s’assurer que cet évenement est de
probabilité proche de 1 pour un bon choix des parametres. Si cet évenement est vérifié,
on a, pour t suffisamment grand :

NZ}[*M] - Z (Q;UC) + Xl(j? —m(t) + ln(CwZ))

s ‘[*nm] .

Conditionnellement a Fy, , les QS? et les Xl(f? —m(t) + In(C,Zy) sont indépendants.
En faisant dépendre convenablement ( de k, en faisant tendre t vers 'infini puis &k vers
I'infini, en utilisant la convergence de Py, et de Py et le théoreme 5.6 puis en faisant

tendre 1 vers l'infini, on obtient la convergence en loi de Nz vers Q.

5.2.83. Décomposition en épine dorsale. — Considérons F' une fonction raisonnable de
C(]0,t],R) dans R. Rappelons que X}, désigne la trajectoire sur [0,¢] de la particule
en position X(¢) a l'instant ¢. On a :

N(t)
E ZF(XM) = E(N(t))E(F(cB(s)+2s,s € [0,t])) = ¢'E(F(cB(s)+2s, s € [0,]))

ol B est un mouvement brownien standard. Un changement de mesure via la formule
de Cameron-Martin permet d’éliminer la dérive et le facteur e’. On obtient :

N(t)
E (Y F(Xy) | =E(F(eB(s).s €[0.1])).

On peut en réalité faire un changement de mesure pour le mouvement brownien bran-
chant lui-méme. Le processus sous la nouvelle mesure admet une description probabiliste
agréable. Détaillons cela. On définit une martingale (M (t));>0 en posant :

N(t)
M(t) =) e X0,
k=1
Cette martingale converge presque surement vers 0. Notons (F;); la filtration naturelle
du mouvement brownien branchant. Soit () la mesure de probabilité sur F,, telle que,
pour tout t > 0 :
Qur. = M(t).P7,.
Chauvin et Rouault ont fourni dans [CR88] la description suivante du processus sous
la mesure de probabilité (). Une particule initialement en 1’origine évolue suivant un
mouvement brownien sans dérive et de variance o2 = 2. Cette particule est I’épine
dorsale du processus. Avec un taux 2, I’épine dorsale donne naissance a une particule
qui évolue suivant un mouvement brownien branchant de loi P (branchements a taux

1 et mouvement brownien de dérive p = 2 et de variance o? = 2). Par ailleurs, si
=(t) € {1,..., N(t)} désigne I'indice de I’épine dorsale a I'instant ¢, on a, pour i < N(¢) :
—Xi(t)
e

Q(EQ) = i[F) =

M(t) "
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Si par exemple F'(X; ;) est une fonction de la trajectoire X () sur [0,¢] de la particule
qui réalise le minimum a l'instant ¢, on vérifie facilement :
N(t)
Ep(F(X14) = Ep F(Xp) =1 |
k=1

(t)
1
Q A[(t) ;Z (*<k,t) k=1 )

— EQ (eXE(t)(t)F<XE(t)7t)15(25):1) .

Ce type de formule est connu sous le nom de many-to-one formula. L’égalité =(t) = 1 est
vérifiée lorsqu’aucun des minima des mouvements browniens branchants créés le long
de la trajectoire de I’épine dorsale n’est, a I'instant ¢, sous Xz (¢). Mais les instants
de créations de ces mouvements browniens branchants forment un processus de Poisson
ponctuel sur [0, t] de mesure d’intensité 2dt. Par ailleurs, si s est I'un de ces instants, la
probabilité que son minimum soit a I'instant ¢ sous Xz (t) est (conditionnellement &
la trajectoire de I’épine dorsale et aux temps de branchement sur cette épine dorsale) :

Grs(Xz@(t) — Xz (s))
ol, pour tout ¢t > 0 et tout x € R :
Ainsi, le nombre de mouvements browniens branchants créés dont le minimum est sous

Xz (t) a l'instant ¢ suit, conditionnellement a la trajectoire de I’épine dorsale, une loi
de Poisson de parametre 2 f(f Gi—s(Xz@)(t) — Xz@)(s))ds. Par conséquent :

Ep(F(X14)) = Eq ((BXEW('f)l*ﬂ(XE(t),t)e_2 Iy GH(XE“)(t)_XE(‘)(S))dS> .

Notons (B(t)); un mouvement brownien standard. La trajectoire de 'épine dorsale étant

2

un mouvement brownien sans dérive de variance ¢“ on obtient finalement :

(39)  Ep(F(X.,) = B (PO F(0B(s), s € [0, 1)) 2k orleBO-oBN)

5.2.4. Preuve du théoréme 5.6. — Soit Fy une fonction raisonnable de C'(R,R) dans
R. Si X est une fonction continue de [0, t] dans R, F3(X) est I'image par F de la fonction
définie par s — X (min(t, s)). Soient Ay,..., A, des sous-ensembles boréliens de R et
ag, . .., o, des nombres réels. Soit enfin 7 > 0. Nous nous intéressons au comportement
asymptotique de I(z,t,() défini pour un parametre z > 0 et pour ¢t > ¢ > 0 par :

I(z,t,() = E <1A(X1,t)F1(Yt(8), s € [0, C]))e_Z?:l‘”QW(A”1|X1(t)fm(t)\97> '

Une trajectoire X : [0,t] — R appartient a A si :
— Ona X(s)>a(s) pour s € [0,t —(] ona(s) = —x pour s < t/2et a(s) =m(t) —z
pour s > t/2.
-~ OnaX(s)— X(t) > —zpour s € [t —(,tl.
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- Ona X(t—¢)—X(t) € [¢"°,¢*7).

— Le minimum de X sur [t/2,t] est atteint en un point de [t — x,¢].
Avec une probabilité abitrairement proche de 1 pour z,( et ¢ suffisamment grands, on
a Xi(t) —m(t) € [-n,n] ou X, € A. C’est un résultat semblable au théoreme 4.1.

Notons Ec(fg I'espérance sous laquelle B = (B(s))sc[04 est un pont brownien de lon-
gueur t entre a et b. Posons

Gila)=1-FE (67 Z?:lailAi(N(sH)1min/v(s)fazo) '

Notons que, si tous les «; sont nuls, on a Gi(a) = P(minN(s) —a < 0) = Gs(a).
Un raisonnement semblable & celui menant a (39), un renversement de trajectoire -
remplacement de B = (B(s))seo par le processus de méme loi B = (B(t) — B(t —
5))scf0,4)) - puis un conditionnement /déconditionnement par la valeur de o B(t) permet
d’obtenir :

I(z,t,¢) = % / " P(oB(t) € m(t) + d2)em O I (z, 1, ¢, 2)
-n
ou :

J(x,t,¢, 2) = tE

,o~ L (m(t)+2

(14(oB)Fi(0B)e> I Grlomtez [ Geloboyie)

En explicitant la densité de la loi de 0 B(t) et en exploitant le fait que les z pertinents
appartiennent a un intervalle borné, on obtient :

(40) I(x,t,¢) ~ioo t?’% /: e D= J(2,t,¢, 2)dz = C’/j7 eJ(x,t,(, z)dz

ou C est une constante qui change de ligne en ligne. Il reste a étudier le comportement
asymptotique de J(x,t,(, z) pour z dans [—n,n]. Pour cela, on applique la propriété de
Markov au pont brownien a l'instant (. Rappelons que nous avons renversé la trajectoire,
cela correspond donc au temps réel ¢t — ¢. Notons ¢ I'instant ol (B(s))scjo,c] atteint son
maximum. On obtient, toujours en exploitant le fait que z appartient a un intervalle

borné :
7(1/3

J(x,t,(,2) ~ieo / K(z,¢,w)L(x,t,(, 2, w)P(cB; € dw),
,<2/3

ou
—2 (S G*(o s
K(@,¢w) = B, (LobzescnalosaFi(0B(s), 5 € [0, (e 2 G3ioBi)
et ou
- —9 [t=¢ w+oBs)ds
L(z.t, ¢, 2,w) = tEéfog(m(tHz—w) (1‘73(1?—()—ffB(t—C—s)Za(S),se[Ovt—C]6 2o GorclrotoB)d ) '

Aidékon, Berestycki, Brunet et Shi montrent alors que L(z,t, (, z, w) converge lorsque
t tend vers l'infini et que cette limite vérifie, uniformément en ¢ :

(41) tlim L(z,t,(, 2z, w) ~pyoo |w|p(z, 2)
—00
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pour une fonction ¢ explicite. On peut alors en déduire, en utilisant le fait que les w
pertinents appartiennent & l'intervalle [—(2%/3, —(1/3]
741/3

fim St 62) = [ K@ G wlulels, ) PoB € du).
—00 _CQ/S

On peut alors montrer :

(42)

—1

lim lim J(z,t,(, 2) = ¢(z, z)cr/ E (Fl(af(b)(s), s> 0)e 2o Gz((’ng))dSITbe> db.
0

{—oo t—00

On conlut la preuve en revenant a (40) et laissant tendre x vers l'infini.

La relation (42) s’obtient par des décompositions de trajectoires du mouvement brow-
nien. L’obtention de la relation (41) est plus délicate. Des arguments semblables a
ceux menant au théoreme 4.2 sur la généalogie permettent de limiter l'intégrale sur
[0,t — (] intervant dans I'exponentielle & une intégrale sur des ensembles de la forme
[0, M]U[t—(— M, t—(]. Lorsque w tend vers —oo, I'intégrale sur [0, M| devient triviale.
Apres retournement du temps, l'intégrale sur [t — ( — M, t — (] s’écrit :

/M Gi_s(m(t) + z + o BY(s))ds

ou la loi de B(t)(s) est, asymptotiquement en ¢, celle d'une mouvement brownien
standard. La convergence de l'intégrale se déduit alors de la convergence en loi de
Xi(t) — m(t). Nous renvoyons aux sections 7, 8 et 9 de [ABBS11] pour les détails des
preuves de (41) et (42).
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