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SUR L’APPLICATION DES PERIODES D’UNE VARIATION DE
STRUCTURE DE HODGE ATTACHEE AUX FAMILLES
D’HYPERSURFACES A SINGULARITES SIMPLES.

PHILIPPE EYSSIDIEUX, DAMIEN MEGY

RESUME. Soit n € N* un entier positif pair et d un entier positif. Pour toute
famille complete Z d’hypersurfaces de P*+1! de degré d & singularités isolées de
type A-D-E, nous construisons d’apreés une idée de Carlson et Toledo reprise
dans [Sim93, Mé12] un champ de Deligne-Mumford Z d’espace de modules
Z auquel la représentation de monodromie de la famille se prolonge. Nous
étudions 'application de périodes associée et montrons un théoréme de To-
relli infinitésimal le long des strates isosingulieres de Z sous des hypotheses
de transversalité. Enfin, nous appliquons ce résultat a ’étude du revétement
universel de Z.

Dans [Sim93] est décrite une classe de surfaces projectives algébriques S munies
de Q-Variations de Structure de Hodge Vg qui sont intéressantes du point de vue
de la théorie de Hodge non-abélienne : (S, Vg) ne peut pas s’exprimer par tiré en
arriere a partir de systemes locaux sur des courbes, variétés abéliennes ou espaces
localement symétriques hermitiens. Ce sont des exemples particulierement intéres-
sants pour l'uniformisation en plusieurs variables complexes (voir [Eysl1] pour un
survey récent) et 'un de nous a généralisé cette construction jusqu’en dimension 6
et a entamé 1'étude cohomologique de ces exemples [Mé12]. La conjecture de To-
ledo stipulant que H?(m(S), Q) # 0 n’est décidée dans cette classe d’exemples que
dans certains cas [Mé12]. La motivation initiale de ce travail est d’étudier pour
cette classe d’exemples ’autre probleme ouvert général de I'uniformisation en plu-
sieurs variables complexes, c’est & dire la conjecture de Shafarevich prédisant que
le revétement universel d’une variété projective algébrique complexe est holomor-
phiquement convexe (cf. [Eysll] pour la définition de la convexité holomorphe et
une discussion du probléme).

Décrivons la construction de [Sim93, Mé12] qui reprend une idée de Carlson et
Toledo. Dans ce qui suit X désigne une variété projective complexe connexe de
dimension n + 1, n > 1, L un faisceau inversible tel que |L| n’a pas de point base.
Soient X C |L| x X U'hypersurface universelle et p; : X — |L| la projection sur
le premier facteur. Si f € H°(X,L) — {0}, on note Xy = {z € X | f(z) = 0} et
[f] € | L] le point correspondant. Définissons 1'ouvert de Zariski U(0) := U(X, L)(0)
comme le lieu des [f] € |L] tels que Xy est une hypersurface lisse et notons D :=
|L| — U(0) le lieu discriminant. On pose X' (0) = p; 1 (U(0)). Sur U(0), on construit
le systéme local de monodromie R"p1.Qx o) L. On désigne par Vi (o) le conoyau
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1. Pour tout espace T et tout groupe A, Ar désigne le faisceau des fonctions localement
constantes sur T a valeurs dans A. Plus généralement si W est un systeme local sur T" et ¢ :
T’ — T une application continue, on note Wrs = ¢*Wr,. De méme, pour X — T une application
continue, on note Xp/ = X xp T’.
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2 PHILIPPE EYSSIDIEUX, DAMIEN MEGY

du morphisme H™(X,Q) ® Quy — R"p1:Qx(0). On a, par le théoreme de semi-
simplicité, un isomorphisme R"p1.Qx ) =~ Vo) ® H"(X,Q) ® Qu (o). Fixons une
fois pour toute un élément général fye, € H°(X, L) et prenons 1 := [fzen] € U(0)
comme point base.

Supposons désormais que n est pair. Le systeme local Vi (g est le produit ten-
soriel par Q d’un systeéme sous jacent & une Z-Variation de Structures de Hodge
de poids n dont la polarisation est orthogonale et la fibre en n est H?, (X,,Q) :=
ker(H™(X,,Q) — H"(X,Q)). On note par

p mU(0)1) = O(HL (X, Q). [ ~U-)
n
la représentation d’holonomie du systeme local Vi (q).

Introduisons U := U(X,L) C |L| Vouvert de Zariski formé des hypersurfaces
n’ayant que de singularités isolées et de type A-D-E. Evidemment, U(0) C U. Nous
construisons un champ algébrique de Deligne-Mumford U:=0U (X, L) séparé et
propre sur son espace de module U contenant U(0) comme un ouvert de Zariski
de sorte que, le morphisme surjectif 7 (U(0),n) — m(U,n) (voir [Noo04, Noo05]
pour les groupes d’homotopie des champs topologiques) associé a I'inclusion de U (0)
dans U a un noyau contenu dans celui de p. La représentation p descend alors a
une représentation

pim (@) 0= OUHL(X, @), [ —u-).
n
apparaissant comme ’holonomie d’une Q-Variation de Structures de Hodge polari-
sée de poids n (Vz, F,S) sur U. L’image I" de p est la méme que celle de p et par
un théoréme classique de Beauville [Bea86], c’est un sous-groupe arithmétique du
groupe orthogonal G = O(H” (X,,R), an —U-).

On note par D := G/U le domaine de Griffiths attaché a (Vz, F, S) [Gri73], U
étant le sous-groupe qui stabilise la structure de Hodge sur H, (X,;, Q). On rappelle
que D a une structure naturelle de variété complexe homogene naturelle et porte
une distribution holomorphe horizontale G-équivariante. L’action de I' sur D est
proprement discontinue et le champ quotient [I'\D] est un orbifold complexe. L’ap-
plication des périodes de (Vﬁ, F,S) définit une application holomorphe horizontale
de champs complexes analytiques p : U— [C\D].

Pour toute variété Z propre sur U (ce qui existe avec dim(Z) < c¢), on peut
construire un revétement Galoisien fini Z/ — Z de groupe G étale au dessus de
U(1)NZ et un morphisme [G\Z’] — U ce qui fournit un systeme local G-équivariant
Vz/ qui est sous jacent & une Q-VSH G-équivariante sur Z’. Plus généralement pour
tout morphisme F : Y — U avec Y projective-algébrique Vy := F*(V5, F,S) est
une Q-VSH d’application de périodes p o F'. Pour plus de détails sur ces exemples,
diverses généralisations et une étude cohomologique de Vp, si P C |L| est un espace
linéaire générique de dimension < 6 voir [Mé12].

Soit k € N. L’ensemble U (k) C |L| = PH(X, L) des hypersurfaces X; := {f =
0} & singularités simples de nombre de Tjurina total 7(f) inférieur ou égal & k est un
ouvert dont le complémentaire a codimension ¢ > min(7, k) deés que L est k-ample.

On a U(0) C U(k) C U et on note [ﬁ_k/) = U xy U(k). Cest un sous champ de U
d’espace de modules U (k)
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Le principal résultat de cet article est un théoréeme de Torelli infinitésimal. Pour
I’énoncer, nous avons besoin d’une définition. Si Z C Ox est un idéal cohérent, on
note px (Z) = min{m, h'(X,Z(m)) = 0}. D’autre part, on note Hj, I'’ensemble des
idéaux cohérents dont le cosupport est un sous schéma artinien de longueur < k,
et qui sont localement des idéaux jacobiens de singularités isolées simples. Alors
supze r, Px(Z) < oo. On note s;(X) ce supremum.

Theoréme 1. Si X = P n > 2 pair, et L = Ox(d) et k € N vérifie d >
n+ 3+ s (P, Uaction de PGL(n + 2) sur |L| se reléve a U en préservant les
l/]_(\k/) et la différentielle de la restriction de 'application de périodes de V5 a chaque
strate Ei/k) —U(k —1) a pour noyau le tangent de l’orbite de PGL(n + 2).

On a so(P"1) = s1(P"1) = 0, so(P™*!) = 2. Nos bornes ne sont pas optimales.
Si les surfaces quintiques avec un nceud sont obtenues par notre théoréme, ce dernier
est vide pour les surfaces quartiques a singularités simples alors que Torelli infini-
tésimal est bien connu dans ce cas. L’obtention de bornes optimales nécessiterait
des arguments nettement plus fins non développés ici.

—_—

Corollaire 2. Sous les hypothéses précédentes p : [PGL(n+2)\U (k)] — [I'\D] est
finie.

Le résultat avec k = 0 est un résultat classique de Griffiths [Gri69]. La preuve du
théoreeme 1 repose sur le calcul de la différentielle de 'application de périodes pour
des hypersurfaces nodales issue du travail fondamental [DimSa06] et de I’étude de
leur filtration de Hodge dans[DiSaWo09]. Nous étendons une partie des résultats
de ces articles aux hypersurfaces a singularités simples. Cette extension effectuée,
I’énoncé de type Torelli infinitésimal repose sur une variante donnée au lemme
3.2.1 du théoreme de Macaulay pour des hypersurfaces a singularités isolées quasi-
homogenes, exactement comme dans [Voi02]. Techniquement, nos résultats sont
complémentaires de ceux de [DimSt11, Dim12] qui ne considérent pas la question
de Torelli infinitésimal. 2

Une généralisation du théoreme de Griffiths sur les intégrales rationnelles don-
nant une interprétation de la différentielle de I'application de périodes comme opé-
rateur de multiplication pour les directions transverses aux strates isosingulieres ne
semble pas avoir été considérée de fagon systématique dans la littérature. De méme
il est probable que le théoréme 1 se généralise pour X quelconque pourvu que L soit
assez ample mais la encore nous n’avons pas trouvé de référence dans la littérature.
Nous laissons ces questions pour de futures recherches.

L’application & la conjecture de Shafarevich est immédiate en utilisant une
construction de [Eys97, Eys04] :

Corollaire 3. Hypothéses et notations comme au théoréme 1. Soit Z une variété

projective lisse et f : Z — U(k + 1) un morphisme fini. Alors le revétement univer-
sel de Z est une variété de Stein.

Dans le cas ou f est génériquement fini, I’étude de la conjecture de Shafarevich
semble beaucoup plus délicate et nous ne savons pas non plus la décider dans tous
les cas.

2. Alors que nous finissions de rédiger ce travail, A. Dimca nous a signalé que le lemme 3.2.1
résultait de [DimSal2] qui traite le cas plus général des singularités isolées quelconques, moyennant
une traduction qui n’est pas si évidente pour nous. Notre preuve demandant moins de technologie
et restant assez courte, nous avons donc préféré la conserver.
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Nous tenons a remercier D. Barlet, N. Borne, M. Brion, A. Dimca, S. Druel, L.
Gruson, C. Peters, C. Voisin, M. H. Saito et tout particulierement A. Otwinowska
pour d’utiles remarques sur les questions traitées ici.

1. STRUCTURE ORBIFOLD SUR U(k) ET PROLONGEMENT DE LA
REPRESENTATION DE MONODROMIE

Soit X une variété projective lisse complexe de dimension impaire n + 1, L un
fibré en droites sans point base sur X, et f € HY(X, L)—{0} telle que ’hypersurface
{f =0} := X n’ait que des singularités isolées. Soit ¥ C Xy le sous schéma artinien

de X de support X ;™ défini par 'annulation du premier jet de f. La longueur de
%, i.e. le nombre de Tjurina total 7(f), est défini par la relation

T(f) = Z Tp(f) = Z dim(Os p).

Pel3| pPes

Choisissant des coordonnées locales et une trivialisation locale de L et notant fp
la fonction qui définit f dans ces coordonnées, on voit que Os; p est isomorphe &
'algebre de Tjurina Ocn+1 o/ (fp, g’;‘l’ ey %ﬁl).

Soit k € N, et U(k) C |L| l'ouvert de Zariski constitué des [f] € L tels que Xy
n’ait que des singularités isolées, simples (autrement dit de type A-D-E), et telles
que 7(f) < k. OnaU(0) CcU() C...Cc U = U,U(k). Remarquons que U est

non vide puisque Pouvert U(0) des [f] tels que Xy soit lisse est non vide par Bertini.

Dans la suite de cette section, on introduit (1.1) un champ de Deligne-Mumford
muni d’une variation de structure de Hodge. Dans certains cas (1.3), ce champ est
également muni de I'action d’un groupe algébrique, et la variation de structure de
Hodge descend au champ d’Artin quotient.

1.1. Compléments a la construction de [Mé12]. Cette construction peut se
reformuler et s’étendre comme suit :

Proposition 1.1.1. Soient X, L et U comme ci-dessus. Il existe un champ de

Deligne-Mumford U = U, U(k) compactifiant U(0) et fini sur son espace de modules
U, tel que la représentation de monodromie de m1(U(0)) se prolonge a p := p(x,r) :
(U, n) — O(H"™(X,,Q)) oun e U(0) est un point base arbitraire.

Preuve:

Soit f € H°(X, L) tel que 'hypersurface X5 C X soit a singularités isolées.
Tout voisinage de [f] dans PH?(X, L) induit une déformation de X et donc, pour
chaque singulier P € |X|, une déformation du germe singulier (X¢, P). On en déduit
un morphisme de germes

(L) = [ Def(x;.P)

Pe|x|

ou Def(Xy,P) est la base de « la » déformation miniverselle de la singularité
isolée d’hypersurface (Xy, P). Il est connu que dans ce cas, cette base Def(Xy, P)
est lisse, et naturellement isomorphe a un voisinage de 0 dans l’espace vectoriel
Os, p. La déformation (X x |L|,P x [f]) D (X,P x [f]) = (IL|,[f]) est induite
par la déformation miniverselle [Loo84, Ch. 6]. En particulier les éléments de |L|
proches de [f] singuliers prés de P sont ceux que A envoie dans le discriminant de
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Def(Xy, P). En choisissant une trivialisation de L p de fagon adéquate, I'application
A a pour différentielle I’application d’évaluation des jets aux points singuliers de X :

ev[f] = @ evp : T[f]|L| — @ Oz,p KOy L
Pels| Pelx|

qui provient par quotient de 'application naturelle H°(X, L) — H%(X, L ® Osy).
Stratification par le nombre de Tjurina.

Soit k € N. Posons Z(k) = U(k) — U(k — 1) et supposons [f] € U(k). Z(k) est
localement fermé dans U. Pour | < k le germe (Z(k), [f]) se laisse décrire comme
I'image réciproque par A de la réunion sur toutes les partitions de [

1= > Ip
Pelx|
de [[pejs) Zu(lp) ot Zy(lp) C Def(Xy, P) est le lieu des germes de nombre de
Tjurina égal a Ip.

Si eviy) est surjectif, A est équivalent a la seconde projection du produit (Z(k), [f]) x
[Tpepsy Def(Xy, P) [Loo84, Ch. 6] et la stratification U(k) = Uf:o Z(l) est de
Whithney en [f] puisque c’est le cas pour la stratification par les nombres de Tju-
rina de la déformation miniverselle d'un germe de singularité simple. La strate Z(I)
est alors de codimension .

Revétement Galoisien neutralisant la monodromie locale d l'infini3

Soit B un voisinage de [f] suffisamment petit dans |L|. Notons p la représentation
de monodromie de R"p1.Qx(1) et pp la représentation de 71 (Def (X, P) — Z(1))
définie par la monodromie de la fibre de Milnor de P € |X|. Alors, p|ﬂ1(3_m) se
décompose comme somme directe d’un facteur trivial et du tiré en arriere par A de
@ ppp. Puisque, en dimension paire, la monodromie locale pp est d’image finie, il
suit que p(m1(B — Z(1)) est fini.

Par un théoreme de Selberg, il existe un sous-groupe normal sans torsion d’in-
dice fini dans p(m1(|L| — Z(1))). Le revétement étale fini correspondant n : U’(0) —
U - m est galoisien de groupe G et se prolonge par le théoreme de Grauert-
Remmert en un revétement Galoisien normal encore noté 7 : |L|" — |L|. On note
aussi U'(k) = [L|" x;) U(k) et n : U'(k) — U(k) la restriction & cet ouvert.

—_—

Orbifold U (k).

—_—

Considérons le champ quotient U(k) = [U’'(k)/G]. Si evjy) est surjective pour

tout [f] € U(k), U'(k) est lisse (voir [Mé12]) donc U(k) est un champ de Deligne-
Mumford lisse d’espace de modules U(k) et 'isotropie en [f] est le produit des

—_

groupes de monodromie locale des singularités. On note 71 (U (k)) le groupe fonda-
mental du champ topologique sous-jacent [Noo04, Noo05].

Par construction, toute composante connexe V de la préimage de U — Z(1) dans
U'(k), vérifie p(m (V) = {e} et que U’ (k) soit lisse ou non, la représentation p o7,

3. L’hypothése n = 0[2] n’est utilisée qu’a partir de ce point.
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est induite par une représentation p’ : w1 (U'(k),z) - O(H"(X,4,Q)) ou z € U'(1)
est un point base et [g] = n(x). Le systéme local correspondant est G-équivariant

et descend a un systeme local Vﬁ(\k/) sur U(k) et on notera p : m(U(k),z) —

O(H™(X,4,Q)) sa monodromie. Si U(k) est lisse ce systéme local est sous jacent &
une Q-VSH par [Gri73]. O

Notre discussion implique aussi la précision suivante sauf pour le dernier point
pour lequel on renvoie & [Mé12].

—_—

Proposition 1.1.2. Si, de plus, L est k-jet-ample, U(k) est lisse, codim|p, U (k)¢ >

— —_— -

max(7,k) et la stratification U(k) = UF_,Z(l) (ot lUon a posé Z(I) = U(l) —

Uﬁjr/l)) est de Whithney.

—~

Notons que v : Z(k) — Z(k) est une gerbe de lien un schéma en groupes fini
si, pour tout [f] € Z(k), evjy) est surjectif. Ceci permet de définir un systeme local
Vzw = V*V% qui est sous jacent & une VSH polarisée sur Z(k).

1.2. Une question ouverte. Dans le cas X = P3| L = Ops(4) on sait que p est un
isomorphisme sur son image grace au théoreme de Torelli pour les surfaces K3. Une
conjecture de Carlson-Toledo prédit que les seuls réseaux de groupes algébriques
réels semisimples apparaissant comme groupes kdhlériens sont ceux des groupes de
type hermitiens symétriques. Cette conjecture implique que p n’est pas injective
pour d > 5. Ceci motive :

Conjecture 1. Pour d > 5 le noyau de p = p(ps 0,5(d)) €St un groupe infini.

La méthode de [CaTo99] pour prouver le fait analogue dans le cas de p ne s’ap-
plique malheureusement pas ici. Nous ne voyons pas comment construire d’autres
représentations linéaires de 1 (U (IP?, Ops(d)), n). Ceci motive la :

Question 2. Le groupe 1 (U (P?, Ops(d)),n) admet il d’autres représentations com-
plexes que les représentations de la forme o p ot « est une représentation ration-

nelle de O(H™(X4,R)) ?

Pour d = 4 la réponse a cette question est négative par le théoreme de superri-
gidité de Margulis.

1.3. Relevement de D’action de PAut(X,L). Le groupe Aut(X,L) des auto-
morphismes du couple (X, L) agit sur |L| & travers PAut(X,L) = Aut(X,L)/C*
en préservant les U(k).

Proposition 1.3.1. Si le groupe PAut(X, L) est semisimple, son action sur U se
reléve a une action sur U.

Preuve: L’algébre de Lie paut(X,L)°? C HY(O)1)) est une algebre de Lie de
champs de vecteurs holomorphes qui sont tangents & chaque Z(k). Or m est
le lieu de ramification de |L|" — |L|. Donc ces champs de vecteurs se relévent &
des champs de vecteurs sur |L|' car tout champ de vecteurs tangent au lieu de
ramification de Z — Y avec Y lisse et Z normal se releve a Z.

En effet, le relevement a lieu en codimension un car un germe de champ de vec-
teurs de la forme a(z, (w]—))z% + bi(z, (wj))aiwi a,b € C{z,wy,...,wp} se releve
bien a un germe de champ de vecteurs holomorphes par un morphisme de la forme
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(z,(wj) — (2%, (w;)). Ce relevement en codimension un se prolonge & Y tout en-
tier car le faisceau des champs de vecteurs holomorphes sur I’espace normal Y est
réflexif.

On dispose donc d'un morphisme d’algebres de Lie paut(X, L)°P — H°(0y)¢
qui s’exponentie en un morphisme de groupes de Lie complexes du revétement
universel topologique P de PAut(X, L) vers le centralisateur C(G, Aut(U’) de G
dans Aut(U’).

Si PAut(X,L) est semisimple, le groupe P est un groupe algébrique affine
semisimple et le morphisme correspondant est un morphisme de groupes algé-
briques. Le noyau N du morphisme P — Aut’ (U) est contenu dans le noyau N’
de P — PAut(X, L) car Vaction de P redescend & une action de P sur U fac-
torisant via PAut(X,L). Mais N’'/N commute & G et préserve 1. Comme 7 est
Galoisien de groupe G on déduit que N'/N C Z(G) et que donc, en divisant U’
par N'/N, on obtient une action de PAut(X,L) sur U” := U’/(N'/N) qui com-
mute & Gal(U"/U) = G/(N'/N) := G’ et descend & une action de PAut(X, L) sur
U~[U")d). O

Corollaire 1.3.2. L’application des périodes P : U — [['\D] attachée i p descend
& une application définie sur le champ quotient [PAut(X, L)\U] — [I'\D].

2. INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE LA REPRESENTATION DE MONODROMIE
PROLONGEE

Avec les notations de 1.1, soit [f] € U et Xy C X I'hypersurface de X & singula-
rités isolées simples définie par f et ev(y la fleche d’évaluation des jets aux points
singuliers de Xjy.

Proposition 2.0.3. Supposons evjy surjectif pour tout Xy € Z (k). Les sous fais-
ceaux de © 7y définis par les noyaux des Grr(V) pour les VSH sous-jacentes aus

systemes locaux GT”W+2R”+1(pl)*(@(z(k)xx_;(z(k)) et V) sont égaur.

Remarquons que I’hypothese de la proposition est satisfaite si par exemple L est
le produit tensoriel d’au moins 7(f) fibrés trés amples.

Pour montrer la proposition, on compare la cohomologie de X ¢ a celle de son com-
plémentaire (2.1) ainsi qu’a la structure limite (2.2), d’abord ponctuellement puis
en famille (2.3), ce qui donne le résultat. Une preuve alternative et plus constructive
est donnée dans le cas de familles de surfaces en (2.4).

2.1. Relation entre les structures de Hodge de X; et de X — X;. Une
singularité simple a une forme d’intersection définie négative, en particulier non dé-
générée, donc Xy est une variété d’homologie rationnelle [Di92, prop. 4.7]. Le groupe
H"(Xy,Q) coincide donc avec le groupe de cohomologie d’intersection ITH™(X¢, Q)
et porte une structure de Hodge pure. Le groupe H" (X — X¢,Z) porte une struc-
ture de Hodge mixte [Del71-75] de poids n + 1 et n + 2, entrant dans une suite
exacte :

(2.1) H™ (X, Z) - H"" (X = Xy, Z) — HYP(X,Z) - H"(X, Z)

Toujours parce que Xy est une variété d’homologie rationnelle, on a un isomor-
phisme de structure de Hodge H" (X, Q)(1) — H;’(;FQ(X, Q). Ainsi GrigH? HH (X —
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Xy,Z) est une sous structure de Hodge pure de poids n + 2 de H;’(J;Q(X, 7) et sa
filtration de Hodge vérifie

0=F""cprc...cF'=F =G 0" (X - X;,7)

On note que si H"(X,7Z) = 0, ce qui est le cas si X = P"*! puisque n est pair,
alors H"T1(X — X, 7) est pure de poids n + 2.

2.2. Structure de Hodge de X; et structure de Hodge limite. Soit i : A —
U un disque analytique tel que i(0) = [f] et i(A*) C U(0). On pose Xa = X xy A.
Alors t : XA — A est un morphisme projectif plat lisse hors de {t = 0} et (Xa)o =
Xy. Si la monodromie de XA — A* est unipotente, c’est a dire triviale puisque
les groupes de monodromie locale pres de [f] sont finis, ceci permet de définir la
structure de Hodge limite H}},, (Xf, Q) au sens de [Ste76].

Gréce & [Saito90], on a un isomorphisme de structures de Hodge pures

Hi;, (X7, Q) = H' (X, 9 (Qas [n]))

L’objet ¢:(Qux,[n]) est concentré aux points singuliers de Xy. Le Module de
Hodge Mixte 91 (Qx,[n]) = ¥:(ICx, (Q)) est un module de Hodge polarisable pur
car ICx, (Q) est un module de Hodge polarisable et que le logarithme de la mono-
dromie vérifie N = 0, en vertu de [Saito88, (0.7), p. 852].

La premiere fleche a du triangle distingué canonique

Qx, [n] = $e(Qus) < 6:(Quy)

est donc un morphisme de Modules de Hodge Polarisables de méme poids. La

catégorie des modules de Hodge Polarisables de poids donné étant abélienne et

semi-simple [Saito88, Lemme 5, p. 854] il suit que 1;(Qx, ) ~ Qx, [n]® Coker(a) ou

Coker(a) a méme poids que Qx/[n]. Il suit que ¢¢(Qx, ) est isomorphe a Coker(a).
Ceci fournit une suite exacte scindée de structures de Hodge pures :

(2.2) 0— H™(X;,Q) = H}, (X7,Q) = @D H"(¢4(Quxa))a — 0

z€|X|

2.3. Comparaison avec la variation de structure de Hodge des variétés
singuliéres. Soit avec les notations du paragraphe 1.1 un germe de disque ana-
lytique j : (A,0) — Hpelz\ Def(Xy,p) tel que j(A*) C Hpe\ZI Def(Xys,p)(0) et
dont la monodromie est nulle.

On définit un germe T := (|L|,[f]) xXx,; A muni de la famille d’hypersurfaces
XxT>X 5T.

La projection naturelle ¢ : T'— A définit une fonction holomorphe et S := {t =
0} est exactement le germe en [f] de la strate isosinguliere Z(k) de X;. Notons

enfin ¢ la composée Xp = T LA,
On a sur Xg un triangle distingué

Quts [n] 2 4 (Quer) = d9(Qaer)

Le dernier terme est supporté sur le lieu singulier de g qui est une union finie de
multisections étales de Xg — S qui décrivent les points singuliers des X pour s € S.
Comme ces singularités sont de type ADE donc rigides, le dernier terme est donc
une somme directe, de tirés en arriere de faisceaux gratte-ciel sur la déformation
universelle locale de chaque singularité.
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En appliquant 7, et en utilisant 1’ isomorphisme naturel w14 ~ 1;7,, on obtient
sur S le triangle

W*QXS — 1/}t(7T*QXT) — ﬂ-*d)g(QXT) i1_> .

Ce dernier donne en cohomologie une suite exacte sur S

0— RnW*QXs — VS @HH(X5Q> - @ RHW*QSQ(QXA):”'

z€|X|

La suite exacte (2.2) implique que les tiges des termes de cette suite exacte sont
des structures de Hodge pures de méme poids et donc que cette suite exacte est
une suite exacte de Modules de Hodge polarisables purs qui est scindée toujours
par [Saito88, Lemme5, p. 854].

Finalement, en tout point de S le noyau de Grp(V) pour la Q-Variation de
Structures de Hodge R™m.Qx, et celui de Vg sont les mémes.

Compte tenu de la suite exacte (2.1), ceci établit la proposition 2.0.3. O

2.4. Interprétation dans le cas n = 2. Donnons un argument alternatif permet-
tant de démontrer la proposition 2.0.3 dans le cas n = 2.

Si on applique le théoréme de résolution simultanée des singularités DuVal [Art74]
[Bri70], cf. [KoMo098, p. 135] & la famille universelle p; : X — U on trouve un revéte-
ment ramifié r : U* — U et une application holomorphe propre et lisse u : X* — U*
avec un morphisme 7 : X* — X Xy U qui soit une résolution simultanée, c’est a
dire que pour tout s € U* 7y : X — X soit une résolution. De plus, ces résolutions
peuvent étre supposées minimales. Le morphisme r factorise par un morphisme fini
7 . U* — U. L'existence globale de r n’est pas évidente et il n’est pas clair pour
nous que r puisse étre choisi de fagon a ce que 1’ soit étale. Toutefois, cf [BuWa74],
c’est le cas si on restreint v a un petit voisinage d’un point de U. Ceci implique que
Vi = HQ(X}, Q) comme structures de Hodge ot X — X est la résolution mi-

nimale mais aussi que r’*Vﬁ ~ R?4,Qx+ comme variations de structures de Hodge
polarisables.

Notons Z*(k) = r=Y(Z(k)—Z(k+1)) et appelons X* (k), resp. X (k) la restriction
de X*, resp. X & Z*(k). X*(k) est lisse sur Z(k) et, quitte & faire un revétement
étale de Z°(k), on peut supposer que sur chaque composante connexe Z°(k) de
Z*(k) I'ensemble singulier de X (k) est un produit de Z°(k) par un ensemble fini.
L’ensemble exceptionnel de 7, : X*(k) — X(k) est globalement un produit de
Z%(k) par une réunion de configurations de courbes rationnelles du type A-D-E
adéquat.

Ceci donne des suites exactes de Variation de Structure de Hodge :

0= Q)Z54 = B2 aQuylzomy = () Vilzom) = R2(p1)+Qury = 0

Notons v : U* x X — X* — U™ la premiére projection. La suite exacte (2.1) im-
plique que R?(p1)«Qax)(1) =~ Gryy R*v.Qu+x x—x+)|z0x), puis par le théoréme
de semisimplicité :

(T’)*Vﬁlzow) ~ @(1)?&10 & GT%VRB’U*@(U* XXfX*)lZU(k)

Ceci implique que sur Z%(k), les VSH Gr%VR%*Q(U* xX—x)| 20 (k) €t V| z0(xy ne dif-
férent que par un systeme local de monodromie finie donc d’application de périodes
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constante. En particulier, Torelli infinitésimal pour Vz|zo ) équivaut a Torelli infi-
nitésimal pour Griy, R*v.Qx xy+—x | z0 (k) ce qui équivaut a la proposition 2.0.3 dans
ce cas.

3. THEOREME DE MACAULAY AVEC SINGULARITES MODEREES

Claire Voisin nous a signalé qu’une variante du théoreme de Macaulay autorisant
un peu de singularités devrait suivre en adaptant [Voi02, pp. 427-428]. Mettons en
oeuvre de cette suggestion : apres quelques généralités sur le complexe de Koszul,
nous obtenons la propriété d’injectivité 3.2.4 en corollaire du résultat de dualité
3.2.1. Cela est suffisant pour montrer 'injectivité de I'application des périodes de
Vg sur certaines strates de U.

3.1. Un lemme sur le complexe de Koszul d’une presqu’intersection com-
pléte. Soit D € N* un entier positif. Soit G € H°(X, LP) un sous espace de di-
mension n + 2. Notons G C Ox le faisceau d’idéaux engendré par G, et ¥ C X le
sous schéma tel que Oy, = Ox /G.
Posons A = A(X, L) = @renH(X, L*). On appelle I I'idéal gradué de A(X, L)
défini en degré k par I, = H°(G(k)). On a (G) C I.
Soit K(G)?, le complexe de Koszul en degré m :
HO(Lm= 2Dy o An+2Gq 5 HY(L™ Py G — HO(L™)
ou le premier terme du complexe est par convention en degré 0. Considérons égale-
ment, avec la méme convention, sa version faisceautique C(G)3, :
Ox (L™~ 20Dy @ AnH2G 5 . 5 Ox (L P) 0 G — Ox (L™)
L’hypercohomologie de ce complexe de faisceaux est décrite par le lemme suivant.
Lemme 3.1.1. Si ¥ C X est artinien et localement d’intersection compléte, alors,
pour tout m € Z, H'(K(G)®,) =0 pouri #n+2,n+1 et
(1) H"(K(G)y,) ~ H'H(K(G);,) ~ @D Os.p
Pe|x|
Preuve: Le support [X| de X consiste en un nombre fini de points de X et
Os= P Osr
Pe|x|

est une somme de faisceaux gratte-ciel. Par abus de langage on identifie Oy p
et D'algebre artinienne locale de ¥ en P. Ensuite, pour tout P € |X|, désignant
par mp C Ox, p l'idéal maximal, on a dimc Gp/mpGp = n + 1 et toute famille
(90, - --9gn) dans Gp induisant une base de Gp/mpGp est une suite réguliere dans
Ox,p engendrant Gp voir par exemple [Kap70, Thm 129]. On peut donc choisir

une base (g1,...,9n,9gn+1) de G de sorte que (gi,...g,) est une suite réguliere
engendrant Gp. Dans la catégorie dérivée D®(Mod(Ox p)) on a donc
K(G)o.p = Klgrp,- - nt1,P)0 © K(gnt2,p)0

~ Ogyp[*n — 1] ®L K(gn+21p>.
(Os.pl-n—112% Og pl-—n—2])

puis H"tH(K(G)§ p) ~ H"(K(G)§ p) =~ Os p comme Ox p-modules, les autres
faisceaux de cohomologie étant nuls. Par suite, les faisceaux de cohomologie non nuls

12
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de K(G)?

m

sont les gratte-ciels H"T1(K(G)2,) ~ H"T2(K(G)2,) ~ @Dres Os.p
puisque K(G)§ est acyclique hors de |X|. La suite spectrale d’hypercohomologie de
K(G)?, n’a donc qu'un seul terme non nul en F; qui est d; : HO(H"T1(K(GQ)2,)) —

m

HO(H™2(K(G)?,)) et di = 0 car c’est le cas apres localisation. Donc, pour tout

m

m € Z, H(K(G)2,) =0 pour i #n+2,n+ 1 et

(2) H 2 (K(G)y,) = HTHK(G),) =~ €D Os.p.
Pe|x|
O
Par ailleurs, on a la filtration béte de K(G)o définie par

05,K(G)® = Ox(L7PP) @ A" 77PG — ... — Ox.

Cette filtration décroissante induit une filtration sur H*(KC(G)?,) et la suite spectrale
correspondante a un terme EV'? = HI(Gr2(K(G)®)). Elle dégénere en E, ;3. On
remarque également que (E}° d;) = K(G)?,, de sorte que EY° = HP(K(G)S,).
Notamment, Ef ™% = H"2(K(G)?,) = (R/(G))m et une variation légere de la
preuve du lemme 3.1.1 permet de voir que G a une suite réguliere de longueur n+ 1
et donc que E2? = HP(K(G)2,) = 0 pour p < n.

3.2. Dualité de Macaulay pour des hypersurfaces de P*t! i singularités
isolées quasihomogénes. On se place dans le cas particulier suivant. Soit f €
HO (P Opn+1(d)) — {0} telle que I'hypersurface Xy := {f = 0} n’aie que des
singularités isolées quasi-homogenes. On considere G C H(P" !, Opnii(d — 1)) le
sous espace vectoriel engendré par les dérivées partielles de f, et (G) = J est alors
Iidéal jacobien de f. Avec les notations précédentes, D = d—1, et ¥ C X s’identifie
au sous schéma artinien de X de support X;mg défini par I'annulation du premier
jet de f, I al’idéal de A ’annulant sur ¥ et G = Js s’identifie, apres introduction de
coordonnées locales, a 1’idéal de Tjurina de la fonction correspondant a f. Puisque
les singularités de X7 sont quasi-homogenes, les idéaux de Milnor et de Tjurina
coincident donc ¥ est intersection complete locale.
Sil € Z, on note

evy . HO(PnJrl, O[p)n+1 (l)) — HO(PnJrl, Og(l))

la fléche induite par la surjection de faisceaux Opn+1 — Ox.

On note enfin o = (n+ 2)(d — 2).

Sur l'espace projectif P"*!, les faisceaux inversibles n’ont de cohomologie qu’en
degré 0 ou n + 1, on en déduit "'annulation de la plupart des termes de la suite
spectrale introduite en 3.1 : on a EP'9 = 0 sauf si ¢ = 0 ou ¢ = n + 1, et donc les
seules fléches d, non nulles sont les fléches d; et la fléche dyo : Eply " — ENT20.
Les deux propositions suivantes précisent son image et sa coimage.

Lemme 3.2.1. La fléche dy2 : ng;l — Egig’o induit un isomorphisme entre
v
I/(G))g—m et (I/(G)),,-

Preuve: Cette fléche induit un isomorphisme entre sa coimage et son image. Il
suffit de calculer ces deux espaces.

Premiére étape : limage de dy1o dans Esig’o = R/(Q)m est (I/(Q)),,-
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On a
Imd, 42 = ker ( 2122 0 Zig O)
ler (E{“r2 0 B 0)
ker ( En20 Zigo)
ler (B} B s HUPR(K(G),))

n+2,0 n+2,0
ker (E1 — B )
Or, la fleche composée

n+2,0 n+2,0 n+2,0 n+2,0 n+2 °
E;q - By =E, 5 — By = H'H(K(G),)

apparaissant au numérateur coincide avec H°(O(m)) — H°(O/G(m)). Son noyau
est donc H°(G(m)) = I,,. D’autre part, au dénominateur, on a
ker (E{‘“’O — BT 0) = ker (E{‘“’O - E;’”’O) = Imd.
On en déduit
Lo In
Imd;,  (G)m’
Deuziéme étape : la coimage de dp1o : ng;l — E:;jj 0 s%identifie par dualité

de Serre a (1/(G))Y, (ny2)(a—2) = T/ (@)y -
La suite spectrale duale ((E?'9) ' d,) s’identifie par dualité de Serre & une re-
numérotation de la suite spectrale de la filtration béte de :

wpn+1 (L™™) = wpn+1 (L_m+d_1) RGY = ... = wpnt1 (L_m+(n+2)(d_1)) ® A"P2GY

Im dn+2 =

Le complexe obtenu en tensorisant par la droite complexe A"T2G ~ C s’identifie &
K(G)2,, 4, en utilisant wpn+1 ~ Opn+1(n + 2).
La premiere étape permet alors de conclure.

O

Lemme 3.2.2. Si la fléche d’évaluation evy, : HO(Opnii(m)) — H°(Oxg(m)) est
surjective, H"*1 (K (G)%_,,) = 0.

a—m

Preuve: Au vu du lemme 3.1.1, reprenant les notations de la premiere étape de
la preuve du lemme 3.2.1, on a aussi surjectivité de EZL? 0 HM2(K(G)S,). De
ceci suit que E1 nt— . Or, par la seconde étape de la preuve du lemme 3.2.1,
By~ H"+1(K(G);,m)V. m

Fixons myq tel que

Vg : HY(Opni1(mg)) — H°(Ox(my))
soit surjective.

Corollaire 3.2.3. Pour tout m < o —mg, H" (K (G)®?,) = 0.

m

Preuve: Soit m < 0 —mg. La flecche ev,_p, : HY(Opni1 (o —m)) — H°(Ox (o —
m)) est surjective. On peut donc conclure avec le lemme 3.2.2.0
Plus généralement, on a k" (K (G)2,) = h' (T (o —m)).
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Corollaire 3.2.4. Supposons que d — (n+2) > 0. Supposons que A/J>q_(n12) est
engendré en degré d— (n+2)* et que I/J>4—(n42) est engendré en degré d—(n+2).
Simg < d— (n+2), Uapplication linéaire induite par la multiplication

I/Jd — HOm(A/Jd_(n+2), I/Jgd_(n+2))
est injective.

Preuve: Soit P un élément du noyau. On a, pour tout Q" € (A/J)4g—n—2,
PQR" =0 mod J. De la PQ"Q" = 0 mod J pour tout Q" € A/J>o. Puisque
A/J>aq—(n42) est engendré en degré d — (n +2) > 0, il suit que PQ" = 0 mod J
pour tout Q" € A/J>4_(n42)- Comme 0 —2d+n+2 = (n+2)(d—-1) —2d =
nd—n—2>d—(n+2)ona

VQ € I/Jd—n—Q VQI € I/Ja—2d+n+2 < Q; PQI >d7(n+2): 0

ol < —;— >4 désigne 'accouplement de dualité défini par d,4q entre I/Jy et
I1/J,—4 au lemme 3.2.1. Or on a, par fonctorialité de la dualité de Serre,

< Q, PQI >d—(n+2):< QQla P>, 4.

Puisque 1/J>q—(n+2) est engendré en degré d — (n+2), P est orthogonal a I'espace
1/J,_q4 entier. Donc P =0 mod J. O

Une preuve plus courte du corollaire 3.2.4 valable dans le cas d’une hypersurface
avec un seul nceud nous a été communiquée par A. Otwinowska au moment ot nous
finissions la présente preuve.

4. THEOREME DE TORELLI LOCAL SUR LES STRATES ISOSINGULIERES

Soit n un entier pair strictement positif, et soit Xy C P"T! une hypersurface
de degré d a singularités isolées simples. Comme dans le cas ol Xy est lisse, une
déformation isosinguliere de Xy fournit une variation de structure de Hodge dont
la tige en Xy est H"T1(P"*! — X). Rappelons que Hy := H" (P! — X) est
pur de poids n + 2 par la discussion de la section 2 et que sa filtration de Hodge
vérifie

0=F""2c Pt c...c F' = g™ (P"" - X;,C).

L’TVHS correspondante a été étudié par Dimca et Saito [DimSa06] et avec plus de
détails dans le cas nodal par ces mémes auteurs et Wotzlaw [DiSaWo09]. Dans cette
section, nous extrayons de leur travail tous les renseignements dont nous aurons
besoin en ajoutant quelques petits points supplémentaires. Ceci permet d’appliquer
le résultat d’injectivité 3.2.4 et d’aboutir a la démonstration du théoreme 1.

4.1. Formule de Dimca-Saito-Wotzlaw pour les deux premiers termes
de la filtration de Hodge. Si y est un point singulier de X, on note comme
[DiSaWo09, section 1.1] arx, 4 le plus petit zéro de la b-fonction de la singularité.
Dans notre cas, la singularité est quasihomogene et on note wi, ..., w,+1 les poids
correspondants. Alors, il est connu que ax,, = >, w;. Par exemple, pour une
singularité Ay, on a ax,, = (n +1)/2. Un examen des équations des singularités
simples montre que I'on a toujours ax, , > 1. Plus précisemment, si n > 4, alors
lax; ] > 1, et sin =2, alors [ax, ,| = 1.

4. Ce qui est garanti dés que mo < d — (n + 2).
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Lorsque n = 2 on définit un idéal homogene I’ de ’anneau des polynomes de
n+2 variables de la fagon suivante. Définissons d’abord comme [DiSaWo(09, (2.1.4)]
le faisceau d’idéaux Iél) C Ops cosupporté aux points singuliers y de Xy par

F1Ops y(+X ) = Z(1)Ops (2Xy),

ou le membre de gauche désigne la filtration de Hodge du D-module Ops(*Xy)
correspondant au Module de Hodge Mixte sous jacent & Rj.Qps_x,. On pose alors
I = I‘(P3,Igl)(k)) puis I’ = @renl},.

Par [DiSaWo09, Theorem 2.2], on a :

Proposition 4.1.1.
GrittH P (P — X4, C) = A/ Jg—n—2,

Gro (P — X, C) = { A/ Tam—z sinzd
I')Jogen—o sin=2
Dans [DiSaWo09, Lemma 1.5] est énoncé que, pour les surfaces nodales, Iél) est
I'idéal des fonctions qui s’annulent sur les points singuliers de Xy (avec structure
réduite). Il est facile de généraliser :

Lemme 4.1.2. L’déal Iél) coincide avec l'idéal de Tjurina : Iél) =Js.

Preuve: Il s’agit de voir que FyOps ,(xXy) = (66—;1 e ;Th)h’QOps.,y ou h est

une équation locale de X pres de y Or, d’apres [DiSaWo09, (1.3.2)] (qui réfere a
[Saito09]), la filtration de Hodge sur Ops , (¥Xy) est dans ce cas donnée par :

Flopz,y(*Xf) = Fles,y(h_lO),
out Dps ,, est filtré par 'ordre de I'opérateur. En effet, suivant les notations de loc.
. >
cit. ko =0et Olﬁdl,y = Op37y. O

Corollaire 4.1.3. Awvec les notations de la section 3.2, I' = 1.

4.2. Formule de Dimca-Saito pour le premier gradué de la connexion
de Gauss-Manin de P""! — X;. 1l y a également une seconde filtration sur
H™ (Pt — X C) la filtration par l'ordre du pole notée P* et 'on a F' C P?
[DeDi90).

Le long de la strate isosinguliere S de X ¢ dans ’espace projectif paramétrisant les
hypersurfaces de degré d, la connexion de Gauss Manin vérifie VP* C Pt @Qy du
moins si dim P? est localement constante pres de [Xf] ce qui est vrai sur un ouvert
dense S" C S et [DimSa06] donne une formule pour GrpVe si § € Tix ;1S = 1/(f)a
en termes de la partie libre du module de Brieskorn.

Ceci est exploité dans [DiSaWo09, Remarks 3.9] dont nous tirons la proposition
suivante :

Proposition 4.2.1. Sin > 4 GreVe : Gt Hy — GrinHy s’identifie par Uiso-
morphisme de la proposition 4.1.1 & —1 fois la multiplication I/(f)a® A/ Jg—n—2 —
AfJoqg—n—o et sin =2, a —1 fois la multiplication I /(f)a®A/Ja—n—2 — I/ Joq—n—2.

Preuve: En faisant attention au fait que la notation n ici correspond a ce qui
est noté n — 1 dans [DiSaWo09], cela résulte de [DimSa06] de la méme fagon que
dans [DiSaWo09, Remarks 3.9] au moins sur 'ouvert S’. On conclut par passage &
la limite. O
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4.3. Preuve du théoréme 1. Le corollaire 3.2.4 signifie précisément que pour la
famille isosinguliere (P x Z(1)~X (k) 7)) /Z(1), le noyau de GrpVe : Grigt Hy —
GrgHy s’identifie via la proposition 4.2.1 a Jg C Ig qui est I'espace tangent de
Porbite de [f] sous PGL(n + 2). Ceci établit le théoréme 1 pour d > k > n + 2
grace aux résultats de la section 2.

Soyons maintenant plus précis sur les conditions que d doit satisfaire pour la
condition suffisante d’engendrement de la proposition 4.2.1. Placons nous en f €
Z (k) d’idéal Jacobien Js. Nous devons nous assurer que H(P" ™1 O(d—(n+2))) —
O(d — (n+2))/Js est surjectif® et surtout que I/J est engendré sur anneau de
polynémes A en degré d — (n + 2). Ce dernier point est garanti dés que I est est
engendré sur ’anneau de polynémes A en degré d — (n + 2), c’est & dire dés que
Ju(d — (n + 2)) est engendré par ses sections globales.

Une condition suffisante est que d — (n + 2) > Reg(Jx) out Reg est la régularité
de Castelnuovo-Mumford. Or, puisqu’il définit un sous-schéma artinien, Jx est m-
régulier (pour m > n + 1) si et seulement si H*(P"™!, Js(m — 1) = 0, c’est a dire
si et seulement si HO(P"*1, O(m — 1)) — O(m — 1)/ Js, est surjectif.

La condition suffisante obtenue est donc tout simplement la surjectivité de :

H(P" ™, 0(d — (n+3))) = O(d — (n+3))/Tx.

De sorte que la proposition 4.2.1 s’applique dés que d > n + 3 + s, (P**1), olt sy
est la quantité apparaissant dans I’énoncé du théoréme 1).

5. APPLICATION A LA CONJECTURE DE SHAFAREVICH SUR L’UNIFORMISATION

5.1. Variétés propres sur U. Dans ce paragraphe on reprend les notations de
1.1 et on ne suppose pas que X = P+l

Soit Z une variété connexe projective lisse, f : Z — U un morphisme et z € Z
un point base. La représentation p : w1 (U,z) — O(H"(X,,Q)) construite i la
proposition 1.1.1 induit une représentation f*p : m(Z, z) - O(H" (X4, Q)). Notons
Zun — 7 le revétement universel de Z, et Z° := ker( f*ﬁ)\ﬁl le revétement
topologique de Z attaché a f*p,

Proposition 5.1.1. La variété 7P est holomorphiquement conveze.

Preuve: Ceci résulte des résultats de [Eys04] modulo le fait que {f*p} est
constructible absolu. Le cas présent est particulierement simple et il est facile de
décrire la réduction de Cartan-Remmert en termes de ’application des périodes.

Notons que f*p est sous jacent a une VSH polarisable définie sur Z qui est
[*Vi. Notons IV = f*p(m1(Z, z)). L’application des périodes attachée & f*Vy se
releve & une application I'-équivariante P : Z¢ — D. Comme I” agit proprement
discontintiment sur D puisque I" est discret, il suit que P est propre. Considérons
sa factorisation de Stein

7?5 R 2D,
ou R est un espace complexe normal, « est propre surjective a fibres connexes, et
0 finie.

Comme il n’existe pas d’application holomorphe horizontale M — D ou M

est compacte complexe ([Gri73]), les fibres de « sont les sous espaces analytiques

5. Ce qui, puisque X = P?*1 avec n > 2, implique que H°(P"t1 O(d’)) — O(d')/Js est
surjectif pour d’ > d — (n + 2) et donc que les résultats de de la section 2 s’appliquent en posant
d =d.
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connexes fermés maximaux de Z” et donc que R n’a pas de sous-espace complexe
analytique compact de dimension positive.

Pour montrer que R est de Stein, on utilise la solution de Narasimhan du pro-
bléeme de Levi. On peut construire des fonctions C* positives et exhaustives sur D
dont le hessien complexe est défini positif le long de la distribution horizontale de D
et il est aisé de les modifier pour construire une fonction d’exhaustion strictement
plurisousharmonique sur R, voir [Eys04] pour plus de détails.

O

Corollaire 5.1.2. Zun est de Stein si Uapplication P est finie.

Preuve: En effet Z? ~ R est de Stein et tout revétement topologique d’une
variété de Stein est Stein.

O

La discussion peut étre résumée ainsi : si f: Z — U est finie, le revétement uni-
versel de Z est de Stein sauf si Z contient une courbe C telle que Vo a monodromie
finie. B

Notons m : U — U resp. m’ : [['\D] — T'\D les applications canoniques vers
les espace des modules des champs considérés. Notons qu'’il existe une application
holomorphe p,eq : U — T\D. Il est clair que, si f : Z — U est finie, P est finie si et
seulement si p,.eq est finie sur Z, ;== mo f(Z2).

Proposition 5.1.3. Si f: Z — U est finie et si Z, est un espace projectif ou plus
généralement a la propriété que toute application holomorphe Z, — M (avec M un

espace complexe) est constante ou finie, ZU™ est de Stein.

5.2. Cas o1 X = P"*+!, Le corollaire 3 résulte du théoréme 1 car celui-ci implique
que Papplication des périodes po f : Z — I'\D est finie sur son image. En effet, par
le théoreme 1, une courbe C' C Z contractée par p o f est nécessairement dans une
orbite de PGL(n + 2). Or celles-ci sont affines car le groupe des automorphismes
birationnels d’une variété de type général est fini et on déduit qu’elles ne peuvent
pas contenir de courbe complete. Ceci implique que P est finie et le corollaire 5.1.2
permet de conclure.
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