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Résumé—Dans cet article, nous traitons de la fiabilité
de l’observabilité structurelle des systèmes bilinéaires en
utilisant une approche graphique. L’observabilité est une
propriété nécessaire pour la commande, la supervision
et le diagnostic des systèmes étudiés. Cette propriété
peut être génériquement vérifiée sur des représentations
graphiques des systèmes étudiés. Notre étude se base
sur les arcs des graphes représentant le système étudié.
En mettant en relation l’état de validité des arcs avec
l’état de fonctionnement des composants du système, il
est possible d’exprimer la validité de l’observabilité sous
forme d’équation booléenne. Cette expression booléenne
nous permet de calculer la fiabilité de l’observabilité
à partir de la fiabilité des composants du système.
L’approche graphique ne considérant que la connaissance
de la structure du système, l’étude peut s’effectuer dès la
phase de conception du système.

Mots-clés: Observabilité structurelle, fiabilité, système
bilinéaire, approche graphique, systèmes structurels.

I. INTRODUCTION

La classe des systèmes bilinéaires, représentant les systèmes
non-linéaires dont la dynamique est conjointement linéaire
pour les variables d’état et d’entrée, a été introduite dans
l’automatique au cours des années 60. Plusieurs propriétés
des systèmes bilinéaires, notamment l’observabilité, sont
classiquement étudiés de manière géométrique ou algébrique
[4], [5]. L’observabilité, qui est une propriété duale de la
commandabilité, est une propriété importante en automatique
pour la supervision, le contrôle et le diagnostic des
systèmes. En outre, l’étude de l’observabilité est préalable
à la construction d’un observateur permettant de détecter
les défauts ainsi que contrôler le système étudié. Dans
la littérature, les conditions nécessaires et suffisantes
de l’observabilité ont été trouvées [18]. Ces conditions
algébriques ou géométriques requièrent la connaissance des
valeurs numériques des paramètres du système. Or, ces
valeurs ne sont pas toujours disponibles, notamment dans les
phases amont du cycle de vie du système.

Par ailleurs, les propriétés les plus importantes dépendent
de ce qu’on appelle “structure” du système plus que des
valeurs de ses paramètres [17]. Une représentation structurelle
qui utilise des matrices contenant soit des éléments nuls
fixes, soit des éléments non nuls symbolisés par des
paramètres libres et supposés indépendants est proposée.
Ce modèle structurel peut être représenté graphiquement.
Le premier travail sur les systèmes structurés s’intéressait
à la commandabilité structurelle des systèmes linéaires [9].
Depuis, plusieurs propriétés structurelles ont été étudiées par
approche graphique. L’observabilité des systèmes bilinéaires
par approche graphique a été traitée pour la première fois par
Svaricek dans [14] ainsi que dans d’autres travaux comme
Boukhobza et Hamelin [1], [2].
Les travaux relatifs à l’étude de l’observabilité des systèmes
bilinéaires structurés (SBLS) fournissent les outils pour savoir
si le système étudié satisfait ou non cette propriété structurelle.
En revanche, ils ne prennent pas en considération l’influence
des défaillances de certains composants du système sur la
validité de la propriété structurelle. Ce type de questions est
soulevé par l’étude de la fiabilité.

La fiabilité est un critère significatif dans l’étude des
systèmes. Elle caractérise la capacité du système à assurer
ses fonctions pendant une période de temps spécifiée
sous certaines conditions de fonctionnement. La fiabilité
dépend de l’architecture fonctionnelle du système et, elle
est généralement exprimée en fonction de la fiabilité de ses
sous-systèmes ou composants. Ainsi, la fiabilité est liée à la
survenance de certains événements indésirables (défaillance)
sur les composants du système ainsi que leur influence sur
tout le système. La relation qui exprime la dépendance entre
l’état de fonctionnement du système (marche ou panne) et
l’état de fonctionnement de ses composants peut prendre des
formes diverses, par exemple une équation booléenne [7].

Les défaillances des composants peuvent avoir un impact
sur les propriétés structurelles ainsi que sur la fiabilité
du système, c’est pourquoi de nombreux chercheurs ont
développé des travaux fusionnant les théories de la fiabilité et
l’automatique. Staroswiecki a étudié dans [13] l’observabilité



structurelle par approche graphique en relation avec la
fiabilité mais n’en donne pas une évaluation probabiliste.
Dans [10], les auteurs introduisent l’évaluation de la fiabilité
de la commandabilité structurelle pour un système linéaire.
Toutefois, cette méthode est basée uniquement sur les
sommets du graphe modélisant le système et considère que
seuls les actionneurs peuvent tomber en panne. Aucune
défaillance des composants internes n’est considérée.

Le présent article traite de l’évaluation probabiliste de la
fiabilité de l’observabilité structurelle des systèmes bilinéaires
par une approche graphique. L’observabilité structurelle
dépend bien évidemment de la structure du système qui
elle même dépend des composants du système. Dans cet
article, les arcs des graphes modélisant le système sont liés
par une fonction supposée connue aux composants internes
ainsi qu’aux composants externes (capteurs et actionneurs)
contrairement à d’autres travaux qui ne considèrent que les
composants externes et représentent les défaillances par la
disparition des sommets correspondants dans la représentation
graphique (voir [10]). La validité de l’observabilité des
systèmes bilinéaires est vérifiée à partir des conditions
graphiques nécessaires et suffisantes, qui à leur tour dépendent
de l’état (valide/invalide) des arcs correspondants. Il s’agit
donc d’exprimer la validité de l’observabilité structurelle des
SBLS sous forme d’une équation booléenne fonction de l’état
de validité des arcs. L’expression obtenue sera utilisée pour
calculer la fiabilité de l’observabilité connaissant la fiabilité
des composants du système bilinéaire étudié.

L’article est organisé de la manière suivante. La section II
fournit l’énoncé du problème de l’observabilité des systèmes
bilinéaires. La section III est consacrée à la représentation
graphique des systèmes bilinéaires ainsi que les définitions et
notations utiles pour la suite de l’article. Dans la section IV,
nous développons la méthode pour calculer la fiabilité de
l’observabilité du système. Pour illustrer l’approche proposée,
la Section V est dédiée à une étude de cas.

II. ENONCÉ DU PROBLÈME

Dans cet article, nous considérons un SBLS de la forme
suivante:

ΣΛ :


ẋ = A0x+

m∑
i=1

uiAix

y = C0x+
m∑
i=1

uiCix

(1)

où x = (x1, . . . , xn)
T ∈ Rn, u = (u1, . . . , um)T ∈ Rm et

y = (y1, . . . , yp)
T ∈ Rp sont respectivement les vecteurs

d’état, d’entrée et de sortie. Pour i = 0, . . . ,m, Ai ∈ Rn×n et
Ci ∈ Rp×n sont des matrices de dimensions appropriées. Elles
ne contiennent que des paramètres nuls et des paramètres
libres notés λ1, λ2, . . . , λh et supposés indépendants.

L’observabilité des SBLS est vérifiable graphiquement. Elle
dépend de l’état de validité des arcs dans les graphes représen-

tant le système étudié. Ces arcs sont liés aux composants
internes et externes du système. L’objet de cet article est
d’exprimer la condition d’observabilité sous la forme d’une
expression booléenne, basée sur les composants du système.
En se basant sur cette expression booléenne, nous pouvons
calculer la fiabilité de l’observabilité pour le SBLS étudié
sachant la fiabilité de ses composants.

III. REPRÉSENTATIONS GRAPHIQUES DES SBLS

A. Graphe orienté et graphe biparti pour les SBLS

Cette section est consacrée à la définition des
représentations graphiques des SBLS ΣΛ. Le graphe
orienté est noté G(V, E). Il est constitué d’un ensemble de
sommets V et d’un ensemble d’arcs E . Plus précisément,
l’ensemble des sommets est défini par V = X ∪ Y , où
X = {x1, . . . ,xn} est l’ensemble des sommets associés aux
composantes de l’état et Y = {y1, . . . ,yp} est l’ensemble des
sommets associés aux composantes de la sortie. L’ensemble

des arcs est E =

m∪
i=0

Ai-arcs ∪
m∪
i=0

Ci-arcs avec pour

i = 0, . . . ,m, Ai-arcs = {(xj ,xℓ)|Ai(ℓ, j) ̸= 0} et Ci-
arcs = {(xj ,yℓ)|C(ℓ, j) ̸= 0}.

La notation (vk,vℓ) indique un arc orienté du sommet
vk ∈ V vers le sommet vℓ ∈ V . Notons que ui est un indice
associé à chaque Ai-arc pour i = 0, . . . ,m afin de préserver
l’information sur l’appartenance des arcs à une matrice Ai

dans le graphe de représentation. Les indices ui sont associés
aux entrées du système et représentent ses actionneurs. Dans
la suite de l’article, nous utilisons pour les arcs appartenant
aux graphes orientés la même notation que dans [6] : l’arc
(vk,vℓ) ayant l’indice ui est noté (vk,vℓ)ui .

Le graphe biparti est noté B(V +, V −, EB), et est un
type spécifique de graphe orienté. Il est composé de deux
ensembles de sommets disjoints V + et V − connectés par
un ensemble d’arcs EB. Les deux ensembles V + et V − sont
définis comme suit : V + = X+ = {x+

i ∈ X|∃(xi,vj) ∈ E}
et V − = X− ∪ Y − = {v−

h ∈ X ∪ Y |∃(vt,vh) ∈ E}. V +

contient tous les sommets de X ayant des arcs sortants dans
G(V, E) et V − contient les sommets de X dans G(V, E) où
chaque sommet xh ∈ X est éclaté en i sommets notés x−

h,i

pour i = 1, . . . , r avec r le nombre d’indices ui associés
aux arcs entrant dans xh, ainsi que les éléments de Y ayant
des arcs entrants dans G(V, E). L’ensemble d’arcs EB est
défini par : EB = {(v+

i ,v
−
j )|v

+
i ∈ V +;v−

j ∈ V +}. Les arcs
(v+

k ,v
−
ℓ ) appartenant aux graphes bipartis et ayant l’indice

ui sont notés (v+
k ,v

−
ℓ,i) et équivalents aux arcs (vk,vℓ)ui

dans le digraphe.

Illustrons la représentation graphique proposée à l’aide d’un
exemple simple.

Exemple 1: Considérons le SBLS Σ défini par les matrices
A0, A1, A2 et C0:



A0 =


λ1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
λ2 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 λ3 0 0 0

 ;A1 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 λ4 0 0 0
0 λ5 0 λ8 0

;

A2 =


λ6 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 λ7 0 0 0
0 0 0 0 0

 ;C0 =

(
0 0 λ9 λ10 0
0 0 0 0 λ11

)
.

ou par le modèle d’état suivant:
ẋ1 = λ1x1 + λ6u2x1 ; y1 = λ9x3 + λ10x4

ẋ2 = 0 ; y2 = λ11x5

ẋ3 = λ2x1

ẋ4 = λ4u1x2 + λ7u2x2

ẋ5 = λ3x2 + λ5u1x2 + λ8u1x4

(2)

Ce système est associé à la représentation graphique de la
figure (1).

Figure 1. Représentation graphique associée à l’exemple 1

Les relations entre les variables du modèle d’état sont
représentées par des arcs et chaque arc appartenant à la
matrice Ai est associé à un indice ui. Par exemple, l’équation
ẋ5 = λ3x2+λ5u1x2+λ8u1x4 est représentée dans le graphe
orienté par les arcs (x2,x5)u0 , (x2,x5)u1 , et (x4,x5)u1 .
Nous procédons de la même façon avec les arcs associés aux
matrices Ci.

B. Définitions et notations

• Dans un graphe orienté, deux arcs (vi,vj)uh
et

(vk,vt)uℓ
sont dits disjoints si: vi ̸= vk et vj ̸= vt.

• Un chemin p qui couvre les sommets vr0 , . . . , vri est
noté p = vr0 → vr1 , . . ., → vri où pour j = 0, 1, . . . i−
1, (vrj ,vrj+1) ∈ E .

• Soient V1 et V2 deux sous-ensembles de sommets de V .
Un chemin p est dit “chemin V1−V2 ”si son sommet de
début est dans V1 et son sommet de fin est dans V2. De
plus, si les seuls sommets de p appartenant à V1∪V2 sont
ses sommets de début et de fin, alors p est dit “chemin
direct V1 − V2”.

• Dans un graphe orienté G(V, E), deux sommets vi et vj

sont dit fortement connectés si il existe un chemin de

vi à vj et un chemin de vj à vi. La relation “ est
fortement connecté à” est une relation d’équivalence.
Chaque classe d’équivalence de cette relation est dite
“composante fortement connexe” de G(V, E) [11] et notée
Cl(vi).

• Succ(vi) est l’ensemble de successeurs de vi, i.e. il
existe un sommet vj tel qu’il y a un chemin {vi}−{vj}.

• Pred(V1) est l’ensemble de prédécesseurs de ∀vj ∈ V1,
i.e. pour tout sommet vi ∈ V1 il existe un chemin {vi}−
{vj}.

• Dans un graphe biparti, θ(V1,V2) est le nombre maximal
d’arcs disjoints dont les sommets de début sont dans V1

et les sommets de fin dans V2.
• Un couplage dans un graphe biparti B(V +, V −, EB) est

un ensemble d’arcs EM ⊆ EB tels que tous les arcs de
EM sont disjoints. Un couplage est dit complet si sa
cardinalité est maximale et égale à θ(X+, X− ∪ Y −) =
card(X+) pour le problème d’observabilité.

• Considérons un couplage complet EM ⊆ EB. Chaque
couplage complet EM est associé à un graphe biparti
non orienté noté BM(V +, V −, EB) où (vi,vj) ∈ EB ⇔
(vi,vj) ∈ EB or (vj ,vi) ∈ EM. Notons par S+

0 (resp.
S−
0 ) l’ensemble des sommets dans V +(resp. dans V −)

non couvert par les arcs appartenant à EM.
• Le graphe biparti B(V +, V −, EB) peut être décomposé en

composantes irréductibles et uniques partiellement ordon-
nés en utilisant la décomposition Dulmage-Mendelsohn
(DM) [3], [11] décrite comme suit:

◃ Trouver un couplage complet dans B(V +, V −, EB).
◃ Soit V +

0 = S+
0 ∪ {v+ ∈ V +|∃ un chemin dans

BM(V +, V −, EB) de S+
0 vers v+}

◃ V −
0 = {v− ∈ V −|∃ un chemin dans
BM(V +, V −, EB) de S+

0 vers v−}
◃ V0 = V −

0 ∪ V +
0 (La partie sous déterminée)

◃ V +
∞ = {v+ ∈ V +|∃ un chemin dans
BM(V +, V −, EB) de v+ vers S−

0 }
◃ V −

∞ = S−
0 ∪ {v− ∈ V −|∃ un chemin dans

BM(V +, V −, EB) de v− vers S−
0 }

◃ V∞ = V +
∞ ∪ V −

∞ (La partie surdéterminée )
◃ Pour i = 1, . . . , r, soit Vi les composantes fortement

connexes du graphe obtenu de BM(V +, V −, EB)
aprés l’élimination des sommets de V0 et V∞.
L’union des composantes fortement connexes Vi

forme la partie exactement déterminée.
◃ Pour i = 1, . . . , r, V +

i =V + ∩ Vi et V −
i = V − ∩ Vi

où r est le nombre de classe.

Il est important de noter que les sous-ensembles obtenus
V +
i et V −

i pour i = 0, . . . , r,∞ sont les mêmes quelque
soit le couplage complet EM choisi. Définissons E∗

l’ensemble d’arcs (v+
k ,v

−
l )uh

appartenant à la même
composante fortement connexe où pour i = 1, . . . , r,
v+
k ∈ V +

i et v−
ℓ ∈ V −

i , i.e. E∗ est obtenu en éliminant
de EB les arcs qui lient les différentes composantes DM.



• φ : Eφ → F(C) est une fonction définie de Eφ dans
F(C) où Eφ est un ensemble d’états des arcs (vi,vj)uh

dans un graphe orienté G ou (v+
i ,v

−
j,h) dans un

graphe biparti B. F(C) est un ensemble d’expressions
booléennes basées sur les événements sur les composants
du système étudié.

Par exemple (vi,vj)uh
(resp.(v+

i ,v
−
j,h))→ C1 ∧ (C2 ∨

C3) ∧ Cuh
i.e. l’arc (vi,vj)uh

(resp.(v+
i ,v

−
j,h)) est valide

quand ni c1 ni cuh
ni l’un des deux composants c2 ou c3

ne sont défaillants. Cette fonction φ est utile pour associer à
chaque état d’arc dans une expression booléenne une autre
expression basée sur les événements sur les composants
du système étudié. Dans certains cas, aucun événement sur
les composants n’est affecté à un état d’arc. Par exemple,
dans le cas de la dérivation, l’arc est toujours valide et
φ
(
(vi,vj)

)
= 1.

IV. PRINCIPAUX RÉSULTATS

Dans [1], les auteurs fournissent les deux condi-
tions graphiques nécessaires et suffisantes pour vérifier
l’observabilité d’un système bilinéaire. La première condition
est une condition de connectivité et la deuxième est une
condition de couplage complet.

A. Condition de connectivité
La condition de connectivité pour l’observabilité consiste

à ce que tous les sommets xi ∈ X dans le graphe orienté
G(V, E) soient connectés à au moins un sommet de Y par un
chemin valide. La condition de connectivité entre l’ensemble
X et l’ensemble Y est notée CC(X,Y ) et la condition de
connectivité du sommet xi ∈ X à Y est notée Con(xi).
∧ (resp.∨) représente l’opérateur logique “ET” (resp. “OU”).
L’expression booléenne CC(X,Y ) s’écrit alors:

CC(X,Y ) =
∧

xi∈X

Con(xi) (3)

où Con(xi) caractérise les possibilités de connectivité du
sommet xi vers Y . La connectivité Con(xi) dépend soit de
la connectivité directe de xi vers Y notée Cond(xi) soit à
travers un sommet xj ∈ Cl(xi) de la même classe que xi.

Con(xi) = Cond(xi) ∨

 ∨
xj∈Cl(xi)\{xi}

 ∨
pj∈chemins direct xi−xj ∧

(xℓ,xk)ur∈pj

(xℓ,xk)ur

 ∧ Cond(xj)


(4)

où Cond(xi) est la connectivité directe de xi vers Y sans
passer par les sommets appartenant à Cl(xi). Cond(xi) est
donnée par l’équation suivante:

Cond(xi) =
∨

vt∈Succd(xi)\Cl(xi)

(xi,vt)ur
∧ Con(vt) (5)

vt est un élément de l’ensemble V . Con(xi) = 0
ainsi que Cond(xi) = 0 dans le cas où xi n’est pas un
prédécesseur d’au moins un élément de Y i.e. xi ̸∈ Pred(Y ).

Après avoir obtenu l’expression booléenne CC(X,Y ), nous
pouvons appliquer la fonction φO sur chaque état d’arc de
cette expression CC(X,Y ). Nous obtenons donc une expres-
sion booléenne basée sur les événements sur les composants
du système notée CCφ(X,Y ).

B. Condition de couplage complet

La condition de couplage complet pour l’observabilité
consiste à avoir un nombre d’arcs disjoints dans le graphe
biparti B(V +, V −, EB) égal à la dimension du vacteur X+

i.e. θ(X+, X− ∪ Y −) = card(X+) = n. La condition
de couplage complet entre l’ensemble X+ et l’ensemble
X− ∪ Y − est noté MC(X+, X− ∪ Y −).

Dans le graphe biparti B(V +, V −, EB), E∗ est un ensemble
d’arcs et ne contient que les arcs intra-classes après la DM
décomposition de B(V +, V −, EB). Seuls les arcs appartenant
à E∗ peuvent être utilisés dans un couplage complet et donc
MC(X+, X−∪Y −) ne dépend que des arcs éléments de E∗.

La condition de couplage complet peut donc s’écrire comme
suit:

MC(X+, X− ∪ Y −) = Exp(X+, E∗) (6)

Exp représente une expression booléenne récursive. Pour
déterminer un couplage complet dans le graphe biparti, elle
consiste à considérer un arc dans E puis s’appeler elle même
en fonction des autres arcs disjoints avec l’arc choisi. Son
prototype Exp(W,E) est donné par l’équation suivante:

Exp(W,E) =
∨

(x+
i ,v−

t,r)∈E

(
(x+

i ,v
−
t,r) ∧Exp

(
W \ {x+

i },

f
(
W \ {x+

i }, E \ {(x+
i ,v

−
k,h)|v

−
k ∈ Succ(x+

i )}∪
{(x+

ℓ ,v
−
t,r)|x−

ℓ ∈ Pred(v−
t )}

)))
(7)

où W est un ensemble de sommets, E est un ensemble
d’arcs et f(W,E) est la fonction qui calcule la DM
décomposition du graphe biparti B(X+, X− ∪ Y −, E) et qui
retourne les ensembles d’arcs intra-classes. v−

k,h et v−
t,r sont

des éléments de l’ensemble V −, ils peuvent être soit des
sommets de Y − soit de X−.

Quand l’ensemble W contient un seul sommet x+
i ,

l’expression Exp(W,E) = Exp({x+
i }, E) est donnée par:

Exp({x+
i }, E) =

∨
(x+

i ,v−
t,r)∈E

(
x+
i ,v

−
t,r

)
(8)

Après avoir obtenu l’expression booléenne
MC(X+, X−∪Y −), nous pouvons appliquer la fonction φB

sur chaque état d’arc de cette expression MC(X+, X−∪Y −).
Nous obtenons donc une expression booléenne basée sur



les événements sur les composants du système notée
MCφ(X+, X− ∪ Y −).

L’observabilité d’un système ΣΛ nécessite la vérification des
conditions de connectivité CCφ(X,Y ) et de couplage complet
MCφ(X+, X− ∪ Y −). La fiabilité de l’observabilité de ΣΛ

peut donc s’écrire comme suit:

ObsφΣΛ = CCφ(X,Y ) ∧MCφ(X+, X ∪ Y −) (9)

C. Fiabilité de l’observabilité d’un SBLS
La fiabilité est un paramètre important de la sûreté de

fonctionnement utilisé pour l’étude des défaillances d’un
système afin d’améliorer son fonctionnement. Elle est définie
par l’aptitude d’un système à rester opérationnel pendant un
intervalle de temps donné [0, T ] et sous certaines conditions.
La fiabilité noté R(t) peut être exprimée par la probabilité
P qu’une défaillance survienne après le temps de mission du
système étudié, i.e. R(t) = P (t > T ).

Les propriétés structurelles ainsi que la fiabilité des
systèmes dépendent de la structure du système et de ses
composants. Dans cet article, la définition de fiabilité
est étendue au maintient de la validité de l’observabilité
structurelle d’un SBLS. Nous faisons l’hypothèse d’état
binaire des composants et du système qui est une hypothèse
classique de la fiabilité. Elle considère qu’un système ou un
composant peut avoir deux états de fonctionnement possibles:
l’état de bon fonctionnement “Up”, et l’état de défaillance
“Down”. Ainsi, l’état de validité de l’observabilité peut être
exprimé en fonction de l’état de fonctionnement de certains
composants du système.

Pour un SBLS noté ΣΛ ayant ci composants (internes,
capteurs ou actionneurs) pour i = 1, . . . , N , si les événements
sur les composants ci sont indépendants i.e. qu’ils peuvent
tomber en panne indépendamment les uns des l’autres,
alors la fiabilité RΣ(t) est donnée par l’Equation (10)
avec Ci représente l’événement de défaillance sur le
composant ci. Afin de simplifier l’écriture, nous notons
RΣ(t) = PΣ(t > T ) = P (Σ|t).

P (Σ|t) =


N∏
i=1

P
(
Ci|t

)
for the relation ∧

1−
N∏
i=1

(
1− P

(
Ci|t

) )
for the relation ∨

(10)
Chaque composant ci possède un taux de défaillance noté

λci(t) qui représente la limite du taux de la probabilité
conditionnelle pour que l’instant T d’une défaillance soit
compris dans un intervalle de temps donné [t, t + ∆t]. Nous
considérons dans cet article que λci(t) suit une des deux lois
suivantes : la loi exponentielle ou la loi de Weibull [6]. Quand
le taux de défaillance est constant, la loi est exponentielle. Elle
est donnée comme suit:

P (Ci|t) = Rci(t) = e−λit (11)

Quand le taux de défaillance est variable, la loi de Weibull
est préférée. Elle est donnée par l’Equation (12) avec β le
paramètre de forme, η le paramètre d’échelle et γ le décalage
à l’origine.

P (Ci|t) = Ri(t) =

{
e−(

t−γ
η )

β

If t > γ
0 If t ≤ γ

(12)

A partir des équations (9) et (10), nous pouvons calculer
la fiabilité de l’observabilité d’un système ΣΛ. Elle est notée
RObsφΣΛ

.

V. ETUDE DE CAS

Afin d’illustrer les résultats fournis dans la Section III,
considérons un exemple de SBLS noté Σ1 et défini par son
graphe orienté comme suit:

Figure 2. Graphe orienté du système Σ1

Dans le graphe orienté de la Figure (2), chaque élément de
X = {x1,x2,x3,x4,x5,x6} doit être connecté à au moins un
élément de Y = {y1,y2}. Pour cet exemple, il n’y a aucune
classe. Dans ce cas Con(xi) = Cond(xi). La connectivité de
chaque élément xi ∈ X est donc donnée par :

• Con(x1) = Cond(x1)
=

(
(x1,x2)u0 ∨ (x1,x2)u2

)
∧ Con(x2)

=
(
(x1,x2)u0 ∨ (x1,x2)u2

)
∧ (x2,y1)u0 ;

• Con(x2) = Cond(x2) = (x2,y1)u0 ;

• Con(x3) = Cond(x3) = (x3,x4)u0 ∧ Con(x4)
= (x3,x4)u0 ∧

(
(x4,y2)u0 ∨

(
(x4,x2)u2 ∧ (x2,y1)u0

)
∨
((
(x4,x6)u0 ∨ (x4,x6)u1

)
∧ (x6,y2)u0

))
;

• Con(x4) = Cond(x4)
= (x4,y2)u0 ∨

(
(x4,x2)u2 ∧ Con(x2)

)
∨((

(x4,x6)u0 ∨ (x4,x6)u1

)
∧ Con(x6)

)
= (x4,y2)u0 ∨

(
(x4,x2)u2 ∧ (x2,y1)u0

)
∨((

(x4,x6)u0 ∨ (x4,x6)u1

)
∧ (x6,y2)u0

)
;

• Con(x5) = Cond(x5) = (x5,x6)u1 ∧ (x6,y2)u0 ;



• Con(x6) = Cond(x6) = (x6,y2)u0 .

A partir de l’Equation (3), la condition de connectivité basée
sur les états des arcs du graphe orienté est donnée par:

CC(X,Y ) = (x2,y1)u0 ∧ (x3,x4)u0 ∧ (x5,x6)u1∧
(x6,y2)u0 ∧

((
(x1,x2)u0 ∨ (x1,x2)u2

)
∧(

(x4,y2)u0 ∨ (x4,x2)u2 ∨ (x4,x6)u0 ∨ (x4,x6)u1

))
(13)

La fonction φ, qui associe à chaque arc dans le digraphe
et son arc équivalent dans la graphe biparti une fonction
Booléenne F(C), est définie pour le système Σ1 par la table
suivante:

(xi,vj)ur (xi,vj,r) F(C) correspondante

(x1,x2)u0 (x+
1 ,x−

2,0) c1 ∧ c2

(x1,x2)u2 (x+
1 ,x−

2,2) c1 ∧ c2 ∧ cu2

(x2,y1)u0 (x+
2 ,y−

1,0) c3

(x4,x2)u2 (x+
4 ,x−

2,2) (c4 ∨ c5) ∧ cu2

(x3,x4)u0 (x+
3 ,x−

4,0) c6

(x5,x6)u1 (x+
5 ,x−

6,1) c6 ∧ c7 ∧ cu1

(x4,x6)u0 (x+
4 ,x−

6,0) c5

(x4,x6)u1 (x+
4 ,x−

6,1) c5 ∧ cu1

(x6,y2)u0 (x+
6 ,y−

2,0) c8

(x4,y2)u0 (x+
4 ,y−

2,0) c1 ∧ c5

Table I
ÉTATS DES ARCS ET ÉVÉNEMENTS SUR LES COMPOSANTS

CORRESPONDANTS

Pour le système Σ1, les composants c3 et c8 sont
des capteurs et les composants cu0

, cu1
et cu2

sont des
actionneurs. cu0 représente une relation à travers la matrice
A0 et ne correspond à aucun actionneur, sa valeur booléenne
est toujours “vrai”.

A partir de l’Equation (13) et de la fonction φ donnée dans
la Table I, la condition de connectivité CCφ(X,Y ) peut
s’écrire comme suit:

CCφ(X,Y ) = Cu1 ∧ C1 ∧ C2 ∧ C3 ∧ C6 ∧ C7 ∧ C8∧(
C4 ∨ C5

)
(14)

Dans le graphe biparti donné à la Figure (3), la condition de
couplage complet de l’observabilité du système Σ1 consiste à
avoir un nombre maximal d’arcs disjoints θ(X+, X−∪Y −) =
card(X+) = 6 avec X+ = {x+

1 ,x
+
2 ,x

+
3 ,x

+
4 ,x

+
5 ,x

+
6 },

X− = {x−
2,0,x

−
2,2,x

−
4,0,x

−
6,0,x

−
6,1} et Y − = {y−

1,0,y
−
2,0}.

Après la DM décomposition de B(V +, V −, EB), nous
avons E∗ = EB. Donc MC(X+, X−∪Y −) = Exp(X+, EB).
Pour calculer Exp(X+, E∗), commençons par exemple par
x+
1 :

Exp(V +, E∗) = Exp({x+
1 ,x

+
2 ,x

+
3 ,x

+
4 ,x

+
5 ,x

+
6 }, E∗)

Figure 3. Graphe biparti correspondant au système Σ1

=
(
(x+

1 ,x
−
2,0) ∧ Exp({x+

2 ,x
+
3 ,x

+
4 ,x

+
5 ,x

+
6 }, E∗

1 )
)

∨
(
(x+

1 ,x
−
2,2) ∧Exp({x+

2 ,x
+
3 ,x

+
4 ,x

+
5 ,x

+
6 }, E∗

2 )
)

avec :

• E∗
1 = f({x+

2 ,x
+
3 ,x

+
4 ,x

+
5 ,x

+
6 }, E∗ \ {(x+

1 ,x
−
2,0),

(x+
1 ,x

−
2,2)}).

et

• E∗
2 = f({x+

2 ,x
+
3 ,x

+
4 ,x

+
5 ,x

+
6 }, E∗ \ {(x+

1 ,x
−
2 )u0 ,

(x+
1 ,x

−
2 )u2 , (x

+
4 ,x

−
2 )u2}).

Et ainsi de suite pour le calcul
de Exp({x+

2 ,x
+
3 ,x

+
4 ,x

+
5 ,x

+
6 }, E∗

1 ) et
Exp({x+

2 ,x
+
3 ,x

+
4 ,x

+
5 ,x

+
6 }, E∗

2 ).

La condition de couplage complet MC(X+, X−∪Y −) est
donc exprimée comme suit:

MC(X+, X− ∪ Y −) =
(x+

2 ,y
−
1,0) ∧ (x+

3 ,x
−
4,0) ∧ (x+

6 ,y
−
2,0) ∧ (x+

5 ,x
−
6,1)

∧
((
(x+

1 ,x
−
2,0) ∨ (x+

1 ,x
−
2,2)

)
∧
(
(x+

4 ,x
−
6,0) ∨ (x+

4 ,x
−
6,1)

)
∨
(
(x+

2 ,y
−
1,0) ∨ (x+

4 ,x
−
2,2)

))
(15)

A partir de l’équation (15) et la fonction φ dans la Table I,
la condition de couplage complet MCφ(X+, X−∪Y −) peut
s’écrire sous la forme:

MCφ(X+, X− ∪ Y −) = Cu1 ∧ C1 ∧ C2 ∧ C3 ∧ C6 ∧ C7∧
C8 ∧

(
( C4 ∧ Cu2) ∨ C5

)
(16)

Un SBLS est génériquement observable ssi les conditions de
connectivité et de couplage complet sont vérifiées. Donc, à par-
tir des équations (9), (14) et (16), la condition d’observabilité
ObsΣ1φ

peut s’exprimer comme suit:

ObsφΣ1 = Cu1 ∧ C1 ∧ C2 ∧ C3 ∧ C6 ∧ C7 ∧ C8

∧
(
(C4 ∧ Cu2) ∨ C5

) (17)



A partir de l’expression booléenne ObsφΣ1 , nous pouvons
calculer la fiabilité de l’observabilité du système Σ1 en
utilisant l’équation (10). Ainsi, la fiabilité de l’observabilité
du système Σ1 est donnée comme suit:

RObsφΣ1
(t) = RCu1

(t) ·RC1(t) ·RC2(t)·
RC3(t) ·RC6(t) ·RC7(t) ·RC8(t)·
[1− (1−RC4(t) ·RCu2

(t)) · (1−RC5(t))]
(18)

Sans perte de généralité, considérons que la fiabilité des
composants c3, c4, c5, c6, c7 et c8 suit une loi exponentielle
où λc3 = 0.003, λc4 = 0.004, λc5 = 0.005, λc6 = 0.006,
λc7 = 0.007 et λc8 = 0.008. Pour les composants cu1 , cu2 ,
c1 et c2, leur fiabilité suit une loi de Weibull où βcu1

= 1,
βcu2

= 0.9, βc1 = 1, βc2 = 0.9, ηcu1
= 100, ηcu1

= 200,
ηc1 = 100, ηc2 = 200, γcu1

= γcu2
= γc1 = γc2 = 0.

La Figure (4) montre l’évolution de la fiabilité de
l’observabilité du système bilinéaire Σ1 calculée à partir de
l’équation (18) qui dépend de la fiabilité des composants du
système.
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Figure 4. Fiabilité de l’observabilité du système Σ1

Nous pouvons observer dans la Figure (4) que
l’observabilité de ce système n’est probablement plus
satisfaite après 250 heures de fonctionnement.

A partir de ce calcul de fiabilité, il est possible de déterminer
la durée pour laquelle l’observabilité est probablement vérifiée
et prévoir des plans de maintenance préventive au niveau des
composants du système afin de diminuer la probabilité que
l’observabilité soit insatisfaite. Dans le cas où la fiabilité de
l’observabilité doit être maintenue au dessus d’un seuil préal-
ablement défini, cette étude permet de savoir si probablement
cette contrainte restera vérifiée pendant le temps de mission du
système. Dans le cas contraire, quelques mesures peuvent être
prises telles que l’utilisation de composants plus performants
ou prévoir une redondance matérielle pour les composants
critiques en installant des composants identiques en parallèle.
Grâce à l’approche graphique utilisée, cette étude peut être
effectuée dès la phase de conception.

VI. CONCLUSION

A partir de la représentation graphique du système étudié,
la méthode utilisée dans cet article nous permet d’évaluer la
validité de l’observabilité structurelle des systèmes bilinéaires
structurés en calculant sa fiabilité. La fiabilité de cette
propriété dépend de la fiabilité de certains composants du
système.

La validité de l’observabilité des systèmes bilinéaires est
exprimée sous forme d’expression booléenne basée sur les
événements des composants internes ainsi que les composants
externes (capteurs/actionneurs) du système. L’expression
booléenne fournie est utilisée pour le calcul de la fiabilité de
l’observabilité structurelle pour les systèmes bilinéaires. Cette
analyse permet de connaître la criticité de cette propriété dans
l’usage du système bilinéaire étudié.
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