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Appariement: des modeles de Lloyd Shapley
a la conception de marchés d’Alvin Roth.

Francoise Forges*  Guillaume Haeringer!  Vincent Iehlé!

Résumé

Alvin Roth et Lloyd Shapley ont regu en 2012 le prix de sciences économiques
de la Banque Royale de Suede a la mémoire d’Alfred Nobel, pour leurs
travaux sur ’'organisation centralisée de certains marchés économiques, qui
dépendent de l'appariement d’agents de deux types distincts (des éleves
et des écoles, par exemple). Shapley est le co-auteur, avec David Gale, de
I’article fondateur du domaine, qui propose un algorithme pour atteindre
un appariement stable. Roth a dirigé la restructuration de la procédure
d’affectation des internes dans les hopitaux aux Etats Unis et la conception
d’un marché lié a la transplantation de reins. Apres avoir rendu compte de
ces contributions, nous évoquons aussi le role déterminant de Shapley en
théorie des jeux.
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Matching: from Lloyd Shapley’s models
to Alvin Roth’s market design.

Summary

Alvin Roth and Lloyd Shapley have received in 2012 the Sveriges Riksbank
prize in economic sciences in memory of Alfred Nobel, for their work on
the centralized organization of some economic markets, which rely on the
matching of agents of two different types (students and schools, for instance).
Shapley is the co-author, with David Gale, of the seminal paper of the area,
which proposes an algorithm to reach a stable matching. Roth directed the
reform of the entry level labor market for American physicians (the National
Resident Matching Program) and the design of a market for kidney trans-
plants. After having surveyed these contributions, we also give an account
of Shapley’s leading role in game theory.

Keywords: matching, market design, cooperative game, stability.
JEL classification: C71, C78, D47



1 Introduction

Certaines relations économiques se fondent sur I’ “appariement” d’agents de
deux types distincts : éleves et écoles, internes et hopitaux, donneurs et
receveurs d’organe, etc. Qu’est-ce qui caractérise un appariement satisfai-
sant 7 Dans quelle mesure une organisation centralisée peut-elle y parvenir ?
Ce sont les questions auxquelles ont répondu Alvin Roth et Lloyd Shapley
dans les travaux qui ont été récompensés récemment par le prix de sciences
économiques a la mémoire d’Alfred Nobel.

Lloyd Shapley, actif depuis le début des années 1950, est un digne suc-
cesseur de von Neumann et Morgenstern : il a représenté divers marchés
économiques sous la forme épurée de jeux, pour lesquels il a congu des
concepts de solution élégants. Compte tenu des circonstances qui nous mo-
tivent, nous nous devons d’évoquer d’abord ’article fondateur dans lequel
David Gale, décédé en 2008, et Lloyd Shapley proposent une premiere pro-
priété désirable des appariements : la “stabilité”. Partis de I’exemple de I’ad-
mission des étudiants dans les universités, Gale et Shapley (1962) délaissent
rapidement les détails de ce marché pour une métaphore : le mariage. Leur
modele se réduit a un ensemble d’hommes et de femmes et aux préférences
de chacun sur les individus de sexe opposé. Ils construisent un algorithme
(connu sous le nom d’“acceptation différée”) qui se décline en deux versions,
suivant que ce sont les hommes qui font des propositions aux femmes ou le
contraire, et qui produit des couples “stables” au sens suivant : il n’existe pas
un homme et une femme qui seraient plus heureux d’étre mariés ensemble,
plutét que de rester chacun avec le conjoint qui leur a été attribué.

Au début des années 1980, Alvin Roth s’interroge sur la mise en ceuvre
de lalgorithme de Gale et Shapley : peut-il servir de base a un mécanisme,
auquel les agents doivent d’abord révéler leurs préférences? Oui et non,
répond Roth (1982a), qui établit qu'un seul type d’agents (celui qui fait
des propositions a l'autre dans l’algorithme) sera incité a étre sincere. En
pratique, cette propriété est en fait suffisante si les “préférences” d’une des
catégories des agents a apparier reposent sur des criteres objectifs et ne
peuvent donc faire 'objet de manipulations. Parallélement, Roth méne une
étude de cas afin de mieux comprendre les caractéristiques des “marchés”
d’appariement. Dans un article publié dans Journal of Political Economy en
1984, il considere la procédure centralisée d’affectation des internes dans les
hopitaux utilisée par 1I’Association Américaine de Médecine, un cadre dans
lequel 'approche de Gale et Shapley (1962) parait directement applicable.
Bien plus, Roth découvre que les médecins, guidés essentiellement par 1’ob-
jectif de trouver des affectations stables, utilisent un algorithme voisin de



celui de Gale et Shapley depuis les années 1950, c’est-a-dire bien avant la
publication de I’article fondateur.

Au-dela de sa contribution & I’histoire des idées, Roth (1984) fait com-
prendre comment des marchés, jusque-la ignorés, peuvent étre réorganisés
grace aux outils de la théorie de I'appariement. Et parmi ces outils figure
le mécanisme issu de I'algorithme de Gale et Shapley, qui garantit a la fois
stabilité et sincérité pour les participants. Par la suite, Roth est amené a
combiner ce nouveau regard sur les marchés avec une démarche d’ingénieur.
L’Association Américaine de Médecine fait en effet appel a lui en 1995 lors-
qu’elle est confrontée a un nouveau phénomeéne : de nombreux jeunes in-
ternes sont mariés et cherchent un poste en couple. Apres avoir montré que
la théorie de 'appariement, fondée sur I'existence garantie d’appariements
stables, ne peut s’étendre a ce cas de figure, Roth parvient a mettre au point
un algorithme qui integre malgré tout la nouvelle contrainte. Cet algorithme,
performant en pratique, est encore en vigueur aujourd’hui et assure le pour-
voi des 20000 postes d’internes américains chaque année (Roth et Peranson
(1999)).

Nous montrerons dans la section 3 que le cas de l'affectation des in-
ternes n’est qu’un premier exemple : Roth continue, aujourd’hui encore, a
concrétiser I'approche de Gale et Shapley en entrant de plus en plus dans les
détails du monde réel, ce qui fait évoluer son activité de conseiller vers celle
de “designer” de marchés. Avant d’y venir, nous consacrerons la section 2 &
I’algorithme de Gale et Shapley et a ses propriétés. Comme il I’a expliqué a
I’occasion du colloque organisé en son honneur a Stony Brook en 2007, David
Gale avait formulé la conjecture selon laquelle il existe toujours un appa-
riement stable dans le probleme du mariage et ’avait soumise a plusieurs
collegues. Lloyd Shapley fournit immédiatement une réponse constructive,
sous la forme de l'algorithme d’acceptation différée, et Gale et Shapley pu-
blierent ensemble le résultat dans American Mathematical Monthly.

L’originalité de I'article consiste a introduire dans le probleme de 'appa-
riement les préférences des agents sur leurs partenaires possibles. Ce faisant,
Gale et Shapley formalisent un nouvelle propriété, qui deviendra centrale
dans l'analyse des appariements : la stabilité. Ils sont conscients de la dis-
tance qui sépare le probleme concret de I’admission & I'université du modele
épuré du mariage : “Even a rough answer to the [original college admission]
question would require going into matters which are nonmathematical, and
such discussion would be out of place in a journal of mathematics. It is our
opinion, however, that some of the ideas introduced here might usefully be
applied to certain phases of the admissions problem”. Mais comme publi-
cation de mathématique, 'article de Gale et Shapley est tout a fait remar-



quable, dans la mesure ou il ne requiert la connaissance ni de théoremes,
ni de formules et ne nécessite ni calculs, ni représentations géométriques.
Comme les auteurs le disent eux-mémes : “Finally, we call attention to one
additional aspect of the preceding analysis which may be of interest to tea-
chers of mathematics. This is the fact that our result provides a handy
counterexample to some of the stereotypes which non-mathematicians be-
lieve mathematics to be concerned with”. Ils poursuivent en se demandant
ce qui définit les mathématiques et concluent : “The answer, it appears, is
that any argument which is carried out with sufficient precision is mathema-
tical”. Quoi qu’il en soit, la littérature qui a fait suite a l’article de Gale et
Shapley s’est, pendant pres de deux décennies, confinée a des considérations
purement théoriques, attirant davantage les mathématiciens appliqués et les
informaticiens que les économistes.

Comme on I’a mentionné ci-dessus, ’étude de cas menée par Roth (1984)
et son travail de conseiller aupres de I’Association Américaine de Médecine
marquent le début d’un va et vient fructueux entre la théorie et la pratique
de l'appariement. Roth et ses collaborateurs participent, a Boston puis a
New York, a la réforme de la procédure de répartition des éleves dans les
écoles publiques. L’équipe de Roth s’attaque ensuite a la mise en place d’un
mécanisme approprié pour l'allocation des reins. Comme nous l’explique-
rons dans la section 3, le modele de Gale et Shapley, qui distingue deux
types d’agents, convient mal a ce cadre. De facon stylisée, on fait face a des
paires formées d’un donneur et d’'un demandeur d’organe (par exemple, un
couple marié ou deux membres d’'une méme famille), mais la transplanta-
tion ne peut se faire au sein de la paire pour des raisons d’incompatibilité.
Il s’agit donc de procéder a une réallocation des reins entre les paires. La
référence théorique pertinente est un article de Shapley et Scarf (1974) sur
des économies d’échange avec biens indivisibles. La encore, il faut mention-
ner David Gale, a qui 'on doit I'algorithme du “cycle d’échange optimal”
(“top trading cycle”), qui joue un role crucial dans Shapley et Scarf (1974).

Le compte rendu des travaux d’Alvin Roth nous force a nous concen-
trer, dans la section 3, sur des cas américains. Cependant, I’expérience de
la France est tout a fait exemplaire en matiere de procédures d’affectation
centralisées et respectueuses des préférences des individus. Depuis 2010, de
telles procédures sont utilisées a grande échelle pour ’entrée des éleves dans
les colleges et les lycées comme pour l'entrée des étudiants de premiere
année dans ’enseignement supérieur (universités, classes préparatoires, BTS,
etc.)!. Pour les lycées par exemple, le systéme est centralisé au niveau de

!Les enjeux de la réforme de la carte scolaire sont analysés dans Fack et Genet (2010a).



chaque académie qui recueille les souhaits des éleves et définit les criteres
de classement des lycées (proximité du domicile, dossier scolaire, criteres so-
ciaux, etc.). Chaque année, les veeux de dizaines de milliers de futurs lycéens
sont ainsi enregistrés et traités automatiquement dans chaque académie
(78000 voeux pour 33000 candidats dans I'académie de Lyon en 2012). Hiller
et Tercieux (2012) montrent que la procédure en vigueur est conforme a la
version de l'algorithme de Gale et Shapley qui favorise les lycées. Le recrute-
ment des maitres de conférences dans toutes les sections du Conseil National
des Universités (CNU) fait, lui aussi, 'objet d’'un mécanisme d’appariement
centralisé, qui met en relation les classements des comités de sélection des
différentes universités et les voeux exprimés par les candidats. Haeringer
et Iehlé (2010) expliquent comment chaque nouveau maitre de conférences
conclut avec son département d’accueil un mariage a la Gale et Shapley.

Si notre article a pour point de départ le prix de la Banque de Suede,
centré sur la formalisation et la concrétisation des modeles d’appariement, il
nous donne aussi 'occasion d’honorer en Shapley 'un des peres de la théorie
des jeux. Nous consacrons donc notre derniere section a une évocation de
ses contributions, au-dela des deux articles mentionnés ci-dessus. Le nom
de Shapley est indissociable du concept de “valeur” qu’il a proposé pour les
jeux de coalitions ou “jeux coopératifs” définis par von Neumann et Mor-
genstern (1944) (Shapley (1953a)). Il a également congu, au méme moment,
le premier modele d’optimisation dynamique a horizon infini : les jeux sto-
chastiques (Shapley (1953b)).? La aussi, il suit le programme des fondateurs
de la théorie des jeux en s’en tenant aux jeux a somme nulle. Cependant,
contrairement a la premiere contribution, la seconde restera méconnue au
point d’étre redécouverte. D’autres exemples illustreront le role discret mais
déterminant que Shapley a joué dans I’élaboration de la théorie des jeux ac-
tuelle ; on lui doit la consolidation d’un concept de solution majeur pour les
jeux coopératifs, le “coeur”, dont la stabilité de Gale et Shapley (1962) est en
fait un cas particulier; il est 'un des théoriciens des jeux qui a élaboré la ca-
ractérisation des équilibres de Nash des jeux non-coopératifs répétés, connue
sous le nom de “folk theorem” ; il a également développé, au fil d’une série
d’articles en collaboration avec Martin Shubik, un modele de jeux de marché
qui permet d’expliquer la formation des prix et de donner des fondements
stratégiques a la concurrence parfaite.

2Les premiers développements de la programmation dynamique, dans les années 1950,
s’en tiennent & I'horizon fini (voir Bellman (1952)).



2 L’algorithme de Gale et Shapley

L’objectif principal de cette section est de présenter ’algorithme originel de
Gale et Shapley, décrit dans le cadre imagé du mariage. Nous montrerons
que cet algorithme permet dans une large mesure de définir un mécanisme
d’appariement satisfaisant, qui réponde a trois exigences : stabilité, optima-
lité et absence de manipulation?. Les résultats présentés témoigneront de
la robustesse du mécanisme dérivé de ’algorithme, bien au-dela du cadre
initial de Gale et Shapley (1962), qui n’envisageait pas de comportement
stratégique de la part des individus a marier. Nous présenterons ensuite le
modele, plus général, d’admission des étudiants dans les universités, traité
également par Gale et Shapley (1962). Enfin, nous décrirons brievement
deux autres modeles d’appariement influents, proposés par Shapley et Shu-
bik (1972) et Shapley et Scarf (1974).

Aussi représentatifs qu’ils soient, les résultats détaillés ci-dessous ne
rendent pas completement compte du développement considérable de la
théorie de l'appariement suite a l'article fondateur de Gale et Shapley.
Les contributions principales de la littérature sont répertoriées dans 1'ou-
vrage de Roth et Sotomayor (1990), qui a également largement participé au

développement du champ, et auquel nous renvoyons le lecteur intéressé?.

2.1 Le modele du mariage

Le modele du mariage de Gale et Shapley (1962) consiste tout d’abord en
un ensemble (fini) de femmes W et un ensemble (fini) d’hommes M, qui
définissent les deux types d’individus que 'on veut associer par paire, en
I’occurence, marier. Chaque individu v est caractérisé par une relation de
préférence stricte, transitive et complete, P,, définie sur les individus de
sexe opposé et lui-méme (cette derniére option décrit la possibilité de rester
célibataire). Ainsi mgP,maP,wP,m; indique que w préfere étre mariée a
mg plutdt qu’a me, mariée a mo plutdét que de rester célibataire, et rester
célibataire plutot que d’étre mariée & my. Alternativement, on représente
simplement la préférence P,, d’une femme w sous forme d’un classement des
hommes et d’elle-méme. On écrira ainsi P, := mg3, mo,w,mq ...

Un appariement p est une configuration possible de couples d’individus

3La présentation s’inspire notamment de la revue de littérature de Roth (2008),
préparée a l'occasion de sa conférence en I’honneur de David Gale a Stony Brook en
2007.

4Le colloque “Roth and Sotomayor : Twenty Years After” organisé & I’Université Duke
en 2010 témoigne d’ailleurs du réle clé de 'ouvrage.



de sexe opposé (et de célibataires) de la population considérée W U M.
Formellement, un appariement est une fonction gy : WU M — W U M,
qui associe un partenaire p(v) & chaque individu v et satisfait les conditions
suivantes : (i) pour chaque femme w € W, pu(w) € M U{w}, (ii) pour chaque
homme m € M, u(m) € W U {m}, (iii) pour chaque individu v € M UW,
p(p(v)) = v. Les conditions (i) et (ii) assurent que chaque individu est marié
a un individu de sexe opposé ou reste célibataire, tandis que (iii) garantit
que les couples sont cohérents (le partenaire p(v) de v dans 'appariement
p est lui-méme apparié & v par u)°.

Un mécanisme centralisé d’appariement associe un appariement a chaque
profil de préférences des individus. Pour un profil de préférences quelconque,
il n’y a priori aucune raison de trouver un appariement qui puisse satisfaire
simultanément tous les individus (la femme préférée entre toutes par un
homme peut tres bien lui préférer un autre homme!). L’enjeu est précisément
de pouvoir accorder “au mieux” les préférences déclarées par les agents des
deux types, suivant des critéres que nous décrirons au fur et a mesure dans
les prochaines sections.

2.2 L’algorithme

L’algorithme de Gale et Shapley privilégie d’emblée un type d’individus, qui
fait des propositions de mariage a ’autre. Supposons que les hommes soient
favorisés ; l’algorithme d’acceptation différée fonctionne alors de la maniere
suivante :

Etape 1 : Chaque homme m demande en mariage la femme
qu’il préfere entre toutes, selon sa relation de préférence P,,,. Sim
préfere rester célibataire, il le reste définitivement : la procédure
s’arréte pour lui.

Chaque femme choisit ’homme qu’elle préfére parmi ceux qui
I’ont demandée en mariage et est appariée temporairement a cet
homme (ou a elle-méme si elle préfere rester célibataire). Les
autres offres sont rejetées.

Etape 2,3... : Chaque homme dont la proposition a été re-
fusée a I’étape précédente fait une proposition a son partenaire
préféré (une femme ou lui-méme) parmi ceux qui ne l'ont pas en-

SL’appariement peut laisser quelques célibataires, par exemple, si un méme nombre
d’hommes et de femmes n’est pas disponible.



core rejeté. Si ce partenaire préféré est lui-méme, il reste défini-
tivement célibataire : la procédure s’arréte pour lui.

Chaque femme choisit le partenaire qu’elle préfere, en considérant
tous ceux qui viennent de la demander en mariage ainsi que le
partenaire auquel elle était appariée a 1’étape précédente. La
femme est appariée temporairement au partenaire choisi. Les
autres offres sont rejetées.

On répete cette étape jusqu’a ce que chaque homme soit apparié
a une femme ou & lui-méme. Si tel est le cas, tous les apparie-
ments temporaires deviennent définitifs (c’est-a-dire, prennent
la forme de mariages).

L’algorithme produit un appariement unique. Il s’arréte effectivement
apres un nombre fini d’étapes, puisque le nombre d’individus est fini et que
chaque homme ne peut demander la méme femme en mariage plusieurs fois.
L’appariement ainsi obtenu est appelé appariement de Gale et Shapley “en
faveur des hommes” (et appariement de Gale et Shapley “en faveur des
femmes” si la version de l'algorithme privilégie les femmes).

L’exemple qui suit illustre le fonctionnement de 1’algorithme.

Exemple 1. On considére 3 hommes et 3 femmes, c’est-a-dire M = {mq, ma, ms},
W = {w1, w2, ws}, dont les préférences sont représentées par les classements
suivants :

Pm, Pmy, Pmy  Pu, Pu, Pu,

w9 w1 w1 ma ms miq
w1 w2 w2 ma m1 ma
ma w3 w3 m3  mz M3
w3 ma ms3 w1 w2 w3

Etape 1 : m; fait une proposition a ws, tandis que mo et mg font tous les

deux une proposition & wi. La femme ws ne regoit qu’'une proposition, elle
est donc appariée temporairement a my. La femme w; a classé my devant
ms, ms est donc rejeté et mo est apparié temporairement a w;.

Etape 2 :  mgs (rejeté en premiere étape) fait une proposition a son second
choix, ws. La femme wo a maintenant le choix entre les candidats m; et mg,
my est donc rejeté et mg apparié temporairement a wo.

Etape 3: m; (rejeté en deuxieme étape) fait une proposition a w; qui a
maintenant le choix entre ms et my, mo est donc rejeté et my est apparié
temporairement a wq



Etape 4 :  mgy (rejeté en troisieme étape) fait une proposition & ws. qui a
maintenant le choix entre ms et mo. Comme mg3 est le mieux classé, mo est
rejeté et mg reste apparié temporairement a ws.

Etape 5: mg (rejeté en quatrieme étape) fait une proposition a ws qui n’a
pas de partenaire homme temporaire, mso est donc apparié temporairement
a ws.

Tous les individus sont appariés, 'algorithme s’arréte et produit 'appa-
riement de Gale et Shapley en faveur des hommes. Les partenaires de mq,
mg et m3 sont donc respectivement wy, ws, we (et inversement).

2.3 Stabilité

L’un des objectifs annoncés par Gale et Shapley est d’étudier la “stabilité”
des mariages qui résultent de leur algorithme. Leur concept de stabilité
repose sur deux conditions minimales.

D’une part, un appariement p est individuellement rationnel si chaque
individu v qui ne reste pas célibataire préfere effectivement étre marié avec
son partenaire p(v), c’est-a~dire : u(v)P,v ou bien u(v) = v. On dira que
le partenaire p(v) de chaque individu v doit étre acceptable pour v. D’autre
part, un couple (w, m) bloque 1'appariement p si m et w préferent tous deux
se marier ensemble & rester chacun avec leur partenaire dans ’appariement
, c’est-a~dire : mP,u(w) et wPy,u(m). Un appariement pu est stable s’il est
individuellement rationnel et s’il n’existe pas de couple qui bloque 5.

Gale et Shapley démontrent un premier résultat fondamental :

Gale et Shapley (1962) Dans tout modéle de mariage, quelles
que soient les préférences des individus, il existe un appariement
stable. Plus précisément, 'appariement résultant de l’algorithme
d’acceptation différée, en faveur des hommes, est stable (et de
méme pour l’algorithme en faveur des femmes).

La preuve du résultat suit immédiatement de deux propriétés de l'al-
gorithme d’acceptation différée. Premierement, 1’algorithme produit un ap-
pariement qui n’associe jamais un homme et une femme qui ne soient pas
mutuellement acceptables, de sorte que I'appariement final est individuelle-
ment rationnel. Deuxiemement, si un homme n’est pas apparié a une femme
qu’il préfere a son partenaire dans ’appariement, il a nécessairement fait
une proposition a cette femme a une certaine étape de ’algorithme et a

SCette forme de stabilité est plus généralement prise en compte par le concept de
“cceur”. Nous y reviendrons dans la section 4.1.
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été rejeté ensuite par la femme, qui a accepté 'offre d’un partenaire qu’elle
classait mieux. Ce couple ne peut donc pas bloquer ’appariement.

On peut vérifier facilement dans ’exemple 1 que 'appariement obtenu
par l'algorithme de Gale et Shapley est bien stable. Pour fixer les idées, on
voit par exemple que 'appariement {(m1,w1), (me, w2), (M3, ws3)} est bloqué
par le couple (mg, ws) car chacun préfererait son nouveau partenaire a celui
qui est prévu par cet appariement.

2.4 Structure des appariements stables et optimalité

Une analyse plus approfondie de ’algorithme suggere un deuxieéme résultat,
plus fort que le premier. Gale et Shapley observent que le choix du type
d’individus qui fait des propositions joue un role clé dans l’appariement
final produit par 'algorithme. Le modele d’appariement suppose seulement
que chaque individu a une préférence sur ses partenaires possibles, mais il
est tres facile d’en déduire des préférences sur les appariements : un individu
préfere un appariement p & un appariement p’ s’il préfere son partenaire dans
i & son partenaire dans p’. Gale et Shapley montrent que, pour les individus
qui font des propositions dans 'algorithme, leur appariement correspond a
un élément maximal (au sens de ces préférences induites) de 'ensemble des
appariements stables. En d’autres termes,

Gale et Shapley (1962) Les préférences des individus étant
fixées, Uappariement résultant de l’algorithme d’acceptation différée,
en faveur des hommes, est préféré par chaque homme a tout autre
appariement stable, et c’est le seul appariement stable dans ce cas
(de méme, mutatis mutandis, pour les femmes).

Il faut souligner que la propriété de maximalité précédente, quoique tres
forte, n’est vraie que relativement aux appariements stables.

On peut aussi s’interroger sur la Pareto-optimalité de ’appariement de
Gale et Shapley. Dans ’exemple 1, le seul appariement stable est donné par
{(my,w1), (M2, ws), (ms,ws2)} et c’est donc 'appariement produit par 1’al-
gorithme d’acceptation différée, quel que soit le type d’individus qui fait les
propositions. L’appariement stable est clairement Pareto-dominé (pour les
hommes) par 'appariement {(mq,ws), (me,ws), (ms,w1)}, mais ce dernier
n’est pas stable. Roth (1982a) montre que I’appariement de Gale et Shapley
en faveur d’un type d’individus est néanmoins faiblement Pareto-optimal
pour les individus de ce type, c’est-a-dire qu’il n’existe pas, par exemple,
d’appariement qui soit préféré strictement par tous les hommes a 'appa-
riement de Gale et Shapley en faveur des hommes. Néanmoins, on ne peut
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pas renforcer cette Pareto-optimalité au-dela de ce qu’annonce sa formula-
tion : l'algorithme de Gale et Shapley en faveur des hommes peut tres bien
produire un appariement qui marie tous les hommes sauf un a la femme
placée en derniere position dans leur préférence (voir Kesten (2007) pour
des exemples significatifs).

L’existence des appariements stables et optimaux en faveur des hommes
ou des femmes, suivant la version de l’algorithme choisie, suggere également
que I’ensemble des appariements stables possede une structure mathématique
tout a fait particuliere. Pour le voir, considérons deux appariements stables
et p'; pour chaque homme m, choisissons le partenaire préféré par m entre
ses partenaires dans p et y'. On vérifie d’abord que ’on constitue ainsi un
appariement ; notons-le 7. On vérifie ensuite que le nouvel appariement v
est encore stable. De méme, appariement v/, symétrique de v, obtenu en
mariant chaque homme m avec le partenaire qu’il apprécie le moins, entre
ses partenaires dans u et y/, est également stable. Formellement, les apparie-
ments stables forment un treillis. Le lecteur peut se reporter & Knuth (1976)
ou Roth et Sotomayor (1990) pour les détails mathématiques.

L’exemple suivant donne une illustration simple de la structure des ap-
pariements, en montrant en particulier comment les appariements sont or-
donnés, selon les préférences des agents (ici, contrairement a ’exemple 1,
I’ensemble des appariements stables n’est pas réduit a un seul élément).

Exemple 2.

Pm1 ng ng Pwl sz Pw3

w2 w1 w1 mp  m3  mp
w1 w2 w2 mz  mip M2
w3 w3 w3 mz M2 Mg
mi mo ms3 w1 w2 w3

Il existe 2 appariements stables :

n= {(mla w2)’ (m27w3)’ (m37w1)}’ // = {(mlvwl)v (mQ’wi’))’ (m3’ wQ)}'

Chaque homme préfere son partenaire dans p a son partenaire dans p’
(et inversement pour chaque femme), my et ws étant toutefois indifférents
entre les deux appariements. L’appariement de Gale et Shapley en faveur
des hommes correspond & p, celui des femmes est donné par p’.

"Formellement, pour chaque homme m, v(m) est le partenaire que m préfere, entre
u(m) et p'(m).

12



2.5 Manipulation stratégique

On se place maintenant dans le cadre d’'un mécanisme d’appariement, mis
en place par un planificateur qui propose un appariement sur la base des
préférences déclarées par les individus. Le mécanisme est stable s’il produit
un appariement stable pour tout profil de préférences. Il est non manipu-
lable par un des deux types d’individus si tous les individus de ce type ont
intérét a révéler leur vraies préférences au planificateur. Plus précisément,
on considere le jeu stratégique suivant : ’ensemble des joueurs est W U
M, les stratégies de chaque joueur sont les préférences qu’il peut déclarer
(c’est-a-~dire ses classements des partenaires possibles) et 'issue du jeu est,
pour chaque joueur, son partenaire dans ’appariement déterminé par le
mécanisme a partir des déclarations de tous les joueurs. Le mécanisme est
non manipulable, disons, pour les hommes, si déclarer sa vraie préférence
est une stratégie dominante pour chaque homme dans le jeu précédent.

Un premier résultat négatif établit que dans le modele du mariage, la
stabilité et I’absence de manipulation stratégique ne sont pas conciliables.

Roth (1982a) Dans le modéle du mariage, il n’existe pas de
mécanisme stable qui soit non manipulable par les deur types
d’individus.

L’article fondateur de 1962 ne traite pas explicitement la question de
la manipulation stratégique éventuelle. Mais de nouveau, l'algorithme de
Gale et Shapley, s’il est choisi comme mécanisme d’appariement, apporte
une réponse satisfaisante, en garantissant que le type d’individus favorisé
par I'algorithme n’ait pas intérét a mentir sur ses préférences.

Dubins et Freedman (1981), Roth (1982a) Dans le modéle
du mariage, le mécanisme de Gale et Shapley en faveur des
hommes est non manipulable par les hommes (et de méme, mu-
tatis mutandis, pour les femmes).

Plus généralement, Dubins et Freedman (1981) montrent aussi que les
hommes n’ont pas intérét a manipuler le mécanisme de Gale et Shapley,
méme s’ils peuvent former des coalitions et modifier conjointement leur
préférences®. Les deux résutats précédents impliquent qu’une manipulation
profitable du mécanisme de Gale et Shapley ne peut provenir que du type
d’individus qui ne fait pas de proposition, c’est-a-dire, dans le traitement

8Voir aussi Demange, Gale et Sotomayor (1987) pour les limites d’une manipulation
profitable.
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précédent, les femmes. En reprenant ’exemple 2, on peut construire une
telle manipulation. Rappelons que ’appariement de Gale et Shapley en fa-
veur des hommes est {(mq,ws), (m2,ws), (ms,w1)}, et considérons main-
tenant la manipulation suivante de la part de w; : P{Ul = mq, Mo, M3, W1,
c’est-a-dire que wy déclasse mg3 au profit de ms. En reprenant les étapes
de l'algorithme, on voit qu’en étape 1, mg sera alors rejeté par w; au pro-
fit de mo; le partenaire éconduit demandera alors en étape 2 la femme wo
évincant m, d’une possible union avec ws ; my choisit alors w; a ’étape 3
et lui sera apparié définitivement. La femme w; est ainsi mariée a mq, qui
est strictement préféré au partenaire élu, mg, si elle avait déclaré ses vraies
préférences (supposées étre celles de I'exemple 2).

Au premier abord, la réponse apportée par Dubins et Fredman (1981)
et Roth (1982a) n’est que partiellement convaincante car le résultat laisse
une porte ouverte a une manipulation stratégique du mécanisme de la part
d’un type d’individus. On peut cependant se satisfaire d’un tel résultat. En
premier lieu, méme quand elle existe, la manipulation demeure un exercice
tres difficile puisqu’elle requiert de la part du manipulateur une connais-
sance précise des préférences des autres joueurs et du mécanisme. C’est
notamment 'argument avancé par Roth et Rothblum (1999) pour justifier
I’utilisation courante du mécanisme de Gale et Shapley. Dans le méme esprit,
Ehlers (2008) montre qu’il n’existe plus de possibilité de manipulation pro-
fitable si 'information disponible pour les agents est suffisamment limitée.
Kojima et Pathak (2009) considerent, eux, la taille du marché comme effet
principal?. Ils montrent que les incitations des agents pour ne pas déclarer
leurs vraies préférences disparaissent a mesure que le nombre d’agents sur
le marché croit. Enfin, en dépassant le simple cadre du modele du mariage,
on observe aussi des marchés d’appariement centralisés ol 'un des cotés du
marché n’est pas stratégique, comme dans le probléeme de la carte scolaire par
exemple, qui sera développé en section 3.3. Dans ce cas, controler 'absence
de manipulation stratégique d’un seul co6té du marché est suffisant.

Kesten (2007) décrit le type de tension qui existe si ’'on prend également
en compte le critere d’optimalité. I montre qu’il n’est pas possible qu’'un
mécanisme d’appariement Pareto-domine le mécanisme de Gale et Shapley
pour un type d’individus, tout en étant optimal et non manipulable pour les
individus de ce type. Son résultat renforce I'idée que le mécanisme de Gale
et Shapley, méme s’il ne réunit pas simultanément la stabilité, 'optimalité et
I’absence de manipulation stratégique, reste néanmoins difficile a surclasser
sur la base de ces trois propriétés.

9Voir aussi Abdulkadiroglu, Pathak et Roth (2009) et Ergin et Erdil (2008).
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2.6 Admission dans les universités

Gale et Shapley (1962) traitent également du modele plus général d’admis-
sion d’étudiants dans les universités. Le modele est identique a celui du
mariage a la différence prés que chaque université C; peut désormais étre
appariée a ¢; > 1 étudiants, ol q; représente la capacité d’accueil de C;. Les
préférences des deux cotés du marché sont définies comme précédemment, et
un appariement est une fonction qui associe a chaque étudiant au plus une
université et a chaque université, un nombre d’étudiants au plus égal a sa
capacité d’accueil (toutes les places ne sont pas nécessairement pourvues).

On déduit immédiatement ’analogue de I'algorithme d’acceptation diffé-
rée pour ce cas de figure. Dans la version naturelle qui favorise les étudiants
(dans laquelle ceux-ci posent donc leur candidature), la seule différence no-
table est la prise en compte de la capacité d’accueil de chaque université
dans le choix de garder temporairement ou rejeter un étudiant a une étape
donnée'?. L’algorithme produit un appariement stable ; les définitions et les
résultats énoncés précédemment se généralisent aisément!!.

Roth (1985) donne au modele une dimension supplémentaire, qui n’est
pas prise en compte dans l'article originel de Gale et Shapley. En toute
généralité, on peut effectivement supposer que les préférences des univer-
sités soient définies sur les groupes d’étudiants, et non plus simplement
comme des classements d’étudiants pris séparément les uns a la suite des
autres. Roth (1985) montre que certains résultats du modele du mariage ne
sont plus valides dans le cadre de ’admission dans les universités. En par-
ticulier, le résultat de Dubins et Freedman (1981) et Roth (1982a) énoncé
précédemment ne s’applique plus : il n’existe pas de mécanisme pour lequel
révéler ses vraies préférences soit une stratégie dominante pour les univer-
sités!?.

Pour finir, nous mentionnons explicitement un résultat déja valable dans
le modele du mariage, mais qui prend tout son sens ici. Roth (1986a) observe
qu’aux Etats Unis, le systeme centralisé d’affectation des internes dans les
hopitaux (qui s’assimilent, respectivement, aux étudiants et aux universités)
ne permet pas aux hopitaux situés en zone rurale de pourvoir tous leurs
postes. Le théoréme des hopitaux de campagne de Roth (1986a) montre
que le probleme est insoluble si 'exigence de stabilité du mécanisme est
maintenue.

108 la capacité d’accueil est dépassée d’une unité, ’étudiant le moins bien classé est
rejeté.

"Voir Roth et Sotomayor (1990) pour une présentation détaillée.

12Voir aussi Roth et Sotomayor (1989).
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Roth (1986a) L’ensemble des candidats recrutés et des postes
occupés est le méme dans tous les appariements stables. Par
ailleurs, un hopital qui ne pourvoit pas tous ses postes dans l'un
des appariements stables recrute exactement les mémes candidats
dans tout appariement stable.

Ce résultat est une bonne nouvelle pour les internes en quéte d’un poste :
ceux-ci ne doivent pas s’inquiéter d’un changement de la regle d’admission
dans les hopitaux, pour autant que le nouveau mécanisme mis en place
soit stable. Kojima (2012) propose une généralisation du résultat de Roth,
qui tient compte de la possibilité de discrimination positive par systeme de
quotas.

Nous verrons en détails dans la section 3.3, au travers de contribu-
tions comme celle d’Abdukadiroglu et Sénmez (2003), comment le modele
d’admission dans les universités de Gale et Shapley (1962) a joué un role
déterminant pour les procédures d’affectation des éleves dans les écoles.

2.7 Deux autres modeles d’appariement de Shapley
2.7.1 Appariement avec transferts.

Shapley et Shubik (1972) considérent un marché déja envisagé par Shapley
(1955) et qui comporte, comme celui de Gale et Shapley (1962), deux types
d’agents. Plutot que des femmes et des hommes en quéte d’ame sceur, les
agents sont maintenant des proprétaires, qui possedent chacun une maison
a vendre, et des acheteurs potentiels, qui souhaitent chacun acquérir une
maison. La nouveauté du modele de Shapley et Shubik (1972), par rapport
au modele du mariage, est que les agents ont maintenant la possibilité d’ef-
fectuer des transferts monétaires. Leurs préférences sont donc définies de
maniére cardinale. En notant W (resp., M) ’ensemble des vendeurs (resp.,
des acheteurs), on peut considérer les groupes d’agents S C W U M, formés
de vendeurs et d’acheteurs et calculer le paiement maximal v(.S) que peut ob-
tenir S. Un individu seul ne peut dégager de profit, de sorte que v({i}) =0
pour i € W U M. De méme, un groupe d’agents S constitué exclusive-
ment de vendeurs (S C W) ou d’acheteurs (S C M) aura un paiement nul
(v(S) = 0). Cependant, une paire (w,m) € W x M, formée d'un vendeur
et d’un acheteur, peut obtenir un paiement global v({w,m}) > 0, qui de-
vra étre partagé entre w et m. De maniere générale, v(S) correspondra au
paiement maximal que S peut obtenir a l'issue de transactions bilatérales
entre les vendeurs et les acheteurs de S. Shapley et Shubik (1972) définissent
ainsi un jeu coopératif, a utilité transférable, un modele que nous étudierons

16



plus en détails dans la section 4.1. Ils montrent qu’il existe toujours des
appariements stables, c’est-a-dire que le “coeur” du jeu v est non-vide (voir
également la section 4.1). Tout comme ci-dessus en 'absence de transferts,
les appariements stables ont une structure remarquable.

Crawford et Knoer (1981), puis Kelso et Crawford (1982), proposent
des applications marquantes du modele. Les premiers adaptent ’algorithme
d’acceptation différée au cadre d’un marché du travail, dans lequel les en-
treprises peuvent embaucher plusieurs employés, tout comme les universités
admettent plusieurs étudiants. Crawford et Knoer (1981) posent les bases
d’un mécanisme d’encheres stable, qui décrit un processus d’ajustement sa-
larial, cet ajustement se faisant au fil des étapes de I'algorithme modifié de
Gale et Shapley. Kelso et Crawford (1982) raffinent la nature des préférences
des entreprises en les faisant porter sur tous les groupes possibles d’em-
ployés, de maniere a tenir compte des complémentarités éventuelles entre
les employés. L’introduction de ce type de préférences complique sensible-
ment 'analyse. Kelso et Crawford observent en particulier que les employés
doivent rester dans une certaine mesure substituables vis a vis de chaque
entreprise si ’'on veut maintenir la stabilité du mécanisme d’ajustement sala-
rial. L’hypothese de substituabilité, que Roth (1985) identifie sous une forme
différente dans un marché sans transferts, garantit que si un sous-groupe
d’employés quitte une entreprise suite a une offre salariale plus avantageuse
d’un concurrent, I’entreprise ne renoncera pas forcément aux employés qui
n’ont pas été débauchés's.

2.7.2 Allocation de biens indivisibles.

Shapley et Scarf (1974) consideérent une économie d’échange dans laquelle
les biens sont indivisibles. Ce sont, par exemple, des maisons, comme dans
le modele de Shapley et Shubik (1972). Cependant, les agents sont main-
tenant tous des propriétaires, qui possedent initialement chacun une mai-
son ; chacun a des préférences sur I’ensemble des maisons mais n’a l'usage
que d’une seule. Le modele se distingue doublement de celui de Shapley
et Shubik (1972) : d’une part, le marché n’est plus bilatéral ; d’autre part,
les agents ne peuvent plus effectuer de transferts monétaires. Néanmoins,
la notion de stabilité introduite ci-dessus se transpose sans difficulté. Sup-
posons qu’une allocation de toutes les maisons disponibles soit proposée a
I’ensemble des agents. Un groupe d’agents S “bloque” cette proposition s’il
existe une réallocation au sein de S des maisons initialement possédées par

13Voir aussi Hatfield et Milgrom (2005) qui unifient les théories de Pappariement et des
encheres, et Hatfield et Kojima (2007).

17



les membres de S qui soit préférée a la proposition par chaque membre de S.
Une répartition est stable si aucun groupe d’agents S ne la bloque. Suivant
la terminologie qui sera précisée dans la section 4.2, le modele de Shapley et
Scarf (1974) définit un jeu coopératif a utilité non-transférable, dont les al-
locations stables forment le ceeur. Shapley et Scarf démontrent que ce coeur
est non vide en utilisant une procédure de cycle d’échange optimal (“top
trading cycle”), attribuée a David Gale. Un cycle d’échange optimal pour
un ensemble de propriétaires R consiste en un sous-groupe de R que 'on
peut réordonner de maniere a ce que chaque propriétaire préféere la maison
de son successeur a toutes les maisons disponibles dans R. La procédure
repose sur la possibilité de partitionner ’ensemble de tous les propriétaires
N en groupes St, 59,...,S, de telle sorte que S7 soit un cycle pour N, S
un cycle pour N \ Si, S3 un cycle pour N \ (5’1 U ,5’2), etc. En réalisant
les échanges a l'intérieur de chaque cycle, on obtient une allocation dans
le cceur du jeu associé (qui est également une allocation concurrentielle de
I’économie).

Les propriétés du mécanisme correspondant au cycle d’échange opti-
mal sont étudiées par Roth et Postlewaite (1977), Roth (1982b) et Ab-
dulkadiroglu et Sénmez (1999). Roth (1982b) établit notamment que le
mécanisme est non manipulable par les agents. Une version du mécanisme
pour des marchés avec deux types d’individus est déduite par Abdulka-
diroglu et Sénmez (2003) et appliquée au probléeme de carte scolaire!*. En-
fin, Roth, Sénmez and Unver (2004, 2005a, 2005b) montrent que le modele
de Shapley et Scarf (1974) est également pertinent pour décrire le marché
d’échange de reins (cf section 3.4), qu’ils proposent de réorganiser en utili-
sant un mécanisme de cycle d’échange optimal.

3 Appariement et marchés : 1’approche d’Alvin
Roth

Comme on I’a indiqué dans I’'introduction, une étape majeure dans le développement
de la théorie de 'appariement fut la publication, en 1984, d’un article d’Alvin
Roth sur le recrutement des internes en médecine aux Etats-Unis. Au début
du vingtieme siecle, la compétition entre les hopitaux pour le recrutement
des futurs médecins était si intense que les hopitaux proposaient des offres
d’emploi a certains étudiants de faculté de médecine des leur troisieme année
d’études, c’est-a-dire bien avant leur entrée sur le marché. Les hopitaux

“y0ir aussi Haeringer et Klijn (2009).
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avaient donc peu d’information sur la qualité des étudiants et les étudiants,
de leur coté, devaient fréquemment décider d’accepter ou de refuser une
offre avant de connaitre toutes les offres finalement disponibles. A partir des
années 1940, I’Association Américaine de Médecine fit plusieurs tentatives
pour organiser le marché du recrutement des futurs médecins et, en 1952,
mit en place un marché centralisé ou les étudiants devaient envoyer leur
classement des hopitaux (et les hopitaux devaient envoyer leur classement
des étudiants). Une fois la collecte des préférences terminée, un algorithme
était utilisé pour apparier étudiants et hopitaux.

C’est en étudiant l'organisation de ce marché que Roth découvrit que
I’algorithme mis en place était en fait équivalent a ’algorithme d’accep-
tation différée de Gale et Shapley, plus de dix ans avant sa publication! En
étudiant minutieusement les débats qui avaient amené a la mise au point de
cet algorithme, Roth observa qu’une des préoccupations majeures était de
pouvoir produire des appariements stables. Ce travail a ouvert la voie a un
programme de recherche innovateur qui permettait non seulement d’étudier
des problemes nouveaux mais aussi de modifier profondément I’attitude du
chercheur en économie théorique.

3.1 De la théorie a la pratique

Un des aspects les plus intéressants de la théorie de ’appariement est la tres
grande simplicité du modele de Gale et Shapley. Comme nous ’avons vu
précédemment, le modele de base consiste simplement en deux populations
d’agents, dans lesquelles chaque individu a une relation de préférence sur les
partenaires possibles. S’il est certain que la préférence d’un étudiant pour un
hopital plutét qu’un autre peut dépendre de plusieurs facteurs comme la lo-
calisation, le salaire proposé ou le prestige, ces considérations sont tout sim-
plement ignorées dans le modele standard d’appariement. Cette tres grande
simplicité permet donc de rendre compte d’un tres grand nombre de situa-
tions.

Cependant, la simplicité du modele de Gale et Shapley ne garantit en rien
sa pertinence en tant qu’outil pour ’analyse de situations réelles ou pour
I’élaboration d’institutions qui génerent ces appariements. Par ailleurs, le
modele de Gale et Shapley donne une place prépondérante au concept de
stabilité, suggérant ainsi qu’il s’agit du “concept d’équilibre” (si cher aux
économistes) le plus approprié pour les problemes d’appariement. Les deux
premiers problemes auxquels Roth se consacra furent précisément d’identi-
fier le type de marché pertinent pour la théorie de I’appariement et de vérifier
si le concept de stabilité était la clé pour comprendre le fonctionnement de
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ces marchés.

Les marchés d’appariement se différencient essentiellement des marchés
“classiques” par la présence de rigidités tres fortes des deux cotés du marché.
Prenons par exemple le cas des internes en médecine et des hopitaux. Dans
I’analyse économique traditionnelle, les producteurs offrent un bien homo-
gene, dans le sens ou tous les producteurs offrent le méme bien. Cela n’est pas
le cas pour les étudiants en médecine et les hopitaux. Bien qu’il s’agisse in
fine d’une place d’interne en médecine, les futurs médecins ne sont en général
pas indifférents entre les places proposées par les différents hopitaux : cer-
taines institutions sont préférées a d’autres. Une deuxiéme différence essen-
tielle repose sur la périodicité de ce marché qui ne fonctionne pas de maniere
permanente : chaque année, une cohorte de nouveaux étudiants arrive sur
le marché a la recherche d’un poste d’interne en médecine, avec le but de
commencer a travailler le plus tot possible apres la sortie de 'université. Il
existe donc implicitement une date limite pour effectuer des transactions.

Le modele de Gale et Shapley, avec son algorithme d’acceptation différée,
prone implicitement la mise en place d’un marché centralisé, c’est-a-dire
d’une institution centrale qui demande aux acteurs d’indiquer leurs préfé-
rences et calcule un appariement a partir de ces préférences. L’alternative
consiste en un marché décentralisé, ou chaque acteur cherche individuelle-
ment un partenaire. Roth a donc initié un programme de recherche dont le
but était de voir si un marché d’appariement décentralisé pouvait fonction-
ner de maniere optimale, en dépit de la présence des rigidités typiques déja
mentionnées.

Pour répondre a cette question, il fut nécessaire de considérer les moindres
détails inhérents a ce type de situation et I'un de ces détails fut précisément
qu’une tentative de transaction, qu’elle aboutisse ou non, nécessite du temps.
Typiquement, lorsqu’un candidat regoit une offre d’embauche de la part
d’un employeur, celle-ci est accompagnée d’un délai pendant lequel l'offre
reste valable, et bien évidemment, tant que le candidat n’a pas donné sa
réponse, 'employeur ne peut offrir ce méme poste & un autre candidat.
L’ajout d’une date limite pour I’ensemble du marché peut alors compliquer
considérablement les choix stratégiques de la part des étudiants et des em-
ployeurs, amenant les hopitaux et les étudiants a prendre des décisions non-
optimales. En collaboration avec Xing (1994, 1997), Roth a étudié plusieurs
marchés spécialisés (internes en psychologie, championnats universitaires de
football, étudiants en MBA, etc.) et a montré que des contraintes fortes
sur le calendrier peuvent empécher un marché d’appariement décentralisé
de produire des affectations optimales. Un candidat peut, par exemple, re-
cevoir une offre qui, bien qu’acceptable, ne soit pas sa préférée, et faire face
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a un délai relativement court pour décider de I'accepter ou de la refuser.
Dans une telle situation, beaucoup de candidats peuvent étre tentés d’ac-
cepter Doffre, ne sachant pas s’ils vont recevoir de meilleures offres a une date
ultérieure. Du co6té des employeurs, leurs chances d’embaucher les candidats
qu’ils préferent peuvent se réduire considérablement si ces derniers acceptent
“trop tot” les offres d’autres employeurs. Nous pouvons alors observer des
situations ou l'appariement final est instable, avec un hopital et un candi-
dat qui se préferent mutuellement mais ont, chacun de leur c6té, accepté
préalablement une transaction avec un partenaire moins bien classé. Ainsi,
les travaux menés par Roth suggeérent fortement que les marchés d’apparie-
ment ne sont pas & méme de fonctionner de maniere optimale en présence de
frictions importantes, justifiant par la-méme le développement d’institutions
centralisées. Cependant, il restait une seconde question essentielle : celle de
savoir si la stabilité de 'appariement est le concept pertinent pour ce type
de marché.

Suite a ses travaux sur le marché des internes en médecine aux Etats-
Unis, Roth (1991) commenca & étudier le marché des internes en médecine
au Royaume Uni. A l'instar du marché américain, le marché britannique de
recrutement des internes en médecine était exposé a des défaillances notoires.
A la fin des années 1960, il a été décidé d’y instaurer une procédure centra-
lisée de recrutement sur le modele américain. Cependant, au lieu d’organiser
un seul et unique marché, les autorités médicales britanniques laisserent a
chaque région le soin de choisir ’algorithme utilisé pour apparier étudiants
et hopitaux en fonction des préférences soumises. De facon surprenante,
seules certaines régions adopterent un algorithme produisant des apparie-
ments stables. L’intuition de Roth était que les appariements instables pro-
voqueraient un mécontentement croissant, tant et si bien que les autorités
des régions ayant adopté un mécanisme instable seraient amenées a modifier
leurs regles d’appariement. L’étude empirique de I’évolution du marché bri-
tannique confirma largement cette intuition. Une expérience en laboratoire
menée avec John Kagel (2000) a corroboré les conclusions de cette étude.

3.2 Une démarche d’ingénieur

Si les études de situations réelles menées par Roth ont permis de montrer
que le modele proposé par Gale et Shapley était pertinent, elles en ont aussi
montré les limites. Au début des années 1990, le mécanisme d’affectation
mis en place par 1’Association Américaine de Médecine faisait face & une
situation nouvelle qui n’avait pas été prévue par la théorie : de plus en plus
de couples d’étudiants cherchaient une place d’interne soit dans le méme
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hopital, soit dans des hopitaux proches. Le mécanisme en vigueur ne per-
mettant pas alors de chercher une place “en couple”, un nombre croissant
d’étudiants mariés désertait le mécanisme en cherchant un employeur par
leurs propres moyens. L’on savait depuis Gale et Shapley qu’il existe tou-
jours un appariement stable lorsque chaque étudiant peut s’apparier avec
un seul hopital et chaque hopital peut s’apparier avec un seul étudiant. Si
les hopitaux peuvent embaucher plusieurs étudiants, alors il existe aussi au
moins un appariement stable (si les hopitaux ont des préférences “raison-
nables”). Cependant, plusieurs travaux théoriques ont montré qu’en présence
de couples, il n’existe pas nécessairement d’appariement stable : le théoreme
de Gale et Shapley n’est plus vrai'®. Adoptant une démarche d’ingénieur,
Roth et Peranson (1999) ont mis au point un mécanisme pour 1’Association
Américaine de Médecine permettant aux couples de chercher conjointement
un poste dans un hopital. Quand bien méme 'on sait que, théoriquement, il
n’existe pas d’algorithme qui résolve le probleme d’appariement avec couples
de maniere certaine, les modifications apportées par Roth et Peranson se
sont avérées performantes, suggérant ainsi que dans la pratique, les confi-
gurations ou les appariements stables n’existent pas en présence de couples
sont rares et négligeables, voire inexistantes. De plus, Kojima, Pathak et
Roth (2010) ont montré récemment que le mécanisme proposé par Roth et
Peranson, bien que n’étant pas parfait d’un point de vue théorique, retrouve
les propriétés du modele standard lorsque la situation considérée concerne
un nombre suffisamment grand d’acteurs.

3.3 La carte scolaire

La théorie de 'appariement a pris une importance encore plus grande lorsque
Abdulkadiroglu et Sénmez (2003) ont montré que le modele d’appariement
de Gale et Shapley pouvait apporter une solution au probleme de la “carte
scolaire”, ou plus précisément au probleme de la répartition des enfants
dans les écoles primaires et secondaires lorsque 'on donne aux parents
la possibilité d’exprimer des veoeux sur la future école de leur enfant. Si,
mathématiquement, le probleme de la répartition des éléves est identique
au modele du mariage de Gale et Shapley, il n’en est pas moins différent
quant aux interprétations en termes de bien-étre. Dans le probleme stan-
dard de la répartition des enfants dans les écoles publiques, seuls les pa-
rents ont des préférences. Les écoles, quant a elles, ne sont pas en général
considérées comme des joueurs actifs, leurs “préférences” n’intervenant pas

15Voir par exemple les contributions de Dutta et Massé (1997), Klaus et Klijn (2005).
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dans I’analyse du bien-étre. Dans beaucoup de situations, les écoles n’ont
en fait qu’'un ordre de priorité sur les éleves, qui dépend de facteurs di-
vers (proximité avec le lieu de résidence, présence de freres ou sceurs dans
I’école, etc.) déterminés par les autorités compétentes. En d’autres termes,
le probleme de la carte scolaire consiste essentiellement en un probleme
d’élicitation des préférences des parents. Cet aspect a une conséquence tres
importante si 'on considere 'algorithme d’affectation différée. Comme on
I'a vu dans la section 2.5, Roth (1982a) et Dubins et Freedman (1981) ont
démontré que dans le mécanisme dérivé de ’algorithme de Gale et Shapley,
révéler ses vraies préférences est une stratégie dominante pour le type d’in-
dividu privilégié par I’algorithme. L’utilisation de 'algorithme de Gale et
Shapley dans ce contexte est donc naturelle puisqu’elle permet de simplifier
radicalement la question du choix d’une stratégie optimale de la part des
parents tout en calculant une répartition stable.

Afin de motiver leur approche, Abdulkadiroglu et Sénmez ont analysé le
mécanisme utilisé pour les écoles de Boston. Ils ont montré que la théorie
de 'appariement menait & un mécanisme plus performant que celui qui
était alors en place. Cet article, bien qu’ayant été publié dans une revue
académique, a regu 'attention du quotidien Boston Globe, langant ainsi un
débat sur le probleme de la répartition des enfants dans les écoles de la ville.
C’est finalement en 2008 que la ville de Boston décida d’utiliser le mécanisme
d’acceptation différée en lieu et place du mécanisme utilisé jusqu’alors sous
les conseils de Roth, Pathak, Abdulkadiroglu et Sénmez (2005)'. Peu de
temps apres, la ville de New York, toujours sur les conseils de Roth et de ses
collaborateurs, opta également pour ce méme mécanisme, déclenchant ainsi
une vague de réformes a travers les Etats-Unis!7.

Le travail d’ingénierie mené par Roth et ses collaborateurs lors de la mise
au point des mécanismes de Boston et de New York a ouvert la voie a de
nouvelles questions théoriques. La littérature sur la carte scolaire constitue
aujourd’hui I'un des domaines les plus actifs de la théorie de 'appariement.

3.4 Le marché lié a la transplantation des reins

Parallelement a 1’étude de la carte scolaire, Roth, en collaboration avec
Sénmez et Unver (2004, 2005a, 2005b), a commencé a étudier le marché des
organes.

Afin de mieux cerner la spécificité de ce type de marché, rappelons tout

161 ’ancien mécanisme est justement appelé dans la littérature le “mécanisme de Bos-
ton”.
1"Voir Abdulkadiroglu, Pathak, Roth (2005, 2009) et Pathak et Sénmez (2008).
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d’abord le point de vue de Roth sur le statut des prix sur les marchés d’ap-
pariement. Contrairement aux marchés classiques ou le prix observé est une
statistique suffisante pour identifier une situation d’équilibre entre offre et
demande, le prix sur un marché d’appariement (s’il y en a) n’est qu'une
des composantes de cet équilibre. En fait, “choisir et étre choisi” est, selon
Roth, 'une des caractéristiques essentielles des marchés d’appariement. Un
exemple typique utilisé par Roth dans son cours de doctorat pour illustrer
cette maxime est celui de 'inscription dans une université aux Etats-Unis. 11
est bien connu que les frais d’inscription sont élevés outre-atlantique. Cepen-
dant, le fait qu’un étudiant puisse se permettre de payer ces frais ne garan-
tit pas qu’il puisse étudier dans une université comme Harvard, Stanford ou
Princeton. II faut qu’il soit admis, ou, en d’autres termes, choisi par I’'univer-
sité dans laquelle il souhaite s’inscrire. De méme, le fait qu’'une université
admette un étudiant n’implique pas forcément qu’il viendra étudier dans
cette université : il faut que cet étudiant choisisse 'université en question.
L’on pourra objecter que la capacité de financement d’un étudiant influen-
cera considérablement ses choix d’études. Il en est de méme pour le probleme
de la carte scolaire. Bien qu’il s’agisse d’écoles publiques, et donc gratuites
pour les parents, vivre pres d’une école augmente les chances d’y étre ad-
mis, et donc les prix du marché immobilier sont susceptibles d’influencer la
répartition finale chaque fois que le critere géographique détermine (partiel-
lement ou complétement) I'ordre de priorité des éleves dans les écoles'®.

Un cas extréme ou les prix n’ont pas d’influence est celui des marchés
d’organes, puisque la plupart des pays ont légiféré en interdisant le commerce
de ce type de biens'®. Selon Roth, méme en ’absence de prix, la transmission
d’organes releve de I'organisation d’un marché, puisque ’on est en présence
d’une offre (les donneurs d’organes) et d’une demande (les patients). Le cas
des transplantations de rein fut vite percu comme étant un terrain idéal
pour la théorie de I'appariement.

Pour un malade en déficience rénale, il y a deux moyens d’obtenir un
rein : un donneur décédé (dont les deux reins sont disponibles) et un don-
neur vivant (qui ne donne qu’un rein). Il arrive que pour certains malades,
un de leurs proches soit disposé & donner un rein, mais que malheureuse-
ment le rein du donneur ne soit pas compatible avec le receveur. Cependant,
le chirurgien peut se trouver en présence de deux couples patient-donneur
incompatibles, tandis que le rein du premier donneur est compatible avec
le systeme immunologique du second patient et de méme entre le deuxieme

18Voir Fack et Grenet (2010b) pour une analyse dans le contexte francais.
19 Actuellement seule la République Islamique d’Iran autorise la vente et ’achat de reins.
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patient et le premier donneur, offrant ainsi la possibilité d’une transplan-
tation croisée. On peut obtenir ainsi un échange de rein entre patients et
donneurs, sans avoir besoin de faire intervenir une transaction financiére (et
donc un prix). Si 'on reformule ce probleme d’échange de rein de maniere
abstraite, on retrouve le modele du marché avec indivisibilité de Shapley et
Scarf (1974) que I'on a évoqué dans la section 2.7.2. C’est sur cette constata-
tion que Roth, Sénmez et Unver ont commencé leurs travaux sur les échanges
de reins en modifiant l'algorithme du cycle d’échange optimal proposé par
Gale dans les années 1970 (voir section 2.7.2).

Certains urologues avaient déja procédé a des transplantations croisées.
Mais la contribution de Roth et ses co-auteurs a ouvert la possibilité de
résoudre le probleme de maniere globale, pour une large population. Un des
exemples les plus probants est le développement d’un programme d’échange
de reins a grande échelle pour la Nouvelle Angleterre aux Etats-Unis. Le
cadre proposé par Roth a permis par ailleurs d’étudier certaines questions
identifiées par le corps médical et pour lesquelles on avait peu de réponses.
Une de ces questions concerne le probleme de la simultanéité des échanges.
En effet, une des contraintes imposées par les échanges croisés est d’opérer si-
multanément les deux donneurs et les deux receveurs afin d’éviter qu’un des
donneurs ne se rétracte apres que “son” patient a recu le rein de ’autre don-
neur. Cela signifie donc que pour k paires patient-donneur il faut 2 x k salles
d’opération et autant d’équipes chirurgicales. Les contraintes matérielles
font qu’il est difficile d’aller au-dela de trois paires lors d’un échange croisé.
En utilisant la distribution des groupes sanguins dans la population, Roth,
Sénmez et Unver (2007) ont montré que le nombre de transplantations aug-
mentait peu si I'on arrivait a réaliser des échanges impliquant trois paires
patient-donneur, et que cette augmentation devenait négligeable des que I'on
allait au-dela.

4 D’autres contributions de Lloyd Shapley

Comme on ’a dit dans U'introduction, I’article de Gale et Shapley (1962) et
les autres travaux de Lloyd Shapley mentionnés ci-dessus (Shapley et Shubik
(1972), Shapley et Scarf (1974)) ne sont qu’'un tout petit échantillon de ses
contributions a la théorie des jeux. Nous en évoquons quelques autres dans
cette section.
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4.1 Jeux coopératifs a utilité transférable

Plus que d’autres théoriciens des jeux actifs au début des années 1950 (tels
que Nash, par exemple), Shapley apparait comme un successeur de von
Neumann et Morgenstern (1944). Ceux-ci voient les jeux a n joueurs comme
un affrontement entre coalitions, c’est-a-dire, entre sous-groupes de joueurs
S C N = {1,..,n}. Ils supposent que les joueurs peuvent effectuer des
transferts d’utilité et résument le jeu par une “fonction caractéristique” v,
qui associe un montant v(S) a chaque coalition S. On interprete v(.S) comme
le montant que la coalition S pourrait se garantir si elle était autonome. Par
exemple, partant d’un jeu sous forme stratégique a m joueurs, von Neu-
mann et Morgenstern définissent v(.S) comme la somme maximale d’utilités
que S peut assurer a ses membres, quelle que soit la stratégie de la coali-
tion complémentaire N \ S. Le modele de marché bilatéral de Shapley et
Shubik (1972), décrit dans la section 2.7.1, fournit un meilleur exemple de
jeu coopératif a utilité transférable, dans la mesure ou le profit d’une paire
vendeur-acheteur est d’emblée défini indépendamment des transactions des
autres agents.

von Neumann et Morgenstern (1944) proposent leur “solution” pour les
jeux décrits par une fonction caractéristique. Celle-ci consiste en des en-
sembles d’utilités qui satisfont une double notion de stabilité - interne et
externe - assez complexe ; aucun théoréme n’en garantit ’existence au début
des années 1950%°. Shapley (1953a) releve le défi de mesurer par un simple
nombre ¢;(v) le pouvoir relatif du joueur i dans un jeu v. Il définit ainsi
la valeur ¢(v) d’un jeu v sous la forme dun vecteur (p;(v));en de R™. 11
identifie une liste de propriétés désirables (des “axiomes”) que doit satisfaire
une telle valeur : efficience (3, wi(v) = v(IV)), symétrie (si les joueurs i
et j jouent le méme role dans le jeu v, ¢;(v) = ¢;(v)), normalisation (si la
fonction caractéristique v est telle que le joueur i soit nul, c’est-a-dire n’ap-
porte rien a aucune coalition S, ¢;(v) = 0), additivité (pour des fonctions
caractéristiques v et w, p(v+w) = ¢(v) + p(w)). Shapley (1953a) démontre
qu’il existe une et une seule fonction ¢(v), définie sur ’ensemble de tous
les jeux v a n joueurs, qui satisfasse aux quatre propriétés précédentes :
la “valeur”. Celle-ci s’exprime, pour chaque joueur ¢, comme ’espérance de
sa contribution marginale aux coalitions qui le précedent, les joueurs étant
rangés dans un ordre aléatoire. Beaucoup d’autres caractérisations axioma-
tiques de la valeur de Shapley (qui ne font pas toutes apparaitre explicite-
ment 'exigence d’additivité) sont disponibles dans la littérature (voir Winter

20Un contre-exemple de Lucas (1969) montrera finalement que I’existence d’une solution
de von Neumann et Morgenstern n’est pas garantie en général.
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(2002) et Monderer et Samet (2002)).

Shapley et Shubik (1954) ont d’emblée I'idée de recourir & la valeur pour
mesurer le pouvoir relatif de partis politiques lors d’une élection. Ils adoptent
la fonction caractéristique v suivante : v(S) = 1 pour une coalition S de
partis politiques qui a obtenu un nombre de voix lui assurant la majorité
(éventuellement qualifiée), v(S) = 0 sinon. Shapley et Shubik définissent
alors I'indice de pouvoir du parti ¢ comme sa valeur (de Shapley) ¢;(v).
Cet indice est utilisé dans de nombreuses études appliquées (voir Salanié
(2005) et Lebreton et Van der Straeten (2012) pour des exemples récents).
Une autre mesure du pouvoir d’'un parti politique couramment utilisée en
pratique est l'indice Banzhaf. Dubey et Shapley (1979) en ont fourni une
caractérisation axiomatique (voir Straffin (1995) pour plus de détails).

La valeur de Shapley s’est avérée utile dans d’autres contextes, comme le
partage optimal de cotits (voir Young (1995)). Elle a été généralisée dans plu-
sieurs directions, comme l'illustrent les six chapitres (53 & 58) du tome III du
Handbook of Game Theory (Aumann et Hart (2002)) et 'ouvrage coordonné
par Roth (1988), qui lui sont exlusivement consacrés. Avant d’évoquer deux
extensions importantes de Shapley (1953a), restons encore dans le cadre des
jeux a utilité transférable.

Le concept de solution le plus connu pour les jeux décrits par une fonc-
tion caractéristique v est sans doute le coeur?!. Celui-ci se décrit comme
I’ensemble des allocations x = (z;);eny € R™ réalisables pour les n joueurs
(c’est-a-dire telles que ),y i < v(V)) qu'aucune coalition S ne peut blo-
quer, en proposant une allocation (y;);cg réalisable pour S (c’est-a-dire telle
que »_;cq i < v(S)) qui améliore le sort de tous les membres de S (c’est-a-
dire telle que y; > z; pour tout 7 € S). Par exemple, les allocations stables de
Shapley et Shubik (1972) (voir section 2.7.1) correspondent au cceur d’un
jeu approprié, dans lequel les coalitions viables sont constituées de paires
vendeur-acheteur. Dans ce modele, le coeur est non-vide, mais dans beau-
coup de jeux tres simples, comme le jeu de majorité a trois personnes, ce n’est
pas le cas. Un résultat tres connu de Shapley (1967), établi indépendamment
par Bondareva (1963), fournit une condition élégante, nécessaire et suffisante
pour que le coeur d’un jeu a utilité transférable soit non-vide : le jeu doit étre
“balancé”. Shapley (1971) identifie également la classe des jeux “convexes”,
dans lesquels le coeur est toujours non-vide et se décrit facilement. Un méme
résultat positif s’applique aux jeux de marché coopératifs de Shapley et Shu-

210n fait d’ordinaire remonter & Edgeworth (1881) I'idée du cceur. Le concept a été
formalisé notamment par Shapley (1955) et Gillies (1959), avant d’étre consolidé par
Shapley et Shubik.
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bik (1969, 1975), qui sont engendrés par des économies d’échange a utilité
transférable. Shapley et Shubik montrent notamment que le coeur d’un jeu de
marché correspond exactement aux équilibres concurrentiels des économies
qui engendrent ce jeu.

4.2 Jeux coopératifs a utilité non-transférable

On a défini ci-dessus la valeur de Shapley et le cceur pour un jeu a utilité
transférable (UT), dans lequel les joueurs peuvent effectuer des transferts
illimités d’utilité entre eux. C’est une hypothese tres forte, qui n’a pas sa
place dans la représentation de nombreux marchés, comme celui de I’échange
de reins. Le modele de Shapley et Scarf (1974) évoqué dans la section 2.7.2
constitue donc un bon exemple. Une fonction caractéristique plus générale,
a utilité non-transférable (UNT), associe un sous-ensemble V(S) de RS &
chaque coalition S. L’ensemble V' (.S) contient les vecteurs d’utilité que pour-
raient atteindre les membres de la coalition S si celle-ci était autonome.
Shapley (1969) propose une procédure de transferts fictifs entre les joueurs
qui permet d’étendre tout concept de solution défini pour les jeux a utilité
transférable aux jeux a utilité non-transférable, en particulier d’obtenir une
“valeur de Shapley UNT” & partir de la valeur de Shapley (1953a). Harsanyi
(1963) avait auparavant proposé une autre solution qui étende la valeur de
Shapley (1953a) aux jeux coopératifs UNT. Roth (1980) émet des réserves a
I’égard des deux extensions précédentes en produisant des exemples ou elles
conduisent a des prédictions contre-intuitives. Ces critiques n’empéchent pas
Aumann (1985) de caractériser la “valeur de Shapley UNT” par une liste
de propriétés qu’il juge désirables. Roth (1986) revient & la charge, Aumann
lui répond, mais le débat est loin d’étre clos et se prolonge, aujourd’hui en-
core, a l'occasion de I'extension de la valeur UNT en information incompléte.
Owen (1972) et Maschler et Owen (1989, 1992) proposent une autre maniere
d’étendre la valeur de Shapley (1953a). McLean (2002) présente en détails les
différentes notions de valeur pour les jeux UNT (voir aussi Myerson (1991)).
Shapley s’est également intéressé au coeur dans les jeux UNT. Contrai-
rement a la valeur de Shapley, ce concept de solution peut sans difficulté se
définir dans les jeux UNT exactement de la méme maniere que dans les jeux
UT. Le probleme, qui restera ouvert longtemps, est d’étendre le théoreme
de Bondareva (1963) et Shapley (1967). Scarf (1967) identifie une condition
suffisante en démontrant que le coeur d’un jeu UNT balancé est non-vide
sous des hypotheses générales (en particulier, méme si les ensembles V' (S)
ne sont pas convexes). Cependant, la condition n’est pas suffisante et la
démonstration de Scarf est complexe. Shapley et Vohra (1991) proposent

28



une démonstration beaucoup plus simple, a partir de théoremes de point
fixe. L’approche directe de Shapley et Vohra (1991) marque une étape dans
Iidentification d’une condition généralisée de “balancement”, nécessaire et
suffisante pour la non-vacuité du coeur d’un jeu UNT. Une telle condition
sera obtenue par Predtetchinski et Herings (2004) et Bonnisseau et Iehlé
(2007).

Shapley a proposé une autre approche du cceur d’un jeu UNT, basée
sur sa procédure de transferts fictifs qui, comme on I’a vu ci-dessus, a été
appliquée & la valeur. Il obtient ainsi le “coeur intérieur”, un ensemble d’al-
locations inclus dans le cceur, qui coincide avec celui-ci dans le cas UT. Ce
concept de “coeur intérieur”, déja proposé par Shapley et Shubik (1975)
en vue d'une extension de leurs résultats aux économies d’échange clas-
siques, est traité de fagon systématique dans Qin (1994) (voir aussi Myerson
(1991))22.

4.3 Jeux coopératifs non-atomiques

Un tout autre chantier nait de la nécessité d’appliquer la valeur a des si-
tuations de concurrence parfaite, qui font intervenir une infinité d’agents
individuellement négligeables. Aumann et Shapley (1974) introduisent ainsi
une nouvelle classe de jeux coopératifs, les jeux “non-atomiques”, dans les-
quels une coalition S s’identifie & un sous-ensemble (borélien) de l'intervalle
[0,1] et la fonction caractéristique v devient une mesure (non-atomique).
Aumann et Shapley (1974) établissent l'existence et 'unicité d’une “va-
leur” pour une classe particuliere des jeux non-atomiques qu’ils viennent de
définir. Ils proposent aussi une formule, connue sous le nom de “formule
diagonale”, qui généralise celle de Shapley (1953a) en exprimant la valeur de
chaque joueur infinitésimal en termes de ses contributions marginales. Ces
résultats sont & l’origine d’une théorie du partage optimal des cotlits qui se
réfere explicitement aux “prix d’Aumann et Shapley”.

L’extension des travaux entamés par Aumann et Shapley fait I'objet
d’une littérature abondante (voir Neyman (2002)). Les résultats les plus
généraux sont dis & Mertens (1980, 1988), qui démontre l'existence d’une
valeur satisfaisant encore la “formule diagonale” mais qui est définie sur
un espace contenant des jeux discontinus et une classe importante de jeux
non-différentiables?®. Hart (2002) montre comment la valeur des jeux non-

22Qin (1994) se réfere a des notes de cours de Shapley de 1984. Francoise Forges se
souvient également du cceur intérieur comme 1'un des themes abordés par Shapley dans
ses cours au CORE a 'automne 1982.

21 ultime article de Jean-Francois Mertens “A random partitions approach to the va-
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atomiques offre de nouveaux fondements a I’équilibre concurrentiel, en ac-
cord avec 'agenda initial d’Aumann et Shapley. Mertens (2002b) ouvre de
nouvelles perspectives d’application.

4.4 Jeux non-coopératifs a horizon infini

En sus du célebre article sur la valeur, Shapley publie en 1953 un autre
article fondateur, consacré a un tout autre modele, les “jeux stochastiques”.
Ces jeux sont parfois présentés aujourd’hui comme une version interactive de
I'optimisation dynamique (qui est menée par un seul décideur) ou méme des
chaines de Markov (ou il n’y a pas de décideur du tout). Si cette description
dissimule des différences importantes entre les modeles de Shapley et de
Bellman, elle a au moins le mérite de suggérer d’emblée d’innombrables
applications concrétes des jeux stochastiques.??

Pour définir un jeu stochastique & deux joueurs, & somme nulle, Shapley
(1953b) se donne un ensemble (fini) K d’états de la nature, une distribution
de probabilité p sur K et un ensemble (fini) d’actions A* pour chaque joueur
i =1,2. Un état de la nature initial k; est d’abord sélectionné suivant p et
annoncé aux deux joueurs. Ensuite, a chaque étape t = 1,2, ..., les joueurs
choisissent simultanément une action avant d’étre tous deux informés de ces
choix. L’état de la nature courant k; et la paire d’actions a; = (aj,a?) des
joueurs a ’étape t déterminent 1'utilité u(k;, a;) du joueur 1 a I’étape ¢, ainsi
que la probabilité p(k¢i1|ks, ar) de I'état de la nature kypq & Pétape ¢t + 1.
Les distributions de probabilité p(.|k:, a;) forment un élément essentiel du
jeu, que ’on désigne sous le nom de “probabilité de transition”.

Shapley (1953b) démontre l'existence d’une “valeur” (cette fois, au sens
du “minimax” de von Neumann et Morgenstern (1944)) dans tout jeu sto-
chastique de la forme ci-dessus, en supposant que les utilités dans le jeu
a horizon infini sont évaluées grace a un facteur d’actualisation. Sous cette
derniere hypothese, les méthodes de Shapley permettent d’établir également
I’existence d’un équilibre de Nash dans les jeux stochastiques & somme non-
nulle. Les développements de I’article de Shapley (1953b) sont considérables,
comme le montrent les chapitres de Mertens (2002a) et Vieille (2002) dans

lue” porte sur la valeur des jeux non-atomiques. Il a été présenté (par Abraham Neyman)
au titre de la conférence “von Neumann”, lors du congrés mondial de théorie des jeux en
juillet 2012.

24Shapley (1953b) propose un modele dans lequel I’horizon peut d’emblée étre infini et
les décideurs optimisent leurs paiements actualisés. Il indique que, s’il n’y a qu’un seul
décideur, c’est un modele de “programmation dynamique” et fait référence a Bellman
(1952). Mais ce dernier suppose ’horizon fini, une hypothese qu’il maintiendra largement
au long des années 1950.
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le Handbook of Game Theory. Les recherches, encore en cours dans le cas
a somme non-nulle, visent & éprouver la robustesse des solutions obtenues
pour un facteur d’actualisation donné et a étendre les résultats & des espaces
d’états et d’actions aussi généraux que possible.

On vient de le voir, Shapley a proposé, des le début des années 1950,
le premier modele de décision a horizon infini. Il n’est donc pas étonnant
qu’il se soit aussi intéressé aux jeux dynamiques les plus simples, obtenus
en répétant, d’étape en étape, un méme jeu sous forme stratégique®®. Sha-
pley (1964) s’interroge sur la convergence d’un processus d’apprentissage,
connu sous le nom de “fictitious play”, dans lequel & chaque étape ¢, chaque
joueur calcule la distribution empirique des actions des autres, pour les ¢t — 1
premieres étapes, et optimise en conséquence, de facon myope. Au début
des années 1960, on sait que ce processus converge vers un équilibre de Nash
du jeu initial, supposé a somme non-nulle, dans le cas de deux joueurs qui
n’ont chacun que deux actions possibles?. Shapley (1964) réduit 1’espoir de
généraliser ce résultat en construisant un contre-exemple dans lequel chaque
joueur dispose de trois actions. Quelque trente ans plus tard, peut-étre a
la faveur d’un regain d’intérét pour les processus d’apprentissage myope,
Monderer et Shapley (1996a) établissent la convergence du “fictitious play”
dans les jeux de potentiel, une classe de jeux a m joueurs aux propriétés
remarquables & laquelle nous reviendrons ci-dessous.

Des le milieu des années 1970, Shapley étudie également les jeux infini-
ment répétés du point de vue de joueurs rationnels, qui optimisent sur le
long terme. Dans un article écrit en 1976, mais qui ne sera publié que bien
plus tard, Aumann et Shapley proposent une caractérisation des utilités
d’équilibre de Nash de tout jeu infiniment répété sous la forme des utilités
réalisables et individuellement rationnelles du jeu initial. On reconnait la
le résultat connu aujourd’hui sous le nom de “folk theorem”?’. Le fameux
théoreme a donc bel et bien fait partie de la tradition orale de la théorie
des jeux, mais son origine n’est peut-étre pas aussi obscure qu’on le prétend
souvent.

Z5Un tel jeu dynamique peut se voir comme un jeu stochastique dans lequel ensemble
des états de la nature est réduit & un seul élément.

261,a convergence est aussi assurée dans tous les jeux & somme nulle.

2TRubinstein avait, de son c6té, établi une version du résultat au méme moment. Les
articles seront finalement publiés (voir Aumann et Shapley (1995) et Rubinstein (1995)),
précédés d’un avant-propos commun d’Aumann, Rubinstein et Shapley qui en retrace
I’histoire.
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4.5 D’autres jeux non-coopératifs

Nous avons déja illustré plusieurs fois le talent de Shapley pour modéliser
des marchés spécifiques sous forme de jeux coopératifs. Shapley et Shu-
bik (1977) ont également développé un modele de jeux de marché non-
coopératifs, qui vise a expliquer comment les décisions des agents sur les
marchés déterminent les transactions et en particulier, les prix. Shapley et
Shubik partent d’une économie d’échange qui comprend n agents et k biens.
Chaque agent, ¢ = 1, ..., n, dispose d’une dotation initiale wf de chaque bien
£ =1,...,k. Le bien k joue le role de numéraire, tandis que, pour chacun
des autres biens £ = 1,...,k — 1, un marché est ouvert, sur lequel on peut
échanger le bien £ contre du numéraire. Dans le jeu de marché de Shapley et
Shubik, chaque joueur ¢ peut étre actif sur chacun des marchés ¢ =1, ..., k—1
en proposant une quantité qf de bien / & vendre et/ou une offre de numéraire
bf > 0 destinée a ’achat de bien ¢. Une stratégie du joueur ¢ consiste donc
en un vecteur (gf,bf)1<o<k—1 tel que ¢f < wf et > pcp 08 < WF Un
n—uplet de stratégies détermine, sur chaque marché ¢, des offres agrégées
¢ = Y 1<i<n qf, pour le bien et b = Y i<i<n bf, pour le numéraire, de sorte
que le prix du bien £ se calcule comme p’ = b%/¢*. Au terme des échanges,
I’agent i détient une quantité z{ = w! —q¢f +0b%/p’ de bien £ (¢ =1,....k—1)
et une quantité zF = wkf — 7 ,op 1 0+ 30 cper 1 @i P de numéraire.

Dans le jeu de marché stratégique qui vient d’étre décrit, chaque agent
peut jouer un role déterminant dans les prix et allocations associés a un
équilibre de Nash. Une question importante est la convergence de ces prix
et allocations vers des solutions concurrentielles de 1’économie d’échange
lorsque le nombre d’agents s’accrolt au point que chacun d’eux devient
négligeable. Shapley et Shubik apportent une premiere réponse, largement
positive, qui sera suivie d’une série d’autres2®.

La regle qui fixe les prix et les quantités échangées a partir des décisions
décentralisées des agents, comme la représentation du caractere négligeable
des individus, a donné lieu a de multiples variantes. Par exemple, nous avons
sous-entendu ci-dessus que chaque agent pouvait étre a la fois vendeur et
acheteur sur un méme marché, mais on pourrait imposer a chacun d’étre
actif d’un seul coté de chaque marché. Dans la méme veine, on pourrait
contraindre les agents a vendre la totalité de leur dotation initiale sur chaque
marché (qf = wf, ¢=1,...,k—1), quitte a la racheter en partie. Des variantes
plus substantielles, notamment en quéte de fondements pour 1’émergence
d’une monnaie, ne fixent pas de numéraire au départ et envisagent différents

2Voir par exemple Giraud (2003).
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scénarios pour appréhender les contraintes budgétaires (vente a découvert,
faillite, etc.)?.

Shapley a aussi proposé (sans laisser d’article) un modele de “comptoirs”
qui se libere du numéraire en dédiant un marché a chaque paire de biens
(¢,m). La stratégie de chaque agent prend alors la forme d’une matrice
k x k dont I’élément (¢, m) est la quantité de bien ¢ que ’agent offre contre
du bien m. Une agence calcule alors un prix pour chaque bien de maniere a
en équilibrer l'offre et la demande. Plus précisément, les prix sont calculés
afin que la valeur de la quantité totale demandée de bien £ soit égale a la
valeur totale de tous les biens offerts en échange de bien ¢. Cette maniere
de procéder garantit d’emblée un prix pour chaque bien, par opposition a
une méthode qui se contenterait de prix relatifs, établis pour chaque bien
en fonction des autres®’.

Pour ce qui est de modéliser la concurrence parfaite des agents dans
le cadre des jeux de marché stratégiques, une approche standard, sous-
entendue ci-dessus, est de répliquer a l'infini les agents du jeu de marché
a n joueurs. Dubey et Shapley (1994) suivent une autre voie, déja évoquée
dans le cadre coopératif de la valeur de Shapley, qui consiste a introduire
un continuum de joueurs. Ils partent d’un jeu de marché a la Shapley et
Shubik, mais non-atomique, et parviennent ainsi a établir, sous des condi-
tions adéquates, 1’ équivalence des équilibres de Nash du jeu et des équilibres
concurrentiels de I’économie d’échange sous-jacente.

Les jeux de marché ne sont pas les seuls jeux non-coopératifs statiques
qui aient retenu l'attention de Shapley. Sans tenter de dresser une liste, on
doit au moins citer les jeux “de potentiel” de Monderer et Shapley (1996a,
1996b), évoqués ci-dessus a l'occasion de 'apprentissage myope. Dans ces
jeux, le calcul des équilibres de Nash se raméne a un probleme d’optimisa-
tion assez simple, qui revient essentiellement a maximiser une fonction, le
“potentiel” du jeu. Considérons par exemple un duopole de Cournot dans le-
quel la demande inverse est affine et les fonctions de cott, propres a chaque
entreprise, sont différentiables. Le potentiel P de ce jeu est une fonction
P(ay,az2) des paires de quantités produites, obtenue a partir des fonctions
de profit des entreprises®!, telle que toute paire a* = (a}, a}) qui maximise
P est un équilibre de Nash du jeu de duopole. Monderer et Shapley (1996b)
démontrent notamment que, sous des hypotheses appropriées, un jeu de po-

9GQhapley lui-méme s’intéresse & la question, comme en témoigne son article de 1994
avec Dubey.

30Le modele des comptoirs de Shapley a été formalisé par Sahi et Yao (1989) (voir &
nouveau Giraud (2003) pour plus de détails).

3'Monderer et Shapley (1996b) en donnent I’expression précise.
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tentiel possede un équilibre de Nash (en stratégies pures).

5 En guise de conclusion

Dans cet article, nous nous sommes limités aux contributions d’Alvin Roth
et de Lloyd Shapley qui touchent a l'organisation de marchés. Pour Sha-
pley, nous avons largement débordé du probleme spécifique de ’appariement
d’agents de deux types distincts, mais ne sommes pas pour autant parvenus a
étre exhaustifs, loin de la. En particulier, nous n’avons pas essayé de couvrir
les travaux réalisés par Shapley aprés le milieu des années 1990. Pour Roth,
le theme du “design” de marchés nous a permis d’évoquer les contributions
les plus récentes, mais nous avons passé sous silence de nombreux articles
consacrés notamment a la théorie de la négociation et largement étoffés de
vérifications expérimentales.

Les contributions de Roth sur les marchés d’appariement s’inscrivent
aussi dans une réflexion de fond sur la définition et le fonctionnement d’un
marché. Si le marché est bien au coeur de la question économique de I’alloca-
tion de ressources rares, son role ne se limite pas a garantir I’existence d’un
systeme de prix. Roth propose plutot de voir le marché comme un ensemble
de caractéristiques (telles que les acteurs, les transactions possibles...) as-
sorti d’un mécanisme, éventuellement sans prix, qui alloue correctement les
ressources sur ce marché. Roth (2007) parvient ainsi a s’interroger sur des
marchés dont 'idée méme répugne aux agents concernés. L’assurance-vie au
début du XIXeme siecle fournit un exemple qui parait surprenant & I’heure
actuelle®?, mais la consommation humaine de viande chevaline fait toujours
I'objet d’un interdit en Californie. Si 'on adopte la démarche de Roth, cer-
tains marchés, comme celui des reins, deviennent concevables alors méme
que des contraintes tres fortes pesent sur les échanges.

Nous avons suivi, au fil d’une soixantaine d’années, le cheminement de
I’étude de D’appariement, d’abord purement théorique, puis appliquée, et
finalement, aujourd’hui, faite plutot d’allées-venues fructueuses entre la re-
cherche universitaire et la résolution de problémes concrets. Tout au long de
ce processus, de 'article fondateur de Gale et Shapley aux dispositifs mis en
place par Roth pour la transplantation de reins, les chercheurs ont fait fi des
idées préconcgues, pratiquant le raisonnement mathématique sans faire appel
a des théoremes et organisant des marchés économiques sans faire appel a
des prix. Roth et ses collaborateurs invitent les économistes & dépasser leurs

321’idée de mettre un prix sur la vie et de “parier” sur la date de sa mort choquait les
législateurs de 1’époque — voir Roth (2007) pour plus de détails.
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préjugés plus largement encore.
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