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INFERENCE EXTREMALE MULTIVARIEE PAR MESURES
ANGULAIRES

Thomas Opitz !

U Institut de Mathématiques et de Modélisation, Université Montpellier II
(thomas. opitz@math.univ-montp2.fr)

Résumé. Nous traitons le probléme de la validation de modéles fondés sur une pro-
priété asymptotique de variation réguliére multivariée. La modélisation suppose, aprées
transformation des données en coordonnées pseudo-polaires définies a 1’aide d’une fonc-
tion d’agrégation homogéene pour le rayon et une norme pour ’angle, une queue de type
Pareto pour le rayon et 'indépendance asymptotique entre rayons et angles. Ceci permet
de représenter la structure de dépendance extrémale par une mesure dite “angulaire”. Dans
ce contexte, nous définissons la notion de Loi Radiale de Pareto (LRP) et nous proposons
des outils exploratoires et des tests statistiques afin de valider les hypothéses liées a cette
approche et, le cas échéant, aux modeles paramétriques. Nous illustrons les outils en pra-
tique a l'aide d’un jeu de données financiéres de rendements des indices boursiers DAX
et CAC 40.

Mots-clés. données financiéres, extrémes multivariés, indice de queue, loi de Pareto,
qualité d’ajustement, variation réguliére multivariée

Abstract. We tackle the problem of validating models motivated by the asymptotic
property of multivariate regular variation. After transformation of data to pseudo-polar
coordinates defined with respect to a radial aggregation function for the radius and a
norm for the angle, we assume a radial Pareto tail and asymptotic independence between
radii and angles, thus allowing to characterize the extremal dependence structure by a
so-called angular measure. In this context, we define Radial Pareto Distributions and
propose exploratory tools and statistical tests to validate the underlying assumptions of
the approach and, if need be, of parametric models. A financial data set of DAX and
CAC40 stock index returns serves to illustrate the tools in practice.

Keywords. financial data, multivariate extremes, Pareto distribution, goodness-of-fit,
tail index, multivariate regular variation

1 Introduction

La théorie des valeurs extrémes traite de I'inférence statistique pour évaluer, modéliser
et prédire le comportement extrémal de processus aléatoires. Ses applications se trouvent
dans des domaines divers comme la climatologie, la finance, ’actuariat et ’analyse de ré-
seaux de communication. Ce travail, dédié a ’analyse de la dépendance extrémale dans un



cadre multivarié, concerne la validation de modéles fondés sur la propriété asymptotique
de variation réguliére multivariée. Cette approche est particulierement adaptée a I’analyse
de données & queue lourde pour lesquelles le maximum sur un ensemble d’observations
peut jouer un role dominant parmi les observations, voire trés dominant s’il est du méme
ordre de grandeur que la somme des observations. Justifiés asymptotiquement, les mo-
déles utilisés en théorie des valeurs extrémes permettent de faire des prédictions au-dela
des plus grandes valeurs observées, c¢’est-a-dire pour des niveaux encore plus extrémes.

Suivant le paradigme de la théorie des valeurs extrémes, les approches inférentielles
écartent les observations “ordinaires”, ne travaillant que sur un échantillon de maxima
par bloc ou un sous-ensemble d’observations dépassant un haut seuil. La modélisation
d’extrémes multivariés nécessite de trouver une correspondance entre la convergence des
structures marginales et de dépendance et le choix du sous-ensemble extréme (maxima ou
dépassements). Par conséquent, le choix de support pour les dépassements multivariés peut
varier selon la finalité de la modélisation et selon la vitesse et la géometrie de convergence.

En approchant la distribution des données extrémes par la mesure limite obtenue sous
I’hypothése de variation réguliére multivariée, nous obtenons un modéle avec des queues
de type Pareto pour les composantes marginales X; > 0,7 = 1, ..., d et pour une variable
agrégée R = rad(X) définie a l'aide d’une fonction d’agrégation homogéne rad(tx) =
tPrad(x) (t > 0 et x > 0) d’ordre 3 > 0. Souvent, une norme est choisie pour rad. Nous
appelons la valeur de cette fonction le rayon et la complétons avec I'angle A = X /|| X]| 1
pour obtenir des coordonnées pseudo-polaires (R, A) € [0, 00) xS . Défini ainsi, ce modéle
implique I'indépendance entre rayons et angles pour un support de dépassements radiaux
d’un seuil rg > 0. Si § > 0 est I'indice de queue associé a X par la variation reguliére
multivariée (cf. Section 2), le modele se caractérise par I'indice de queue §/5 > 0 pour
le rayon et par la mesure angulaire p sur S, vérifiant Pr(R > r,A € B) = r~%/8p(B)
pour r > ry. L’angle A indique la contribution des composantes a 1’événement agrégé
R = rad(X). Nous supposons que rad est chosie de telle sorte que p(S;) < oc.

Si I’échelle marginale des données empéche d’observer la variation réguliére multivariée,
une pré-transformation marginale permet de la faire apparaitre. Cependant, I'interpréta-
tion des rayons et angles devient plus difficile a cause de cette échelle transformée.

Dans le cadre bivarié, la structure d’indépendance entre rayon et angle facilite ’analyse
visuelle des données et la construction de tests statistiques. Des tests pour valider 'indé-
pendance entre angles et rayons contre l'alternative d’une tendance dans les moments de
la distribution des angles par rapport aux rayons sont proposés. Des tests d’ajustement de
type Cramér-von-Mises sont aussi proposés pour la validation de modéles paramétriques
cohérents avec une mesure angulaire empirique et pour l'adéquation & des LRP.

La monographie de Resnick (2007) donne une introduction a ’analyse de données a
queue lourde. Beirlant et al. (2004) traite de 'inférence extrémale dans un cadre plus
vaste reposant sur la théorie des valeurs extrémes classique.

Dans ce qui suit, nous rappelons la notion de variation réguliére multivariée et nous
définissons les LRP. Les nouveaux outils d’exploration et d’inférence sont ensuite présentés



de facon détaillée.

2 Variation réguliére multivariée

Soit un vecteur aléatoire non-négatif X = (Xj,..., X4) > 0 donné. Pour une norme
|| - |, nous dénotons le rayon R = || X|| > 0 et 'angle A = X/||X|[;1 € S ={x | x>

i=1,..,d
Le vecteur X est a variation réguliére multivariée s’il existe une séquence b, — oo et
une mesure limite non-triviale v telles que

nP(X/b, € -) = v(-), (1)

ot “v” désigne la convergence vague (cf Resnick (2007)). La mesure limite v est néces-
sairement homogéne d’ordre —¢ < 0, avec o l'indice de queue de X. Il s’avére utile de
passer dans un repére pseudo-polaire, résultant de la transformation (r,a) = T(x) =
(Ixl,x/[|x||z1)- v se factorise alors, v(d(r,a)) = 6r~2~tdr x p(da), et la mesure angulaire
p est une mesure de Radon finie. Réciproquement, une telle mesure est une mesure angu-
laire possible. Les queues marginales de la mesure v vérifient v({z; > w;}) = c;u;?, oit ¢;
sont des constantes non-négatives. Dans la suite nous négligerons le cas ¢; = 0 correspon-
dant & une queue dominée par les autres. La mesure angulaire est sujette aux conditions
de moments : [o wl[|[w| P p(dw) = ¢;, i = 1,...,d.

Pour des réplications iid X; de X, le processus ponctuel {(R;/b,, A;),i = 1,2,...,n}
converge faiblement vers un processus de Poisson PRM(ar~*1dr x p(da)). Cette conver-
gence est équivalente & la propriété (1). Alors

{A;| R; > cb,} = PRM(c™'p(:))  pour tout ¢ > 0. (2)

3 Lois Radiales de Pareto (LRP)

En transformant la queue radiale d’une mesure limite v en une mesure de probabilité,
nous obtenons une LRP. Pour définir le rayon, nous admettons des fonctions d’agrégation
homogene vérifiant rad(tx) = t’rad(x) avec 3 > 0 pour tout ¢ > 0 et x > 0.

Définition 3.1 (Loi Radiale de Pareto). Soit p une mesure de Radon non-nulle don-
d

née sur le simpleze Sy = {x : x > 0,> x; = 1}. Nous appelons Loi Radiale de Pa-
i=1

reto avec indice de queue o > 0 la loi définie sur {(r,a) | r > p(Sy)Y* a € S} par
RP(dr x da) = ar~>"tdr x p(da).

Nous utilisons la notation RP(«, p). Si le rayon r résulte de coordonnées Euclidéennes
en utilisant la fonction d’agrégation rad, c.-a-d. r = rad(x), nous la dénotons RP(«, rad, p).



3.1 Estimation

Dans les applications nous nous focalisons sur les événements extrémes, en faisant
I’hypothese que les données sont issues d’un mélange avec comme composantes une LRP
pour la queue et une composante censurée pour la partie centrale de la distribution.
En remplacant la convergence par une égalité dans (1) et en intégrant n et b, dans v,
i.e. dans p, nous obtenons Pr((R, A) € d(r,a)) = v(d(r,a)) = (ar~*!)dr x p(da). Pour
X, =1,...,n un échantillon et ry > 0 un seuil radial, nous considérons le sous-échantillon
de dépassements radiaux en coordonnées pseudo-polaires (R;, A;),i = 1,...,n. < n. Par
une approche semi-paramétrique, nous estimons d’abord l'indice de queue « (estimateur
de Hill) et procédons ensuite a 'estimation d’une mesure angulaire empirique qui attribue
la masse n~'r$ a chaque angle A;. Dans les approches paramétriques, la méthode de
maximum de vraisemblance nous permet d’ajuster un modéle paramétrique de la mesure
angulaire.

3.2 Analyse de 'indépendance rayon-angle

Nous transformons les n. rayons R; dépassant ry selon FFg R>r(R) vers une échelle
uniforme Ug ;, soit par une transformation probabilité intégrale empirique, soit en utilisant
ye . o~ —1.\N—-&
I'indice de queue estimé & et Fjpsr,(r) =1 — (rg 7)™
Dans la suite, nous nous restreignons au cadre bivarié. S, est alors identifié a 'inter-
valle [0, 1] et nous dénotons les angles Ay, par A;,i = 1,...,n.. Le diagramme a rayons
uniformes est obtenu en représentant les angles observés A; contre les rayons uniformes
Ugr,i pour i =1,...,n,.
Pour tester I'indépendance angle-rayon contre une tendance des moments de A; par
Te
rapport & R;, la statistique Ty, = > A¥Ug; est utilisée. Pour une tendance dans la variance,
i=1

nous appliquons un estimateur local de la variance v(A;) = v(4; | (A1, ..., An.)s (Ur1, s U, )),
Ne

ce qui donne la statistique T, = >  v(A;)Ug;. Pour assurer des tests puissants et non-
i=1

asymptotiques, nous testons conditionnellement aux angles observés. En calculant les

statistiques de test pour un grand nombre de permutations aléatoires de Ug;, nous obte-

nons facilement des quantiles approchés de la distribution sous Hy. Grace a la structure

simple des statistiques de test, le cotit du calcul numérique n’est pas contraignant et une

trés bonne approximation des vrais quantiles est possible.

3.3 Tests d’ajustement

1
Nous définissons la statistique de type Cramér-von-Mises Teoonn = [ (pn(a)—pgz(a))?pz(da)
0
en tant que distance entre une mesure angulaire empirique p,, et une mesure candidate

paramétrique p; afin de mesurer la qualité d’ajustement de cette derniére. Une expression



analytique de cette intégrale, similaire a la statistique classique de Cramér-von-Mises,
nous permet une évaluation simple de quantiles numériques de T, pr1. L’hypothése nulle,
justifiée par la convergence (2), est ici un processus binomial ou un processus de Poisson
pour py,.

Plus généralement, pour tester I'ajustement d’'une LRP RP(&@,rad, p;) & un jeu de
données, nous transformons d’abord les rayons vers une échelle standard (« = 1) et nous

e
utilisons la fonction de répartition empirique H,(r,a) = n='> 1(4; < a)1(R; < 1) .
i=1

Touuss = 7 / (0~ (== 1)) ytaar

définit une statistique bivariée de type Cramér-von-Mises. L’expression explicite de cette
statistique permet un calcul aisé de tout quantile.

Une géneralisation des notions introduites dans le cadre bivarié pour des données
multivariées peut se faire a ’aide d’approches “par paires”, par exemple en additionnant
les statistiques de test pour toutes les paires de composantes du vecteur multivarié.

Ainsi,

4 Application

Nous illustrons les notions introduites a 1’aide d’'un jeu de données de rendements
hebdomadaire des indices boursiers DAX et CAC 40 entre 1990 et 2011 pour lequel une
modélisation des pertes extrémes est proposée. La Figure 1 rassemble une séléction de gra-
phiques qui montrent les données, des diagrammes diagnostiques, le diagramme a rayons
uniformes pour un sous-ensemble de données extrémes et la mesure angulaire empirique
cumulative correspondante. Tout en comportant beaucoup d’information, ces graphiques
ne permettent pas de décider objectivement quant au choix d'un “bon” modele. Nous
montrerons comment les nouveaux outils proposés aident a pallier ce probléme.
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FIGURE 1 — Haut : Données avec un sous-ensemble de données extrémes, Hill plot. Milieu :
Diagramme exploratoire de stabilité de la mesure angulaire standard empirique, QQ-plot
des dépassements marginaux pour les données extrémes sélectionnées. Bas : Diagramme a
rayons uniformes et mesure angulaire empirique cumulative pour les données sélectionnées.



