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REPARTITION DES SPECTRES LOGARITHMIQUES DE
L’ENERGIE A L’EQUILIBRE

Huayi Chen & Catriona MacLean

Résumé. — Soit L un faisceau inversible gros sur une variété projective complexe,
muni de deux métriques continues. On démontre que la répartition des valeurs propres
de transition entre les normes L? sur HO(X7 nL) par rapport a ces deux métriques
converge en loi vers une mesure de probabilité borélienne sur R lors que n tend vers
I'infinie. Cela peut étre considéré comme une généralisation de ’existence de I’énergie
a I’équilibre comme une limite, ou une extension des résultats de Berndtsson a des cas
plus généraux de systémes linéaires gradués. Notre approche permet aussi d’établir
I’analogue p-adique de ce résultat.

Abstract. — Let L be a big invertible sheaf on a complex projective variety,
equipped with two continuous metrics. We prove that the distribution of the eigen-
values of the transition matrix between the L2 norms on H®(X,nL) with respect to
the two metriques converges as n goes to infinity to a Borel probability measure on
R. This result can be thought of as a generalization of the existence of the energy at
the equilibrium as a limit, or an extension of Berndtsson’s results to a more general
context of graded linear series. Our approach also permits to obtain a p-adic analogue
of the result.
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1. Introduction

Soient X une variété projective complexe (ou, plus loin, définie sur un corps non-
archimédien complet) et L un fibré inversible sur X. On suppose que L est gros,
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c’est-a-dire que le volume de L, défini comme

. rgc HY(X,nL)
vol(L) := lim === o

3

est strictement positif, ot d est la dimension de X. Dans [2], Berman et Boucksom
ont étudié la fonctionnelle d’énergie de Monge-Ampére. Etant données deux métriques
continues ¢ et ¢ sur L, I'énergie de Monge-Ampére a 1’équilibre du couple (p, 1)) est
définie comme

1 < . »
Eulot) = 1 02 [ PO PO L POYer (Lo P

ol pour toute métrique continue ¢ sur L, P¢ désigne la borne supérieure des métriques
(singuliére) continues pluri-sous-harmoniques majorées par ¢. Cet invariant décrit le
comportement asymptotique des rapports entre les boules unité dans les systémes
linéaires H(X,nL) (n > 1) par rapport aux normes L? induites par les métriques ¢
et ¥ respectivement. Plus précisément, pour toute mesure de probabilité p sur X (C)
qui est équivalente a la mesure de Lebesgue dans chaque carte locale, on a (cf. |2,
Théoréme A])

. dl . vol(BX(nL, o, 1))
1 1
( ) n_1>r.|1_100 nd+1 " VOl(B2 (TLL, 1/15 ,LL))

oll pour toute métrique continue ¢ sur L, Pexpression B2(nL, ¢, 1) désigne la boule
unité dans H°(X,nL) par rapport & la norme L? comme la suite

Vse B L), (sl = [ sl udo)
sH X((C)

et les volumes sont calculés par rapport & une mesure de Haar quelconque sur
H°(X,nL).

Le logarithme apparaissant dans le membre de gauche de Iéquation (1) est égal
(3 multiplication par une constante prés) a la moyenne des logarithmes des valeurs
propres de la matrice de transition entre ¢, et ¥,. Ici, ¢, et 1, sont les normes
L? induites par ¢ et 1 sur Pespace H°(X,nL) respectivement. Dans |3], Berndtsson
étudie la distribution des valeurs propres de cette matrice de transition dans le cas ou
© et 1 sont des métriques kihleriennes sur un fibré en droites ample L. Par I'étude
des géodésiques dans I’espace des métriques kihleriennes sur L, il parvient a établir le
fait suivant : si d,, = dimV}, et les nombres A; sont les logarithmes des valeurs propres
de la matrice de transition entre ¢, et 1, alors la mesure de probabilité

vy = d;lzé)\j
J

converge vers une mesure g sur R quand n tend vers I'infini, qui est définie en termes
de la géodésique de Monge-Ampeére reliant ¢ et 1 dans H,, 'espace des métriques
hermitiennes sur L.

Le logarithme du rapport entre les volumes figurant dans (1) peut étre comparé a
la fonction de degré en géométrie d’Arakelov. Soit E un espace vectoriel sur un corps
de nombres K, muni d’une famille de normes ||.||,, ot v parcourt I’ensemble My des

= geq((pa 1/1);
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places de K, et |||, est une norme sur E @ K, qui est ultramétrique lorsque v est
une place finie, et euclidienne ou hermitienne lorsque v est réelle ou complexe. On
suppose aussi qu’il existe un réseau (i.e. un sous-Ox-module de rang maximal, O
étant anneau des entiers algébriques dans K) £ dans E tel que, pour toute sauf un
nombre fini de places v, la norme |||, provient de la structure de Ox-module de .
La donnée E = (E, (||.||l,)) est appelée un fibré adélique hermitien sur K, et son degré
d’Arakelov est défini comme une somme pondérée

(2) deg(E) := — Z nyInf[sy Ao A Spllo,
vEMg
ou (s1,...,S,) est une base de E sur K, et le poids n, est le rang de K, comme espace

vectoriel sur Q,. Cette notion est bien définie grace a la formule de produit

Vae K™, Z ny In jal, = 0.
vEMg
On renvoie les lecteurs dans [4, Appendice A] et [12] pour des présentations détaillées
de cette théorie. Dans le cadre de la géométrie complexe, on considére un espace
vectoriel de rang fini V muni de deux normes hermitiennes ¢ et 1. Il s’avére que
le logarithme du rapport entre les volumes des boules unité (par rapport a ¢ et ¥
respectivement) s’écrit sous la forme

‘OI(EU asﬁ)) T
In ———————= = deg(V =1 A Syl +1 A S|,
(3) In SIEUAD) eg(V, o, ) njsg A Asplle F1Inflst A Ase|ly
ou (81, ey ST) est une base de V. L’indépendance du choix de base pro\/ient de la

formule de produit naive
VaeC*, Inla]—Inla] =0.
Avec cette notation, la formule (1) peut étre reformulée sous la forme

deg(H°(X,nL),L ,, L7, )

. P bl
i = Eunli )

Cela ressemble beaucoup au théoréme de Hilbert-Samuel arithmétique pour les fibrés
inversibles hermitiens sur une variété arithmétique projective.

Au vue de [3] et les résultats de convergence établis dans [9], il est naturel de
se demander si la répartition des valeurs propres de la métrique Liyu par rapport

a L%p, M admet des bonnes propriétés asymptotiques dans des situations plus géné-
rales. Contrairement au cas arithmétique, il semble étre impossible de reformuler ces
spectres de fagon fonctorielle, qui est un point essentiel de la démonstration des résul-
tats de convergence dans [9]. Ce phénomeéne peut étre expliqué par Ioccurence d’'un
poids négatif dans la formule (3), qui n’est pas le cas dans le cadre arithmétique. On
renvoie les lecteurs dans [10] remarque 5.10 et §4 exemple 2 pour des contre-exemples
qui expliquent ce phénoméne.

La contribution majeure de ’article consiste & introduire la méthode de troncature
pour étudier le comportement asymptotique des valeurs propres de transition entre
deux métriques. On considére les troncatures de la métrique ¥ par les dilatations de
la métrique . Cela nous permet d’établit le résultat suivant (cf. théoréme 5.2 infra) :
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Théoréme principal. — Soient k le corps des nombres complexes ou un corps com-
plet non-archimédien, X une variété projective sur k de dimension d > 1, et L un
Ox -module inversible gros, muni de deux métriques continues ¢ et 1. Pour tout entier
n =1, soient p, et 1, les normes sup sur H°(X,nL) par rapport auz métriques ¢ et
1 respectivement. Soient en outre !, et 1!, des normes hermitiennes sur H°(X,nL)
tels que™) max(d(pn, 2l,), d(Wn,¥)) = o(n). On désigne par Z, Uapplication de
{1,...,h%(X,nL)} vers R qui envoie i en le logarithme du i®™° valeur propre (ou
on compte la multiplicité) de ], par rapport a @), vue comme une variable aléatoire
définie sur lespace {1,...,h%(X,nL)} muni de la mesure de probabilité équirépartie.
Alors la suite de variables aléatoires (Z,/n)n>1 converge en loi vers une mesure de
probabilité borélienne sur R, qui ne dépend que du couple (o, ).

Rappelons que la convergence en loi signifie que, pour toute fonction h continue et
bornée, définie sur R, la suite (E[h(Z,,/n)])n>1 converge dans R.

Le théoréme 5.2 démontré dans §5 est en fait un peu plus fort que I’énoncé ci-dessus.
Il est valable pour n’importe quel systéme gradué de sous-espaces V,, C HY(X,nL)
qui satisfait aux conditions (a)-(c) de la section §4.3. Par ailleurs, il s’applique aussi
aux fonctions fi; définies dans §2.3, associées a des couples de normes qui peuvent étre
non-hermitiennes, et égales, lorsque les normes sont hermitiennes, aux logarithmes des
valeurs propres de la matrice de transition (cf. §2.2).

La distribution asymptotique est un invariant géométrique trés fin qui mesure le
défaut de proportionnalité entre les métriques ¢ et 1. Il devrait étre utile dans 1’étude
variationnelle des métriques sur un faisceau inversible.

La démonstration du théoréme principal combine diverses techniques de géométrie
algébrique et géométrie arithmétique, qui occupent le contenu du reste de ’article.
Dans §§2-3, on introduit une théorie de type Harder-Narasimhan pour un espace
vectoriel de rang fini muni de deux normes. Cela peut étre considéré comme une
reformulation géométrique des valeurs propres de transition entre deux normes. A part
de la ressemblance de cette construction avec la filtration et le polygone de Harder-
Narasimhan d’un fibré vectoriel sur une courbe projective lisse, un grand avantage
de cette reformulation est que la construction est valable dans le cas non-hermitien,
qui nous permet de travailler directement avec des normes sup. En particulier, les
résultats de troncature (propositions 2.8 et 3.8) sont des techniques cruciales pour la
démonstration du théoréme principal. Un autre ingrédient important est I’existence
de I'énergie a I’équilibre comme une limite, qui est présentée dans §4. Dans le cas du
systéme linéaire gradué total, c’est un résultat de Berman-Boucksom [2] (o1 la limite
est explicitée). Ici on adopte l'approche de filtration de semi-groupes d’Okounkov
développée dans [6], qui est analogue a celle de Witt Nystrom [16]. La combinaison
de cette méthode avec le formalisme de Harder-Narasimhan a une grande souplesse
qui nous permet d’obtenir 'existence de I’énergie & 1’équilibre dans un cadre trés
général de systéme linéaire gradué dans les cas complexe et non-archimédien (cf. le

1. Si g et / sont deux normes sur un espace vectoriel V de rang fini sur C, d(n,n’) est défini
comme sup |[In||s]|; —1In||s|l,/[. C’est une distance sur I’ensemble des normes sur V.
0#seV
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théoréme 4.5 et son corollaire 4.6). Enfin on démontre dans §5 une version générale
du théoréme principal (cf. le théoréme 5.2 et la remarque 5.3).

2. Pentes d’un espace vectoriel muni de deux normes

Dans ce paragraphe, on développe un formalisme de pentes et filtration de Harder-
Narasimhan pour les espaces vectoriels de rang fini sur C munis de deux normes.

2.1. Pentes et filtration de Harder-Narasimhan. — On désigne par C7 la

classe des triplets V = (V, ¢, 1), ot V est un espace vectoriel de rang fini sur C et ¢
et ¢ sont deux normes hermitiennes sur V. Pour tout V = (V, ¢,1) € C, on désigne

par d/e\g(V) le nombre réel

(4) —In|lsi A Asplle +1Inlsi A Asyly,

ou (s1,...,8-) est une base de V. Si l'espace vectoriel V' est non-nul, on désigne
par 7i(V) le quotient deg(V)/rg(V), appelé la pente de V. Si W est un sous-espace
vectoriel de V', sauf mention au contraire, on désigne par W ’espace vectoriel W muni

des normes induites, et par V/W Pespace quotient V/W muni des normes quotient.
La relation suivante est vérifiée pour tout sous-espace vectoriel W de V :

(5) deg(V) = deg(W) + deg(V/TV).

Proposition 2.1. — Soit V. = (V,p,9) un élément non-nul de C. I existe un

unique sous-espace vectoriel Vaes de V' qui vérifie les conditions suivantes :

(1) pour tout sous-espace vectoriel W de V, on a i(W) < 1i(Vaes),

(2) si W est un sous-espace vectoriel de V tel que (W) = ji(Vaes), alors on a
W C Vies-

Démonstration. — On désigne par A la norme de I'application d’identité de (V, ||.||,)
vers (V,]|.]|y). Montrons que 'ensemble

Vaes ={z €V ¢ |z|lp = Al|lz[,}

vérifie les conditions figurant dans I’énoncé de la proposition. On commence par
vérifier que Vges est un sous-espace vectoriel non-nul de V. Par définition, I’ensemble
Vies contient au moins un vecteur non-nul et est stable par multiplication par un
scalaire complexe. Il reste donc & vérifier que Vjes est stable par 'addition. Soient z
et y deux éléments de Vies. Comme les normes ¢ et 1 sont hermitiennes, I'égalité du
parallélogramme montre que

[z +ylle + [l = ylle = 2zl + llylly),
2 +ylly +llz = ylly = 2([lzlly + llylls)-

En outre, comme A est la norme de I'application d’identité de (V, ||.||,) vers (V. ||.]|s),
ona |[z+ylly < A|z+yll, et ||z —ylly < A|z—yll,. Comme z et y sont des vecteurs
dans Vies, on a [|z|ly = A|z||, et ||ylly = Al|ylle. On obtient donc

2M(l[zlle + lylle) = 2zl + llylly) = Iz + yllw + llz = yllv
<Az +ylle + llz = ylle) = 2A(lzlle + llylle),
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d’ou ||z + y|ly = M|z + yl|, et on a alors  + y € Vies.

Comme les normes ||.||y et ||.||, sont proportionnelles sur Ves dont le rapport est
A, on obtient i(Vges) = In(\). Si W est un sous-espace vectoriel de V, I'application
d’identité de (A"W, ||.||,) vers (A"W, ||.||,) a pour norme < A" (inégalité d’Hadamard).
L’égalité est atteinte si et seulement si les normes |||/, et ||.||, sont proportionnelles
de rapport A. Autrement dit, 'espace W est contenu dans V. O

Soit V un élément non-nul de C. On désigne par Jimax (V) la pente de Vges, appelée
la pente mazimale de V. On dit que V est semi-stable si fimax(V) = 7i(V), ou de fagon
équivalente, Vies = V. La semi-stabilité de V est aussi équivalente & la condition que
les deux normes de V' sont proportionnelles.

Etant donné V un élément non-nul de C, on peut construire par récurrence un
drapeau de sous-espaces vectoriels de V' de la forme

(6) 0=VWwcCcWc..cV,=V

tel que V;/Vi—1 = (V/V;_1)des POUr tout i € {1,...,n}, ot on a considéré des normes
quotient sur V/V;_;. Chaque sous-quotient V;/V;_; est un élément semi-stable dans
CH. En outre, si on désigne par p; la pente de V;/V;_1, les inégalités suivantes sont
vérifiées pour ces pentes :

(7) 1> g > > i

Ces nombres sont appelés les pentes successives de V. Le drapeau (6) est appelé la
filtration de Harder-Narasimhan de V.

Définition 2.2. — Soit V un élément non-nul dans C* dont la filtration de Harder-
Narasimhan et les pentes successives sont comme dans (6) et (7) respectivement. On
désigne par Zy une variable aléatoire a valeur dans {1, ..., u,} telle que

P(ZV = ;) = %

quel que soit 7 € {1,...,n}.

Remarque 2.3. — Les constructions présentées au-dessus sont analogues a la théo-
rie de Harder-Narasimhan pour les fibrés vectoriels sur une courbe projective réguliére
ou pour les fibrés adéliques hermitiens sur un corps de nombres. Similairement & [9,
§2.2.2], on peut incorporer la filtration de Harder-Narasimhan et les pentes successives
dans une R-filtration décroissante. Cependant, contrairement au cas géométrique ou
arithmétique, cette construction de R-filtration n’est pas fonctorielle, comme expliqué
dans [10, remarque 5.10]. En outre, la filtration de Harder-Narasimhan n’est pas né-
cessairement I'unique filtration dont les sous-quotients sont semi-stables et de pentes
strictement décroissantes, comme montré par un contre-exemple dans [10, §4 exemple

9.

Soit V un élément de C qui est de rang > 0. On désigne par ISV la fonction sur
[0,7] dont le graphe est la borne supérieure de ’enveloppe convexe des points de la
forme (rg(W), d/eTg(W)) C’est une fonction concave qui est affine sur chaque intervalle
[i —1,4] (i € {1,...,7}). On I'appelle le polygone de Harder-Narasimhan de V. Par
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définition, on a 157(0) =0et ]SV(T) = d/eTg(V). Pour tout 7 € {1,...,r}, on désigne
par 7i;(V) la pente sur Uintervalle [i — 1,i] de la fonction Py, appelé la i®™¢ pente
de V. On introduit aussi une version normalisée du polygone de Harder-Narasimhan,

définie comme .

La relation (5) montre que l'on a
®) deg(V) = (V) + -+ (V).

En outre, la loi de la variable aléatoire Zy- (cf. définition 2.2) s’identifie &

1 T
- ; 05, (V)

ou ¢, désigne la mesure de Dirac concentrée en a.
Le polygone normalisé¢ P, la variable aléatoire Zy; et la pente sont reliés par une
formule trés simple

9) Py (1) = E[Zy] = u(V).

2.2. Relation avec les valeurs propres. — La filtration de Harder-Narasimhan
et les pentes successives peuvent étre considérées comme une interprétation intrin-
séque des sous-espaces propres et valeurs propres de la matrice de transition entre
deux normes hermitiennes. En effet, étant donné un élément V = (V, p, 1) de CH,
quitte & choisir une base orthonormée e = (e;);_, de V par rapport a la norme ||.||,,
on peut construire une matrice hermitienne

<617€1>¢ <€1562>1ﬁ e <€156T>¢
<627€1>¢ <€2562>¢ e <€156T>¢
Aye = : : : :
<er, €1>¢ <€Ta e2>¢ e <€Ta er>¢
Sipp > pg > ... > p, sont les pentes successives de V, alors les valeurs propres de
la matrice AV,e sont €1 ... e?!n En outre, si pour tout i € {1,...,n} on désigne

par V() Tespace propre associé a la valeur propre e* de endomorphisme de V
correspondant a la matrice Ay, relativement a la base e, alors le drapeau

OCV(l)QV(I)—l—V(Q)g...CV(l)—l—---—l—V(")ZV

est la filtration de Harder-Narasimhan de V.

Le fait que les normes ¢ et 1 sont proportionnelles sur chacun des sous-espaces
propres V) montre Pexistence d’un drapeau complet (qui est en général plus fin que
la filtration de Harder-Narasimhan de V)

0=VCWVic...C V.=V

tel que d/eTg(Vi/Vi_l) = 1;(V). En particulier, on a P(i) = (Te\g(vz) Cela peut aussi
étre interprété comme une version du théoréme de Courant-Fischer pour les matrices
symétriques ou hermitiennes.
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2.3. Généralisation aux normes quelconques. — Les constructions que nous
avons introduites plus haut se généralisent naturellement au cas d’un espace vectoriel
muni de deux normes quelconques. On désigne par C la classe des espaces vectoriels
de rang fini sur C munis de deux normes (non-nécessairement hermitiennes). Si

V = (V,p,1) est un élément non-nul de C, on définit d/e\g(V) comme le nombre

vol(B(V. )
vol(B(V, 1))’

ou B(V,¢) et B(V, ) sont des boules unité par rapport aux normes ¢ et 1 respecti-
vement, et vol est une mesure de Haar sur V. Il s’avére que la définition ne dépend
pas du choix de la mesure de Haar vol. En outre, dans le cas ou les normes ¢ et
1 sont hermitiennes, ce nombre coincide a la quantité définie dans la formule (4).
Comme dans le cas hermitien, on désigne par 157 la fonction concave sur [0,rg(V)]
dont le graphe est la borne supérieure de I'enveloppe convexe des points de la forme
(rg(W), d/e?g(W)), ot W parcourt 'ensemble des sous-espaces vectoriels de V. Pour
tout i € {1,...,rg(V)}, on désigne par 7i;(V) la pente de la fonction ]57 sur linter-
valle [i — 1,4]. L’égalité (8) est encore vraie dans ce cas général. On désigne par Zy-

une variable aléatoire dont la loi est la moyenne des mesures de Dirac en f1;(V) :
1 e
la loi de Z77 est ) ; 05.(v)-

On introduit aussi une version normalisée du polygone de Harder-Narasimhan comme

1 =~
10 P(t) = —— P(trg(V)), telo,1].
(10) v(t) w2 (V) v(trg(V)) [0,1]
La relation (9) est encore satisfaite dans le cas général : on a
(11) Py(1) = E[Zg] = (V).

Le résultat suivant est une comparaison entre les polygones de Harder-Narasimhan.

Proposition 2.4. — Soit (V,p, %) un élément de C. Si i)' est une autre norme sur
V telle que ) ' <, alors on a Pv,puwy < Prv,p) comme fonctions sur [0,1g(V)].

Démonstration. — Pour tout sous-espace vectoriel W de V', on a B(W, ) C B(W, '),
d’ou deg(W, p, 1) > deg(W, ¢,9’). Par conséquent, le point (rg(W),deg(W, p,¢"))
est toujours situé au-dessus du graphe de la fonction Py, ). On obtient donc
Pvewn S Pvew):- O
Remarque 2.5. — De fagon similaire, on peut montrer que, si (V,¢,1) est un

élement de C et si ¢’ est une autre norme sur V telle que ¢’ > ¢, alors on a
Prv,or ) < Pv,p,p) comme fonctions sur [0, rg(V')].

2. Autrement dit, pour tout 2 € V on a ||z]|y/ < |[z]y-
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Si V est un espace vectoriel de rang fini non-nul sur C et si ¢ et ¢’ sont deux
normes sur V', on désigne par d(¢,¢’) la quantité

sup. | n ey — In 2]y
0#xzeV

Corollaire 2.6. — Soient (V,p, 1) un élément non-nul de C et ¢’ et 1)’ deux normes
sur V. Pour tout t € [0,rg(V)] on a

[P, (8) = Pviorpn (0] < (d(e, ") +d(v,9)) t.
Démonstration. — On désigne par ¥ et ¥y les normes sur V telles que
—d 4 d ’
gy = e 9Py et [l = X P |y
On a 91 <Y’ < 1y. En outre, pour tout ¢ € [0,1], on a
Py (t) = Prvppy(t) = d(, ) t, - Py ) (t) = Pvgy) (t) +d@,9) .

D’aprés la proposition précédente, on obtient

|Pv,p,u) () = Pv,gpn (t)] < d(¥,9") ¢
Par le méme argument on peut montrer que

|Pvpan (8) = Pvgrn (D] < d(p, ') T
La somme de ces deux inégalités implique le résultat souhaité. O
2.4. Normes de John et Léwner. — Bien que les éléments de C ne satisfont pas
a légalité (5) en général, la technique des ellipsoides de John et Lowner permet de
retrouver ce résultat & un terme d’erreur prés. En effet, si V' est un espace vectoriel de

rang r > 0 sur C et si ¢ est une norme sur V, alors il existe deux normes hermitiennes
@1, et ¢y qui vérifient les propriétés suivantes (cf. [15, page 84]) :

1
Zillos < HHlls < Moo Mllos < -llo < VIl

Proposition 2.7. — Soit V = (V,¢,v) un élément de C. Si
0=V CWVNC...CVu=V

est un drapeau en sous-espaces vectoriels de V', alors on a

(12) deg(V) =Y deg(Vi/Vi-1)| < 1g(V) In(rg(V)).
i=1
Démonstration. — Considérons 'objet (V,pr,1). C’est un élément de C. Donc

légalité suivante est vérifiée (compte tenu de la formule (5))
deg(‘/v ¥L, 1/}]) - Z deg(‘/i/‘/iflv PL, 1/}])

i=1

En outre, comme ¢y < @ et ¢y >, on a

deg(Vi/Vi_1, 0, 0) < deg(Vi/ Vi1, or, 7).
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On en déduit alors

(13) deg(V, o1, 7) = > deg(Vi/ Vi1, 0, 9).

i=1

En outre, les relations ||.||, < v/rg(V)|.|l,. et ||/l = (\/r8(V)) |||y, montre que
(14) deg(V, ¢,9) > deg(V, ¢, %) — 1g(V) In(rg(V)).
Les inégalités (13) et (14) montrent que

deg(V) = Y deg(Vi/Vi-1) — rg(V) In(rg(V)).

=1

En utilisant le méme argument a (V, ¢,y ), on peut montrer que

deg(V) < > deg(Vi/Vio1) + 1g(V) In(rg(V)).

i=1
Le résultat est donc démontré. |
2.5. Troncature. — Soit V' un espace vectoriel de rang fini sur C. Si ¢ est une

norme sur V' et si a est un nombre réel, on désigne par p(a) la norme sur V telle que
VrxeV, H'T”«p(a) = eaHwa'
Si ¢ et 1 sont deux normes sur V', on désigne par ¢ V 1 la norme sur V telle que

VeeV, [zllevy = max(fz]e, [2]ly)-

Proposition 2.8. — Soient V = (V,p,1) un élément non-nul de C et a un nombre
réel. On a

— = - rg(V)

dea(V, o,V pla) = S max(iu(V), )| < 2r8(V) In(ra(V)) + £ n(2).

i=1
Démonstration. — Soit r le rang de V. Montrons d’abord la relation suivante :
(15) 3 max(i(V),a) = sup (?V(t) - at) +ar.
i—1 telo,r]

En effet, comme la fonction Isv(t) — at et affine sur chacun des intervalles [i — 1, ]
(i €{1,...,7}), on obtient

ka
sup (Pp(t) —at) = max ( Z (1:(V) — a)) = Zmax (11:(V) — a,0).
te[0,r] i€{0,...,r} 1 ) Pl
Par conséquent, on a
T T
sup (Py(t) —at) +ar=Y (max (7(V) — a,0) + a) =Y max(u(V), ).
t€[0,r] i=1 i=1
Montrons la proposition dans le cas particulier ou les normes ¢ et ¥ sont hermi-
tiennes. Il existe alors une base e = (e;)i_; qui est orthonormée par rapport a la
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norme hermitienne ¢ et orthogonale par rapport a . Pour tout ¢ € {1,...,r}, soit
Ai = ||eilly. Sans perte de généralité, on peut supposer que A; > ... > A,. Ainsi on a

12 (V) = In(\;) pour tout ¢ € {1,...,r}. Soit ¢’ la norme hermitienne sur V telle que
T
lw1er + -+ :I:TeTHi, = fo max(\Z, e®).
i=1

En outre, on a

T T
2 2,2 2 2a
z1e1 + - + zrer|lve(a) :max( g TIAT, E xie )
i=1 i=1

Par conséquent, on a
lgvet < -l < V2L lpvea)-
On en déduit

— — r —
deg(V, 0,9V p(a)) < deg(V, p,¢) < 5 log(2) + deg(Vip, 9 V p(a)),
d’ou

< glog@)-

deg(V, 0,9V p(a)) — > max(@u(V), )

Traitons maintenant le cas général. On choisit des normes hermitiennes ¢, et ¥, de
sorte que d(y, ¢1) < 3 log(r) et d(v,¢1) < 1 log(r). Si on applique le résultat ayant
obtenu a (V, 1,11), on obtient

‘ deg(V, 1,1 V p1(a) = > max(7is(V; ¢1,91), a)| < glog(2).
i=1

En outre, on a

d(¥ V @(a), 11V @i1(a)) < max (d(, 1), d(¥, ¢1)).

Donc

| deg(Va 2 w \ (,0(01)) - deg(Va P15 wl V1 (a))| < d(@’ (p1)7" + max(d(@a (Pl), d(wa 1/11))7",

qui est majoré par rIn(r). En outre, d’aprés la proposition 2.7, on obtient

|Py(t) — Prvgy o) (0] < (d(, 01) + d(i,¢1))t < tIn(r) < rln(r),

d’ou

sup (ﬁv(t) - at) — sup (JS(V,w,wl)(t) — at)‘ < rln(r).
te[0,r] te[0,r]

D’apres (15), on obtient

dea(V, 0,0V p(a)) = 3 max(@i(V), a)

< 2rln(r) + glog(Q).
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3. Analogue non-archimédienne

Dans ce paragraphe, on développe ’analogue du formalisme de pentes pour un
espace vectoriel de rang fini sur un corps non-archimédien muni de deux normes
ultramétriques. On fixe un corps & muni d’une valeur absolue non-archimédienne |.|
qui est complet.

3.1. Normes ultramétriques. — Soit V un espace vectoriel de rang fini r sur k
muni d’une norme ||.||. Comme le corps k est supposé étre complet, la topologie de V/
coincide avec la topologie produit induite par tout isomorphisme k™ — V. On renvoie
les lecteurs dans [7, 1.§2, n°3] théoréme 2 et la remarque figurant a la page 1.15 pour
une démonstration. En particulier, tout sous-espace vectoriel de V' est fermé (cf. loc.
cit. le corollaire 1 du théoréme 2).

Soit (V,]|.]|) un espace vectoriel ultranormé de rang fini sur k. On dit qu’une base
e = (e;)I_, de V est orthogonale si la relation suivante est vérifiée

V(Moo M) €K7 [ Aer + -+ Aver|| = max A - |lei]|-
ie{l,...,r}
En général un espace vectoriel ultranormé ne posséde pas nécessairement une base

orthogonale. Cependant, la proposition suivante montre qu’une version asymptotique
de l'algorithme de Gram-Schmidt est valable pour le cas non-archimédien.

Proposition 3.1. — Soit (V,||.||) un espace vectoriel ultranormé de rang finir > 1
sur k. Soit

0=V CViClh¢...CV=V

un drapeau, complet de sous-espaces vectoriels de V.. Pour tout € €]0,1[, il existe une
base e = (e;)i_, compatible au drapeau®) et telle que

(16) VA, M) €K7, [[AMer+ -+ Me| = (1 —¢) _e?fax }|)\i| -lesl]-

[ERRR}

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur le rang r de I’espace vectoriel V.

Le cas ou r = 1 est trivial. Supposons que la proposition a été démontrée pour les

espaces vectoriels ultranormés de rang < r, ou r > 2. On applique I’hypothése de

récurrence a V,._; et au drapeau 0 = V) C Vi C ... C V,_; pour obtenir une base

(e1,...,er—1) compatible au drapeau et telle que

A7) YV (Aisee A1) €77 hrer A A e > (1-¢) (o 1}|)\i|'||€z'|\-
7 R

Soit & un élément de V' \ V;_1. On choisit un point y de V;_; tel que (la distance

entre x et V,._1 est strictement positive car V,._1 est fermé dans V)

(18) |z — y|| < (1 — &)~ tdist(z, Vo_1).

3. On dit qu'une base e est compatible au drapeau complet 0 =V C Vi3 C Vo C ... C V. =V si,
pour tout ¢ € {1,...,r}, on a card(V; Ne) = .
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On choisit e, = z—y. Les vecteurs ey, . . ., e, forment une base de V' qui est compatible
au drapeau 0 = Vo C V4 € ... C V, = V. Soit (A1,...,A) un vecteur dans k”. On

=

cherche & minorer la norme de z = A\je; + -+ + Are,. D’aprés (18), on a

121l = [Ar| - dist(z, V1) = (1 = )[Ar] - [lex]
Donc la minoration souhaitée est vérifiée lorsque | Are.|| = ||[Aier + -+ A1er—1]|-
Si [[Arer]] < ||A1ter + -+ + Ar—1er—1]|, alors on a ||z|| = [[Aer + - + Ar—rep—a]|
puisque la norme est ultramétrique. L’hypothése de récurrence (17) montre que ||z|| >
(1—e)|\i| - |les|| quel que soit ¢ € {1,...,7—1}. La proposition est ainsi démontrée. O

Remarque 3.2. — Si le corps k est localement compact, alors la proposition précé-
dente est valable pour € = 0. En effet, la distance figurant dans (18) est atteinte.

Définition 3.3. — Soit V un espace vectoriel ultranormé sur k. Soit « un élément
dans 10, 1]. On dit qu’'une base e = (ey,...,e,) de V est a-orthogonale si, pour tout
(M,...,\) €K™, on a

[Arer + -+ Aver|| 2 amax([As] - [lea], .., [Ar] - llex]]).

Par définition, la 1-orthogonalité de e n’est rien d’autre que 'orthogonalité de e.

Si V est un espace vectoriel ultranormé de rang fini sur k, on désigne par V'V =
Homy, (V, k) lespace dual muni de la norme d’opérateur. C’est un espace vectoriel
ultranormé sur k.

Proposition 3.4. — Soient V un espace vectoriel ultranormé de rang fini sur k, et
(€1,...,e.) une base a-orthogonale de V, ou o €10, 1]. Alors la base duale (€Y, ..., e))
est a-orthogonale.

Démonstration. — Soit (A1,...,A,) un élément de k. On a
6;/(>\161 + e + )\rer) = )\z

Donc

|\ -1 -1
(19) e[| = sup <a e
) #0,,0) e+ e '

Soit € = Aey + -+ Ave) un élément de VY. Comme £(e;) = \;, on obtient
€l = [Xl/Nleall = alil - [le|I-

Le résultat est donc démontré. O

Si (Vi, 1) et (Va, o) deux espaces vectoriels de rang fini sur k qui sont ultranormeés,
on peut identifier V; @ Vo a Homy (V}", V) et le munir de la norme d’opérateur. Cette
norme sur V; ® V5, qui est ultramétrique, est appelée la norme tensorielle sur Vi ® Vo
et notée comme @1 ®pso. Par récurrence on peut construire la norme tensorielle pour le
produit tensoriel de plusieurs espaces vectoriels ultranormeés (cf. [12, remarque 3.8]).

Proposition 3.5. — Soient V et W deux espaces vectoriels ultranormés de rang fini
sur k, et a un nombre dans 10,1]. Si (s;)j-; et (t;)72, sont des bases a-orthogonales

de 'V et W respectivement, alors (s;®t;) 1<i<n €st une base a?-orthogonale de VoW .
1<jsm
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Démonstration. — Soit (a;;) 1<i<n une matrice de taille n x m a coefficients dans k.
1<j<m

Soit T le tenseur Y2 | 37 | a;js; @ t;. On cherche a minorer la norme d’opérateur

de T vu comme 1’homomorphisme k-linéaire de V'V vers W. Soit (s))™_; la base duale

de (s;)"_;. D’aprés la proposition 3.4, c’est une base a-orthogonale de V'V. Pour tout

ie{l,...,ntona

m
T =D aits| > a _max Jagl- ]
= ie{l,...,n}
Cela montre que
T > NI 7 e max Jag| - [It]] > @ _max Jag| - [|sqll - [[t;],
i€{l,...,n} i€{l,...,n}
ou la deuxiéme inégalité provient de (19). Le résultat est donc démontré. O

Etant donné un espace vectoriel V de rang fini 7 sur k, muni d’une norme ultra-
métrique |||, on munit det(V') = A"(V) de la norme quotient induite par I’homomor-
phisme canonique V" — A"(V). L’inégalité d’Hardamard non-archimédienne montre
que, pour toute base (e1,...,e.) de V, on a

(20) lex - Ael < ller @@ el = [ lleill.
i=1

L’égalité est vérifiée lorsque la base (eq,...,e,) est orthogonale. Si la base est a-
orthogonale, on a

T
(21) lex A=~ Aerl = a” [T lleill
i=1
Cela provient (¥ de la proposition 3.5.

3.2. Degré d’Arakelov et polygone de Harder-Narasimhan. — On désigne
par Cx la classe des espaces vectoriels de rang fini sur & munis de deux normes
ultramétriques. Si V = (V, |||, [|-|l4) est un élément de Cy,, on désigne par deg(V) le
nombre suivant

—Inflsi A Aspllp FInflst A Asply,

ou (s1,...,8,) est une base arbitraire de V sur k. Cette construction ne dépend pas
du choix de (s1,...,58,), grace a la formule de produit triviale

Vaek™, —Inla]+In|a]=0.

4. Par récurrence la proposition 3.5 montre que (ea(l) ® - ® ea(r))lga(l)’m’a(,ﬂ)gT est une a’-
base de V7. Si ¢ = > Aoeq(1) ® " @ €g(r) est un élément de V@ dont I'image dans A"V est
e1 A--- Aep, alors on a ZUEGT ao—(fl)sgn(") =1, ou S, désigne le groupe symétrique d’ordre r. Il
existe alors au moins un o € &, tel que |as| > 1. On obtient donc ||€|| > " TT;_; |les||-
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Si de plus V est non-nul, on désigne par 7i(V) le quotient d/eTg(V)/ rg(V). D’apreés la
proposition 3.1, 'inégalité d’'Hadamard (20) et son inégalité inverse (21), on obtient
que, si

0=V CViC...CVy=V

est un drapeau de sous-espaces vectoriels de V', alors on a
(22) deg(V E:dwgV/W 1),

ol on a considéré des normes sous-quotient.
On désigne par Py la fonction sur [0, 7] dont le graphe est la borne supérieure de

I'ensemble des points de R? de la forme (rg(W), d/e\g(W)), ou W parcourt I’ensemble
des sous-espaces vectoriels de V. C’est une fonction concave qui est affine sur chacun
des intervalles [i — 1,i] (i € {1,...,7}). Pour tout i € {1,...,7}, on désigne par 1i;(V)
la pente de cette fonction sur [zf 1, i]. On introduit la version normalisée de la fonction
]57 en posant

Vie[0,1], Pr(t) = P (trg(V)).

1
rg(V)
Soit en outre Zy; une variable aléatoire dont la loi de probabilité est

rg(V)

Zl B(V)*

La relation suivante est aussi vérifiée dans le cas non-archimédien :
(23) a(V) = Py(1) = E[Z].

Les résultats de §2.3, notamment la proposition 2.4 et le corollaire 2.6, sont encore
valables pour les éléments de C, (et les démonstrations sont similaires). On résume
ces énoncés dans la suite.

Proposition 3.6. — Soit (V,¢,1) un objet de Ci. Soient ¢’ et ¢ deur normes
ultramétriques sur V.

(1) Si" < b, alors P(wa) <
(2) Si =, alors P(Vg, W) < Pv,gr )
(8) En général, on a
Vi€ [0,08(V)], [P (®) = P gn (B)] < (d(e, @) + d(,v))t.

La proposition suivante pourrait étre considérée comme un analogue ultramétrique
du théoréeme de Courant-Fischer.

P

Proposition 3.7. — Soit V.= (V,¢,9) un élément de Cy qui est de rang r > 1.
Pour tout i € {1,...,7r}, on a

(24) ﬁv(i): sup deg(W).
wcv
rg(W)=i
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Démonstration. — Montrons par récurrence sur r que, pour tout a €10, 1], il existe
une base de V qui est simultanément a-orthogonale aux normes ¢ et . Le cas ou
r = 1 est trivial. Supposons que cet énoncé a été justifié pour tout élément de Cy, de
rang < r. On choisit e; € V'\ {0} tel que

) ledly a1 ol

lexlly = ozeV |z,

D’aprés la proposition 3.1, il existe un sous-espace vectoriel W C V' de rang r» — 1 tel
que

(26) VyeW, e +yll, > Vamax(lele, lylle)-
D’aprés (25) et (26), on a

€1
Vyew, fletule> Va- et ulo- 1Y 5 7 ey

En outre, comme la norme ¢ est ultramétrique, si ||y||y > [le1]|y, alorson a ||e1+y|ly =
lyll»- On obtient donc

(27) lex +ylly > Vamax(llexlly, [ylly)-

Par ’hypothése de récurrence, il existe une base (ea, ..., e,) de W qui est simultané-
ment +/a-orthogonale pour les normes ¢ et 1. Montrons que (eq, ..., e,.) est une base
a-orthogonale pour les normes ¢ et ¥. Soit (A1,...,A,) un élément de k" avec Ay # 0.
D’aprés (26), on a

[Arer + -+ Averlly = Va - max((Ai] - [ler]ly, [[A2ez + - - + Aver|ly)

> Voo max([A] - [lerl|, vVa - max(|Az| - lezllg, - s [Ac] - [lerl))

z amax([A] - [ledllg, - [Ar] - llenlle),
ou la deuxiéme inégalité provient de I'hypothése que (es,...,e,.) est une base /a-
orthogonale de W pour la norme ||.||,. Cette inégalité est aussi vraie lorsque A; = 0
(on utilise directement ’hypothése que (e, ..., e;) est une famille \/a-orthogonale).
De fagon similaire, on déduit de la relation (27) que (e1,...,e,) est une base a-

orthogonale de V' pour la norme ||.|[4.
Montrons alors le résultat de la proposition. On traite d’abord le cas o1 il existe une

base (s1,...,8,) qui est simultanément orthogonale pour les normes ¢ et 1. Pour tout
ie{l,...,r}, soit a; le logarithme du rapport |/s;||y/||sil|e. Sans perte de généralité,
on peut supposer a; > as = ... = a,. Pour tout entier m € {1,...,r}, les vecteurs

Siy Ao A, (1 <idy < ... <y < 1) forment une base de A™ (V') qui est orthogonale
par rapport a ¢ et ¢ simultanément. Etant donné un sous-espace vectoriel W de rang
m de V, quitte & écrire un élément non-nul de A™W comme une combinaison linéaire
des sij; A -+ A's;, , on peut montrer que

deg(TW) < a1+ -+ + an,

et I’égalité est atteinte lorsque W est engendré par sq, ..., Sp.
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Dans le cas général, d’aprés I’énoncé que 'on a démontré plus haut, on peut
construire une suite d’objets (V, ¢,,,%,) (n € N) de Cy tels que )

lim d(¢n, ) +d(n, ) =0

n—-+oo

et que, pour chaque n, il existe une base de V qui est orthogonale par rapport aux
normes ¢, et 1, simultanément. D’un co6té, on a

Pwgnwny (@) = sup  deg(W, on,vn),
wcv
rg(W)=i

de l'autre coté, on a

|Pvson o) () = Prvigy ()| < (d(on, @) + d(thn, ),

et pour tout sous-espace vectoriel W de V', on a

|deg (W, @n, tn) — deg(W, 0, )| < (d(n, @) + d(tn, 1)) rg(W).

Par passage a la limite quand n — +o00, on obtient le résultat souhaité. O

3.3. Troncature. — Les résultats du sous-paragraphe §2.5 sont encore valables
pour les objets dans Cg. La démonstration est plus simple car on ne considére que des
normes ultramétriques. Si V' est un espace vectoriel de rang fini sur k et si ¢ est une
norme ultramétrique sur V, pour tout nombre réel a, on désigne par ¢(a) la norme
sur V telle que

Vr eV, H'T”«p(a) = eaHwa'

Si ¢ et 1 sont deux normes ultramétrique sur V', on désigne par ¢ V ¢ la norme sur
V telle que
VeeV, |zllovy =max(|zfle, [l2]y)-

C’est aussi une norme ultramétrique sur V.

Proposition 3.8. — Soit V.= (V,p,v) un élément non-nul de Cy et a un nombre

réel. On a
rg(V)

deg(Vop, 9V pla) = 3 max(@i(V), a)

Démonstration. — On commence par le cas ot V posséde une base (eq, ..., e,) qui est
orthogonale simultanément par rapport aux normes ¢ et ¥. Sans perte de généralité,
on peut supposer que

leilly _ -~
In = m;(V).
lleill

5. Comme dans le cas complexe, pour tout couple (n,7’) de normes ultramétriques sur V, on note

d(n,n) = sup_|Infally —In ],
0#zeV
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Il s’avére que (eq, ..., e, ) est également orthogonale par rapport a la norme ¥ V ¢(a),
et on a

€3]]y

lleslle
On obtient alors I’égalité annoncée. Pour le cas général, on peut approximer (¢, 1))
par une suite de couples ((¢n,¥n))n>1 telle que, pour chaque n, Uespace vectoriel V
posséde une base orthogonale par rapport a ¢, et 1, simultanément (cf. la démons-
tration de la proposition 3.7). Par passage a la limite quand n — 400, on obtient le
résultat. O

= max(fi;(V), a).

4. Energie a I’équilibre

On fixe dans ce paragraphe un corps valué k, qui est ou bien le corps des nombres
complexes C muni de la valeur absolue habituelle, ou bien un corps muni d’une valeur
absolue non-archimédienne qui est complet. Si k& = C, 'expression Cy, désigne la classe
C définie dans §2.3.

4.1. Base monomiale et semi-groupe d’Okounkov. — Dans ce sous-
paragraphe, on rappelle la construction de semi-groupe d’Okounkov pour un systéme
linéaire gradué. On renvoie les lecteurs dans [14, 13, 5] pour plus de détails.

Considérons un schéma projectif intégre X de dimension d > 1 défini sur le corps
k. On suppose que le schéma X posséde un point rationnel régulier x. L’anneau local
Ox . est ainsi un anneau local régulier de dimension d. On fixe une suite réguliére
(21,...,2q) dans son idéal maximal m,. Le complété formel de Ox , par rapport a
I'idéal maximal m, est isomorphe a l'algébre des séries formelles engendrée par les
parameétres 21, ..., zq (cf. [L1, proposition 10.16]).

Si on choisit une relation d’ordre monomiale ®) < sur N¢, on obtient une N%-
filtration décroissante (appelée la filtration d’Okounkov) F sur @va telle que
}‘a(@x,m) soit I'idéal engendré par les mondémes de la forme 2P avec B > a. Cette
filtration est multiplicative : on a

F(Ox.)F(Ox.) C FOHP(Ox.0).

La filtration F induit par passage au graduation un anneau N%-gradué¢ gr(Ox ) qui
est isomorphe (V) & k[zy, ..., z4). En particulier, pour chaque a € N%, gr®(Ox.,) est
un espace vectoriel de rang 1 sur k.

Si L est un Ox-module inversible, quitte & choisir une trivialisation autour du
point z, on peut identifier L, & Ox .. Ainsi la filtration F induit par restriction une
N¢-filtration décroissante sur H 9(X, L) qui ne dépend pas du choix de la trivialisation.
Pour tout s € H°(X, L), on désigne par ord(s) la borne supérieure de I’ensemble des
a € N? tels que s € F*H?(X,L). On a

Vs,s' € H(X,L), ord(s+s') > min (ord(s),ord(s")).

6. C’est une relation d’ordre totale < sur N¢ telle que 0 < a pour tout o € N? et que a < o

implique o + 8 < o + 8 pour tous «a, o’ et 3 dans N¢.
7. Cela provient du fait que Ox . est dense dans Ox .
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En outre, pour tout s € HY(X, L) et tout a € k*, on a ord(s) = ord(as).

Soit L un Ox-module inversible. On désigne par V,(L) lalgébre graduée
D..>0 H°(X,nL) (ou le produit tensoriel de faisceaux inversibles est noté addi-
tivement). On appelle systéme linéaire gradué de L toute sous-algébre graduée
de V,(L). Etant donné un systéme linéaire gradué V, de L, quitte & choisir une
trivialisation de L dans un voisinage de x, on peut identifier V, a une sous-algébre
graduée de l'algébre des polynémes Ox ,[T]. La filtration F induit une Ne-filtration
décroissante sur chaque composante homogéne V,,. On désigne par gr(V,) la k-algébre
Ne*!_graduée induite par cette filtration. C’est une sous-k-algébre Né*+1_graduée de
gr(Ox..)[T) = k[z1,...,24,T). En particulier, les éléments (n,a) € N*! tels que
gr(m®)(V,) # {0} forment un sous-semi-groupe de N+ que ’on note comme T'(V}).
Pour tout n € N, on désigne par I'(V,,) le sous-ensemble de N? des éléments o tels
que (n,a) € T'(V,).

4.2. Normes monomiales. — Comme dans le sous-paragraphe précédent, on
considére un schéma intégre X de dimension d > 1 sur Speck. On fixe en outre
un point rationnel régulier z € X (k) (dont on suppose I’existence), un systéme de pa-
ramétres z = (21,...,24) en x et une relation d’ordre monomiale sur N¢. Soient L un
Ox-module inversible et V, un systéme linéaire gradué de L. On suppose que chaque
k-espace vectoriel V,, est muni de deux normes ¢,, et ¥,,, qui sont ultramétriques si k
est non-archimédien. On suppose en outre que ces normes sont sous-multiplicatives,
autrement dit, pour tout (n,m) € N? et tout (s,,,8,) € Vi, X Vi, on a

(28) [E ®5m||son+m < ||5n||gon : ||5m||goma l|sn ® 5m||wn+m < ||5n||wn ’ ||5m||wm-

Dans ce sous-paragraphe, on étudie le comportement asymptotique de d/eE(Vn, Ony Un)-
Faute de la fonctorialité de la filtration de Harder-Narasimhan pour les objets dans
Cr, on ne peut pas directement utiliser la méthode développée dans [6] pour étudier ce
probléme. Cette difficulté est contournée par la méthode de la filtration d’Okounkov.
En effet, les normes ¢, et v, induisent par passage au quotient des normes sur
chacun des sous-quotients gr*(V,,) (« € I'(V,,)) que I'on notera encore comme ¢,, et
1, par abus de langage. En outre, les résultats que 'on a établis dans le paragraphe
précédent, notamment les relations (12) et (22), montre que

d/eg(vnv Pns wN) - Z (Té\g(gra(vn)v Pn, wn) < Ak(rg(Vn))7

ael(Vy,)

ot Ai(r) =rln(r) si k = C, et Ax(r) = 0 si k est non-archimédien. On en déduit

Aan ny n 1 deg
,U,( ¥ w ) _ Z deg(gra(vn),Wna¢n)

(29)  lim
n n#L (V) acr (V)

n—-+o0o

=0.

En outre, si on munit I’espace vectoriel

aV)= @ s

ael(Vy,)
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des normes @, et ¥, de sorte que les sous-espaces (de rang 1) gr*(V,,) sont orthogo-
naux et admettent ¢, et ¢, (normes sous-quotient) comme normes respectivement,
alors on a - - .
> deg(gr®(Va), nsthn) = deg(gr(Va), dn, thn).
ael(Vy,)

Ainsi on peut se ramener a étudier la k-algébre du semi-groupe T'(V,) (qui est en fait
isomorphe a gr(V,)) munie des normes adéquates. Comme le semi-groupe I'(V,) forme
une base multiplicative de I'algebre k[I'(V,)], on peut construire une nouvelle norme
N, sur chaque espace gr(V,,), qui est multiplicative : pour tout v € I'(V,), on désigne
par s, 'image canonique de v € I'(V,) dans l'algébre k['(V,)], et on munit

gr(Vn): @ kS(nﬁa)

ael(Vy,)

de la norme 7, telle que les vecteurs s,, o, soient orthogonales et de norme 1. A laide

de ces normes auxiliaires, on peut écrire le nombre (TeTg(gr(Vn), @n,iﬁn) comme une
différence - - A
deg(gr(Va), @n, 1) — deg(gr(Va), ¥n, nn),

ou encore comime

Z deg(gra (Vn); Pns 7771) - Z deg(gra (Vn)a wna nn)
a€l(Vy,) a€l(Vy)

Il s’avere que les fonctions (n, o) — d/eTg(gro‘(Vn), ©n, M) €t (n, a) — d/(;g(gra(vn), ©n, M)
de T'(V,) vers R sont sur-additives, on peut ainsi utiliser la méthode développée dans
[6] pour étudier leur comportement asymptotique.

4.3. Théoréme de limite. — Dans ce sous-paragraphe, on fixe un entier d > 1 et
un sous-semi-groupe I' de N4+, Pour tout entier n € N, on désigne par I',, 'ensemble
{a € N?| (n,a) € I'}. On suppose que le semi-groupe I vérifie les conditions suivantes
(cf. [13, §2.1]) :

(a) To = {0},
(b) il existe un sous-ensemble fini B de {1} x N? tel que I' soit contenu dans le
sous-monoide de N9+ engendré par B,

(c) le groupe Z4*+! est engendré par I'.

On désigne par X(I') le cone convexe (fermé) dans RT! engendré par le semi-groupe
I'. Sous les conditions comme ci-dessus, la projection de £ N ({1} x R?) dans R? est un

corps convexe dans R?, que I’on note comme A(I"). En outre, on a (cf. [13, proposition
2.1))
. #,
Jm 5= = vol(A(D),
oil vol(.) désigne la mesure de Lebesgue sur R%.
On dit qu'une fonction ® : I' — R est sur-additive si ®(y +v') = ®(y) + (7).

Dans la suite, on étudie le comportement asymptotique des fonctions sur-additives.

Lemme 4.1. — Soit ® une fonction sur-additive définie sur T telle que ®(0,0) = 0.
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(1) Pour tout mombre réel t, l’ensemble T := {(n,a) € T'|®(n,a) > nt} est un
sous-semi-groupe de I'.

(2) Sit€R est un nombre réel tel que

1
t< lim sup —®(n,a),
n—-+oo o€l n

alors T vérifie les conditions (a)-(c) introduites plus haut.

Démonstration. — (1) Comme la fonction ® est sur-additive, si (n, ) et (m, 3) sont
deux éléments de 'y, on a

®(n+m,a+p) = e(n,a) + ®(m,B) 2 nt + mt = (n +m)t,
d’ou (n+m,a+ B) € TL.

(2) On vérifie facilement que les conditions (a) et (b) sont vérifiées par le semi-
groupe I'y,. Montrons la condition (c) dans la suite. Soit A un sous-ensemble fini de
I' qui engendre Z%*! comme un groupe. Par I’hypothése de la proposition, il existe
e>0ety=(m,pB) €T tels que ®(m,L) > (¢t + £)m. Par conséquent, pour tout
(n,a) €T, on a

O(km+n,kf+a) _ ®(n,a)+kP(m,B) _ P(n,a) + km(t+e¢)
2 2 2t
km+n km+n km+n
lorsque k est assez grand. On en déduit ainsi I'existence d’un entier ky > 1 tel que
ky + & € T quel que soient £ € A et k > ko, d'out I'}y engendre Z*! comme
groupe. O

Remarque 4.2. — La sur-additivité de la fonction ® montre que

A7) 5 AT ) + (1 - ) A(TE).
D’aprés le théoréme de Brunn-Minkowski, la fonction ¢ + vol(A(T'%))Y/? est concave
sur | — o0, 0], ou

1
0= lim sup —P(n,a),
n—-+oo o€l n

donc elle est continue sur cet intervalle. En outre, comme ensemble (qui est dense
dans A(T))

{a/n: (n,a) e, n>1}
est contenu dans (J,cp A(I'y), on obtient

vol(A(T)) = lim vol(A(T'S)).
t——o0
Le résultat suivant est un théoréme de limite pour les fonctions sur-additives
définies sur le semi-groupe I'. C’est une généralisation naturelle de [6, théoréme 1.11]

Théoréme 4.3. — Soit ® : ' — R une fonction sur-additive telle que

1
(30) 0:= lim sup —®(n,a) < +oco.

n—-+oo o€l n

Pour tout entier n > 1, on considére Z, = ®(n,.) comme une variable aléatoire sur
l’ensemble I, muni de la mesure de probabilité équirépartie. Alors la suite de variables
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aléatoires (Zn/n)n>1 converge en 10i® wers une variable aléatoire limite Z dont la
loi de probabilité vérifie

vol(A(T%))
vol(A(T)) ’
Démonstration. — D’apreés la remarque 4.2, la fonction F(¢) := vol(A(T'y))/vol(A(T))
définie sur ¢t € R\ {0} est décroissante et continue, et on a t_l}ir_noo F(t) = 1. En outre,

P(Z >t) = t£0.

la condition (30) montre que F(t) = 0 lorsque ¢ est assez positif. Par conséquent, si
on étend le domaine de définition de F' en R en prenant F'(f) comme la limite de
F(t) lorsque t tend vers 6 depuis la gauche, on obtient une fonction de répartition
(continue & gauche) sur R. Pour tout entier n > 1 et tout nombre réel ¢, on a

Ft
P(Z, > t) = ##f?’",

ot I'y, ,, est 'ensemble des o € N4 tel que (n, ) € T%. D’aprés le lemme précédent,
on obtient

(31) lim P(Z, >t) = F(t)

n—-+o0o

pour tout ¢ < 0. En outre, si t > 6, alors I'y, ,, est vide pour tout n > 1, et A(T)
est vide. Donc la relation (31) est aussi valable pour ¢ > . Enfin, si la fonction F est
continue en 6, alors la décroissance de t — P(Z,, > t) et celle de la fonction F’ montre

que 'on a également hIJIrl P(Z, > 0) = F(0), le résultat est ainsi démontré. O
n—-+oo
Remarque 4.4. — On peut aussi interpréter la loi limite dans le théoréme précédent

comme 'image directe de la mesure de Lebesgue sur A(T") par une fonction déterminée
par ®. On désigne par Go : A(I') — R U {—oo} lapplication qui envoie = en
sup{t € R : 2 € A(T%)}. Cette fonction est concave et prend valeurs réelles dans ()
A(T)°. Donc la fonction Gg est continue sur A(T")°. En outre, par définition la loi
limite est égale a 'image directe de la mesure de Lebesgue normalisée sur A(T") par
la fonction Gg. En particulier, si h est une fonction continue et bornée, alors on a

. h(®(n,a)/n) 1 /
32 | = G 1(d
(32) noteo  #T, VOl(AM)) Jarye »(z) vol(da)
On peut ainsi concrétiser la variable aléatoire Z comme la fonction G définie sur le

corps convexe A(T") muni de sa tribu borélienne et la mesure de Lebesgue normalisée
(pour étre une mesure de probabilité).

Dans la suite, on applique le résultat & la situation décrite dans §4.2. On considére
un schéma projectif et intégre X de dimension d > 1 défini sur le corps k et un
Ox-module inversible L. On fixe aussi un point rationnel régulier (dont on suppose

8. On dit qu’une suite de variables aléatoires (Zn),>1 converge en loi vers une variable aléatoire

Z silaloi de Z,, converge faiblement vers celle de Z, i.e., pour toute fonction continue et bornée h sur

R, on a lirf E[h(Zn)] = E[Z], ou de fagon équivalente, la fonction de répartition de Z, converge
n— oo

vers celle de Z en tout point « € R tel que P(Z = z) = 0.
9. L’ensemble J,cp A(T') est convexe et son volume est égal a vol(A(T')), donc il contient A(T)°.
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Pexistence) x € X (k), un systéme de parameétres (z1,...,24) et une relation d’ordre
monomiale sur N?. Soit en outre V, un systéme linéaire gradué de L dont le semi-
groupe d’Okounkov I'(V,) vérifie 19 les trois conditions présentées au début du sous-
paragraphe. Pour chaque n € N, on munit I'espace vectoriel V,, de deux normes ¢,
et ¥, qui sont ultramétriques lorsque k est non-archimédien.

Théoréme 4.5. — On suppose que les normes ¢, et 1, vérifient les conditions
suivantes :

(1) le systeme de normes (@n, ¥n)nen est sous-multiplicatif, i.e., satisfait o la condi-
tion (28) ;

(2) on a d(pn, ) = O(n) lorsque n — 400 ;

(3) il existe une constante C > 0 telle que ™) inf,crv,)In S lle, = —Cn quel
que soitn € N, n > 1.

Alors la suite (L7i(Vyy, @n,%n))nz1 converge dans R.

Démonstration. — On introduit des normes monomiales auxiliaires 7,, comme dans
§4.2. Soit @ : T'(V,) — R la fonction qui envoie (n, o) € T'(V,) en deg(gr®(Vy,), ©n, n)-
C’est une fonction sur-additive. La condition (3) montre que

lim sup l<I>(n,04) < 400.
n—-+4oo a€V, n
On désigne par Zg , = ®(n,.) la variable aléatoire sur I'(V},) (munie de la mesure de
probabilité équirépartie). D’aprés le théoréme 4.3, on obtient que la suite de variables
aléatoires (Zg,n/n)n>1 converge en loi vers une variable aléatoire Zg définie sur
A(T(V.)) (comme dans la remarque 4.4). De facon similaire, les conditions (2) et
(3) montrent que la condition (3) est aussi satisfaite par les normes v,,. Si on désigne
par ¥ : T'(V,) — R la fonction qui envoie (n,«) € T'(V,) en (Te\g(gra(Vn),z/Jn,nn) et
par Zy , = ¥(n,.) la variable aléatoire sur I'(V},), oi n € N, n > 1, alors la suite de
variables aléatoires (Zy ,/n)n>1 converge en loi vers une variable aléatoire Zg définie
sur A(T'(V,)). En outre, la condition (2) montre que la fonction |Z¢ — Zy| est bornée
sur A(T'(V,))°.
D’apreés la relation (29) et 1’égalité

deg(gr®(Vi), on, ¥n) = deg(gr®(Va), on, mn) — deg(gr®(Va), ¥n, mn),

pour établir le résultat annoncé dans le théoréme, il suffit de montrer que la suite
(E[Z&,n/n] — E[Zy n/n])n>1 converge dans R. La condition (2) du théoréme montre

10. Ces trois conditions sont satisfaites notamment quand V, contient un diviseur ample, autrement
dit, Vi, # {0} lorsque n est assez grand, et il existe un entier p > 1, un Ox-module ample A et une
section globale non-nulle s de pL — A, tels que

Im (H(X, nA) =5 HO(X, npL)) C Vip

quel que soit n € N, n > 1. On renvoie les lecteurs dans [13, lemme 2.12]| pour une preuve.
11. Voir §4.2 pour les notations.
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que les fonctions 1|Zg n, — Zy 5| (n € N) sont uniformément bornée. Soit A > 0 une
constante telle que

VTL} 1, |Z<1>1n7Z\p’n| <ATL
Comme (Zg n/N)n>1 et (Zw n/n)n>1 convergent en loi vers Zg et Zy respectivement,
pour tout € > 0, il existe Ty > 0 et ng € N tel que

VT > Ty, VYn=ng, P(Ze,<-—nT)<eetP(Zy, <—nT)<e.
On obtient ainsi
(33) |E[Zon/n] — E[Zw n/n] — Emax(Ze n/n, —T)] + Emax(Zy . /n, =T)]|
< 2eE[|Zp /1 — Zy n/n|] < 2¢A

des que T > Ty et n > ng. En outre, comme les variables aléatoires Z¢,n/n et
Zy n/n sont uniformément bornée supérieurement, la convergence en loi des suites
(Zon/n)n>1 et (Zg n/n)n>1 montre que

lir_{_l Emax(Zsn/n, —T)|-Emax(Zy n/n, —T)] = Elmax(Zs, —T)—max(Zy, —T)].
n—-+0oo
De plus, comme la fonction | Zg — Zy| est bornée, le théoréme de convergence dominée
montre que

lim Emax(Ze,—T)— max(Zy, —T)] = E[Zs — Zy].
T—+o00

La relation (33) montre alors que

lim sup ’E[Z¢7n/n] —E[Zy n/n] —E[Zs — Z‘I’” < 2A.

n—-+o0o
Comme ¢ est arbitraire, on obtient
. 1.
Jm  —Gi(Vo, o, Yn) = ElZe — Zul.

O

La condition (3) dans le théoréme précédent est satisfaite notamment lorsque
les normes ¢,, proviennent d’'une métrique continue sur le Ox-module inversible L.
Pour cela il faut considérer une relation d’ordre monomiale < sur N¢ telle que(12)
a1+ Fag < P+ -+ Bq implique (aq,...,aq) < (B1,-..,B4). Soient X" I’espace
analytique associé au k-schéma X (au sens de Berkovich [1] si k est non-archimédien)
et L™ le tire en arriere de L sur X®". On désigne par C%.. le faisceau d’anneaux
des fonctions continues a valeurs réelles sur X", Par métrique continue sur L on
entend un morphisme de faisceaux d’ensembles |.|| de L*" @ C%.. vers C.. qui induit
pour chaque point € X" une norme ||.||(z) sur la fibre L®"(x). Etant donnée une
métrique continue ¢ sur X, on peut munir H°(X, L) de la norme sup |.|,sup telle
que

Vs € HY(X,L), |sllpsup:= sup |lslly(@).
zeXan

12. Dans le cas ot a1 + -+ + aqg = 1 + -+ + B4 on peut considérer 'ordre lexicographique par
exemple.
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Pour tout entier n € N, la métrique ¢ induit par passage au produit tensoriel une
métrique continue p®" sur nL. Si on désigne par ¢, la norme sup sur H(X,nL)
induite par p®" (ou sa restriction a V,,, par abus de langage), alors le systéme de
normes (¢, )n>0 satisfait a la condition (3) du théoréme 4.5. C’est une conséquence
du lemme de Schwarz (complexe ou non-archimédien, cf. [8, pp.205-206]). On obtient
ainsi le corollaire suivant.

Corollaire 4.6. — Soient X un schéma projectif et intéegre défini sur le corps k
et L un Ox-module inversible, muni de deux métriques continue ¢ et 1. Soit V,
un systéme linéaire gradué de L, tel que T'(V,) satisfasse aux conditions (a)—(c)
présentées au début du sous-paragraphe. Pour tout entier n € N, soient @, et ¥,
les normes sup sur V,, associées auw métriques =" et Yp®" respectivement. Alors la
suite (B(Vi, ©ns¥n)/n)n>1 converge dans R.

Démonstration. — Le systéme de normes (¢, )n>0 est sous-multiplicatif. En effet, si
s et s’ sont des éléments de V;, et V,,, respectivement, on a
15® g = Sup |15 ® &'l oo (2)
CEGXa‘“
< sup lsllpen (@) - ( sup 5/ llpon (@) = llsllg - 15]e.
IEXAH ZeX‘dn

De méme on peut vérifier que le systéme de normes (¢p)n>0 est aussi sous-
multiplicatif. En outre, comme ’espace topologique X" est compact, on obtient

sup d([].[[o(2), ||l (2)) < 400
reXan

Ainsi d(pp, n) = O(n) lorsque n — +oo. Enfin, comme les normes ¢,, satisfont a la
condition (3) du théoréme 4.5, on obtient la convergence de (1i(Vy, @n, ¥n)/n)n>1 en
appliquant le théoréme.

Remarque 4.7. — Ce résultat peut étre comparé a un travail de Witt Nystrom [16,
théoréme 1.4]. Toutes ces deux approches utilisent la base monomiale pour construire
des fonctions sur(sous)-additive sur le semi-groupe d’Okounkov. Cependant, la mé-
thode de [16] repose sur la comparaison entre la métrique L? et la métrique sup ; tandis
qu’ici on applique le formalisme de Harder-Narasimhan. Cette nouvelle approche a
une grande souplesse et permet d’établir le résultat dans un cadre trés général de
systéme linéaire sous-multiplicativement normé sous des conditions modérées, qui est
valable a la fois dans les cas complexe et non-archimédien.

5. Répartition asymptotique des spectres logarithmiques
Ce paragraphe est consacré a la démonstration du théoréme principal.
5.1. Un critére de convergence. — Dans ce sous-paragraphe, on démontre un

critére de convergence. Si x est un nombre réel, on utilise 'expression x; pour désigner
max(z, 0).
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Proposition 5.1. — Soit (Z,)n>1 une suite de variables aléatoires uniformément
bornées. On suppose que, pour tout t € R, la suite (E[(Z,, — t)+])n>1 converge dans
R. Alors la suite de variables aléatoires (Zy)n>1 converge en loi.

Démonstration. — Soit h une fonction lisse a support compact. On a

E[h(Z,)] = —/Rh(t) dP(Z, >t) = /RIP(Zn > t)h/(t) dt,

ou la deuxiéme égalité provient de 'intégration par partie. Pour tout a € R, on a

+oo
/ P(Z,
Donc on obtient

Elb(Z) = - [

Comme les variables aléatoires Z,, sont uniformément bornées, le théoréme de conver-
gence dominée montre que la suite (E[h(Z,,)])n>1 converge dans R. Soit I(h) sa limite.
La fonctionnelle I(.) est continue par rapport a la norme sup sur l’espace des fonctions
lisses & support compact. Donc elle s’étend par continuité en une forme linéaire posi-
tive sur l'espace des fonctions continues & support compact, donc définit une mesure
de Radon sur R. Enfin, comme les variables aléatoires Z,, sont uniformément bornées,
on obtient que I(.) est une mesure de probabilité borélienne sur R. Le résultat est
ainsi démontré. O

WV

£)dt = E[(Zn — a)4].

W () dE[(Z, — )] = / W(E(Z, — )] dt.

5.2. Répartition asymptotique des spectres. — Dans la suite, on fixe un corps
valué k qui est ou bien C muni de sa valeur absolue usuelle, ou bien un corps non-
archimédien complet. Soit X un schéma projectif intégre de dimension d > 1 défini sur
k, qui posséde un point rationnel régulier. Le but du sous-paragraphe est de démontrer
le théoréme suivant (cf. §2.3 et §3.2 pour les notations).

Théoréme 5.2. — Soient L un Ox-module inversible et V, un systéme linéaire
gradué de L, dont le semi-groupe d’Okounkov vérifie les conditions (a)—(c) présentées
dans §4.3. Soient ¢ et ¢ deuxr métriques continues sur L. Pour tout entier n > 0,
soient @, et P, les normes sup sur V, induites par les métriques produit tensoriel
O™ et @™ respectivement. Alors,

1) la suite de variables aléatoires (£Z v n>1 converge en loi vers une mesure
nZ Vi, on,tn))nz
de probabilité borélienne sur R.

(2) la suite de polygones (Pv, p, wn))nz1 converge uniformément vers une fonction

concave sur [0,1] ;

Démonstration. — Pour tout n € N, n > 1, on utilise 'expression Z,, pour désigner
la variable aléatoire %Z(Vnﬁkpm%). On a

1Zn] < sup d(|[.[lo(2), [|-l4(x))
reXan
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quel que soit n > 1. Donc la suite de variables aléatoires (Z,),>1 est uniformément
bornée. D’apreés [9, proposition 1.2.9], le deuxiéme énoncé est une conséquence du
premier.

Dans la suite, on établit le premier énoncé en utilisant le critére de convergence
démontré dans les propositions 5.1 et le résultat de limite démontré dans le corollaire
4.6. Pour tout parameétre réel a, on désigne par ¢(a) la métrique continue sur L telle
que

Vo e X |l (@) = | llo(2).
Soit en outre ¥ V p(a) la métrique sur L telle que
Vo e X™, | llpve (@) = max (| y (@), [ lpw@ (@)-

Nous avons que la norme sup sur V,, associée a la métrique (¢ V ¢(a))®™ est 1, V
©n(an), suivant les notations introduites dans §2.5 ou §3.3. Le corollaire 4.6 appliqué
a et YV p(a) montre que la suite (1(Vi, on, ¥n V on(na))/n),>1 converge dans R.
En outre, d’aprés les propositions 2.8 et 3.8, on a

~Vas o V on(na)) ~ E{(Z, — a)]] <

ou r, =1g(V,) et

A(Tn),

1
n

1
VreN, r>1, A(r):=2In(r)+ 3 In(2).

Comme 7,, = O(n?) lorsque n — 400, on a lim,,_, 1~ A(r,)/n = 0. On obtient donc
la convergence de la suite (E[(Z,, — a)+])n>1. D’aprés la proposition 5.1, le résultat
est démontré. O

Remarque 5.3. — Le résultat du théoréme précédent est encore valable si on rem-
place ¢, et 1, par des normes ¢/, et v, telles que

maX(d(‘Pna (P;z)a d(wna Q/J;z)) = O(TL), n — +0o0,

et les lois limite sont la méme. En effet, si on désigne par Z;, la variable aléatoire
%Z(Vn,w;,w;)v alors pour tout a € R on a

[E[(Zn — a)+] — E[(Z;, — a)+]]

< %\ﬁ(vm Py n V @n(an)) — Vi, @, 91, V on(an))| + %A(Tn)
< S (s )+ A, ) + Alr).

Par passage a la limite quand n — +o00, on obtient
lim E((Z, —a)s] = lim Bl(Z, —a);].

n—-+o0o

Cette observation nous permet notamment d’appliquer le théoréme aux normes L>
dans le cas ol k est le corps des nombres complexe -voir, par exemple, Lemme 3.2 de
[2].

Remerciements. — Nous sommes reconnaissants a Sébastien Boucksom pour avoir
tiré notre attention a l'article [3| de Berndtsson.
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