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Sur un probleme de normes de racines
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Résumé

Le but de Darticle est de répondre a un probléme qui circule actuellement
parmi les enseignants de CPGE et certains jury de concours, concernant les so-
lutions complexes d’un systéeme du type suivant, o n > 2 est fixé :

a+b+c = 0
a"+b" " = 0

La question est : existe-t-il des solutions dont les modules sont tous différents ?
La réponse apportée dans ce texte est qu’il n’en existe pas (& part bien sir le
triplet (0;0;0)!).

1 Introduction

On va traiter le probleme en plusieurs étapes, chacune apportant un peu plus d’in-
formation sur les solutions.

La premiere étape est de se placer dans le plan projectif complexe en section 2.} ce
qui permet en section B.1] de se ramener au cas d’un ensemble fini de cardinal connu.

La deuxieme étape consiste & découper ’ensemble fini obtenu en différentes familles

en section 2211

La troisieme et derniere étape se décompose a son tour en plusieurs temps :
1. on étudie les familles les plus simples en sections 2.2.2] et [2.2.3]
2. on discute la question de la multiplicité en section

3. on n’obtient en section qu'une minoration du nombre de solutions de la
derniere famille introduite en section [2.2.4]

Heureusement, cette minoration est assez fine pour qu’'un simple argument de
dénombrement permette en section [5l de conclure que 'on a décrit toutes les solutions
sans trouver de cas ol tous les modules sont distincts.

2 Environnement

2.1 Plan projectif

Le systéme de départ est tel que si (a,b,c) € C3 est une solution, alors pour tout
A € C, le point (Aa, Ab, Ac) est aussi une solution.



Cette observation élémentaire conduit & éliminer le triplet (0,0,0), et & identifier
les triplets situés sur la méme droite; si (a,b,c) est un triplet, on notera (a : b : ¢)
I’ensemble suivant :

{(Aa, Ab, Xc)|\ € C\{0}}

En particulier, on a par exemple : (1:2:3)=(2:4:6).

Pour la culture, I’ensemble des droites dans I’espace tel qu’on le considere ici est
appelé le plan projectif, et cette facon de dénoter les points du plan projectif est le
systeme de coordonnées de Plicker.

On est donc amené a considérer les solutions du systeme non pas comme un en-
semble de points de ’espace, mais comme un ensemble de points du plan projectif.
On verra que ce point de vue simplifie grandement la situation. Contentons-nous pour
I'instant de remarquer que la propriété pour un triplet d’étre composé de complexes
de modules tous différents est conservée par tous les représentants d’'un méme point
du plan projectif; le changement de point de vue ne complique pas la situation sous
cet angle.

2.2 Action des permutations
2.2.1 Définition

Si on se donne un point du plan projectif £ = (z¢ : 1 : 2) et ¢ une permutation
de I'ensemble [0;2], alors (75(0) : To(1) : To(2)) est un autre point du plan projectif,
que l'on notera o.x. On obtient ainsi une action du groupe S3 sur le plan projectif.

De plus, on remarque que si un point z satisfait le systéme qui nous intéresse, alors
o.x aussi, pour toute permutation o. Le groupe S3 agit donc sur nos solutions.

Rappelons un peu de vocabulaire et résultats sur les actions de groupes :

— si on fixe le point x et que 'on fait varier o, on obtient une partie de ’espace,
appelée 'orbite du point ;

— si on fixe le point x et que l'on considere ’ensemble des o tels que o.x = =,
on obtient une partie du groupe appelée le stabilisateur, qui est méme un sous-
groupe;

— D’espace est I'union disjointe des orbites;

— si le groupe est fini, pour tout point z, son stabilisateur et son orbite sont finis
et le produit de leurs cardinaux est le cardinal du groupe.

Dans le cas qui nous intéresse, le cardinal du groupe est 6, donc les orbites ont
comme cardinaux possibles 1, 2, 3 et 6 uniquement. On va étudier successivement ces
possibilités.

Déja, un point (a : b : ¢) dont lorbite est de cardinal 1 est nécessairement de la
forme (a : a : a), et un tel point ne peut pas étre solution du systeme (rappelons que
Pon a écarté le triplet (0;0;0)!). II ne reste donc que trois cas & détailler.

2.2.2 Solutions triviales

Si Porbite d’un point (a : b : ¢) solution du systeme est de cardinal 3, alors son
stabilisateur est de cardinal 2, donc engendré par un élément de S3 d’ordre 2, c’est-a-



dire une transpositionﬂ
Supposons que Deffet de cette transposition soit : (a : b:¢) = (a : ¢ : b). Il existe
alors un nombre complexe A non nul tel que :

a = A
b = A
c = b
Si a = 0, alors 'équation a + b + ¢ = 0 permet de dire ¢ = —b (et non nuls

car on exclut toujours le triplet nul), et ’équation a™ 4+ ™ 4+ ¢" = 0 devient alors
[14 (=1)"]b™ = 0 avec b # 0, ce qui n’est possible que si n est impair.

Sia#0,alors A\ =1 et b=c;"équation a + b+ ¢ = 0 fournit a = —2b (au passage
on voit que b est non nul) et I’équation a™ 4 b™ + ¢ = 0 devient [2 4+ (—2)"]b" = 0, qui
est impossible.

Finalement, si on prend en compte les situations obtenues pour les autres transpo-
sitions possibles, on voit que 'on a prouvé :

Proposition 1 L’ensemble des points qui sont solution du systéme et dont l'orbite est
de cardinal 3 est vide si n est pair, et est constitué d’une seule orbite si n est impair :

{(0:1:-1);(1:0:=1);(1:-1:0)}

Chacun de ces points est stable par le sous-groupe engendré par une des trois transpo-
sitions de Ss3.

On parlera de solutions triviales.

2.2.3 Solutions cyclotomiques

Supposons maintenant que 1'orbite d’un point (a : b : ¢) solution du systéme soit
de cardinal 2; son stabilisateur est alors de cardinal 3, donc un 3-cycle, donc engendré
par (120) ou par (102).

Supposons : (a : b :¢) = (b: c: a) pour fixer les idées; comme précédemment, il
existe alors un nombre complexe A non nul tel que :

a = b
b = X
c = Aa

Une remarque immédiate est que ce systeme force abe # 0, car si 'un était nul, tous
le seraient, ce que I'on a exclu. L’équation a+ b+ c = 0 devient alors (A2 + A+ 1)a = 0.
On en déduit que A est I'un de j = e’ ou j2. L’équation a™ + b + ¢* = 0 fournit
maintenant 1 4 j» + 52" = 0; cette égalité est fausse si n est divisible par 3 et vraie
sinon.

Finalement, si on prend en compte la situation obtenue pour 'autre 3-cycle, on voit
que l'on a prouvé :

1. Dans Sy, une telle conclusion serait fausse comme le montre la permutation (01)(23).



Proposition 2 L’ensemble des points qui sont solution du systéme et dont l'orbite est
de cardinal 2 est vide st n est un multiple de 3, et est constitué d’une seule orbite

| (12042 0)

Chacun de ces points est stable par le sous-groupe engendré par un des 3-cycles de Ss.

2.2.4 Héxaorbites

Le cas des points dont l'orbite est de cardinal 6 est le plus délicat, et on n’en
fera pas une étude complete tout de suite. On va se contenter d’appeler ces orbites
“héxaorbites”, et de les découper en deux familles :

— les normales, dont tous les représentants ont deux coordonnées de méme module ;

— les exceptionnelles, dont tous les représentants ont des coordonnées de modules

tous distincts.

L’objectif est de montrer qu’il n’y a pas d’héxaorbite exceptionnelle !

3 Finitude et multiplicités

3.1 Nombre de solutions

Considérons une solution du systeme dont (1;b; ¢) est un représentant. La premiere
équation fournit ¢ = —1 — b et la seconde devient 1 + b™ + (=1 — b)™ = 0. b est donc
une racine du polynéme @, =1+ X™ + (—1 — X)™. Si n est pair, il est de degré n et
a n solutions.

Si n est impair, ce polyndéme est de degré n — 1 et a n — 1 solutions. Mais on sait
que (0 :1: —1) est aussi une solution du systéme, qui n’a pas de représentant de la
forme (1;b;c).

Finalement, on a prouvé :

Proposition 3 Le systéeme a toujours un nombre fini de solutions dans le plan pro-
jectif ; et il y en a toujours n, comptées avec multiplicité.

On voit la l'intérét du passage au plan projectif : on travaille dans un ensemble
fini!

Remarquons aussi que si l'on a raisonné ci-dessus avec une disjonction de cas sur
la nullité ou non de la premiere composante, toute orbite contient un représentant de
la forme (1;b; ¢), donc @,, permet d’étudier toutes les orbites.

3.2  Multiplicité

On remarque assez facilement les deux égalités suivantes :

(103G = a0
Qn(_l_X) = Qn(X)



De la premiere, on déduit que si a € C est une racine multiple de Q,,, alors —1—a est
une racine (n—1)-eme de P'unité. De la seconde, on déduit que « aussi est nécessairement
une racine (n — 1)-eme de 'unité.

Mais la transformation du plan z — —1 — z est la symétrie par rapport a la droite
R(.) = —1/2, et en considérant le cercle trigonométrique et son image par cette ap-
plication, on voit que le seul cas pour lequel un point et son image sont sur le cercle
simultanément ne se produit que pour j et j2. Par symétrie, seul le cas j est & discuter.

On calcule aisément :

3 (n=0[3])
Qu(i)=1+j"+(G")?*=q 0 (n=1[3))
0 (n=2[3])
puis :
n(j? —j) (n=0[3])
Q) =nli" = (")) = 0 (n=1[3])
n(j —j%) (n=2[3])
et finalement :
—n(n—1) (n=0[3))
Qn(G) =nn ="+ (2P =4 —nn-1) (n=1[3))
2n(n—1) (n=2[3))

On a donc prouvé :

Proposition 4 Les solutions cyclotomiques sont les seules qui peuvent étre éventuellement
multiples, et :

— sin=0[3], elles ne sont pas solution ;

— sin = 1[3], elles sont doubles ;

— sin = 2[3], elles sont simples.

4 Héxaorbites normales

4.1 Le polynoéme caractéristique

Considérons une héxaorbite normale, dont on choisit un représentant de la forme
(1:b:¢); onadonc|b] =|c] =p > 0.Del'équation 1 + b+ ¢ = 0, on déduit en
considérant la partie imaginaire que les parties imaginaires de b et ¢ sont opposées, ce
qui compte tenu de ’égalité de leurs modules signifie qu’ils sont conjugués. Leur partie
réelle commune est donc —1/2 et on peut supposer que b est de partie imaginaire
strictement positive; il existe donc 6 dans 'intervalle |7 /2, 7] tel que :

b = peie
c = pe=i®
L’équation 1+ b™ 4 ¢" = 0 montre que 1+ 2p™ cos(nf) = 0, ce qui compte tenu de
la relation pcos(f) = —1/2 montre que l'on a :

cos(nf) + (—=1)"2" " cos(9)™ =0



Si on note T;, le n-eme polynéme de Tchebyshev, la relation ci-dessus affirme que
cos(f) est nécessairement une racine réelle dans [—1; 0[ du polynéme :

Cp =Tn + (_21)" (2X)"

Réciproquement, toute racine de ce type permet de reconstruire une héxaorbite
normale ; pour prouver s’il existe ou non des héxaorbites exceptionnelles, il suffit donc
de dénombrer ces solutions réelles pour conclure.

Ce polynome est donc caractéristique des héxaorbites normales.

4.2 Minoration du nombre de racines
Si k € Z, on remarque que ’encadrement :

T _km 2w
2 n 3
équivaut & n < 2k et 3k < 2n. Sin est de la forme 6m+u avec u € [0; 5], cela équivaut
a:
— siu =0, alors k € [3m,4m] ;
—siu=1,alors k € [3m + 1,4m];
—siu=2,alors k € [3m+ 1,4m + 1];
—siu=3,alors k € [3m+ 1,4m + 2] ;
— siu=4,alors k € [3m + 2,4m + 2] ;
— siu=>5, alors k € [3m + 3,4m + 3].
Si on suppose que k est dans un de ces intervalles, on a alors :

(o () = m (e (50)) - S (o ()
st + E2 (z20m (42
(-1)k + (_Tl)n (2005 (%))n

expression dans laquelle le signe du premier terme varie avec k et ’encadrement sur k
assure que le second terme est dominé par 1/2; donc ne change pas le signe.

On met ainsi en évidence autant de changements de signes de C), que la largeur de
I'intervalle entier. D’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires (par continuité), on
en déduit que C,, a autant de racines dans | — 1/2;0[ que cette largeur moins un.

On a prouvé la minoration suivante du nombre de racines :

Proposition 5 Sin = 6m + u avec u € [0;5], alors C,, a dans lintervalle | — 1/2;0[
au moins :

- m racines st u # 1;

- m —1 racines si u = 1.



5 Conclusion

On a mis en évidence 'existence d’un certain nombre de solutions du probleme
initial ; mais comme on avait auparavant calculé le nombre maximal de solutions, il
s’avere que la liste obtenue est exhaustive :

Théoréme 1 Sin > 2 s’écrit 6m + u avec u € [0;5], alors le systéme :

0
0

a +b" +c"

{ a+b+c

vu comme décrivant un ensemble de points du plan projectif sur C, a pour solutions :
— si u =0, m héxaorbites normales ;
- st u =1, m — 1 héxaorbites normales, trois solutions triviales simples et deux
solutions cyclotomiques doubles ;
- st u =2, m hézaorbites normales et deuz solutions cyclotomiques simples ;
- st u = 3, m hézxaorbites normales et trois solutions triviales simples ;
— st u =4, m héxaorbites normales et deux solutions cyclotomiques doubles ;
— st u = 5, m héxaorbites normales, trois solutions triviales simples et deux solu-
tions cyclotomiques simples.
En particulier, il n’existe pas d’héxaorbite exceptionnelle.
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