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Résumé. Nous présentons des résultats de classification pour des variétés com-
plexes compactes possedant des structures géométriques holomorphes rigides.
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1 Introduction

1.1 Géométries de Klein

Une géométrie, au sens de Klein, est un espace homogene G/1, ou G est un groupe
de Lie (de dimension finie) et I un sous-groupe fermé de G. Le groupe G est alors
le groupe des symétries (isométries) de la géométrie et joue le role central suivant :
deux parties de I'espace G/I seront considérées équivalentes si l'une est I'image de
I’autre par une transformation appartenant au groupe G.

L’exemple type est celui de la géométrie euclidienne, associée au groupe des
déplacements G = O(n,R) x R"™ et ou le stabilisateur d’un point est le groupe
d’isotropie I = O(n,R). Comme le sous-groupe des translations R" agit librement
et transitivement sur GG/I, un modele de la géométrie euclidienne sera alors R muni
de la forme quadratique définie positive standard dz? + dz3 + ... + dz?2.

Autres exemples remarquables de géométries (présentées sous leurs versions com-
plexes) sont :

— la géométrie riemannienne holomorphe plate, obtenue pour G = O(n,C) X
C" et I = O(n,C). Un modele de cette géométrie est C" muni de la forme
quadratique complexe non dégénérée dz? + ... + dz2. Il s’agit de la version
holomorphe de la géométrie euclidienne.

— la géométrie affine complexe obtenue pour G = GL(n,C)xC" et [ = GL(n,C).
L’action de G sur C™ préserve les droites complexes parcourues a vitesse
constante.

— la géométrie projective complexe, ou GG est le groupe de transformations projec-
tives de 'espace projectif complexe P™(C) et I est le stabilisateur d’un point.
Dans ce cas G préserve les droites projectives, sans respecter le paramétrage.

Gauf} et Riemann sont les premiers a avoir introduit et étudié ’objet infinitésimal
associé a la géométrie euclidienne : en language moderne, une métrique riemannienne
sur une variété est un champ lisse de formes quadratiques définies positives sur
I’espace tangent.

Postérieurement, dans un vaste programme de généralisation, Cartan a réussi a
définir les objets infinitésimaux associés aux géométries de Klein G/I et qui sont,
a ces géométries, ce que les métriques riemanniennes sont a la géométrie eucli-
dienne [76]. Par exemple, une connexion affine holomorphe est la généralisation in-
finitésimale de la géométrie affine complexe et une connexion projective holomorphe
est la généralisation infinitésimale de la géométrie projective complexe.



Cartan associe a ces objets un tenseur de courbure qui s’annule si et seulement
si 'objet infinitésimal est plat, autrement dit localement équivalent a G//I.

Cartan et Lie ont longuement étudié les symétries (isométries) de ces objets
infinitésimaux.

Ehresmann est celui qui a posé le cadre moderne intrinseque dans lequel ces
structures géométriques infinitésimales se définissent [25]. La définition de structure
géométrique, dégagée par Ehresmann (suite aux travaux précurseurs de Cartan) et
reprise fructueusement par Gromov dans [35], est présentée dans la suite et sera
amplement revisitée au chapitre [3]

1.2  Structures géométriques holomorphes

Commencons par donner la définition d’une structure géométrique d’apres [3}, [35],
dans le contexte holomorphe qui sera discuté dans ce texte.

Considérons une variété complexe M de dimension n. Rappelons que, pour tout
entier positif r, le groupe D", des r-jets en 0 de germes de biholomorphismes locaux
de C" qui fixent 0, est un groupe linéaire algébrique qui coincide avec GL(n,C),
pour r = 1, et avec une extension de GL(n,C) par le groupe additif des formes
bilinéaires symétriques sur C”, si r = 2.

Le fibré des r-reperes R"(M) de M, autrement dit le fibré des r-jets en 0 de germes
de biholomorphismes locaux, centrés en 0, entre C" et M, est un fibré principal au-
dessus de M, de groupe structural D". Nous suivons [3| [35] et donnons la

Définition 1.1 Une structure géométrique holomorphe ¢ (d’ordre r) sur M est
une application holomorphe, D"-équivariante, ¢ : R"(M) — Z, avec Z une variété
algébrique munie d’une action algébrique de D". Si Z est une variété affine, alors
la structure géométrique ¢ est dite de type algébrique affine.

L’application ¢ s’interprete comme une section holomorphe du fibré de fibre Z,
associé au fibré principal R"(M) via l'action de D" sur Z.

Exemple : Si r = 1 et Z est un espace vectoriel de dimension finie muni d’une
action linéaire de GL(n, C), alors ¢ est un tenseur holomorphe. 11 s’agit d’une struc-
ture géométrique de type algébrique affine. On dira, avec Bogomolov [12) [13], que ¢
est de type général, s’il existe un point dans I'image de ¢ dans Z dont le stabilisateur
est un sous-groupe fini de GL(n, C).

Un biholomorphisme local f de M agit naturellement sur les sections du fibré
précédent. Si cette action préserve ¢, alors f est une isométrie locale de ¢. Si les
isométries locales agissent transitivement sur M, alors la structure géométrique ¢
est dite localement homogene.

Si 'image de ¢ dans Z est exactement une D"-orbite, qui s’identifie alors a un
espace homogene D" /G, ou G est le sous-groupe de D" qui stabilise un point de



I'image, alors ¢ s’interpréte comme une section d’un fibré de fibre D"/G. Cette
section fournit une réduction du groupe structural de R"(M) au sous-groupe G.
Une telle structure géométrique est dite une G-structure holomorphe [48].

La structure géométrique ¢ est dite rigide, au sens de Gromov [3], B5], si une
isométrie locale est déterminée par un jet d’ordre fini. Le pseudo-groupe des isométries
locales d'une structure géométrique rigide est un pseudo-groupe de Lie de dimension
finie, engendré par une algebre de Lie de dimension finie appelée algébre de Lie des
champs de Killing locaux.

Présentons maintenant des exemples importants de structures géométriques ho-
lomorphes rigides qui sont des G-structures.

— Sir=1et G = {Id}, on est en présence d'une trivialisation holomorphe du
fibré tangent holomorphe. Une telle structure est aussi appelée parallélisme
holomorphe et, dans ce cas, la variété M est dite parallélisable.

-~ Sir=1et G = 0O(n,C), on est en présence d'une métrique riemannienne
holomorphe qui est I'équivalent, dans le contexte complexe, d’une métrique
riemannienne. Il s’agit de la version infinitésimale de la géométrie riemannienne
holomorphe plate.

—Sir=1let G = C*"xO(n,C) est le groupe des similitudes linéaires com-
plexes, on est en présence dune structure conforme holomorphe. 1l s’agit d’'une
structure géométrique rigide, des que n est supérieur ou égal a trois.

— Soit 7 = 2 et considérons le sous-groupe G de D?, isomorphe & D', constitué
par les 2-jets en 0 d’isomorphismes linéaires de C™. Cette G-structure est une
connexion affine holomorphe sans torsion.

— Soit r = 2 et G le sous-groupe de D?, constitué par les 2-jets en 0 de transfor-
mations projectives de P"(C) qui fixent 0. Il s’agit d’une connezion projective
holomorphe normale.

Remarque 1 Les parallélismes et les connexions affines sont des structures géomé-
triques de type algébrique affine, mais pas les structures conformes, ni les connexions
projectives.

La définition précédente des connexions affines et projectives, vues comme G-
structures est classique [49]. Le lecteur pourra également se référer a [67], pour voir
que la définition précédente coincide avec celle issue de la théorie des faisceaux et
adoptée dans [38, 511, 52].

Des nombreux résultats montrent que les G-structures holomorphes sur les variétés

compactes ont tendance a étre localement homogenes (et méme plates dans le cas
des variétés kahlériennes) [41], [43], [61], [82], [21], [19], [22].

Le plus instructif dans ce sens nous semble le résultat suivant di a Wang [82]
(voir la preuve un peu plus tard).

Théoreme 1.2 (Wang) Soit M wune variété complexe compacte connexe admet-
tant un parallélisme holomorphe. Alors M est un quotient d’un groupe de Lie com-
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plexe connexe simplement connexe G par un réseau cocompact I'. De plus, M est
kihlérienne si et seulement si G est abélien (et M est un tore compleze).

Rappelons aussi les théoremes suivants qui seront prouvés et généralisés a la
section M :

Théoréme 1.3 (Inoue, Kobayashi, Ochiai) Soit M une variété kihlérienne com-
pacte et connexe, munie d’une connexion affine holomorphe V. Alors M admet un
revétement fint non ramifié qui est un tore complexe et sur lequel ['image réciproque
de V est invariante par translations.

Théoréme 1.4 (Bogomolov, Yau) Soit M une variété kihlérienne compacte conneze
dont la premiere classe de Chern est nulle, munie d’un tenseur holomorphe de type
général ¢. Alors M admet un revétement fini non ramifié qui est un tore complexe
et sur lequel [tmage réciproque de ¢ est un tenseur tnvariant par translations.

Ce texte présente un survol des théoremes de classification pour les variétés com-
plexes compactes M admettant des structures géométriques holomorphes rigides ¢
(qui unifient et généralisent les résultats précédents).

Par exemple, dans le contexte des variétés kahlériennes nous démontrons :

Théoreme 1.5 Soit M une variété kahlérienne compacte connezxe dont la premiere
classe de Chern est nulle, munie d’une structure géométrique holomorphe de type
affine ¢. Alors ¢ est localement homogene.

Si, de plus, ¢ est rigide, alors M admet un revétement fini qui est un tore complexe
et sur lequel [tmage réciproque de ¢ est invariante par translations.

Dans le cas ou M n’est pas supposée kdahlérienne, la situation est plus délicate. Les
résultats de classification obtenus dans ce cadre sont moins généraux : ils concernent
les métriques riemanniennes holomorphes en dimension trois et les connexions affines
et projectives holomorphes sur les surfaces complexes compactes. Ces résultats seront
présentés au dernier chapitre.

La stratégie générale pour obtenir ce type de résultat est la suivante. On démontre
que la structure géométrique est localement homogene, localement isomorphe a une
structure géométrique G-invariante ¢ sur un espace homogene modele G /I (ici G
sera le groupe de Lie connexe et simplement connexe associé a ’algebre de Lie des
champs de Killing locaux de ¢).

Nous sommes alors dans la situation décrite par la définition suivante.

Définition 1.6 La variété M est localement modelée sur la géométrie G/I, au sens
d’Ehresmann-Thurston [24,[79], ou encore admet une (G, G/I)-géométrie, s’il existe
un atlas de M a valeurs dans des ouverts de G/I tel que les applications de chan-
gements de carte soient données par des éléments du groupe G.



Si M est compacte, nous dirons aussi que la géométrie G/I admet une réalisation
compacte sur M.

De plus, la structure géométrique ¢ sur M proviendra d’une structure géométrique
du méme type, G-invariante, sur G/I. On peut tenter de classifier toutes ces géométries
G/1, ainsi que leurs réalisations compactes.

Rappelons que Thurston a donné cette classification pour le cas ou G/I est de
dimension (réelle) trois et G préserve une métrique riemannienne sur G/I (voir
[78, 79, [75]). 11 est classiquement connu (comme conséquence du théoreme de Hopf-
Rinow) que, dans le cas riemannien, toute réalisation compacte de G/I est un quo-
tient. Ceci n’est nullement assuré (et souvent faux) dans le cas ou I est non compact.

Dans [23], nous réalisons complétement ce programme dans le cas o M est une
variété complexe compacte de dimension trois munie d’une métrique riemannienne
holomorphe (voir section [5.1)). Dans ce cas, G/I est de dimension complexe trois et
'action canonique de G sur GG/ préserve une métrique riemannienne holomorphe.

La composition de ce texte est la suivante.

La section [2] présente des résultats classiques d’uniformisation locale et globale
pour des structures géométriques sur les surfaces de Riemann. On démontre le
théoreme de coordonnées isothermes de Gaufl, 'uniformisation des courbes ellip-
tiques, et on commente le théoreme d’uniformisation des surfaces de Riemann.

La section |3 introduit avec détails les structures géométriques rigides au sens de
Gromov dans son cadre naturel (le language des jets d’Ehresmann) et on démontre
le théoreme de décomposition en orbites du pseudo-groupe des isométries locales
(théoréme. Comme application nous démontrons que toute structure géométrique
holomorphe sur une surface d’Inoue est localement homogene.

La section [4] présente des résultats de classification pour les variétés parallélisables
et les variétés kahlériennes qui admettent des structures géométriques holomorphes
rigides.

Lors de la derniere section, on aborde le cas des variétés non nécessairement
kéhlériennes. On y présente la classification (obtenue en collaboration avec Zeghib)
des métriques riemanniennes holomorphes en dimension trois, ainsi que des résultats
sur la géométrie locale des connexions affines et projectives holomorphes sur les
surfaces complexes compactes. On énonce également des questions, des conjectures
et des directions pour des développements futurs.

2 Résultats classiques d’uniformisation

2.1 Le théoréme de coordonnée isothermes de Gaufl

Commengons avec quelques remarques préliminaires sur les structures conformes
et les structures complexes sur les surfaces.



Soit V' un espace vectoriel de dimension deux sur R et supposons-le muni d’une
orientation.

Une structure de C-espace vectoriel sur V est la donnée d’un endomorphisme
R-linéaire J : V. — V tel que Jo J = —Id.

Remarquons que toute forme quadratique réelle définie positive sur V munit
V' d’une unique structure de C-espace vectoriel compatible avec l'orientation (i.e.
(v,1v) est une base directe du R-espace vectoriel V| quelque soit v € V). En effet,
il suffit de définir 7v comme 'unique vecteur orthogonal & v, de méme norme que
v et tel que la base (v,iv) est directe. Ceci définit bien une structure de C-espace
vectoriel de dimension un sur V.

Par ailleurs, deux formes quadratiques g; et go définissent la méme structure de
C-espace vectoriel sur V' si et seulement s’il existe A € R, tel que g; = Agy. Dans ce
cas, on dira que les formes quadratiques g; et g sont conformes et qu’elles définissent
la méme structure conforme sur V' (i.e. la méme mesure d’angles). Pour préciser ces
remarques, démontrons la

Proposition 2.1 Soit V un espace vectoriel orienté de dimension deuz. Alors la
donnée d’une structure de C-espace vectoriel sur V' compatible avec [’orientation
est équivalente a la donnée d’une forme quadratique définie positive a équivalence
conforme pres.

Démonstration On vient de voir que toute structure conforme sur V' définit une
structure complexe. De point de vue de la théorie des groupes, ceci est du au fait
que le groupe des transformations linéaires de V' préservant la structure conforme et
I’orientation est le groupe des similitudes directes et ce groupe préserve une structure
complexe.

Inversement, si V' est muni d’une structure complexe, V' est identifié a C via un
isomorphisme bien défini modulo les transfomations C-linéaires z — Az, avec \ €
C*. Toutes ces transformations préservent la classe conforme de la forme quadratique
réelle définie positive da? + dy?, ot z = x + iy. O

Généralisons maintenant ces considérations au cas des surfaces (dans ce cas,
chaque espace tangent a la surface jouera le role de I'espace vectoriel V).

Rappelons d’abord qu’une structure de surface de Riemann sur une surface réelle
S est la donnée d’un atlas holomorphe (qui confére donc & S une structure de variété
complexe de dimension égale a un). En particulier, chaque espace tangent a S est
un C-espace vectoriel de dimension égale a un.

Une structure conforme sur M est une classe d’équivalence de métriques rieman-
niennes par rapport a la relation d’équivalence qui décide que deux métriques g; et
g2 sont (conformément) équivalentes s’il existe un difféomorphisme f de M tel que
f*g1 = Aga, ou A est une fonction définie sur M a valeurs dans R*.

Définition 2.2 On dit que la structure conforme définie par une métrique rieman-
nienne g sur une surface de Riemann S est compatible avec la structure complexe
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lorsque pour toute carte locale holomorphe locale ¢ : U — S, ou U est un ouvert de
C, on a ¢*g = N(dz® + dy?), ot z = x + iy est la variable de C et X\ : U — R, est
une fonction lisse.

Cette définition signifie que la restriction de la métrique riemannienne a chaque
espace tangent Tp.S définit la méme structure complexe que celle donnée par l'orien-
tation et la structure complexe induite par la structure de surface de Riemann.

Une simple application du résultat d’existence d’'une partition de l'unité montre
I’existence sur la surface de Riemann S d’une métrique riemannienne compatible
avec la structure complexe (1’ensemble des métriques compatibles est un cone convexe).
On obtient ainsi :

Proposition 2.3 Sur toute surface de Riemann il existe une unique structure conforme
compatible avec la structure compleze.

Dans l'autre sens, les considérations précédentes impliquent la

Proposition 2.4 Soit S une surface réelle orientée. Alors toute structure conforme
sur S détermine une structure de C-espace vectoriel complexe sur chaque espace
tangent a S. Autrement dit, il existe un champ lisse d’endomorphismes J sur S tel
que, pour tout P € S, J(P):Tp — Tp est tel que Jo J = —Id.

On appelera la donée d’un champ d’endomorphismes J avec la propriété précédente
une structure presque-complexe.

Le résultat suivant, di a Gauf3, implique que les structures presque-complexes
analytiques sur les surfaces analytiques définissent des structures complexes (on dit
aussi qu’elles sont intégrables).

Théoréme 2.5 (Gaufl) Soit g une métrique riemannienne analytique réelle, définie
au voisinage d’un point p sur une surface analytique. Alors il existe une carte locale
(x,vy) au voisinage de p dans laquelle g = f(x,y)(dx* + dy?), pour une certaine
fonction analytique réelle f. Autrement dit, g est localement conforme a la métrique
plate standard.

Dans une telle carte locale (z,y), le champ d’endomorphismes J est “constant”,
égal a la multiplication par 4. Il s’agit d’'un résultat d’uniformisation locale des
structures presque-complexes (et conformes) en dimension (réelle) deux. Ceci s’avere
faux en dimension supérieure.

Démonstration

Le probleme étant local, on considére une métrique g définie dans un voisinage
ouvert U de l'origine dans R?.



Nous allons commencer par démontrer un résultat analogue dans le cas d’une
métrique lorentzienne ¢ (i.e. un champ de formes quadratiques de signature (4, —).

On se donne donc en chaque point de U une forme quadratique de signature (+, —)
et il s’agit de montrer que cette métrique lorentzienne est localement conforme a la
métrique lorentzienne standard dz? — dy? de R?.

En chaque point de U, la métrique g définit alors deux droites sur lesquelles elle
s’annule : les deux directions isotropes.

Pour la métrique lorentzienne standard da? — dy?, ces droites sont les droites
paralleles aux deux bissectrices. On va trouver un difféomorphisme local qui releve les
deux champs de droites isotropes de g sur les deux champs de droites paralleles aux
bissectrices. Comme deux formes quadratiques non dégénérées de signature (+, —)
sont proportionnelles si et seulement si elles ont les mémes directions isotropes, ceci
démontrera le résulat dans le contexte lorentzien.

On fixe maintenant l'origine O comme point base dans U.

Par le point O passent deux courbes isotropes C; et Co qui integrent les deux
champs de droites. Il suffit de construire deux champs de vecteurs locaux X; et
X, au voisinage de O qui commutent et qui sont tangents aux deux champs de
droites. Pour cela, définissons arbitrairement X; et X5 le long des courbes C; et Co
et prolongeons les au voisinage de O en forcant la relation de commutation et le fait
de rester tangent aux deux champs de droites.

Dans les coordonnées locales (z,y) dans lesquelles ce deux champs de vecteurs
sont % et a%’ on peut donc écrire g = f(x,y)dzdy, ou f est une fonction. Ce qui est
équivalent a la conclusion recherchée. Dans ce contexte lorentzien, la preuve n’utilise
visiblement qu’une faible régularité (C' suffit).

Dans le cas ou g est une métrique riemannienne analytique réelle, il n’y a pas de
direction isotrope.

On commence par complexifier 'ouvert U en un ouvert U C C?; c’est un voisinage
ouvert de U considéré maintenant comme contenu dans C2.

On notera qy = dz? + dy? la métrique riemannienne holomorphe standard de C?2,
oll x et y sont les coordonnées complexes usuelles sur C2.

Les coefficients de la métrique g étant des fonctions analytiques réelles, on peut
les prolonger, de maniere unique, en une métrique riemannienne holomorphe ¢ sur
l'ouvert U (quitte a diminuer au besoin U).

Sur C?, on dispose de deux réseaux transverses de droites complexes isotropes
pour la métrique standard ¢, d’équations y = +ix + cste. Sur U, on dispose de
deux champs holomorphes de droites complexes, isotropes pour ¢. Rappelons que
chaque champ de droites holomorphe s’integre localement en une famille de courbes
complexes (surfaces réelles). On définit alors, exactement comme dans le cadre lo-
rentzien, un biholomorphisme local de C? qui releve les deux champs de droites
holomorphes sur les deux champs de droites paralleles aux deux bisectrices. Ceci



montre que la métrique riemannienne holomorphe ¢ est localement conformément
équivalente a .

Pour pouvoir revenir aux coordonéées réelles et a la métrique riemannienne ini-
tiale, il faut encore montrer que le biholomorphisme local de C? que nous venons de
construire a la propriété additionnelle d’étre invariant par la conjugaison complexe.

Puisque les coefficients de g sont réels, I*q = @, ou I désigne la conjugaison
complexe (x,y) — (Z,y). Ceci montre que I envoie les deux champs de droites
isotropes de ¢ sur leurs conjugués. Il en est bien stir de méme pour les champs de
droites isotropes de ¢q. Ceci implique que le difféfomorphisme local de conjugaison
commute avec I, des qu’on le construit en choisissant dans U un point origine réel
qu’on envoie sur un point réel de C?. &

Traditionnellement, on qualifie les coordonnées locales (z,y) dans lesquelles la
métrique est conforme a la métrique plate standard, de coordonnées isothermes.

Bien entendu, ces coordonnées ne sont pas uniques. Deux d’entre elles différent
par une transformation conforme du plan. La différentielle du changement de carte
est donc en tout point une similitude.

Si l'on suppose que l'orientation est également préservée, on obtient une similitude
directe du plan, donc une transformation holomorphe.

En résumé, toute métrique analytique réelle sur une surface analytique définit un
atlas holomorphe et donc une structure de variété complexe de dimension 1 (surface
de Riemann).

Le théoreme de Gaufl que nous avons établi dans le cas des métriques analytiques
réelles reste vrai dans le cadre différentiable, mais il est alors bien plus difficile : il
sera démontré par Korn et Lichtenschtein en 1916 dans le cadre C*°, et finalement
par Ahlfors et Bers en 1960 dans le cadre mesurable.

En particulier, toute métrique riemannienne g sur une surface orientée S définit
de maniére unique une structure de surface de Riemann sur S compatible avec g.
Nous obtenons ainsi (au moins dans le cas analytique) I'autre sens de I'implication
prouvée a la proposition :

Théoréme 2.6 Une structure de surface de Riemann sur une surface S est équivalente
a la donnée d’une orientation et d’une structure conforme.

2.2 Théoreme d’uniformisation des surfaces

Cette section est consacrée a un court rappel du théoreme d’uniformisation des
surfaces de Riemann, résultat des travaux de plusieurs mathématiciens dont notam-
ment Poincaré, Koebe, Klein, Schwarz et Picard.

Pour une excellente introduction aur mathématiques sous-jacentes au théoreme
d’uniformisation des surfaces le lecteur intéressé pourra bientot consulter le livre [80)].
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Théoréme 2.7 Toute surface de Riemann connexe et simplement conneze est bi-
holomorphe a la droite projective P(C), a C ou au disque unité de C.

Remarquons que pour le cas des surfaces de Riemann compactes de genre g = 0
ceci donne :

Théoreme 2.8 Toute métrique riemannienne sur une surface compacte simplement
connexe est conforme a la métrique standard de la sphére S?.

Démonstration L’unicité de la structure complexe sur une surface compacte sim-
plement connexe (isomorphe a celle de P'(C)) implique 'unicité de la structure
conforme. &

Nous démontrons ici I'uniformisation des surfaces de Riemann de genre g = 1.
Commencons par I’énoncé suivant :

Théoréme 2.9 Toute cubique lisse dans P%(C) est biholomorphe a une courbe el-
liptique C/A.

Démonstration

Toute cubique lisse peut se mettre sous la forme y* = (z — a)(x — 3)(z — ), avec
«, 3,7 des nombres complexes deux a deux distinctes.

La forme différentielle
dx
Vi —a)(z—p)(z—7)

est bien définie et non singuliere sur le revetement double de la droite projective x €
P1(C), ramifié au-dessus des points a, 3,7y, co. Autrement dit, la cubique (compacte)
lisse C' d’équation y* = (x — a)(z — B)(x — ) hérite d'une 1-forme holomorphe non
singuliere. En effet, la coordonnée locale v de la cubique C' au voisinage de z = «
est telle que  — a = v2. Par conséquent, dz = 2vdv et w ~ 2dv. Un calcul similaire
au voisinage de l'infini (ol la variable locale v satisfait la relation 1/x = v?) montre
que w est également holomorphe et non singuliere a l'infini.

w =

De maniere duale, C' hérite d’'un champ de vecteurs holomorphe non singulier
X, défini par la relation w(X) = 1. Comme C' est compacte, le flot (complexe) de
X est complet et son action (transitive) parametre C' par le quotient de C par le
stabilisateur A d’un point. La cubique lisse vient d’étre uniformisée par C. L’appli-
cation uniformisante est I'inverse d'une primitive w de w : on vient de voir que le
groupe des périodes de w est un réseau A de C et w™! est une fonction holomorphe
(uniforme) A-périodique sur C. O

Plus généralement, on démontre, avec la méme méthode, le :
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Théoréme 2.10 Toute surface de Riemann S de genre g = 1 est biholomorphe a
un quotient C/A\. En particulier, le revétement universel est biholomorphe a C.

Démonstration On a vu précédemment qu’il suffit de montrer que S possede
une 1-forme différentielle holomorphe non singuliere. Ceci est une conséquence di-
recte du théoreme de Riemann-Roch [38] dont un cas simple affirme que S possede
“autant” des 1-formes différentielles holomorphes non singulieres que des fonctions
holomorphes. Il s’agit donc d’un espace vectoriel de dimension 1. [

Corollaire 2.11 Toute surface de Riemann de genre g = 1 admet une métrique
riemannienne complete plate compatible avec la structure complexe.

Démonstration Ils’agit de la métrique dz?+dy? dans la coordonnée z = z+iy € C
du revétement universel. Cette métrique est invariante par translations et descend
sur la courbe elliptique. [

Bien stir le théoreme général équivalent au théoreme d’uniformisation des surfaces
de Riemann est

Théoreme 2.12 Toute surface de Riemann admet une métrique riemannienne complete
de courbure sectionnelle constante compatible avec la structure complexe.

Démonstration Par le théoreme de Poincaré-Koebe, la surface de Riemann est
un quotient de P'(C), de C, ou bien du disque unité dans C par un sous-groupe
discret d’automorphismes agissant proprement et sans points fixes.

Dans le cas de P'(C), tout automorphisme admet au moins un point fixe (vec-
teur propre de la matrice de taille (2,2) correspondante). Ainsi, la seule surface de
Riemann revétue par P!(C) est elle-méme. Or, P'(C) possede la métrique standard
de la sphere S2.

. S . , 2 2
Dans le cas du disque, la métrique de Poincaré —2r

(1—22—y?)?
par le groupe d’automorphismes PSL(2,R). Cette métrique descend donc sur la
surface quotient. &

est complete et préservée

2.3 Un théoreme d’uniformisation di a Wang

Théoreme 2.13 (Wang) Soit M une variété complexe compacte connexe admet-
tant un parallélisme holomorphe. Alors M est un quotient d’un groupe de Lie com-
plexe connexe simplement connexe G par un réseau cocompact I'. De plus, M est
kidhlérienne si et seulement si G est abélien (et M est un tore compleze).
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Démonstration Considérons une famille X, ..., X,, de champs de vecteurs holo-
morphes sur M qui forment, en chaque point, une base sur C de I'espace tangent
holomorphe. Les crochets de Lie de ces champs, pris deux a deux, sont :

(X5, Xj] =) e X
k=1

Les fonctions cfj, ainsi définies, sont holomorphes et, par conséquent, constantes.
Ceci montre que les champs X; forment une algebre de Lie de dimension finie.
D’apres un résultat classique, di a Lie, notre parallélisme est localement homogene,
localement modelé sur un parallélisme donné par des champs de vecteurs invariants
a gauche sur un groupe de Lie complexe connexe et simplement connexe G. Comme
M est compacte, les X; sont complets et G agit (a droite) sur M. Cette action est
nécessairement transitive et M s’identifie au quotient (a gauche) de G par un réseau

cocompact I'.

Suposons maintenant que M = T'\G est kéhlérienne et considérons la base
Wi, .. .,w, de 1-formes différentielles holomorphes invariantes a gauche sur GG, duale
a Xi,...,X,. Les formes w; descendent sur M. Rappelons que sur une variété

ké&hlérienne compacte toutes les formes différentielles holomorphes sont fermées [34].

Par ailleurs, la formule de Lie-Cartan donne :

dwi( X, Xi) = —wi([ X}, X)),
quels que soient 7,5,k € {1,...,n}.

On constate que les formes w; sont toutes fermées si et seulement si les champs
de vecteurs X; commutent et donc G est abélien. O

3 Structures géométriques holomorphes

3.1 Le groupe D"(C")

Nous commencons par considérer I’ensemble des germes en 0 de toutes les appli-
cations holomorphes définies sur un ouvert de CP qui contient le point 0, a valeurs
dans un ouvert de C™ qui contient le point 0, et qui envoient 0 sur 0. Il s’agit d'un
espace vectoriel sur C.

Le quotient de cet espace par la relation d’équivalence “avoir le méme polynome de
Taylor d’ordre r en 0” est un espace vectoriel de dimension finie sur C, qu’on appelle
classiquement [’espace des r-jets en O des germes d’applications holomorphes de CP
dans C™. Notons le Jj(CP,C") et précisons qu'un élément de cet espace s’exprime
par une application polynomiale de degré r, de C? dans C", dont la partie homogene
de degré i est déterminée par les dérivées partielles d’ordre 7, calculées au point 0, de
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tout germe qui le représente. Par exemple J3 (CP, C™") n’est rien d’autre que P'espace
vectoriel Lc(CP, C™) des applications C-linéaires de CP dans C".

Dans le cas particulier ou p est égal a n, la composition des germes de fonctions
munit l'espace vectoriel Jj(C™) = J;(C", C") d’une loi de produit. Par la suite nous
désignerons par le symbole D"(C™) le groupe des éléments inversibles de Jj(C™).
Le groupe D"(C") est constitué des éléments de J;(C™) dont la partie linéaire est
inversible dans Lc(C", C™).

Nous appellerons D"(C") le groupe des r-jets en 0 des biholomorphismes locauz
de C™ qui fixent 0.

Le groupe D*(C™) s’identifie au groupe GL(n, C), des automorphismes C-linéaires
de C™.

Il importe de remarquer que D"(C™) est un groupe algébrique, autrement dit
D" (C") admet une structure de variété algébrique affine (sur le corps de base C)
pour laquelle la loi de groupe et le passage a 1’élément inverse sont des applications
polynomiales. La ou il n’y aura pas de confusion possible, nous allons désigner le
groupe D"(C™) par D".

La généralisation naturelle des considérations précédentes, dans le contexte des
variétés complexes, nous conduit aux fibrés des jets, introduits pour la premiere fois
par Ehresmann.

3.2 Fibrés des r-reperes et autres fibrés

Soit M une variété complexe de dimension n.

Considérons 'espace des germes en 0 de toutes les applications holomorphes
définies sur un ouvert de CP qui contient 0 et a valeurs dans la variété M. Nous
identifions deux éléments de cet espace s’ils ont le méme r-jet en 0. La légitimité de
cette définition est assurée par le fait que la relation d’équivalence “avoir le méme
développement de Taylor en 0” ne dépend pas du choix d’un systeme de coordonnées.

Le quotient de notre espace par la relation d’équivalence précédente est I’ensemble

J7P(M), des r-jets en 0 d’applications holomorphes d’'un ouvert de C? a valeurs dans
M.

L’ensemble J"P(M) admet une structure de variété complexe qui se projette ho-
lomorphiquement sur M, la projection étant simplement 1’évaluation en 0. Cette
projection confere a J"™P(M) une structure de fibré vectoriel complexe sur M, de
fibre J§(C", CP). Pour r = 1 et p = 1 on retrouve le fibré tangent complexe de la
variété M = JY1(M) =TM.

Le groupe D"(CP) agit a droite sur le fibré J"P(M) en préservant les fibres.
Explicitons cette action : si g est un élément de D"(CP) et f un élément de J™P(M),
le résultat de ’action de g sur f est le r-jet en 0 de I’application f o g, les symboles
f et § désignant des germes qui représentent les r-jets en question. Ceci ne dépend
pas des représentants choisis. L’action est linéaire dans les fibres. Dans le cas ou p
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est égal a n, le groupe D"(C™) agit a droite sur le fibré J»" (M) = J"(M).

Considérons a présent ’ensemble formé par les germes en 0 de tous les biholo-
morphismes entre des ouverts de C™ qui contiennent 0 et des ouverts de M.

Le quotient de cet ensemble par la relation d’équivalence ”avoir le méme r-jet en
0” est un sous-fibré de J"(M), invariant par l'action du groupe D"(C"), et appelé
classiquement le fibré des r-repéres de la variété M. Par la suite, il sera noté R"(M).
L’action de D"(C") sur R"(M) est transitive dans les fibres et munit le fibré des
r-reperes d'une structure de fibré principal de groupe structural D"(C").

Pour r égal & 1, le fibré R'(M) s’identifie aux couples formés par un point de
M et une base de 'espace vectoriel complexe T,,M. Cette identification justifie la
terminologie fibré des repéres. Le fibré des reperes RY(M) est un GL(n, C)-fibré
principal.

Pour tout couple [ > k, il existe un morphisme surjectif de fibrés principaux
RF(M) — R!(M) défini de maniére naturelle par troncature.

3.3 Définition et exemples des structures géométriques

Nous sommes maintenant en mesure de présenter la définition du concept “struc-
ture géométrique holomorphe”.

Soit M une variété complexe de dimension n et R"(M) son fibré des r-reperes.
Considérons aussi une variété algébrique (quasiprojective) lisse Z munie d’une action
algébrique du groupe algébrique D"(C™). Nous rappelons que D"(C™) agit a droite
sur le fibré R"(M), 'action étant transitive dans les fibres.

Définition 3.1 Une structure géométrique holomorphe ¢ (d’ordre r et de type Z)
est une application holomorphe du fibré R"(M) dans la variété Z, équivariante sous
Uaction du groupe D"(C™) (c’est-a-dire ¢(f - g) = g7 - ¢(f), Vf € R (M) et Vg €
Dr(Ccm)).

Nous suivons donc la présentation de Gromov [35], qui a été commentée et élaborée
dans des nombreux travaux dont nous citons, par exemple, [3] 4l [7, 15 26, [84].

Nous allons adopter aussi la terminologie suivante.

Définition 3.2 La structure géométrique holomorphe ¢ est dite de type algébrique
affine si la variété Z est algébrique affine.

Remarque 2 L’application ¢ s’interpréte comme une section holomorphe du fibré
associé au fibré des r-reperes via la représentation de D"(C") sur Z. Ce fibré est,
par définition, le quotient de R"(M) x Z par la relation d’équivalence (f,z) ~ (f -
g1, g-2). Il n’est pas difficile de s’apercevoir qu’on obtient un fibré localement trivial
de fibre Z et qu’une section de ce fibré correspond exactement a une application
Dr(C")-équivariante de R"(M) dans Z.
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Exemples de structures géométriques holomorphes :
e champ de vecteurs holomorphe

Un champ de vecteurs holomorphe sur une variété complexe est une section ho-
lomorphe du fibré tangent. Soit n la dimension complexe de la variété. On peut voir
un champ de vecteurs holomorphe comme une application équivariante du fibré des
reperes de la variété (qui est un GL(n, C) fibré principal) dans I'espace vectoriel C"
muni de 'action naturelle de GL(n, C). C’est une structure d’ordre 1 et de type C™.

Un champ de vecteurs holomorphe est une G-structure si le champ est non sin-
gulier, le groupe H étant le stabilisateur d’un vecteur non nul de C™.

e champ de droites dans le fibré tangent

Un champ de droites holomorphe peut étre vu comme une application holomorphe
équivariante du fibré des reperes de la variété dans I'espace projectif P"~1(C) muni
de I'action projective du groupe GL(n,C).

Contrairement a la structure antérieure, ce n’est pas une structure de type algébrique
affine et c’est toujours G-structure.

e un parallélisme complet

Nous disons que la variété complexe M de dimension n porte un parallélisme com-
plet s’il existe n sections holomorphes du fibré tangent, en chaque point linéairement
indépendantes. Le fibré tangent est donc trivial et il existe une application holo-
morphe D!(C")-équivariante du fibré R'(M) dans D'(C").

Un parallelisme complet est une G-structure d’ordre 1 de groupe Id. D’apres le
théoreme de Wang, si M est compacte, elle sera nécessairement un espace homogene,
quotient d'un groupe de Lie complexe par un sous-groupe discret cocompact.

e métrique riemannienne holomorphe

Formellement, une métrique riemannienne holomorphe sur une variété complexe
M, de dimension n, est une section holomorphe g du fibré S*(T*M) des formes
quadratiques complexes sur l'espace tangent holomorphe a M telle que, en tout
point m de M, la forme quadratique complexe g(m) est non dégénérée (de rang
maximal, égal a n).

Il s’agit d’une structure géométrique dont le type Z est ’espace vectoriel des
formes quadratiques complexes sur C". Dans ce cas, Z est muni de 'action de
GL(n,C), induite sur les formes quadratiques par I’action canonique de GL(n, C)
sur C".

L’application équivariante de R'(M) dans Z est celle qui associe au couple formé
par un point m € M et un repere de f € T, M (vu comme un isomorphisme entre
C" et T,,M) la forme quadratique ¢, o f sur C".

Les orbites de Z sous 'action de GL(n,C) sont caractérisées par un invariant
discret : le rang.

Dans le cas particulier ou I'image de l'application ¢ est incluse dans 'ouvert
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dense des formes quadratiques de rang maximal, c’est-a-dire lorsque les formes qua-
dratiques sont en chaque point de M non dégénérées, notre structure géométrique
est 'analogue complexe d’une métrique riemannienne. Nous conviendrons d’appeler
cette structure métrique riemannienne holomorphe, comme dans [56, [57].

Une métrique riemannienne holomorphe est une O(n, C)-structure. De maniere
analogue aux métriques riemanniennes, une métrique riemannienne holomorphe ad-
met une unique connexion de Levi-Civita (i.e. il existe une unique connexion affine
holomorphe V, sans torsion, compatible avec la métrique) [50, [57].

e structure conforme holomorphe

Une structure conforme holomorphe sur une variété complexe M est la donnée
d’un sous-fibré en droites L du fibré S*(T*M) tel que tout élément non nul d’une
fibre L,, est une forme quadratique non dégénérée sur l'espace tangent 7,, M. Une
section locale de L qui ne s’annule pas au-dessus d’un ouvert U de M est une
métrique holomorphe sur U.

Dans le cas d’une structure conforme, il convient de considérer 1’espace projectif
sur l'espace vectoriel des formes quadratiques sur C" et, plus précisément, 1'ou-
vert dense Z, formé par les points qui proviennent des formes quadratiques non
dégénérées.

Cette structure n’est pas de type affine.

® juztaposition

A partir des structures géométriques ¢, et ¢, on peut construire leur juxtaposi-
tion (¢1, ¢2). Pour préciser cela, considérons ¢y : R™ (M) — Zy et ¢g : R™(M) — Zy
deux structures d’ordre r; et ry respectivement et supposons que r; < rs.

Alors (¢1, ¢2) : R™(M) — Zy X Z3 est une structure géométrique d’ordre ry. Cette
application sera équivariante pour 'action diagonale de D™ sur Z; x Z,. L’action
de D™ sur Z; transite par la projection canonique D™ — D™,

e tenseur holomorphe

Par définition, un tenseur holomorphe de type (p, q) sur la variété complexe M,
de dimension n est une section holomorphe du fibré vectoriel TMPQ(TM*)®?. Les
champs de vecteurs holomorphes et les métriques holomorphes sont des exemples de
tenseurs holomorphes.

Un tenseur holomorphe est une structure géométrique d’ordre 1 dont le type est
'espace vectoriel C"*P @ (C™*)®4. L’action de GL(n, C) sur C"®P ® (C™*)%1 est celle
induite par ’action canonique sur C”.

e connexion affine holomorphe

Une connexion affine holomorphe sur une variété complexe de dimension n s’ex-
prime dans une carte locale par n® fonctions holomorphes a valeurs dans C : les
coefficients de Christoffel Ffj Le type de cette structure est ’ensemble des O-jets de
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germes de connexion sur C” :
f— k y y ~ TLS
Z ={I;00)[1<i,j,k<n}=C".

L’image d'un germe de connexion en 0 par le germe d’un biholomorphisme local de
C" qui préserve 0 est un autre germe de connexion en 0 dont le O-jet ne dépend que
du 0-jet de la connexion de départ et du 2-jet en 0 du biholomorphisme de transport.
Ceci fournit une action algébrique de D?*(C") sur Z.

Une connexion affine holomorphe est donc une application holomorphe de R?*(M)
dans Z, équivariante sous l'action de D?(C"). C’est une structure géométrique
d’ordre 2.

Géométriquement, une connexion affine peut étre vue comme un champ de plans
horizontaux de dimension n, dans le fibré tangent a la variété (ou comme un champ
de plans horizontaux de dimension n et GL(n, C)-invariant sur R'(M)).

Une connexion affine est dite sans torsion si les coefficients de Christoffel vérifient
la relation Ffj = I'*). Dans ce cas le champ de plans est donné par une section de
la fibration R*(M) — R'(M). 1l s’agit d’une réduction du groupe structural du
fibré R?*(M) a GL(n,C), autrement dit nous avons une application équivariante
de R*(M) dans le quotient D?(C)/GL(n,C). Une connexion affine sans torsion est
donc une G-structure d’ordre 2 dont le groupe est GL(n, C), vu comme sous-groupe
algébrique de D*(C™).

Les connexions projectives holomorphes, les structures de contact holomorphes et
les structures projectives holomorphes sont d’autres exemples de structures géométriques
holomorphes.

e prolongement

Le s-jet (ou la s-prolongation) d’une structure géométrique g : R"(M) — Z sera
une structure géométrique d’ordre (r + s) de la forme

g®  R(M) — T Z).

I1 faut encore décrire en détail I'action de D™* sur J*"Z. Précisons d’abord que
dans le cas olt Z est un espace vectoriel V', alors J5"(V) = V(C")*@V @ S?(C")*®
V@...®S(Ch* @V, ot S¥(C") désigne les polynomes symétriques homogenes
de degré k sur C".

Faisons quelques remarques préliminaires :

(i) Si « : Zy X Zy — Z3 est une application holomorphe, alors elle induit une
application J*"(Z,) x J*"(Zy) — J¥"(Z3) définie de la maniére suivante. Si j; est
le s-jet en 0 d’une application holomorphe f : C" — Z; et j; est le s-jet en 0 d'une
application g : C™ — Z,, alors notre application est celle qui envoie (ji, j2) sur le
s-jet en 0 de 'application holomorphe «(f, g).

(ii) En particulier, si D est un groupe de Lie complexe, alors J*"(D) est un groupe
de Lie complexe et 'inverse de I’élément j; qui est le s-jet en 0 de f : C" — D sera
le s-jet de 'application f~!.
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(iii) Si D agit holomorphiquement sur Z, alors J*"(D) agit holomorphiquement
sur J*"(Z). En particulier, J*"(D") agit holomorphiquement sur J*"(Z).

(iv) Rappelons I'action canonique de D® sur J*"(Z) qui préserve 'ouvert R*(Z)
dans le cas ou n est la dimension de Z.

Nous sommes en mesure a présent d’expliciter 'action de D™** sur J*"(Z).

Considérons une carte locale u : U C C" — V C M centrée en 0 et telle que
u(0) = m € V. Cette carte permet de trivialiser le fibré principal R"(M) au-dessus
de ouvert V. En effet, le r-jet de u en un point « € U, défini comme jlu = j§(uob,),
ou 6, est la translation de vecteur z, fournit une section de R"(M) au-dessus de V.

On considére le s-jet de g dans cette carte. Plus précisément, on considére ji(g o
Jru). 11 s’agit du s-jet en 0 d’une application holomorphe définie sur U et a valeurs
dans Z. Ce s-jet ne dépend que du r + s-jet en 0 de la carte u.

Pour comprendre Paction de D"** sur J*"(Z), changeons la carte u en w o f, ou
/ est un biholomorphisme local de C™ qui fixe 0 et notons h = ji**(f) € D"*.

La section locale trivialisante de R"(M) change par la multiplication avec la
fonction holomorphe f": U — D" qui a un point x € U associe jg(0_, 0 fo0p-1),
ou 0, désigne la translation de vecteur x.

Il s’agit par conséquent de considérer le s-jet en 0 de f". On obtient un élément
de J*"(D"). Ceci définit bien un morphisme de groupes D™** — J**(D") : celui qui
associe a 'élément h, le s-jet a(h) = j5(f7).

L’action de D"* sur J*"(Z) se fera via le morphisme D" — D*® x J*"(D")
défini par h — (h,a(h)), ou h est le s-jet sous-jacent. Rappelons que la loi de

produit semi-direct sur D® x J*"(D") est induite par 'action canonique de D® sur
Js,n(Dr).

L’action d'un élément (h,a(h)) € D* x J*™(D") sur J*"(Z) est donnée par :

(]_17 a’(h)) U= a(h) ' (Uﬁ_l)v
ouv € J*"(Z) et a(h) agit sur J*"(Z) via I’action canonique de J*™(D") sur J*"(Z).
e structure symplectique holomorphe
Une structure symplectique holomorphe sur une variété complexe M est une 2-
forme différentielle holomorphe fermée, non dégénérée en tout point. Une variété
qui porte une structure symplectique holomorphe est nécessairement de dimension
paire et son fibré canonique est trivial. Par exemple le fibré cotangent d’une variété

complexe admet toujours une structure symplectique canonique. Les tores et les
surfaces K3 sont des exemples de variétés complexes symplectiques compactes.

Une 2-forme différentielle holomorphe non dégénérée est une structure tensorielle,
donc d’ordre 1.

Le type Z de cette structure est la variété algébrique (quasiprojective) qui est
'orbite des 2-formes différentielles non dégénérées de I'espace vectoriel A = A?(C")*
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sous I'action de GL(n, C). Notons ¢ cette structure.

La condition de fermeture est une condition algébrique qui porte sur le 1-jet de
la forme différentielle. Considérons ¢! le 1-jet de la structure ¢. Il s’agit d'une
structure d’ordre 2 et de type V=A@ (C")* ® A.

La condition de fermeture s’exprime par inclusion de I'image de ¢! dans la
sous-variété de V' définie par les couples (w,v) € A @ (C")* ® A, tels que

v(ug, ug) - ug + v(ug, ug) - ug + v(us, uy) - ug = 0,

pour tous les vecteurs u; € C™ et ou l'on note -u; la dérivée directionnelle dans
la direction wu;.

e structure affine complexe

Une variété complexe admet une structure affine complexe si elle peut étre recou-
verte par un systeme des cartes compatibles avec la structure complexe par rapport
auxquelles toutes les applications de changement de carte sont des transformations
affines.

La version infinitésimale de cette structure est une connexion affine holomorphe.
Un théoreme d’Elie Cartan affirme qu’une connexion affine, sans torsion, dont le
tenseur de courbure est nul en chaque point, est la méme donnée qu’une structure
affine complexe [38].

Au niveau des coefficients de Christoffel, ces relations se traduisent par les équations
aux dérivées partielles suivantes :

k _ 1k

or ort ' /
jk ik E l l l l
ox; a axj N I (Fik ‘ Fﬂ - ij . Fil)‘

La condition sur la courbure met en jeu les dérivées partielles des coefficients de
Christoffel. Il s’agit d’une équation algébrique dans ’espace des 1-jets des coefficients
de Christoffel.

Considérons l'espace vectoriel des 1-jets en 0 de germes de connexions affines
holomorphes sur C". Un élément de Z est la donnée des valeurs des coefficients
de Christoffel en 0, ainsi que de leurs dérivées directionnelles. Si on transporte un
germe de connexion affine en 0 par un biholomorphisme qui fixe le 0, le 1-jet en 0
de la nouvelle connexion ne dépend que du 1-jet en 0 de la connexion initiale et du
3-jet en 0 du biholomorphisme en question. De plus cette dépendance est algébrique
et munit la variété affine Z d’une action algébrique de D3(C™) qui laisse stable la
sous-variété affine lisse Z' donnée par les deux équations ci-dessus.

En résumé, une structure affine est une structure géométrique d’ordre 3 de la
forme ¢, ot ¢ est une connexion affine holomorphe et ¢ est telle que Im¢M) ¢ Z'.
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3.4 Isométries locales. Rigidité

Soit g : R"(M) — Z une structure géométrique d’ordre r. Rappelons que tout
biholomorphisme local de M dans N se releve naturellement en une application de

R"(M) dans R"(N).

Définition 3.3 Un biholomorphisme local f entre deux ouverts de U et V' de M
est une isométrie locale si son relevé f : R"(U) — R'(V') respecte les fibres de g,

autrement dit go f = g.

Il existe une isométrie locale qui envoie x € U sur y € V si et seulement s'il
existe des coordonnées locales au voisinage de x et au voisinage de y dans lesquelles
g admet la méme expression locale (est donnée par les mémes fonctions locales).

On notera Is'°¢ le pseudo-groupe des isométries locales de g et [ sﬁf‘; I’ensemble

des isométries locales qui envoient z sur y. Si 15'°¢ agit transitivement sur un ouvert
de M on dira que g est localement homogéne sur cet ouvert.

Isométries infinitésimales

Définition 3.4 On appelle (r+ k)-jet isométrique de g (ou isométrie infinitésimale
d’ordre r + k), le (r + k)-jet en un point de M d’un biholomorphisme local [ de
M tel que g™ o f = ¥ o g est le k-jet de g et f est le relévement de f & un
biholomorphisme local de R™*(M).

Ceci ne dépend pas du biholomorphisme f, mais seulement de son (r + k)-jet au
point de M considéré.

Remarquons que ’ensemble s +%) des (r + k)-jets isométriques est un pseudo-
groupe. Le sous-ensemble [ sg%) formé par les (r+ k)-jets isométriques qui envoient
x € M sur y € M est non vide si et seulement s’il existe des coordonnées locales

centrées en x et y dans lesquelles g admet le méme k-jet.

Remarquons que [s" agit transitivement sur M si et seulement si g est une G-
structure (autrement dit, 'image de g est une D"-orbite de Z). Plus généralement,
Is(rtk) agit transitivement sur M si g®) est une G-structure. Dans ce cas on dira
que g est localement homogene a l'ordre k.

Définition 3.5 Une structure géométrique g d’ordre r sur M est dite rigide a [’ordre
r1 = r+k si la projection naturelle Is™ 1 — Is"'  est injective quelque soit v € M.

T,T T,T
Ceci signifie qu'un jet isométrique d’ordre r; + 1 est entierement déterminé par
sa partie d’ordre ry.
Traitons maintenant quelques exemples :

Ezxemple 1 : Une application holomorphe g : M — Z est une structure géométrique
d’ordre O qui est rigide a ['ordre 0 si et seulement si g est une immersion.

21



En effet, g est rigide si et seulement si la projection naturelle Is} , — I sg@ est
injective. Un élément de Is; , est de la forme (z,z,1), ou I € GL(T, M) est tel que
dg(x)ol = dg(x). Cette relation implique [ = Id si et seulement si dg(z) est injective.

Exemple 2 : Une métrique riemannienne holomorphe g est rigide a l’ordre 1.

Montrons donc que Papplication Is?  — Isl  est un morphisme de groupe in-

jectif.

,T

En coordonnées locales au voisinage de z, on a que f € Is! . si et seulement si

afz afi
izjgij(f(x Oy, O, = (),

x,xr?

quels que soient 1 <i<j<netl<k<I[<n.

En considérant les dérivées secondes par rapport a la coordonnée x on obtient :

09i; 3fr of; of O*f; Of ofi 0*f; Og
2 G0 @G5 ax§+29 ) o axJﬁZg @) g 5a6m = 9w, @

4,4, 2,) 2,7

Rappelons qu’en coordonnées exponentielles au voisinage de z, la matrice [(g;;(z)]
vaut I'identité et toutes les dérivées partielles d’ordre un des fonctions g;; sont nulles
en z (le 1-jet de g est trivial).

Donc, en coordonnées exponentielles seules les relations ou ¢+ = j sont non tri-
viales :

a2fz afz afz 82fz o
0xs0xy, 0x; E)mk Or0r,

Montrons que le seul élément de [ sfm qui se projete sur l'identité est identité.
Supposons donc que
of

_J ij
8{23']‘

Les relations précédentes sont alors non triviales si et seulement si © = j = [, ou
1=7=k.

Il vient alors

92 2
Ji n 0" i o,
O0x,0x,  0x,01;
quels que soient k, [, s.
Ceci donne
0 fi Pl Pl Pfs [

Or. 01,  Or,0r, O 0r. 01,01, 01,07
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Le 2-jet de f est donc trivial.

De maniere similaire on a :

Ezxemple 3 : Un parallélisme holomorphe est rigide a l’ordre 1.
Exemple 4 : Une connexion holomorphe V est rigide a l’ordre 2.

Bien stur on a la

Proposition 3.6 Si g est rigide a l'ordre r + k, elle sera également rigide a [’ordre
(r+k+1).

Pour la preuve, nous renvoyons a [15, 26].

On peut alors conclure au corollaire suivant :

Corollaire 3.7 Si g1 est une structure géométrique holomorphe d’ordre r et go
est une structure géométrique holomorphe d’ordre ro rigide a l'ordre 1y > ry, alors
(g1, g2) est une structure géométrique holomorphe d’ordre max(ry,rs), rigide a l'ordre
max(ry, rh).

Démonstration [s*(gy,g2) s’injecte dans Is*(gs), des que k > maxz(ry, 7). Or,
Is"1(gy) — Is*(g2) est injective, si k > rh. Ceci implique que Is*(gi,g2) —
Is%(g1, go) est injective, dés que k > max(ry,rh). &

Nous avons également le :

Corollaire 3.8 Si g est une structure géométrique holomorphe rigide, il existe un
entier s(x) (qui dépend de x) tel que la projection canonique Is3h' — Is3 . est un
isomorphisme dés que s > s(x).

Démonstration La rigidité et la proposition [3.6| assurent que 1’on peut regarder
1 sii;l comme un sous-groupe de Is; , pourvu que s soit suffisamment grand. On
obtient ainsi une suite décroissante de sous-groupes algebriques de Is; , qui doit
stabiliser. [

Remarquons que le corollaire précédent montre aussi que [ s;*; — I}, sera une

bijection, dés que s > s(z). En effet, si 'on fixe f € Is} , l’application h— foh™!
définit une action simple et transitive de I's; , sur I's; . Des que Is; , est non trivial,

il est en bijection avec Is; .

Le théoréme suivant di & Gromov [35], 3] montre que Ientier s ne dépend pas du
point x :

Théoreme 3.9 Soit M une variété complexe compacte munie d’une structure géométrique
holomorphe rigide g. Alors il existe un entier s tel que tout élément de Is° se pro-
longe en unique isométrie locale de g.
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Nous allons donner la preuve seulement dans le cas ou g est une métrique rieman-
nienne holomorphe ¢ sur M. Dans ce cas, la présence de la métrique riemannienne
holomorphe nous permet de considérer des cartes exponentielles (dans lesquelles le
1-jet de la métrique est celui de la métrique plate standard dz? + ... + dz2).

Une carte exponentielle centrée en m € M est complétement déterminée par
une base de T,, M. L’ensemble des cartes exponentielles s’indentifie donc & R'(M).
Considérer le k-jet de ¢ dans ces cartes permet de voir le k-jet de ¢ comme une
application (équivariante) définie non pas sur R¥1(M) mais directement sur R'(M).

Passons a la preuve (qui est directement inspirée de [2] 3]).

Démonstration Nous considérons donc une variété complexe compacte M de
dimension n, munie d'une métrique holomorphe gq.

Nous construisons le fibré F' — M x M qui a comme fibre au-dessus du couple
(mq1,mq) € M x M lensemble des isométries linéaires de T,,,, M dans T,,,M. Un
élément | € F{,,, m,) détermine un biholomorphisme local qui envoie m; sur m, et
dont I'expression en coordonnées exponentielles est donnée par 'isométrie linéaire [.

Notons F}, le sous-ensemble de F' formé par les applications linéaires qui donnent
naissance a des biholomorphismes dont le k-jet est un k-jet isométrique de ¢. Nous
avons une filtration Fy,1 C Fy. L’ensemble F, = NF}, est constitué des 1-jets qui
engendrent des isométries locales. Notre but est de montrer que pour k suffisamment
grand Fj, = F.

Nous allons utiliser le fait que sur une variété complexe compacte toute suite
décroissante des sous-ensembles analytiques stabilise [58].

Pour cela, nous commencons par compactifier le fibré F. Dans chaque espace tan-
gent de M x M nous considérons I’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension
n totalement isotropes pour la métrique ¢ (—q). Le fibré F' s’injecte dans le nouveau
fibré F par I'application qui associe & une isométrie linéaire de T, M dans T}, M
son graphe vu comme sous-espace vectoriel ¢ @ (—g)-isotrope de T{pm, mq) (M x M).

Par D'application exponentielle de la variété M x M, un sous-espace vectoriel
de T, ms) (M x M) engendre un germe de sous-variété analytique en (mq,ms)
de M x M. L’image du graphe d’une isométrie linéaire par cette application sera
le graphe du biholomorphisme engendré vu comme sous-ensemble de M x M. Si
le biholomorphisme en question s’avere étre une isométrie locale de M, alors son
graphe est totalement isotrope pour la métrique ¢ & (—q).

Nous désignons par Fj, les éléments de F qui engendrent une sous-variété analy-
tique de M x M sur laquelle la métrique ¢ @ (—¢q) s’annule a l'ordre k au point base.
Nous avons l'inclusion Fj, C F.

Prouvons que Fj est un sous-ensemble analytique compact de F. Considérons
pour cela un point [ € F(mlm) et soit Jzk 'espace vectoriel des k-jets en (mq,ms) de
différentielles quadratiques définies sur le germe de sous-variété de M x M engendrée
par {. L'union Us Jik a une structure de fibré vectoriel holomorphe au-dessus de F.

Ce fibré admet une section holomorphe tautologique j, celle qui & chaque point [
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associe le k-jet en (mq, my) de ¢ (—¢q) restreinte au germe de sous-variété engendrée
par [. Bien sur, j s’annule exactement sur Fj.

Aussi F}, \ F, est un sous-ensemble analytique compact de F, car il correspond
aux sous-espaces de dimension n de T'(M x M) qui ne se projetent pas injectivement
sur le premier facteur. On a l'inclusion évidente Fyyq \ Fri1 C Fg \ Fk.

On conclut d’abord que, pour k suffisamment grand, F, = Fj,; = Fo. On
applique la méme propriété de stabilité des sous-ensembles analytiques pour en
déduire que Fy \ Fy = Fyi1 \ Fit1, pour k assez grand.

Par conséquent, F, = F,, des que k est assez grand; ces k-jets isométriques
s’integrent en isométries locales (car ils préservent ¢ a tous les ordres). Bien sur,
I’ensemble F}, peut étre vide, auquel cas il n’y a aucune isométrie locale. I

Le résultat précédent combiné avec un théoreme de Rosenlicht conduit au résultat
suivant (qui est la version holomorphe d’un théoréme de Gromov) :

Théoreme 3.10 Soit M wune wvariété complexe compacte munie d’une structure
géométrique holomorphe rigide ¢. Alors :

(i) il existe un sous-ensemble analytique compact S de codimension strictement
positive dans M tel que M \ S est Is'“-invariant et les orbites de Is'°¢ dans M \ S
sont les fibres d’une application holomorphe de rang constant.

(ii) Les fonctions méromorphes de M constantes sur les fibres de la fibration
précédente séparent les fibres distinctes. En particulier, les fibres de cette fibration
sont de dimension > n — a(M), ot a(M) est la dimension algébrique de M.

Rappelons que la dimension algébrique de M est le nombre maximal de fonc-
tions méromorphes algébriquement indépendantes sur M. Si a(M) = 0, le résultat
précédent affirme que ¢ est localement homogene sur un ouvert dense.

Le théoreme précédent est encore valable pour des structures géométriques méromorphes
rigides sur un ouvert dense [17].

Démonstration Supposons que ¢ est d’ordre r et de type Z. Comme ¢ est rigide,
d’apres le théoreme [3.9] il existe un entier positif s tel que les orbites du pseudo-
groupe des s + r-jets isométriques et les orbites du pseudogroupe des isométries
locales coincident.

Nous considérons le s-jet de la structure ¢, donné par I'application
o)L RT(M) — J(Z).

C’est une application équivariante sous 'action du groupe D**".

Le théoreme de Rosenlicht [72] affirme qu’il existe une stratification D**"-invariante

JS’R(Z) =ZyD...D 4,
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avec la propriété que Z;,1 est un fermé de Zariski de Z; et que les fonctions ration-
nelles D**"-invariantes séparent les orbites de Z; \ Z;,1.

L’ouvert dense invariant U = M \ S sur lequel les orbites du pseudogroupe Is'*

sont les fibres d’une fibration est construit de sorte que d¢® soit de rang constant
sur R+ (M)|y, I'image de R**"(M)|y, par ¢'*) tombe dans un Z; \ Z,, tandis que
I'image de R*™"(M) est incluse dans Z;.

Supposons que les fibres de notre fibration sont de dimension complexe p.

Considérons une petite boule D, de dimension complexe n—p, centrée en un point
de U et transverse aux orbites de Is"¢. Deux points m, m’ de ce disque s’envoient
par ¢®) sur des orbites différentes de Z; \ Zi+1. Il existe donc une fraction rationnelle
invariante F', sur Z;, qui sépare ces deux orbites de Z;\ Z; 1. La fonction méromorphe
Fo¢® descend en une fonction méromorphe sur M qui prend des valeurs distinctes
et bien définies aux points m et m'.

Les fonctions méromorphes sur M séparent donc les points de la boule D. Cela
montre que le corps des fonctions méromorphes sur M contient au moins n — p
éléments algébriquement indépendants. [

Précisons que, dans le cas d’une structure géométrique rigide, 1s'°° est un pseudo-

groupe de Lie de dimension finie. Son algebre de Lie est donc de dimension finie. Elle
est constituée par les champs de Killing, autrement dit par les champs de vecteurs
(holomorphes si la structure géométrique est holomorphe) dont les flots préservent
la structure géométrique. Une structure géométrique rigide est localement homogene
sur un ouvert si et seulement si son algebre de champs de Killing agit transitivement
sur cet ouvert.

Un exemple ot a(M) = 0 et ouvert localement homogene de M ne coincide pas
avec M est le suivant (je remercie Benjamin McKay pour cet exemple). Considérons
le quotient de C?\ {0} par le groupe engendré par la contraction linéaire T'(21, z3) =
(%zl, %22) Ce quotient est une surface de Hopf de dimension algébrique nulle dont
les seules courbes sont les deux courbes elliptiques S obtenues comme projections
des axes{z; = 0} et {z2 = 0} [5.

La surface de Hopf M hérite la structure affine de C2, ainsi que des champs de
vecteurs X; = 218%1 et Xy = zz% (grace a la T-invariance). Désignons par ¢ la
structure géométrique holomorphe rigide formée par la juxtaposition de la structure
affine avec les champs de vecteurs X; et Xo.

L’ouvert dense de M localement homogene est M \ S, projection de C? privé
des axes. En effet, le groupe de dimension deux formé par les matrices diagonales
inversibles agit transitivement sur C? privé des axes et préserve la préimage ¢ de ¢
sur C? \ {0}. Par ailleurs, comme X; ou X, s’annulent sur S, 'ouvert localement
homogene maximal de M est exactement M \ S.

Néanmoins nous prouvons ici le

Théoreme 3.11 Sur les surfaces d’Inoue, toutes les structures géométriques holo-
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morphes sont localement homogénes.

Rappelons que les surfaces d’Inoue ont dimension algébrique nulle et possedent
des structures affines holomorphes [42, [5].

Démonstration

Considérons une structure géométrique holomorphe 7 sur une surface d’Inoue S.
Soit Vg la connexion affine holomorphe sans torsion et plate sur S associée a la
structure affine. Nous démontrons que la structure géométrique (7, V) qui consiste
en la juxtaposition de 7 et de V est localement homogene. Autrement dit, le pseudo-
groupe des isométries locales de Vo qui préservent 7 agit transitivement sur S.
L’avantage de ce procédé est de travailler avec la structure géométrique (7, Vy), qui
est rigide.

Par le théoreme les structures géométriques holomorphes rigides sur les
variétés complexes compactes de dimension algébrique nulle sont localement ho-
mogenes en dehors d'un sous-ensemble analytique compact d’intérieur vide (even-
tuellement vide). Il vient que (7,Vy) est localement homogene sur S privé d’un
sous-ensemble analytique compact d’intérieur vide E.

Nous allons démontrer que 'ensemble E est vide.

Montrons d’abord que, eventuellement a revétement double non ramifié pres, E
est lisse (ceci est automatique si S est constitué d’un nombre fini de points, mais S
peut également admettre des composantes de dimension complexe un).

Supposons par 'absurde que E n’est pas une sous-variété lisse de S.

Comme le pseudo-groupe des isométries locales de (7, V) préserve E | il vient que
ce pseudo-groupe laisse invariant I’ensemble des points singuliers de F.

Considérons p € E un point singulier de F. En particulier, p n’est pas isolé dans
E. Mais p est isolé parmi les points singuliers de F et, par conséquent, p est un
point isolé dans son orbite sous 'action du pseudo-groupe des isométries locales. Il
découle que chaque champ de Killing local s’annule en p.

Notons G l'algebre des germes de champs de Killing au voisinage de p. Comme G
agit transitivement sur un ouvert, elle est de dimension au moins 2.

L’action de G préserve V et se linéarise donc en coordonnées exponentielles au
voisinage du point fixe p. La linéarisation plonge G dans ’algebre de Lie de GL(2, C).
En particulier, G est de dimension au plus 4.

Si G est de dimension 2, les sous-groupes de GL(2, C) correspondants sont conjugués
au groupe des matrices diagonales, ou bien a I'un des groupes suivants :

_<3 al;),avecaec*etbe(};

—<1 m),avecmECetnEC*;
0 n
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!/ /
- <ﬂ8 q ),avecm’eC*etn’eC.

Dans le premier cas, le fermé invariant E' s’identifie via 'application exponentielle
a la reunion des deux droites propres, tandis que dans les deux derniers cas FE
s’identifie a la droite invariante y = 0. Dans les trois situations, E est lisse (quitte a
considérer un revétement double non ramifié¢ de S).

Réglons maintenant le cas ou G est de dimension 3 ou 4. Dans ce cas G engendre
un sous-groupe de GL(2, C) conjugué au bien a SL(2, C), ou bien a GL(2, C) ou bien
au groupe des matrices inversibles triangulaires supérieures. Dans les deux premiers
cas, il n'y a pas de fermé invariant autre que le point p, qui doit par conséquent
étre un point isolé (et donc lisse) de E : absurde. Dans le dernier cas F s’identifie
comme avant a I'unique droite invariante par les matrices triangulaires supérieures
et est donc lisse.

On vient de montrer que (a revétement double pres) E est une sous-variété ho-
lomorphe de S. Si F admet des composantes de dimension complexe un, alors ces
composantes sont une reunion de courbes fermées (lisses). Or, les surfaces de Inoue
ne contiennent aucune courbe fermée (lisse) [42].

Il vient que E est composé d’un nombre fini de points. Supposons par ’absurde
que FE est non vide et considérons p € E. On vient de montrer que 'algebre de Lie G
est nécessairement isomorphe a SL(2, C) ou bien a GL(2, C). En effet, dans tous les
autres cas il existe au voisinage de p des droites invariantes et donc E ne se réduit
pas a un nombre fini de points.

Traitons d’abord le cas ou G est 'algebre de Lie si(2,C) de SL(2,C). L’action
linéaire de G sur 7,5 étant fidele, elle s’identifie nécessairement a 1’action canonique
de sl(2,C) sur C?. Cette action a deux orbites : le point origine p et C*\ {p}. Le
stabilisateur H d’un élément de C?\{p} sous I'action correspondante de SL(2, C) est
un sous-groupe a un parametre conjugué dans SL(2, C) a un sous-groupe unipotent

de la forme ( (1) 11) ), avec b € C.
Remarquons que G/ H possede un champ de vecteurs holomorphe G-invariant qui

. 0
s’exprime sur C?\ {p} sous la forme 21—+ ap—.
<1 <2

Comme l'ouvert S\ E est localement modelé sur (G, G/H), il hérite d'un champ
de vecteurs holomorphe X. Le principe de prolongement de Hartog implique que
le champ de vecteurs X se prolonge a S. Par construction, X est G-invariant sur
S privé de E et, par analyticité, X doit étre invariant partout. Ceci implique que
X s’annule au point p car Iaction de l'isotropie SL(2,C) en p ne préserve aucun
vecteur non nul de 7,5 ~ C2 La contradiction recherchée vient du fait que les
surfaces d’Inoue ne supportent aucun champ de vecteurs non trivial qui s’annule en
au moins un point [42].

On peut également conclure en démontrant directement que les surfaces d’Inoue
n’admettent aucun feuilletage singulier F avec toutes les singularitées locales de la
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forme Zla_ + Zza—. En effet, le théoreme de Hartog permet de prolonger le fibré
<1 <2

tangent T'F en un fibré holomorphe en droites sur S (qui n’est pas un sous-fibré
de T'S a cause des singularités) [33] et, comme les classes de Chern d’une surface
d’Inoue sont nulles [5], les formules de Baum-Bott [34] donnent k = 4k = (TF),
ou k est le cardinal de F et ¢;(TF) est la premiere classe de Chern du fibré T'F. 1
vient que £ = 0 et ’ensemble E est vide.

La preuve est la méme quand G est l'algebre de Lie de GL(2,C). &

Théoreme 3.12 Toute structure géométrique holomorphe rigide localement homogene
sur une surface compleze est localement isomorphe a une structure géométrique G-
invariante sur un espace homogéne de dimension deuxr G/I.

Démonstration L’algebre des champs de Killing G est une algebre de Lie de
dimension finie qui agit transitivement sur la surface. Considérons la sous-algebre
7T de G formée par tous les champs de Killing qui s’annulent en un point donné de
la surface. Pour construire un espace modele, considérons G 'unique groupe de Lie
connexe et simplement connexe associé a ’algebre de Lie G par le théoreme de Lie.
Comme Z est de codimension réelle égale a 4 dans G, un résultat de Mostow [6§]
démontre que I'image de Z par 'application exponentielle de GG est un sous-groupe
fermé I de G. Notre espace modele sera alors '’espace homogene G/I qui hérite d'une
structure géométrique holomorphe G-invariante localement isomorphe a la structure
géométrique initiale. &

Théoreme 3.13 Toute structure géométrique holomorphe rigide localement homogene
¢ sur une surface compleze est localement isomorphe a une structure géométrique in-
variante par translation sur C* ou sur le groupe Af f(C) des transformations affines

de C.

Démonstration La structure géométrique ¢ est localement isomorphe a une struc-
ture géométrique G-invariante sur G/I. Par le théoreme de Lie de classification des
espaces homogenes de dimension deux, G admet un sous-groupe de Lie de dimension
deux (isomorphe donc localement & C? ou a Af f(C)) qui agit avec une orbite ou-
verte [71]. La structure géométrique ¢ est alors localement isomorphe a une structure
géométrique invariante par translation sur C? ou sur Af f(C). ©

4 Résultats de classification

4.1 Sur les variétés parallélisables

Rappelons que, d’apres le théoreme de Wang, une variété complexe compacte
parallélisable est un quotient d’un groupe de Lie complexe par un réseau cocompact.
Nous étudions ici les connexions affines holomorphes sur ces variétés.
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D’abord, pour ce qui est des tenseurs, on a la proposition suivante :

Proposition 4.1 Tout tenseur holomorphe sur une variété parallélisable M = G /T"
provient d’un tenseur holomorphe G-invariant sur G.

Démonstration

Comme le fibré tangent a M est holomorphiquement parallélisable, le fibré prin-
cipal R*(M) l'est également. En particulier, tout fibré vectoriel associé est trivial.
De plus, 'image réciproque sur GG de chacun de ces fibrés admet des trivialisations
G-invariantes. &

Passons maintenant aux connexions aflines :

Proposition 4.2 Soit M une variété complexe compacte parallélisable de dimension

n, quotient d’un groupe de Lie complexe connexe G par un réseau cocompact I' de
G. Alors :

(i) M admet des connexions affines holomorphes. L’image réciproque d’une telle
connexion sur G est une connexion affine holomorphe invariante par translation a
droite.

(i) M admet des connexions affines holomorphes plates.

(#ii) M admet une connezxion affine holomorphe plate sans torsion si et seulement
s’il existe un morphisme injectif d’algébres de Lie i : G — gl(n,C) x C" dont
l'image intersecte trivialement l'isotropie gl(n, C), ou G est l'algébre de Lie de G et
gl(n,C) x C" est l’algébre de Lie du groupe affine de C™.

Corollaire 4.3 Si G est un groupe de Lie complexe semi-simple, alors les variétés
complexes compactes parallélisables M = G /T" n’admettent aucune connexion affine
holomorphe plate sans torsion.

Corollaire 4.4 Si M = G/I' est une variété complexe compacte parallélisable de
dimension trois, alors M admet une connexion affine holomorphe plate sans torsion
si et seulement si G est résoluble.

Passons a la preuve de la proposition [£.2]
Démonstration

(i) Soient X7, ..., X, des champs de vecteurs invariants par translation a droite
sur (. Toute connexion V invariante par translation a droite sur GG est caractérisée
par des constantes I’ fj € C telles que Vx, X; = >, Fijk. Une telle connexion
descend sur M.

Inversement, si V est une connexion affine holomorphe sur M, les coefficients de
Christoffel Ffj relatifs a la famille de champs de vecteurs holomorphes sur M dont
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I'image réciproque sur G est Xi,...,X,, sont des fonctions holomorphes et donc
constantes sur la variété compacte M.

(ii) Si les constantes Ffj sont toutes nulles, la connexion V est plate. Elle se
releve en une connexion plate bi-invariante sur G. La torsion T'(X;, X;) = Vx, X, —
Vx,; Xi — [Xi, Xj] est nulle si et seulement si G est abélien.

(iii) Supposons d’abord que V est une connexion holomorphe plate sans tor-
sion sur G/I'. Comme V est localement isomorphe a la connexion standard de C™,
'algebre de Lie du pseudo-groupe des isomorphismes locaux de V est gl(n, C) x C™.
Par ailleurs, d’apres le point (i), il existe dans l'algebre de Lie du pseudo-groupe
des isomorphismes locaux de V une copie de G agissant transitivement (et donc
intersectant trivialement lisotropie gl(n, C)).

Réciproquement, si le morphisme 7 existe, il engendre une action (a droite) affine
localement libre du revétement universel G de G sur C" telle que Porbite de 0 est
ouverte. Ceci munit le groupe de Lie G d’une structure affine complexe invariante
par translation & droite. Or, M est biholomorphe & un quotient G / T, ot T est un
réseau cocompact de G. Par conséquent, M hérite de la structure affine complexe
G-invariante & droite de G. @

Nous en déduisons a présent le corollaire |4.3|
Démonstration

On appliquera le point (iii) de la proposition au groupe G supposé semi-simple
complexe et de dimension n.

Considérons un morphisme injectif ¢ de I’algebre de Lie G de G dans gl(n, C) x C™.
Comme G est semi-simple, la projection p; o4 sur le premier facteur est également
un morphisme injectif (sinon G admettrait un idéal abélien non trivial). Le lemme
classique de Whitehead affirme alors que le premier groupe de cohomologie de (p; o
i)(G) a coefficients dans la représentation induite par la représentation canonique
de gl(n,C) sur C" s’annule. Ceci implique que, a automorphisme interne pres, les
seuls morphismes injectifs de G dans gl(n, C) x C™ sont a image dans gl(n, C).

Il reste & montrer qu’une représentation linéaire de G sur C" n’admet aucune
orbite ouverte. Considérons une telle représentation et soient Ki, Ko, ..., K, des
champs de vecteurs holomorphes sur C™ qui sont les champs fondamentaux de I’ac-
tion de G associés a une base de G.

Comme G est semi-simple, sa représentation sur C" est a valeurs dans ’algebre
de Lie sl(n,C) du groupe spécial linéaire et préserve la forme volume holomorphe
vol =dz; N\ ... \Ndz, sur C™.

Supposons par I'absurde qu’'une telle représentation ait une orbite ouverte non
triviale @. Comme G est unimodulaire, la fonction holomorphe vol( Ky, Ko, . . ., K,,)
est constante (non nulle) sur O, et donc sur C”. Ceci contredit le fait que l'action
fixe 0 et donc tous les K; s’annulent a 1’origine. &

Nous en déduisons le corollaire .4l
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Démonstration
On appliquera de nouveau le point (iii) de la proposition .

Les algebres de Lie complexes unimodulaires de dimension trois sont : si(2, C), C?
et les algebres de Lie (résolubles) heis et sol [45]. Rappelons que les algebres heis et
sol sont engendrées par des générateurs ey, eg, e3, avec les relations de crochet respec-
tivement [e1, ex] = e3, [e1, €3] = [ea, €3] = 0 et [ey, 2] = e, [e1, €3] = —e3, [e2, €3] = 0.

Le cas de l'algebre de Lie semi-simple si(2, C) vient d’étre traité.
Bien siir C? agit librement par translation sur C3.

Il reste a exhiber dans ’algebre de Lie du groupe affine de C? des copies de heis
ou sol qui intersectent trivialement l'isotropie. Soit (f1, f2, f3) la base canonique de
C3. Les éléments e; = (A, f1),e2 = (0, f2),e3 = (0, f3) € gl(3,C) x C? engendrent
une algebre de Lie isomorphe a heis ou a sol selon que A € gl(3,C) vérifie Afy =

f3,Afs =0, ou bien Afy = f5, Afs = —f5. O

Rappelons qu’une connexion affine holomorphe sans torsion V sur une variété
complexe M de dimension n est dite projectivement plate s’il existe un atlas de M a
valeurs dans des ouverts de P"(C) dont chaque carte redresse les géodésiques de V
sur des droites de P"(C) (sans nécessairement préserver le parametrage). Dans ce
cas les changements de carte sont des transformations projectives et cet atlas munit
M d’une structure projective complexe [3§].

Proposition 4.5 Toute variété complexe compacte parallélisable de dimension trois
M = G/T admet des connezions affines holomorphes sans torsion projectivement
plates.

Démonstration D’apres le corollaire [£.4] il reste & prouver le résultat pour G =
SL(2,C). On commence par construire une structure projective complexe invariante
a droite sur SL(2, C). Remarquons que P3(C) est 'espace projectif sur I'espace vec-
toriel des polynomes homogenes complexes en deux variables de degré 3. L’action
linéaire (par changement linéaire de variable) de SL(2, C) sur cet espace vectoriel
se projectivise et admet dans P?(C) l'orbite ouverte qui provient des polynémes ho-
mogenes qui sont produits de trois formes linéaires distinctes (’action de SL(2, C)
sur P!(C) est trois fois transitive). Ceci fournit une action projective de SL(2,C)
sur P3(C) qui posséde une orbite ouverte. On obtient donc une structure projec-
tive complexe invariante par translation sur SL(2,C). Celle-ci descend bien sur
SL(2,C)/T.

Comme le fibré canonique de M est trivial, cette structure projective complexe
correspond a une connexion affine holomorphe sans torsion projectivement plate sur
M (voir [50], formule (3.6), pages 78-79).

Une méthode plus directe est de considérer la connexion (holomorphe sans tor-
sion) standard sur SL(2, C), déterminée par V,y = [z, y], pour z,y € sl(2,C). On
vérifie que celle-ci est projectivement plate (formellement les calculs sont les mémes
que pour la sphere S3). O
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Quotients exotiques de Ghys. En dimension 3, des exemples inédits de variétés
complexes compactes équipées de connexions affines holomorphes et dont le fibré tan-
gent n’est pas holomorphiquement trivial ont été construits dans [29]. Ces exemples
s’obtiennent a partir de SL(2,C)/I" par déformation de la structure complexe selon
le procédé suivant.

D’apres [29] il existe des morphismes de groupe u : I' — SL(2, C) tels que I'action
a droite de I' sur SL(2, C) donnée par :

(m,7) € SL(2,C) x T' = u(y )my € SL(2,C)

est libre et totalement discontinue. Le quotient est une variété complexe compacte
M (u,T') qui, en général, n’est pas parallélisable.

Proposition 4.6 Les variétés M (u, ") possédent des connexions affines holomorphes
plates et des connexions affines holomorphes sans torsion projectivement plates, mais
aucune connexion affine holomorphe sans torsion plate .

Démonstration

D’aprés la preuve de la proposition 1.2, SL(2,C) admet une connexion affine
holomorphe plate bi-invariante. Celle-ci descend en une connexion plate sur M (u, I').

La connexion standard de SL(2,C) est projectivement plate sans torsion et bi-
invariante : elle descend sur M (u,I").

Considérons maintenant une connexion affine holomorphe quelconque V sur M (u, I').
La différence entre V et la connexion standard est un tenseur holomorphe [3§]. Il
est prouvé dans [29] que tout tenseur holomorphe sur M (u,I") se releve en un ten-
seur holomorphe sur SL(2,C) invariant par translation a droite. En particulier,
V se reléve en une connexion invariante par translation a droite sur SL(2,C) et
donc l'algebre de Lie du pseudo-groupe des isomorphismes locaux de V contient
une copie de sl(2, C) agissant transitivement. On conclut, comme dans la preuve du
corollaire [4.3] que V n’est pas plate sans torsion.

4.2 Sur les variétés Kahlériennes

Un résultat de [43], basé essentiellement sur la preuve de Yau de la conjecture
de Calabi, classifie les variétés kahlériennes compactes admettant des connexions af-
fines holomorphes (en particulier, celles qui admettent des métriques riemanniennes
holomorphes) :

Théoreme 4.7 (Inoue, Kobayashi, Ochiai) Soit M une variété kihlérienne com-
pacte et connexe, munie d’une connexion affine holomorphe V. Alors M admet un
revétement fini non ramifié qui est un tore compleze et sur lequel l'image réciproque
de V est invariante par translations.
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Démonstration La premiere étape de la preuve consiste a constater que, d’apres la
méthode de Chern-Weil, les classes de Chern de M peuvent se calculer a partir d'une
connexion affine sur TM [34]. Si 'on effectue ces calculs a I'aide de la connexion
holomorphe V, on trouve un représentant de la p-ieme classe de Chern qui est
une 2p-forme différentielle holomorphe. Par ailleurs, le calcul de la méme classe de
Chern a partir de la connexion d’une métrique hermitienne quelconque fournit un
autre représentant qui est une (p, p)-forme différentielle fermée. Or, dans le contexte
kahlérien, deux formes différentielles fermées non nulles de type différent ne sont

jamais cohomologues. Ceci implique 'annulation de toutes les classes de Chern de
M.

Comme M a sa premiere classe de Chern nulle, la preuve de Yau de la conjecture
de Calabi implique que M admet une métrique kéahlérienne de courbure de Ricci
nulle. Comme la seconde classe de Chern est également nulle, des formules classiques,
dues a Berger et Lascoux, impliquent que la courbure scalaire de cette métrique
ké&hlérienne est nulle [43]. Le théoreme de Bieberbach [79] [83] implique alors que M
admet un revétement fini qui est un tore. &

En mettant ensemble des arguments de [12, [13] et des théoremes de structure pour
les variétés kihlériennes dont la premiere classe de Chern est nulle [6], on obtient le
résultat suivant :

Théoréme 4.8 (Bogomolov, Yau) Soit M une variété kihlérienne compacte conneze
dont la premiere classe de Chern est nulle, munie d’un tenseur holomorphe de type
général ¢. Alors M admet un revétement fini non ramifié qui est un tore complexe
et sur lequel l'image réciproque de ¢ est un tenseur invariant par translations.

Démonstration La preuve de Yau de la conjecture de Calabi, implique 'existence
d’une métrique kahlérienne Ricci plate sur M. Une formule de type Bochner (due
a Kobayashi) montre alors que tout tenseur holomorphe sur M est invariant par
le transport parallele de cette métrique [6]. En particulier, ¢ est une G-structure
holomorphe d’ordre un, pour un sous-groupe fini G de GL(n, C).

Il vient que M admet un revétement fini non ramifié muni d’un parallélisme

holomorphe et on conclut en appliquant le théoreme de Wang. &

Dans [21] nous avons obtenu une généralisation des résultats précédents sous la
forme suivante :

Théoreme 4.9 Soit M une variété kahlérienne compacte connezxe dont la premiere
classe de Chern est nulle, munie d’une structure géométrique holomorphe de type
affine ¢. Alors ¢ est localement homogeéne.

Si, de plus, ¢ est rigide, alors M admet un revétement fini qui est un tore complexe
et sur lequel [tmage réciproque de ¢ est invariante par translations.

Démonstration Le lemme-clef de la preuve (voir dans la suite lemme [4.10]) montre
que si ¢ est non localement homogene, alors il existe sur M un tenseur holomorphe
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non trivial qui s’annule en au moins un point. Ceci est interdit car, par la formule
de Bochner-Kobayashi, le transport parallele d'une métrique kahlérienne Ricci plate
devrait préserver ce tenseur [6]. Il vient que ¢ est localement homogene.

Par ailleurs, une variété kahlérienne M de premiere classe de Chern nulle est
biholomorphe (a revétement fini preés) a un produit entre un tore complexe 7' et une
variété du méme type simplement connexe N [6]. On induit sur le facteur simplement
connexe une structure géométrique holomorphe rigide ¢’ de la maniere suivante.

Comme la variété M est munie de la structure géométrique holomorphe rigide ¢,
le revétement M = T x N hérite d’une structure rigide <;~5 Nous remarquons d’abord
que le fibré des r-reperes R"(M) admet R"(T) x R"(N) comme sous-fibré principal.
Or R"(T) est le produit T x D"(C"), ou ¢ désigne la dimension complexe du tore
T. Ceci implique que le fibré R™(M) contient R"(N) x T' comme sous-fibré principal
(le groupe structural admet une reduction au groupe D"(C"), ot n est la dimension
complexe de N). L’espace but étant une variété affine, la restriction de 'application
6 au produit R"(N) x T se factorise en une application ¢ définie sur R"(NV). Il s’agit

d’une structure géométrique holomorphe rigide de type algébrique affine ¢ sur V.

Or, sur les variétés simplement connexes les champs de Killing locaux d’une struc-
ture géométrique holomorphe rigide se prolongent en des champs de Killing glo-
baux [1}, 70} 35]. Choisissons donc un point sur le facteur simplement connexe et des
champs de Killing globaux X7,..., X, qui engendrent ’espace tangent holomorphe
en ce point.

Par la formule de Bochner-Kobayashi, le champ de tenseurs holomorphe X; A
... N X, est invariant par le transport parallele d’'une métrique kahlérienne Ricci
plate et donc partout non nul. Le facteur simplement connexe est donc une variété
parallélisable, quotient d’un groupe de Lie complexe simplement connexe GG par un
réseau cocompact I'. Comme il n’existe pas de groupe de Lie complexe simplement
connexe compact non trivial, il vient que le facteur simplement connexe est trivial.

De plus, le fibré des r-reperes de T' étant trivial (avec une trivialisation préservée
par les translations), ¢ est invariante par translations sur 7. O

Lemme 4.10 Soit M une variété complexe qui a la propriété que tout champ de
tenseurs holomorphe sur M qui s’annule en au moins un point est identiqguement
nul. Alors toute structure géométrique holomorphe de type algébrique affine sur M
est localement homogene.

Démonstration La preuve se fait par 'absurde. Considérons sur M une structure
géométrique holomorphe d’odre r et de type algébrique affine ¢ qui ne soit pas
localement homogene. Par définition, ¢ est une application holomorphe D"(C™)-
équivariante du fibré des r-reperes R"(M) dans une D"(C")-variété affine Z, ou n
désigne la dimension complexe de M.

Il est montré dans [21] que ¢ est localement homogene si et seulement si [s5*"

agit transitivement quel que soit s € N. Par conséquent, il existe un entier s tel
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que laction de Is*T" n’est pas transitive sur M. Il est équivalent de dire que le s-jet
) 2 RSY(M) — J*™(Z) de la structure ¢ est tel que 'image de ¢*) dans J*"(2)
contiennent au moins deux D**"-orbites.

Il est légitime de remplacer la variété affine J*"(Z) par un espace vectoriel V(*)
muni d’une action linéaire algébrique de D**t"(C™) (via un plongement algébrique
équivariant [72]).

Choisissons une orbite X de dimension minimale parmi les orbites incluses dans
I'image Ima@®. Désignons par X I'adhérence de X dans V) et par Im¢(®) I’adhérence
de Im¢® dans V). Il n’y a pas d’ambiguité car dans ce cas 'adhérence dans la
topologie de Zariski coincide avec I'adhérence dans la topologie usuelle (voir [69],
ch. 10).

L’ensemble X est un fermé D*t"-invariant de Imo®) tel que X N Ime® # 0,
et Im¢') n’est pas inclus dans X. La seule affirmation non triviale est la derniére.
Elle est assurée par le choix de X puisque, d’apres un résultat fondamental de la
théorie des actions algébriques ([40], 8.3), 'ensemble X \ X est une union d’orbites
de dimension strictement inférieure a la dimension de X.

Soit I I'idéal des fonctions régulieres sur Ime@®) qui s’annulent sur le fermé X.
Il existe dans I un sous-espace vectoriel non trivial de dimension finie D**"(C")-
invariant [40]. Considérons (F, ..., F}), une base de cet espace vectoriel et construi-
sons le morphisme régulier D**"(C™)-invariant T', donné par

T:veImp® — (F(v),..., E(v)) e C.

L’application T s’annule sur X. La composition T' o ¢(*) fournit une application
holomorphe non triviale D**7(C")-équivariante, du fibré R¥T"(M) dans C'! avec la
propriété que 0 € Im(T o ¢®).

Montrons a présent que, quitte a modifier légerement ’application 7', elle descend
en une application non triviale définie sur le fibré des 1-reperes.

Le groupe structural du fibré des s + r-reperes est D¥7"(C™). Il existe une pro-
jection canonique D**"(C") — D!'(C") = GL(n,C) qui associe & chaque s + r-jet
de biholomorphisme son 1-jet sous-jacent. Le noyau de cette projection est un sous-
groupe distingué unipotent H.

Un résultat classique de la théorie des représentations algébriques des groupes
unipotents ([40], 17.5) assure que 'action de H C D**"(C") induit sur 'espace but
C! de 'application T o ¢ : R**"(M) — C! une filtration

C'=V,>V,>-2V,={0},

avec la propriété que H agit trivialement sur les quotients V;/V;.1, pour tout ¢ €
{1,...,p—1}.

Comme l'image Im(T o ¢*)) de I'application T o ¢(®) ne se réduit pas au point
0, il existe au moins un indice i € {1,...,p — 1} pour lequel Im(T o ¢»)) C V;
et I'image de 'ensemble Im(T o ¢(5)) par la projection p; : V; — V;/V;y1 n’est pas
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réduite au point 0. Alors I'application p; 0 T'o ¢*) : R**"(M) — V;/Vi;1 a une image
non triviale qui contient 0. Comme cette application est D**"(C™)-équivariante et
H agit par Iidentité sur V;/V;,1, elle passe au quotient en une application

pioT o) : RI(M) — Vi/Viqa,

Dt (C™)/H = GL(n, C)-équivariante. L’'image de p; o T o ¢(®) est non triviale et
contient 0.

Comme GL(n,C) est réductif, la représentation V;/V;,; est une somme directe
de représentations irréductibles. Parmi ces représentations irréductibles il existe au
moins une dans laquelle I'image de 'application p; o T o ¢(*) est non triviale (et
contient 0). Or, toute représentation irréductible de GL(n,C) est facteur direct
d’une représentation (C")®*?® ((C™)*)®1. Ceci résulte, par exemple, de la description
des représentations irréductibles du groupe GL(n, C) [27].

L’application GL(n, C)-équivariante de R'(M) dans (C™)®? @ ((C™)*)®? est un
champ holomorphe de tenseurs de type (p,q) sur M qui s’annule en au moins un
point sans étre identiquement nul. C’est la contradiction recherchée. I

Remarquons que le résultat précédent s’applique également aux structures conformes
holomorphes ¢. En effet, méme si ¢ est une C* x O(n, C)-structure, de type non
affine, 'annulation de la premiere classe de Chern de M implique ’existence sur un
revétement fini de M d’une forme volume holomorphe [6]. La présence d’une forme
volume holomorphe permet de réduire le groupe structural de R'(M), & une exten-
sion finie de O(n, C). Il vient que, sur un revétement fini de M, la structure conforme
admet un représentant (global) qui est une métrique riemannienne holomorphe, pour
laquelle aussi bien le théoréme que le théoréme s’appliquent.

La méme méthode fonctionne pour des connexions projectives holomorphes :
la présence d'une forme volume implique 'existence d’un représentant global qui
est une connexion affine holomorphe pour laquelle les théoremes précédents s’ap-
pliquent.

Des résultats similaires au théoreme précédent dans le contexte, plus général, des
structures géométriques infinitésimalement modelées, dans le sens de Cartan, sur
des espaces homogenes G/I, ont été obtenus dans [61], 111, 19)].

Il convient de mentionner également les résultats de platitude obtenus dans [41]
pour des G-structures holomorphes sur des variétés unirationnelles. Un théoreme
de [62] généralise ces résultats au cas des variétés algébriques admettant au moins
une courbe rationnelle.
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5 Quelques développements

5.1 Meétriques Riemanniennes Holomorphes

L’existence d’une métrique riemannienne holomorphe sur une variété complexe
compacte impose des conditions tres restrictives a la variété. Une premiere obstruc-
tion évidente est la premiere classe de Chern. En effet, une métrique riemannienne
holomorphe est une O(n, C)-structure sur le fibré tangent holomorphe a M. Ceci
implique 'existence d’un revetement double non ramifié de M sur lequel le groupe
structural du fibré des reperes (qui est, en général, un G L(n, C)-fibré) se réduit au
groupe SO(n, C) qui préserve un volume holomorphe. Le fibré canonique (des formes
volumes holomorphes) de ce revétement double de M est donc trivial, ce qui assure
I’annulation de la premiere classe de Chern de M. On peut aussi remarquer que
la présence d’une métrique riemannienne holomorphe fixe un isomorphisme entre le
fibré tangent holomorphe T'M et son dual T*M. En particulier, le fibré canonique
de M est isomorphe a son dual ce qui implique I’annulation de la premiere classe de
Chern de M.

Un premier exemple de variétés compactes admettant des métriques rieman-
niennes holomorphes est donné par les tores complexes. Pour s’en assurer il suffit
de constater que la métrique plate g = dz? + dz3 + ... + dz? est invariante par
translations et descend donc sur tout quotient de C™ par un réseau de translations.

Rappelons que, grace au théoreme [4.7], parmi les variétés kiahlériennes compactes,
seuls les tores complexes et leurs quotients finis admettent des métriques rieman-
niennnes holomorphes et ces métriques sont nécessairement plates. Un résultat si-
milaire est démontré dans [20] pour les surfaces complexes compactes.

Nous nous intéressons dans cette partie a la classification des variétés complexes
compactes non (nécessairement) kdhlériennes de dimension trois qui possédent des
métriques riemanniennes holomorphes.

Proposition 5.1 i) Soit M = I'\G une variété parallélisable quotient d’un groupe
de Lie complexe connexe simplement connexe G par un réseau cocompact I'. Alors
toute métrique riemannienne holomorphe g sur M provient d’une métrique rieman-
nienne holomorphe invariante a gauche sur G.

i1) Toute variété parallélisable de dimension complexe trois, admet une métrique
riemannienne holomorphe de courbure sectionnelle constante. La courbure est nulle
exactement quand le groupe G est résoluble.

Démonstration i) Il s’agit d’un cas particulier de la proposition .

ii) A présent G est un groupe de Lie complexe connexe simplement connexe
unimodulaire de dimension trois. Il vient que G est 'un des quatres groupes de
Lie suivants : C?, SL(2,C), le groupe de Heisenberg complexe ou le groupe SOL
complexe.
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La forme de Killing induit une métrique riemannienne holomorphe de courbure
constante non nulle invariante sur SL(2,C). Par ailleurs, nous avons vu au co-
rollaire que SL(2,C) n’admet aucune connexion affine holomorphe plate sans
torsion invariante (donc aucune métrique riemannienne holomorphe plate).

Les groupes Heisenberg et SOL possede des actions sur C? qui préservent dz? +
dz2 + dz2 et qui admettent une orbite ouverte (voir la preuve du corollaire . Ils
héritent donc d’une métrique plate invariante. Par ailleurs, il n’existe pas dans le
groupe des isométries de SL(2,C) x SL(2,C) de la forme de Killing aucune copie
d’un groupe résoluble agissant avec une orbite ouverte. Par conséquent, C3, Heisen-
berg et SOL ne possedent pas de métrique riemannienne holomorphe de courbure
constante non nulle. &

Les exemples non standard de Ghys. Nous avons vu que ces variétés M (u, I')
s’obtiennent a partir des variétés parallélisables ['\SL(2, C), par déformation de la
structure complexe [29] et dépendent d’un morphisme u de I' dans SL(2, C). Elles
héritent de la métrique riemannienne holomorphe donnée par la forme de Killing.

Pour un morphisme u générique les variétés M (u,I') ne possédent pas de revétement
fini non ramifié qui soit une variété parallélisable.

Néanmoins, dans tous les exemples connus, le revetement universel de la variété
est un groupe de Lie complexe sur lequel la préimage de la métrique riemannienne
holomorphe par le revétement est invariante par translations.

Le premier pas vers la classification nous 1’avons obtenu dans [22] avec le résultat
suivant :

Théoreme 5.2 : Soit M une variété complexe compacte connexe de dimension 3
munie d’une métrique riemannienne holomorphe. Alors toute structure géométrique
holomorphe de type algébrique affine sur M est nécessairement localement homogéne.

En particulier, la métrique riemannienne holomorphe est localement homogéne.

Corollaire 5.3 5i, de plus, M posséde un tenseur holomorphe de type général ¢,
alors M admet un revétement fini qui est une variété parallélisable.

Le corollaire découle simplement du théoreme En effet, le tenseur ¢ est lo-
calement homogene, en particulier, il fournit une G-structure holomorphe d’ordre
un sur M, avec G un sous-groupe fini de GL(n,C) (comme dans la preuve du
théoreme . Sur un revétement fini de M on obtient alors un parallélisme holo-
morphe et le théoreme de Wang conclut.

Revenons & présent au cas général. Grace au théoreme [5.2 M est localement
modelée sur une (G, G/I)-géométrie, ou I est un sous-groupe de Lie complexe du
groupe de Lie complexe G tel que l'action canonique de G sur G/I préserve une
métrique riemannienne holomorphe (dont I’algebre de Lie des champs de Killing
locaux est 1'algebre de Lie de G).
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La deuxieme étape est décrite dans le résultat de classification suivant [23] (ob-
tenu en collaboration avec Zeghib). Il représente, en particulier, un théoreme de
complétude et de rigidité de Bieberbach, dans le cas ou G est résoluble :

Théoreme 5.4 Soit M une variété complexe compacte et connexe de dimension 3
munie d’une métrique riemannienne holomorphe g.

(i) Si Ualgebre de Lie des champs de Killing locaux de g admet une partie semi-
simple non triviale, alors elle préserve une métrique riemannienne holomorphe de
courbure sectionnelle constante sur M.

(ii) Si lalgébre de Lie des champs de Killing locauz de g est résoluble, alors M
admet un revétement fini non ramifié qui est un quotient du groupe de Heisenberg
compleze ou du groupe SOL complexe par un réseau cocompact.

Remarque 3 Si g est plate, alors son algebre de Lie de champs de Killing locaux est
algebre de Lie de O(3,C)x C?, qui posséde une partie semi-simple non triviale. Par
conséquent, les métriques plates sur les tores complexes se trouvent dans la partie
(i) de la classification. Il est de méme des exemples non standard de Ghys (munis
de la métrique de courbure sectionnelle constante non nulle), pour lesquels il s’agit

de l’algebre de Lie de SL(2,C) x SL(2,C).

Comme les groupes Heisenberg et SOL possedent des métriques riemanniennes
holomorphes plates invariantes a gauche, le théoreme[5.4jadmet le corollaire suivant :

Corollaire 5.5 Soit M une variété complere compacte connexe de dimension 3,
munie d’une métrique riemannienne holomorphe. Alors M admet un revétement
fini non ramifié qui posséde une métrique riemannienne holomorphe de courbure
sectionnelle constante.

Le théoreme n’acheve pas la classification des variétés complexes compactes
de dimension 3 admettant des métriques riemanniennes holomorphes, mais ramene
le probleme au cas des métriques a courbure sectionnelle constante. Les deux cas qui
restent a comprendre sont les suivants.

Cas plat. Dans ce cas M est localement modelée sur une (O(3,C) x C3, C?)-
géométrie et on est dans le cadre des deux conjectures suivantes :

1) Conjecture de Markus : M est-elle complete 7

2) Conjecture d’Auslander : En supposant que M est complete, est-ce que I est
nécessairement résoluble ?

Pour ce qui est du cadre réel, ces questions ont recu une réponse positive dans
le contexte lorentzien [16, 28], mais restent ouvertes pour les métriques pseudo-
riemanniennes de plus haute signature. Précisons que la partie réelle d'une métrique
riemannienne holomorphe est une métrique pseudo-riemannienne de signature (3, 3)
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pour laquelle les deux conjectures précédentes sont irrésolues.

Courbure constante non nulle. Dans ce cas G = SL(2,C) x SL(2,C) et
I = SL(2,C) est plongé diagonalement dans le produit. La complétude des variétés
compactes localement modelées sur cette géométrie constitue encore un probleme ou-
vert, malgré le résultat local de [29] qui démontre la complétude, sous I'hypothese que
le morphisme d’holonomie est proche de celui de la réalisation standard I'\SL(2, C).

Il importe de signaler que les géodésiques complexes d’une métrique riemannienne
holomorphe induisent un feuilletage holomorphe en surfaces de Riemann sur le pro-
jectivisé P(TM) du fibré tangent holomorphe. Chaque feuille de ce feuilletage hérite
d’une structure affine holomorphe, ce qui exclut le cas des feuilles biholomorphes a
P1(C). Il reste que les feuilles sont, en tant que surfaces de Riemann, de type parabo-
lique ou de type hyperbolique. Un premier pas vers la complétude géodésique serait
de montrer que, dans le cas d’'une métrique de courbure sectionnelle constante sur
une variété compacte, les feuilles du feuilletage précédent sont de type parabolique.

Flot géodésique des métriques invariantes a gauche. A la lumitre de la
question précédente, il serait intéressant de comprendre les courbes géodésiques des
métriques riemanniennes holomorphes invariantes a gauche sur un groupe de Lie
complexe G. Le flot géodésique d’une telle métrique est hamiltonien et entierement
déterminé par un champ de vecteurs quadratique homogene sur ’algebre de Lie G
de G. Le but serait ici de déterminer les métriques riemanniennes holomorphes (et
les groupes de Lie) pour lesquelles ce champ de vecteurs quadratique est complet
et, en particulier, semi-complet au sens de Ghys-Rebelo [30)], [74]. Autrement dit, les
solutions du champ de vecteurs sont des fonctions holomorphes uniformes (et non
multiformes) dans tout leur domaine maximal de définition.

Le flot géodésique de la métrique de Killing sur SL(2, C) permet de retrouver, en
dimension trois, les champs semi-complets de type Halphen étudiés dans 36 [37].

Plus généralement, Haine étudie dans [39] le flot géodésique des métriques rie-
manniennes holomorphes invariantes a gauche qui sont diagonales par rapport a
la métrique de Killing sur le groupe orthogonal O(n,C) et détermine, parmi ces
métriques, celles dont le flot est semi-complet.

Ce serait intéressant de construire avec cette méthode des nouveaux champs de
vecteurs quadratiques homogenes semi-complets, qui seront des versions inédites, de
dimension supérieure, des champs de vecteurs semi-complets connus en dimension
deux et trois par les travaux [30, [74] [36], B37].

Courbure sectionnelle constante en dimension plus grande ? Une ques-
tion classique de géométrie différentielle est de savoir si un espace homogene G/
admet des quotients compacts, ou plus généralement s’il existe des variétés com-
pactes localement modelées sur la géométrie G/I (voir, par exemple, 8, 10} 54, 55]).

Pour I =1, ou, plus généralement, pour I compact, cette question se résume a la
recherche de réseaux cocompacts dans G. Pour des espaces homogenes avec I non
compact, la question est, en général, beaucoup plus difficile.
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Le cas de l'espace homogene S,, = O(n + 1,C)/O(n,C) (muni d'une métrique
riemannienne holomorphe de coubure sectionnelle constante non nulle O(n + 1, C)-
invariante) fournit un cadre géométrique ou ces questions peuvent étre testées. Il
s’avere que l'on connait des quotients compacts de S,,, seulement pour n = 1,3 ou
7. Le cas n = 3 a été présenté ci-dessus, tandis que des quotients compacts de Sy
ont été construits dans [54], ou la conjecture suivante est formulée :

Conjecture 1 [5]] L’espace homogéne S,, admet des quotients compacts seulement
sine{l,3,7}.

Pour n = 4m + 1, avec m € N, la preuve de la conjecture précédente découle
d’un résultat plus général di a Benoist [§].

Nous pensons que, plus généralement, on a la

Conjecture 2 [23] Une variété complexe compacte connexe munie d’une métrique
riemannienne de courbure sectionnelle constante non nulle est complete. En parti-
culier, une telle variété est de dimension 3 ou 7.

Le théoreme [5.2| nous incite également a poser la question naturelle suivante :

Question 1 Une métrique riemannienne holomorphe sur une variété complexe com-
pacte connexe est-elle toujours localement homogéne ?

Rappelons que si le fibré canonique d'une variété complexe M est trivial, alors
toute structure conforme holomorphe sur M admet un représentant global qui est
une métrique riemannienne holomorphe.

Une conséquence directe du théoreme [5.2] est alors le

Corollaire 5.6 Soit ¢ une structure conforme holomorphe sur une variété complezxe
compacte de dimension trois dont le fibré canonique est trivial. Alors ¢ est localement
homogene.

Par ailleurs, en analogie avec la conjecture de Lichnerowicz (voir, par exemple, [60])
nous formulons la

Conjecture 3 Soit ¢ une structure conforme holomorphe sur une variété complexe
compacte dont le fibré canonique n’est pas trivial (a revétement fini pres). Alors ¢
est plate.

En particulier, toute structure conforme holomorphe sur une variété complexe
compacte de dimension 3 est localement homogene.
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La conjecture [3] est vérifiée pour les variétés algébriques compactes de dimen-
sion 3. En effet, le résultat de classification obtenu dans [73] montre que, parmi ces
variétés, celles qui admettent des structures conformes holomorphes et dont le fibré
canonique n’est pas trivial sont P3(C) et les quotients finis non ramifiés de 1es-
pace hyperbolique complexe de dimension 3. Or, ces variétés admettent une unique
structure conforme holomorphe qui est leur structure plate standard [41], 53, [66]
(voir également [47], 62]).

5.2 Connexions affines et projectives holomorphes

Suite a des nombreux travaux portant sur les surfaces complexes qui possedent
des connexions affines holomorphes [38, 81, [77, [59], Inoue, Kobayashi et Ochiai
établissent dans [43] la liste des surfaces complexes (connexes) compactes qui ad-
mettent des connexions affines holomorphes (non nécessairement plates). Une telle
surface est biholomorphe (& revétement fini pres) a un tore complexe, une surface
de Kodaira primaire, une surface de Hopf affine, une surface d’Inoue ou a un fibré
principal en courbes elliptiques sur une surface de Riemann de genre g > 2, de
premier nombre de Betti impair. Par ailleurs, il est montré dans [43] que toutes ces
surfaces possedent des connexions affines holomorphes sans torsion plates. Toutes
ces surfaces possedent donc au moins une structure affine complexe.

La classification des surfaces complexes compactes qui possedent des connexions
projectives holomorphes a été obtenue dans [51, 52]. Ces surfaces sont dans la liste
suivante : P?(C), les quotients non ramifiés de l'espace hyperbolique complexe
H ou les surfaces admettant une connexion affine holomorphe. Toutes ces sur-
faces possedent des connexions projectives holomorphes normales (i.e. localement
déterminées par une connexion affine sans torsion) plates ( i.e. localement modelées
sur P?(C)), et donc des structures projectives complezes.

Dans [46] Klingler classifie les structures affines complexes et les structures pro-
jectives complexes sur les surfaces complexes compactes.

Dans [I§] nous étudions la géométrie locale des connexions affines et projectives
holomorphes sur les surfaces complexes compactes.

Précisons qu'une conséquence du théoreme [3.10| est que 'algebre des champs de
Killing locaux d’'une connexion affine holomorphe sur une surface complexe com-
pacte est non triviale. En effet, I’algebre des champs de Killing pourrait étre triviale
seulement dans le cas ou la dimension algébrique de la surface est égale a deux. Or,
ces surfaces sont algébriques [5] et d’apres le théorémela connexion est invariante
par translation sur une variété abélienne (’algebre de Killing est de dimension au
moins deux).

Le résultat principal de [I8] précise la structure de I’algebre de Killing :

Théoreme 5.7 Soit (S,V) une surface complexe compacte connexe munie d’une
connexion affine holomorphe sans torsion.
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i) Si S n'est pas biholomorphe a un fibré principal elliptique au-dessus d’une
surface de Riemann de genre g > 2, de premier nombre de Betti impair, alors V est
localement modelée sur une connexion affine invariante par translations sur C*. En
particulier, V est localement homogene.

i1) Supposons que S est un fibré principal holomorphe en courbes elliptiques au-
dessus d’une surface ¥ de genre g > 2, de premier nombre de Betti impair. L’espace
des connexions affines holomorphes sans torsion sur S est bitholomorphe a

(H(2, Kx))? x H'(Z, K§?) =~ C%~3,

ou Ky désigne le fibré canonique de 3.

Toutes ces connexions sont invariantes par la fibration principale (i.e. admettent
le champ fondamental de la fibration principale comme champ de Killing). L’es-
pace des connexions plates est de codimension complexe g. Les connexions affines
holomorphes sans torsion non plates sont non localement homogénes : ’algébre des
champs de Killing locaux est de dimension un, engendrée par le champ fondamental
de la fibration principale.

Les connexions construites au point (ii) du théoreme précédent fournissent les
premiers exemples de G-structures holomorphes rigides sur une variété compacte
qui ne sont pas localement homogenes.

La classification des connexions affines obtenue dans le théoreme précédent nous
permet d’obtenir par un calcul direct le

Corollaire 5.8 Soit (S, V) une surface complexe compacte munie d’une connexion
affine holomorphe sans torsion. Alors V est projectivement plate.

En utilisant le corollaire [5.8] nous obtenons le résultat suivant :

Théoreme 5.9 Toute connexion projective holomorphe normale sur une surface
complexe compacte est plate.

La preuve du théoreme précédent se fait en deux étapes. Nous démontrons d’abord
la proposition suivante qui, ensemble avec le corollaire donne la platitude des
connexions projectives holomorphes sur les surfaces compactes possedant au moins
une connexion affine holomorphe.

Proposition 5.10 Soit S une surface complexe qui possede une connexion affine
holomorphe. Alors toute connexion projective holomorphe normale sur S est projec-
tivement équivalente a une connexion affine holomorphe sans torsion sur S.

Le cas restant s’obtient en rassemblant des arguments de [41], 62 [66] (voir également [53]
A7) -
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Théoreme 5.11 Soit S une surface complexe compacte qui admet une connexion
projective holomorphe normale, mais ne possede aucune connexion affine holomorphe.
Alors S est projectivement équivalente a P?(C) muni de sa connexion projective plate
standard ou bien d un quotient compact non ramifié de HE muni de sa connezion
projective plate standard.

En utilisant les connexions construites au point (ii) du théoreme pour les-
quelles T'algebre des champs de Killing locaux est de dimension un, il n’est pas
difficile de construire des connexions affines holomorphes sur des variétés complexes
compactes (non kiahlériennes) de dimension n et pour lesquelles 'algebre de Lie des
champs de Killing locaux est de dimension n — 1.

Question 2 Soit M une variété complexe compacte de dimension n, munie d’une
connezion affine holomorphe V. Quelle est la dimension minimale de [’algébre de
Lie G des champs de Killing locaur de V ¢

Remarquons que nous sommes tres pres de savoir démontrer que G est non triviale.
En effet, le théoreme [3.10] implique que seules les variétés de dimension algebrique
maximale, égale a n, sont susceptibles de posseder des structures géométriques holo-
morphes rigides (en particulier, des connexions affines holomorphes) avec une algebre
de Lie de champs de Killing locaux triviale. Par ailleurs, le théoreme [4.7] implique
que les seules variétés algébriques qui admettent des connexions affines holomorphes
sont les variétés abéliennes et dans ce cas G contient les translations et est de di-
mension au moins n. Rappelons que les variétés de dimension algébrique maximale
ont été étudiées par Moishezon qui a montré qu’elles s’obtiennent a partir d’une
variété algébrique, par un nombre fini d’éclatements de centres lisses. Nous pensons
que parmi ces variétés, seules les variétés abéliennes possedent des connexions affines
holomorphes.

Pour ce qui est des connexions projectives holomorphes, nous formulons une ver-
sion holomorphe de la conjecture de Lichnerowicz projective :

Conjecture 4 Sila variété complexe compacte M posséde une connexion projective
holomorphe (normale) ¢, mais aucune connexion affine holomorphe (sans torsion),
alors ¢ est plate.

Le théoreme [5.11 répond positivement a la conjecture précédente, dans le cas des
surfaces.

Répondre a la question [2] serait un pas vers la classification des variétés complexes
compactes admettant des connexions affines holomorphes. Dans un premier temps
une hypothese raisonnable serait de supposer que M est simplement connexe et
d’obtenir, grace a la propriété de prolongement des champs de Killing locaux, ’exis-
tence d'un groupe d’isométries de dimension strictement positive. Dans ce contexte
nous pensons que le résultat suivant est vrai :
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Conjecture 5 (i) Une variété compleze compacte simplement connexe M n’admet
aucune connexion affine holomorphe.

(ii) Une variété compleze compacte connexe simplement connexe M possédant une
connexion projective holomorphe est projectivement équivalente a l’espace projectif
de méme dimension, muni de sa structure standard.

Mentionnons que le point (i) de la conjecture précédente est vérifié pour les
connexions affines localement homogenes, localement modelées sur un espace ho-
mogene G/I. En effet, dans ce cas, la simple connexité implique que I'application
développante est un biholomorphisme entre M et G/I. Il vient que M est le quo-
tient du groupe de Lie GG par un sous-groupe parabolique I. Or, aucun de ces quo-
tients ne possedent des connexions affines holomorphes (G-invariantes) (voir, par
exemple, [62]).

Précisons également que le point (ii) de la conjecture [5| est un cas particulier de
la conjecture [4 En effet, si la connexion projective est supposée plate, son applica-
tion développante est un biholomorphisme (projectif) entre M et I'espace projectif
standard de méme dimension.
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