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Résumé

La contrainte ATMOSTSEQCARD est la conjonc-
tion entre une contrainte de cardinalité sur une sé-
quence de n variables et de n — ¢ + 1 contraintes
ATMOST w sur toutes sous-séquences de variables
de taille ¢. Elle se retrouve en particuliers dans des
problémes de type car-sequencing et crew-rostering.
Une adaptation de deux algorithmes congus pour
la contrainte AMONGSEQ afin de traiter la contrainte
ATMOSTSEQCARD a été proposée dans [18]. Ces
algorithmes ont une complexité temporelle respec-
tive au pire en O(277'n) et O(n®). Dans [10], un
autre algorithme a été adapté de maniére similaire
pour la contrainte ATMOSTSEQCARD avec une com-
plexité temporelle au pire en O(n?logn). Cet article
présente un algorithme réalisant I'arc-consistance de
la contrainte ATMOSTSEQCARD avec une complexité
temporelle au pire en O(n) (et donc optimal). Enfin,
des expérimentations sont présentées pour évaluer
I'efficacité de cet algorithme sur des problemes de car-
sequencing et de crew-rostering.

1 Introduction et état de I’art

Cet article s’intéresse a 1’existence de restrictions sur des
séquences de décision : certaines séquences peuvent étre
autorisées ou préférées et d’autres interdites. Par exemple,
dans les problemes de confection d’horaires pour des
équipes (crew-rostering), il est, souvent interdit de posi-
tionner la méme équipe sur un travail de soirée ou de nuit
puis de la placer le lendemain sur un travail en matinée.

Les contraintes REGULAR [12] et COST-REGULAR [7]
permettent d’exprimer des restrictions quelconques sur des
séquences de décision. Toutefois, dans des cas particuliers,
il existe des algorithmes plus efficaces. Par exemple, des
algorithmes de filtrage ont été proposés pour la contrainte
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AMONGSEQ [6, 10, 19, 18]. Cette contrainte vérifie que
toutes les sous-séquences de taille ¢ contiennent au mini-
mum [/ et au maximum w valeurs prises dans un ensemble v
et est tres employée pour modéliser des problemes de car-
sequencing et de crew-rostering. Mais, les contraintes de
ces deux familles de problemes ne se limitent pas unique-
ment a cette définition. En effet, souvent, il n’y a pas de
borne inférieure sur le nombre de valeurs (I = 0) ; de plus,
le nombre de valeurs prises dans 1’ensemble v est généra-
lement contraint par une demande globale.

Cet article étudie la contrainte ATMOSTSEQCARD qui
répond a ce besoin. Cette contrainte, impliquant n variables
T1,...,Zn, assure que, dans chaque sous-séquence de lon-
gueur g, pas plus de u choix sont fixés a une valeur prise
dans I’ensemble v, et que sur toute la longueur de la sé-
quence, il y a exactement d choix fixés a une valeur prise
dans v. Dans le cas de problemes de car-sequencing, cette
contrainte permet d’exprimer que, pour une option don-
née, dans toute sous-séquence de taille g, il ne peut y avoir
plus de u classes de véhicules avec cette option et que le
nombre total de véhicules ayant cette option vaut exacte-
ment d. Dans le cas de problemes de crew-rostering, cette
contrainte permet de traduire, par exemple, qu’un employé
doit disposer d’au minimum 16h de pause entre deux pé-
riodes de travail de 8h ou qu’une semaine de travail ne peut
dépasser 40h, tout en fixant un nombre total d’heures de-
vant &tre travaillées sur la période de planification.

Un probleme de Satisfaction de Contraintes (CSP) est
défini par un triplet P = (X, D,C) ou X représente I’en-
semble des variables, D I’ensemble des domaines finis pour
chacune des variables et C 1’ensemble des contraintes qui
spécifient les combinaisons de valeurs autorisés sur des
sous-ensembles de variables. On suppose que D(z) C Z
pour tout z € X, et on note min(z) et max(z) les va-
leurs minimale et maximale, de D(x). Une instanciation



d’un ensemble de variables X" est un tuple w tel que wli]
représente la valeur affectée a la variable x;. Une contrainte
C € C portant sur un ensemble de variables X caractérise
une relation, i.e., un sous-ensemble de tuples du produit
cartésien du domaine des variables de X'. Une instanciation
w est dite consistante pour une contrainte C' ssi elle ap-
partient a la relation correspondante. Une contrainte C' est
dite arc-consistante (AC) ssi, pour toute valeur j de chaque
variable x; qu’elle met en jeu, il existe une instanciation
consistante w telle que wi] = j. Pour x; = j, on appelle
support, une telle instanciation w .

Cet article est organisé de la maniere suivante : la sec-
tion 2, présente un bref état de 1’art sur les contraintes
de séquence. La section 3 expose un algorithme en temps
linéaire (et donc optimal) pour propager la contrainte
ATMOSTSEQCARD. Des expérimentations sur des ins-
tances de car-sequencing et de crew-rostering sont données
en section 4 avant une conclusion en section 5.

2 Les contraintes de SEQUENCE

Plusieurs variantes des contraintes de séquence sont pas-
sées en revue avant de motiver le besoin de la contrainte
ATMOSTSEQCARD.

Soient v un ensemble d’entiers et [, u, ¢ des entiers. Les
contraintes de séquence s’expriment par des conjonctions
de contraintes AMONG limitant, pour un ensemble de va-

riables, le nombre d’occurrences d’un ensemble de valeurs.
Définition 2.1 AMONG(l,u, [21,...,%4],v) &

I<Hi|xz; €v} <u

2.1 Séquence de contraintes AMONG

La contrainte AMONGSEQ est une séquence de
contraintes AMONG de largeur glissante g sur un vecteur
de n variables.

Définition 2.2 AMONGSEQ(l,u, g, [21,...,2n],v) &
n—q
/\ AMONG(l, u, [Tit1,. .., Titq),V)
i=0

Elle a été proposée dans [2], et le premier algorithme
(incomplet) pour propager cette contrainte a été proposé
dans [1]. Par la suite, deux algorithmes complets ont été dé-
veloppés pour propager cette contrainte AMONGSEQ [19,
18]. Le premier algorithme utilise une reformulation basée
sur la contrainte REGULAR et réalise I’AC avec une com-
plexité temporelle en O(2971n). Le second un algorithme
réalise I’AC avec une complexité temporelle en O(n?3).
Cet algorithme peut étre étendu pour traiter tout ensemble
de contraintes AMONG portant sur des variables consé-
cutives (contrainte GEN-SEQUENCE) et a alors une com-
plexité temporelle en O(n?) dans le pire des cas. Dans le

cas qui nous intéresse, la complexité de cet algorithme est
ramenée 2 O(n?) car ATMOSTSEQCARD, se décompose
en O(n) AMONG. Puis, un algorithme de flot, réalisant
I’Ac en O(n?) a été proposé dans [10]. Cet algorithme a
pu également €tre adapté, en utilisant des outils plus géné-
raux de programmation linéaire, pour traiter la contrainte
GEN-SEQUENCE avec une complexité temporelle au pire
en O(n?logn).

2.2 Séquence de contraintes ATMOST

Malgré son intérét, la contrainte AMONGSEQ ne modé-
lise pas exactement le type de contraintes nécessaires pour
le car-sequencing et le crew-rostering. En effet, souvent il
n’y a pas de borne inférieure sur la cardinalité des sous-
séquences, i.e., [ = 0. AMONGSEQ est ainsi inutilement
générale sur ce plan 1a. De plus, la contrainte de capacité
est souvent associée a une exigence de cardinalité.

Par exemple, pour le car-sequencing, les classes de véhi-
cules demandant une option donnée ne peuvent étre grou-
pées ensemble car la station de travail nécessaire ne peut
réaliser consécutivement qu’une partie des véhicules (at
most u véhicules dans toute sous-séquence de longueur q).
Le nombre total d’occurrences des différentes classes est
également connu, et se traduit en une contrainte de cardi-
nalité globale plutot qu’en termes de bornes inférieures sur
chaque sous-séquence.

Pour le crew-rostering, les motifs sur les périodes de
travail autorisées peuvent étre complexes, et la contrainte
REGULAR est souvent utilisée pour les modéliser. Cepen-
dant, travailler au plus u périodes sur g est un cas impor-
tant. Si les journées sont divisées en 3 périodes de 8h,
ATMOSTSEQ avec u = 1 et ¢ = 3 traduit le fait qu’au-
cun employé ne peut travailler plus d’une période par jour
et qu’il doit y avoir une pause de 24h avant de changer de
période de travail. De plus, comme pour le car-sequencing,
la borne inférieure sur le nombre de périodes travaillées est
globale (et dépend ici du contrat de travail).

Ainsi, il faut souvent traiter une séquence de contraintes
ATMOST définie par :

Définition 2.3 ATMOST(u, [z1,...,Z4],v) <
AMONG(0, u, [x1,...,Z4],v)
Définition 2.4 ATMOSTSEQ(u, q, [T1, ..., Zys],v) &
n—gq
/\ ATMOST(u, [Xi11, ..., Titq), v)
i=0

On peut noter qu’il est facile de maintenir I’AC de cette
contrainte. En effet, la contrainte ATMOST est monotone,
c’est-a-dire, que I’ensemble des supports pour la valeur 0
est un sur-ensemble strict de 1’ensemble des supports pour
la valeur 1. On en déduit que la contrainte ATMOSTSEQ
est AC ssi chaque contrainte ATMOST est AC [4].



Un bon compromis entre la puissance de filtrage et la
complexité peut étre effectué en couplant les raisonne-
ments sur le nombre total d’occurrences de valeurs dans
I’ensemble v et sur la séquence de contraintes ATMOST. !
La contrainte ATMOSTSEQCARD est donc définie par
la conjonction entre la contrainte ATMOSTSEQ et des
contraintes de cardinalité sur le nombre total d’occurrences
de chaque valeur de v :

Définition 2.5 ATMOSTSEQCARD(u, ¢, d, [z1, ..

ATMOSTSEQ(u, ¢, d, [x1,...,Zx],0) A|{i | z; € v}| =d

Les deux algorithmes AC proposés dans [19] ont
été adaptés [18] pour établir I’AC sur la contrainte
ATMOSTSEQCARD. Premiérement, de la méme maniere
que AMONGSEQ peut étre écrite avec la contrainte
REGULAR, ATMOSTSEQCARD peut s’exprimer a 1’aide
de la contrainte COST-REGULAR dans laquelle le cout
représente la demande globale et est augmenté sur les
transitions ayant la valuation 1. Cette procédure a la
méme complexité au pire, i.e., O(2¢97'n). Deuxiement,
une variante plus générale de I’algorithme polynomial
(GEN-SEQUENCE) est utilisée pour propager la contrainte
ATMOSTSEQCARD décomposée en une conjonction de
contraintes AMONG de la maniére suivante :

ATMOSTSEQCARD(u, q,d, [21, ..., Ts],v) <
n—q
/\ AMONG(O7 u,q, [Ii+1a s 7xi+Q]5 U) A
1=0
AMONG(d, d, [z1, ..., 2], v)

Comme dans cette décomposition, la derniére contrainte
AMONG représentant la cardinalité n’a pas les mémes para-
metres [ et u que les autres, on obtient, en utilisant respecti-
vement les algorithmes de van Hoeve et al. ou de Maher et
al., une procédure en O(n?) ou en O(n? log n) pour établir
I’AcC de la contrainte ATMOSTSEQCARD.

2.3 La contrainte « Global Sequencing »

Dans le cas particulier du car-sequencing, il n’y a pas
seulement une cardinalité globale pour les valeurs de v,
mais chaque valeur correspond a une classe de véhicules
et est contraint par un nombre d’occurrences. Ainsi, Puget
et Régin ont considéré la conjonction entre la contrainte
AMONGSEQ et la contrainte GCC. Soient ¢; et ¢, deux
fonctions sur les entiers tels que ¢;(j) < c¢u(j) V7, et
soit D = (J;-_, D(z;). La contrainte de cardinalité globale
(GcC) est définie de 1a maniére suivante :

Définition 2.6 GCC(cy, ¢y, [21,...,2Tn]) &

N al) < il zi =5} < euld)

Jj€D

1. Choix de modélisation utilisé dans [18] pour le car-sequencing.

La contrainte « Global Sequencing » (GSC) est définie
par:

Définition 2.7 GSc(l,u,q, ¢y, cy, [T1, ..., 2,],v) &
AMONGSEQ(l, u, q, [x1, .., Tp], V)AGCC(cy, Cy, [T1, -y Tn))

Les fonctions ¢; et ¢, sont définis de telle sorte que
pour une valeur v, ¢;(v) et ¢, (v) correspondent au nombre

., Ty],v) €d’occurrences de la classe correspondante d’un véhicule.

Une reformulation de cette contrainte en un ensemble de
contraintes GCC a été introduite dans [15]. Cependant, ef-
fectuer I’ AC de cette contrainte est NP-difficile [3]. En fait,
réaliser la consistance de bornes I’est aussi. 2

3 La contrainte ATMOSTSEQCARD

Cette section, présente un algorithme de filtrage linéaire
pour la contrainte ATMOSTSEQCARD. Tout d’abord un al-
gorithme glouton pour trouver un support avec une com-
plexité temporelle en O(ng) est exposé. Puis, on montre
qu’avec deux appels a cette procédure il est possible d’as-
surer I’AC de la contrainte. Enfin, on montre que la com-
plexité dans le pire cas peut se réduire & O(n).

[18] et [10] ont fait remarquer qu’on pouvait considérer
des variables booléennes et v = {1}, puisque la décompo-
sition suivante des contraintes AMONG conserve le méme
niveau de consistance car elle est Berge-acyclique [6] :

AMONG(l, u, [x1,...,24],0v) <
q q
/\miev<—>x2:1 A lSZazggu
i=1 i=1

Par la suite, on considére la restriction ci-dessous de
ATMOSTSEQCARD a des variables booléennes et avec

v={1}:

Définition 3.1 ATMOSTSEQCARD(u, q,d, [x1,...,T,]) <
n—q q n
JNOSENTEIIN) SRR
=0 [=1 =1

Soit w un n-tuple dans {0, 1}", w[i] représente le "¢
élément de w, |w| = Y., w[i] sa cardinalité et wli : j] le
(l—1|+1)-tuple égal & w sur la sous-séquence [z;, . . ., z;].

On montre tout d’abord qu’on peut trouver un support,
de maniere gloutonne, en fixant a 1 les variables dans
I’ordre lexicographique a chaque fois que cela est pos-
sible, c’est a dire en respectant la contrainte ATMOSTSEQ.
En faisant cela, on obtient une instanciation de cardinalité
maximale qui peut étre facilement modifiée en une ins-
tanciation de cardinalité d. L’ Algorithme 1 présente cette

2. Note interne “Comics” (Nina Narodytska).



regle gloutonne de calcul d’une instanciation w maximi-
sant la cardinalité de la séquence (21, ...,x,) en respec-
tant la contrainte ATMOSTSEQ.

En ligne 1, le vecteur w est initialisé a la valeur mini-
male du domaine de chaque variable. Puis, a chaque étape
i € [1,...,n] de la boucle principale, la variable ¢(j) re-
présente la cardinalité de la 7°™¢ sous-séquence impliquant
la variable x;. C’est a dire, a chaque étape 7 :

min(n,i+j—1)

)= Y wll

l=max(1,i—q+j)

En suivant la régle gloutonne présentée plus haut, w(i] est
instancié a 1 ssi x; n’est pas encore instancié (D(z;) =
{0,1}) et si les contraintes de capacité ne sont pas violées ,
c’est a dire, qu’il n’y a pas de sous-séquence de cardinalité
u ou plus impliquant z;. Pour cela, on teste la valeur maxi-
male de ¢(j) pour j € [1,...,q] (condition ligne 2). Dans
ce cas, la cardinalité de chaque sous-séquence impliquant
x; est incrémentée (ligne 3). Enfin, lorsqu’on passe a la va-
riable suivante, les valeurs de ¢(j) sont décalées (ligne 4)
et la valeur de ¢(q) est obtenue a partir de sa valeur précé-
dente en ajoutant w[i + g] et en soustrayant w]i] (ligne 5).
Dans la suite, on note w (resp. w ), I’instanciation détermi-
née par I’algorithme le ftmost pour la séquence x;.., x,,
(resp. Zn, .., 21). Pour simplifier, on note ﬁ[z] la valeur re-
tournée par 1’algorithme leftmost pour la variable x;
(au lieu de zy,—;11).

Algorithm 1: leftmost

count < 0;
foreachi € [1,...
foreach i € [1, ..

,n]do w(i] < min(x;);
., qldow[n +i] < 0;

c(1) «+ w[l];
foreach j € [2,...,q]doc(j) + c(j — 1) + w[l];
foreachi € [1,...,n]do

2 if [D(z;)| > 1 & maxje1,q)(c(4)) < u then

[¢] « 1;
count < count + 1;
foreachj € [1,...,q]doc(j) + c(j) + 1;
foreach j € [2,...,¢]doc(j — 1) + c(j);
e(q) < (g — 1) +wli + q] — wli:

return w;

IS

Lemme 3.1 Ileftmost maximise .. ,x; sous les
contraintes ATMOSTSEQ(u, ¢, [Z1, . .., Zn])-

Preuve. Soit W I'instanciation déterminée par leftmost
et supposons qu’il existe une autre instanciation w tel que
lw| > |W]. Soit 7, le plus petit indice tel que @ [i] # wli].
Par définition de W, on sait que w[i] = 1 et donc que
wli] = 0. Soit également j le plus petit indice tel que
W [j] < w[j] (un tel indice existe car |w| > |W]).

On affirme que I’instanciation w’, égale a w, sauf pour
w'[i] = 1 et w'[j] = 0 (comme pour ) est consistante. En

effet, sa cardinalité n’est pas modifiée par ce changement,
donc |w’| = |w|. Si on considere toutes les contraintes de
somme qui sont touchées par cette permutation de valeurs,
c’est a dire les sommes /"¢~ «/[I] définies sur les inter-
valles [a,a+g—1]telsquea < i < a+qgoua < j < a+q.
trois cas se présentent :

1. a <1 < j < a+q.Dans ce cas, la valeur de la somme
est identique pour w et w’, donc elle est inférieure ou
égale a u.

2.1 < a £ 7 < a+ q.Dans ce cas, la valeur de la
somme dans w’ est diminuée de 1 par rapport 2 w,
elle est donc inférieure ou égale a u.

3.a <i < a+q < j. Dans ce cas, pour tout [ €
[a,a + ¢ — 1], on a w'[l]] < W] car j est le plus
petit indice tel que w[j] < w[j]. Donc, la somme est
inférieure ou égale a u.

Dongc, a partir d’une instanciation w de cardinalité maxi-
male qui differe de W au rang ¢, on peut construire une
autre instanciation de méme cardinalité qui ne differe de
o jusqu’a ¢ + 1. En itérant, on peut obtenir une instancia-
tion identique a W mais de cardinalité |w|, ce qui contredit
donc notre hypothese |w| > || ad

Corollaire 3.1 Soit wun vecteur obtenu par leftmost,
ATMOSTSEQCARD(u, q,d, [x1,...,x,]) est satisfiable
ssi les trois conditions suivantes sont respectées :

ATMOSTSEQ(u, q, [1, - . ., T5]) est satisfiable

n

Zmin(aﬁi) <d (32
i=1
|| > d

Preuve. Ces trois conditions sont nécessaires : (1) et (2)
proviennent de la définition et (3) est une application di-
recte du Lemme 3.1. Prouvons que ces conditions sont suf-
fisantes en montrant que si elles sont vérifiées alors il existe
une solution. Comme ATMOSTSEQ(u, g, [z1, . . ., Zy]) est
satisfiable, @ ne viole pas de séquence de contraintes
ATMOST car la valeur 1 est affectée a x; ssi toutes les
sous-séquences impliquant x; ont une cardinalité de v — 1
ou moins. De plus, comme > " min(z;) < d,ily a
au moins |W| — d variables telles que min(z;) = 0 et
W[i] = 1. Instancier ces variables 2 1 ne viole pas la
contrainte ATMOSTSEQ. Par conséquent, il existe un sup-
port. ]

Le lemme 3.1 et le corollaire 3.1 fournissent une
procédure polynomiale de recherche de support pour la
contrainte ATMOSTSEQCARD. En effet, la complexité
dans le pire cas de 1’algorithme 1 est en O(ngq) : il com-
porte n étapes et pour chacune, les lignes 2, 3 et 4 néces-
sitent O(q) opérations. Ainsi, pour chaque variable z;, un
suport pour x; = 0 ou z; = 1 peut &tre obtenu en O(nq).

Donc, on a une procédure d’AC avec une complexité au
pire en O(n?q).

3.1

(3.3)



3.1 Filtrage des domaines

Cette partie montre que 1’on peut filtrer toutes les valeurs
inconsistantes pour la contrainte ATMOSTSEQCARD avec
seulement deux appels a I’algorithme 1, c’est a dire avec la
méme complexité dans le pire cas.

Soit wla : b] la projection de I'instanciation w sur la
sous-séquence T, . . ., Tp.

En exécutant l’algorithme leftmost de gauche a
droite et de droite a gauche sur la séquence z1,...,2Z,,
on obtient les valeurs de |@|[1 : i]| et de |%w[i : n]| pour
tout ¢ € [1,...,n]. Ceci peut étre exploité pour assurer
I’arc-consistance de ATMOSTSEQCARD. Tout d’abord, on
montre qu’il n’y a besoin de ne considérer que le cas ou
la cardinalité |w| du vecteur calculé par leftmost est
exactement égale a d; dans les autres cas la contrainte est
soit valide soit insatisfiable.

Proposition 3.1 Soir W e
leftmost,
vérifiées :

vecteur calculé par
si les trois propositions suivantes sont

ATMOSTSEQ(u, q, [21, . - .

me(xz) <d
i=1
7| > d

,Zn]) is AC (3.4)
(3.5)
(3.6)

alors ATMOSTSEQCARD(u, ¢, d, [T1, . .., %)) est AC.

Preuve. Avec le corollaire 3.1 on sait que
ATMOSTSEQCARD(u,q,d + 1,[z1,...,2,))  est
satisfiable. Soit w wune instanciation satisfiable, et

considérons sans perte de généralité, une variable z;
telle que |D(x;)] > 1. Supposons tout d’abord que

wli] = 1. La solution w’ égale a w sauf pour w'[i] = 0
satisfait ATMOSTSEQCARD(u, q,d, [x1, ..., Zy))
En effet, |w'| = |w] — 1 = d et comme

ATMOSTSEQ(u, q, [21,...,xy,]) est satisfaite par w,
elle est satisfaite par w’. Ainsi, pour toute variable x;, il
existe un support pour z; = 0.

Supposons que w(i] = 0, et soit a < 4 (resp. b > 1)
le plus grand indice (resp. le plus petit) tel que wla] = 1
et D(za) = {0,1} (resp. w[b] = 1 et D(xp) = {0,1}).
Soit w’ une instanciation telle que w'[{] = 1, w'[a] = 0,
w'[b] = 0, et w = w' d’autre part. On a |w’| = d, et on peut

montrer qu’elle satisfait ATMOSTSEQ(u, ¢, [Z1, ..., Zx]).
Considérons une sous-séquence Z;, ..., Tjyq—1.91j+q <
iouj > zalorsZJ+q Yw'l] < EJ+q "wll] < u, ainsi

seuls les indices tels que j < ¢ < j + g sont a prendre en
compte. [l y a deux cas :

1. Soit a ou b ou les deux sont dans la sous-séquence
(g <a<j+qgouj <b< j+ q). Dans ce cas,

St [ < S )

2. Ni @ ni b ne sont dans la sous-séquence (a < j
et j + ¢ < b). Dans ce cas, comme D(x;) =
{0,1} et comme la condition 3.4 est vérifiée, on a
ZH'q "min(z;) < u. De plus, comme a < j et
7+ q < b, il n’y a pas de variable x; dans cette sous-
séquence telle que w[l] = 1 et 0 € D(x;). Ainsi, on a

ff;l Ywll] < u, c’est a dire Z7+q Lw'll] < u.

Dans les deux cas, w satisfait les contraintes de capacité. O

Rappelons que réaliser I’AC sur ATMOSTSEQ est tri-
viale car AMONG est monotone. On se concentre donc sur
le cas ot ATMOSTSEQ est AC, et |E?| = d. Ainsi, les pro-
positions 3.2, 3.3, 3.4 et 3.5 suivantes ne s’appliquent que
dans ce cas. L'égalité | /| = d est donc implicite dans cha-
cune d’entre elles.

Proposition 3.2 Si |u/[1
alors x; = 0 n’est pas AC.

ci— 1) 4+ Wi+ 1:n)] < d

Preuve. Supposons que lon a |W[l:i—1]] +
W[i+1:n]] < d et quil existe une instanciation
w’ tel que w'[i] = 0 et |w'| = d.

En appliquant le Lemme 3.1 sur la séquence
T1,.. ., Tiop,onad 1w[] < W[ :i—1].

En appliquant le Lemme 3.1 sur la séquence
Tpo-o o Tigrona Yy w'[l] < [Wli+1:n]l.

Comme w'[i] = 0, ona |w'| = Y/ w'[l] < d, ce
qui est en condradiction avec I’hypothése |w’| = d. Par
conséquence, il n’y a pas de support pour z; = 0. O

Proposition 3.3 Si |u[1
n’est pas AC.

s |+ [%o i :

n)| < dalorsz; =1

Preuve. Supposons que I'on a |w[1 : i]| + |W[i : n]| S
et qu’il existe une instanciation w’ tel que w'[i] = 1 e
|w'| = d.

Par application du Lemme 3.1 sur la séquence
T, xi,ona Y wl] < W[4

Par application du Lemme 3.1 sur la séquence

Ty xiona Yy w'(l] < [Wwli:n]l.

Donc, comme w'[i] = 1, on a |[w'| = Y ;_, w'[l] +
Yo, w'll] = 1 < d, ce qui contredit I’hypothese |w’| = d.
Par conséquent, il n’y a pas de support pour x; = 1. O

Les propositions 3.2 et 3.3 définissent une regle de fil-
trage. Dans une premiere passe, de la gauche vers la droite,
on peut utiliser un algorithme similaire a 1e ftmost pour
calculer I'instanciation |[1 : §]| pour tout i € [1,...,n].
Dans une seconde passe, I'instanciation | (i : n]| pour
tout ¢ € [1,...,n] est déterminée en déroulant la méme
procédure sur la méme séquence de variables mais en sens
inverse, ie. de la droite vers la gauche. En utilisant ces ins-
tanciations, on peut utiliser alors les propositions 3.2 et 3.3
pour filtrer respectivement les valeurs O et 1. Cette procé-
dure est détaillée ci-apres.

On montre tout d’abord que ces deux régles sont com-
pletes, c’est a dire si ATMOSTSEQ est AC et si la contrainte
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FIGURE 1: Illustration de la preuve de la Proposition 3.4. Les fléches horizontales représentent les instanciations.

de cardinalité globale est AC alors une instanciation z; = 0
(resp. ©; = 1) est inconsistante ssi la proposition 3.2
(resp. 3.3) s’applique. Soit leftmost(k) I’algorithme
correspondant a 1’application de leftmost s’arrétant
lorsque la cardinalité d’une instanciation atteint une valeur
k donnée.

Lemme 3.2 Soit w une instanciation satisfiable pour
ATMOSTSEQ(u, q, [21,...,xy]). Si k < |w| alors Uins-
tanciation W}, déterminée par 1eftmost (k) est telle que
pourtoutl <i<n:

ﬁiﬂmmfgﬁiwz
Preuve. =i =i

11 est clair que pour i = 1, Y7 Wi[l] < SO0, wli].
Pour i # 1, soit m I'indice pour lequel leftmost (k)
s’arréte. On distingue deux cas. Lorsque ¢ > m, pour
toute valeur [ dans [m + 1,...,n), on a Will] <
wll] (car Wi[l] = I’IllIl(JJl)) donc Zl_ Will] <
>, wll]. Lorsque i < m pulsque Wi < |w| alors
S Will] < Jw| = 352y @Wall). Ainsi, 337, Wil <
Sl + (E:lliv[]— 7_153kH) De plus, en ap-
plicant le lemme 3.1, la valeur Z =1 1 W [1] est maximale,
donc supérieure ou égale a Zz 1 ! w[l]. Par conséquent,

Zl zwk[]<zl:1 H o

Proposition 3.4 Si ATMOSTSEQ(u, q, [21,...,%,]) est
AC et si |[W[1:i—1]|+ |Wli+1:n]| > dalors z; = 0
posséde un support.

Preuve. Soit W une instanciation déterminée par
leftmost. On considére, sans perte de généra-
lité, une variable z; telle que D(z;) = {0,1} et
|W[1:i—1]|+ [W[i+1:n]| > d et on montre que I'on
peut construire un support pour z; = 0. Si @W[i] = 0 ou
W[i] = 0 alors il existe un support pour z; = 0, donc il
n’y a besoin de ne considérer que le cas W[i] = W[i] = 1.
Soient L = |w[l:i—1]| et Wy 1 le résultat de
leftmost(d — L) sur la sous-séquence x,,...,xz;. On
veut montrer que w correspondant a la concaténation de
W[l :i—1]etde W4_g[i : n] est un suport pour x; = 0.
Tout d’abord, on montre que w[i] = 0, c’est a dire
Wa_rli] = 0. Par hypothese, comme |w[1:i—1]| +
W[i+1:n]| > d, onalWwli+1:n]| > d— L. Consi-
dérons maintenant la séquence x;, ..., Z,, et soit w’ le
vecteur tel que w'[i] = 0 et w' = W[i+1:n] dans

les autres cas. Comme |w'| = |W[i+1:n]| > d — L,
avec le lemme 3.2 on sait que w’ a une cardinalité plus
grande que Wq4_p, sur toute sous-séquence débutant a i,
donc w(i] = Wa_p[i] = w'[i] = 0.

On montre maintenant que w ne viole pas la contrainte
ATMOSTSEQCARD. De maniére évidente, comme cette
instanciation est la concaténation de deux instanciations
consistantes, elle ne peut violer la contrainte qu’a la jonc-
tion, i.e. sur une sous-séquence T;, ..., % 41 telle que
j<ieti<j+q.

On montre que la somme de toute sous-séquence
est inférieure ou égale a u en les comparant avec 0,
comme illustré dans la Figure 1. On a Zg:ffl W]

u et Z;_ vl = Z w[l]. De plus, avec le
lemme 3.2 comme |uW[i: H = |Wwezl = d-
L,oon a S0t 0, o) < /ATl done

thq Lwll] < fofl 2 [1]. Par conséquent, on conclue
que 33717 wl) < w. o
Proposition 3.5 Si ATMOSTSEQ(u, g, [21, . . .,

AC et si |Jw[l : 4]| + |w[n
pour x; = 1.

x,)) est
:4]| > d alors il y a un support

Preuve. Soient @ et % deux instanciations déterminées par
leftmost sur respectivement xy,...,%, €t Ty, ..., T1.
On considere sans perte de généralité une variable z; telle
que D(z;) = {0,1} et |W[1:4]| + [W[i:n]| > deton
montre que 1’on peut construire un support pour z; = 1.
Si W[i] = 1 ou W[ /] = 1 alors il existe un support pour
x; = 1, donc il n’y a besoin de ne considérer que le cas

i) = Wli] = 0.

Soit L = |W[1:4]| = |W[1:i—1]| (cette égalité est
vérifiée car w[i] = 0). Soit w L—1 une instanciation obte-
nue en utilisant leftmost(L — 1) sur la sous-séquence
T1,...,T;_1 et soit %d, £ une instanciation obtenue par
leftmost(d — L) sur la sous-séquence T, . .., Tit1-

On montre que w vallant w[i] = 1, Wp_q sur
T1,...,T;_1¢€t W41, sur Zitly .-, Tp, €St UN SUPPOIL.

De maniere évidente, |w| = d, ainsi il reste a vérifier que
seules les contraintes de capacité sont satisfaites. De plus,
comme cette instanciation est la concaténation de deux ins-
tanciations consistantes, elle peut violer la contrainte qu’a
la jonction, i.e., pour une sous-séquence x;, ...
telleque 7 <ieti < j+q.

On montre que la somme de toute sous-séquence est
inférieure ou égale a2 uw en la comparant avec W et

y Lj+q—1



W 4_r. Tout d’abord, notons que sur la sous-séquence
T1,...,Ti 1, ﬁL,l = E?, sauf pour le plus grand indice
a tel que Wla] = 1 et w[a] = 0. De la méme facon, sur
Tpy---, Tigl, ON A Wy— = W4—r+1, sauf pour le plus
petit indice b tel que W 4_r41[b] = 1. On distingue deux
cas. Si j > a, alors Z{;g*l wll] = I wapal]
sij+qg—1 > b, et vaut 1 autrement. Et donc inférieur
ouégalaucart > jetu > 1. Sij < a. Dans ce
cas, considérons la sous-séquence zj,...,x;. Sur cet in-
tervalle, la cardinalité de w est la méme que celle de ﬁ
ie., Z;:j wll] = Zz;; Wralll+1 = Z;:j Ww[I). Sur
la sous-séquence {1, ...,%j4q—1, Notons que |wli + 1 :
n]| = |@[i+1:n]| = d — L, donc par le lemme 3.2, on
a S ] = S oo ll) < YE ). Par
conséquent, Z{i]q_l wll] < Z{i]q_l [l < u. ]

3.2 Complexité

Avec les propositions 3.2, 3.3, 3.4 et 3.5 on peut conce-
voir un algorithme de filtrage avec la méme complexité au
pire que leftmost. Dans cette section, une impleménta-
tion en temps linéaire de 1eftmost est proposée, appelée
leftmost_count, qui retourne les valeurs de |1 : ]
pour tout % (Algorithme 2).

Algorithm 2: leftmost_count

Data: [z1,...,2n],u,q,d,
Result: count : [0,...,n] — [0,...,n —1]
foreach i € [1,...,n] do
w(i] < min(z;);
occli] = 0;
foreach i € [0, ..., n] do count[i] < 0;
c[0] < w[1];
foreach i € [1,...,u + 1] do occ[n + ] = 0;
foreachi € [1,...,q] do

wln + 4] < 0;

c[t] <= c[i — 1] + wli + 1];
occ[n + c[i — 1]] < oce[n + c[i — 1]] + 1;

max_c < max({c[i] | € [1,...,4q]});

foreachi € [1,...,n]do

1 if mazr_c < u & |D(x;)| > 1 then
max_c < maz_c + 1;
countli] < countl[i — 1] + 1;
wli] < 1;

else

| count[i] «+ countli — 1];

prev < c[i — 1 mod ¢J;
next < c[i + ¢ — 2 mod ¢] + w[i + q] — wli];
c[t — 1 mod q] + next;
if prev # next then
occ[n + next] < occ[n + next] + 1;
if next + count > max_c then
L mazx_c < max_c+ 1;
occ[n + prev] « occ[n + prev] — 1;
if occ[n + prev] = 0 & prev + count = max_c then
L max_c < max_c — 1;

return count;

Il est simple de voir que leftmost_count aune com-
plexité au pire en O(n). Pour prouver sa validité, on montre
qu’une instanciation déterminée par leftmost_count

est identique a celle déterminée par leftmost.

Preuve. On donne ici ’idée générale de la preuve. Les
trois invariants ci-dessous sont vrais a chaque étape 7 de
la boucle principale :

— la cardinalité de la 5™ sous-séquence est donnée par

cli+j — 2 mod ¢] + counti — 1].
— le nombre de sous-séquences de cardinalité k est
donné par occ[n — count[i — 1] + k.

— la cardinalit¢ maximale de toute sous-séquence est

donnée par maz_c.

1" invariant : La valeur de c[j] est actualisée de deux
facons dans leftmost. Tout d’abord, a chaque étape de
la boucle, les valeurs de ¢[1] a ¢[g] sont décalées vers la
gauche. Donc, il n’y a qu’une seule valeur nouvelle. En
utilisant 1’opération modulo, on peut mettre a jour seule-
ment ces valeurs. Puis, lorsque wl[i] est fixé a 1, on in-
crémente c[1] & c[g]. Comme cela se produit exactement
count[i — 1] au début de I’étape 4, on peut simplement
ajouter count[i — 1] pour obtenir la méme valeur que dans
leftmost.

2"m¢ jnyariant : La structure de données occ est un ta-
bleau mémorisant, pour I’instanciation courante w, a I’in-
dice n + k, le nombre de sous-séquence incluant x; avec
une cardinalité k£ Donc, en décrémentant le pointeur vers
le premier élément du tableau, on décale en pratique le ta-
bleau complet. Ici aussi, la valeur de count[i — 1], ou plutdt
I’expression (n — count[i — 1]), pointe exactement sur le
début recherché dans le tableau.

3'me jnyvariant : La cardinalité maximale (ou minimale)
des sous-séquences incluant x;, peut changer au plus d’une
unité au cours de chaque étape. Donc, quand la variable
maz_c doit changer, elle peut étre juste incrémentée (si
occln — count[i — 1] + maz_c + 1] passe de 0 a 1) ou
décrémentée (si occ[n — count[i — 1] + maz_c] passe de 1
a0). o

Algorithm 3: ACCATMOSTSEQCARD)

Data: [z1,...,2Zn],u,q,d
Result: AC on ATMOSTSEQCARD(u, q, d, [Z1, .., T»])
AC(ATMOSTSEQ)(u, q, [Z1, - . ., Tn]);
ub <= d — Y7 min(x;);
L + leftmost_count([z1,...,Zn],u,q,d);
if L[n] = ub then
R + leftmost_count([zn,...,z1],u, q,d);
foreach ¢ € [1,...,n] such that D(xz;) = {0, 1} do
if L[] + R[n — i+ 1] < ubthen D(z;) + {0};
if L[t — 1] + R[n — ¢] < ubthen D(x;) + {1};

L’algorithme 3 détermine 1I’AC de la contrainte
ATMOSTSEQCARD(u, q,d, [x1, ..., Zy]). A
la  premieére ligne, 1’AC de la  contrainte
ATMOSTSEQ(u, ¢, [¢1,...,x,]) est établie. Cela permet
d’assurer que la regle de filtrage exposée dans ce papier
est vérifiée. Pour des raisons de place, on ne donne pas le
pseudo-code pour I’AC de ATMOSTSEQ mais elle peut
étre réalisée en temps linéaire en utilisant une procédure



Wi 1 011 1 0 0 0

i) 1 0 01 1 1 0 0

LIi] 01 1 2 3 4 4 4 4
Rln—i+1] 109 9 9 8 7 6 6
L[i] + R[n —i+1] 11 10 11 12 12 11 10 10
L[i — 1] + R[n — 4] 9 10 10 10 10 10 10 10
AC(D(x:)) 1 0 0 0

b O OO

0
0
0

—_—

T |
1 0 1.1.1 0 0 0 1 O 1 1 1
1 01 1 1 0 0 0O O 1 1 1 1
4 4 5 6 7 7 7 7 8 8 9 10 10
6 6 6 5 4 3 3 3 3 3 2 1 00
10 10 11 11 11 10 10 10 11 11 11 11 10
10 10 9 9 9 10 10 10 10 10 9 9 10
1 0 1.1 1 0 0 O 1 1

FIGURE 2: Exemple de déroulement de 1’algorithme 3 pour v = 4, ¢ = 8, d = 12. La premiére ligne représente les domaines
courrants, les points représentent des variables non instanciées (donc ub = 10). Les deux lignes suivantes donnent les instanciations w
et 0 obtenues par leftmost_count de gauche a droite et de droite a gauche. Les troisieéme et quatrieme lignes donnent les valeurs
de L[i] = |W[1 : 9| ou R[n — i 4 1] = |W][i : n]|. Les cinquieme et sixieme ligne correspondent a I’application des propositions 3.2
et 3.3 respectvement. La septieme ligne donne 1’arc-consistance des domaines

N

similaire a leftmost_count. On cherche a calculer,
pour une instanciation correspondant a la borne inférieure
de chaque domaine, si une variable non instanciée est
couverte par une sous-séquence de cardinalité u pour les
bornes inférieures des domaines. Ceci est effectué avec
une version tronquée de leftmost_count : les valeur
de w[i] ne sont jamais mises 2 jour, i.e., elles sont fixées
a leur valeur minimale et on n’entre pas dans le bloc
« if-then-else » (condition 1 de 1’ Algorithme 2). En plus,
on mémorise dans un tableau la valeur de max_c pour
tout 7. Ce tableau est parcouru pour effecter la valeur 0
a chaque variable non instanciée couverte par au moins
une sous-séquence de cardinalité u afin de réaliser I’AC de
ATMOSTSEQ.

La suite est une application directe des propositions 3.2,
3.3, 3.4 et 3.5. Un exemple d’exécution est donné dans la
Figure 2. La complexité au pire de 1’ Algorithme 3 est ainsi
en O(n), donc optimale.

4 Résultats expérimentaux

L’ algorithme de propagation a été testé sur des instances
de car-sequencing et de crew-rostering. Les expérimenta-
tions ont été effectuées sur un processeur Intel Xeon a
2.67GHz sous Linux. Les développements ont été faits
avec Ilog-Solver. 5 exécutions aléatoires de chaque ins-
tance ont été lancées avec un temps limite de 20 minutes. 3

Pour comparer I’efficacité relatives des propagations, les
résultats sont moyennés sur plusieurs heuristiques pour
réduire le biais que celles-ci pourraient introduire. Pour
chaque ensemble de données, #sol représente le nombre
d’instances résolues. Puis, on donne le temps CPU (time)
en secondes et le nombre de retour-arriere (avg bts) (tous
les deux moyennés sur le nombre de solutions obtenues, le
nombre d’instances et d’heuristiques) ainsi que le nombre
maximum de retour-arricre (max bts). Les résultats (en
termes de #sol) de la meilleure méthode sont notés en gras.

3. pour un temps total de CPU d’environ 200 jours.

4.1 Car-sequencing

Pour le car-sequencing [8, 17], n véhicules doivent &tre
fabriqués sur une ligne d’assemblage tout en respectant des
contraintes de capacités et de demande.

Nous nous sommes basés sur le modele standard implé-
menté avec Ilog-Solver. Il y a n variables enticres repré-
sentant les classes de véhicules de chaque position dans
la ligne d’assemblage et nm variables booléennes y; re-
présentant le fait que le véhicule placé en "¢ position
nécessite 1’option j. La demande de chaque classe est ex-
primée avec une contrainte de cardinalité globale (GCC)
et I’arc-consistance de cette contrainte est réalisée avec
Ilog [14]. Quatre modélisations pour les contraintes de
capacité sont comparées (disant que pour chaque option
J, chaque sous-séquence de taille g; contient au plus u;
variables d’option fixées a 1) associées aux contraintes
de demande de chaque option (déduites des contraintes
de demande sur chaque classe). La premic¢re modélisa-
tion (sum) comprend une simple décomposition en une sé-
quence de contraintes somme pour les contraintes de capa-
cité ainsi qu’une contrainte somme supplémentaire expri-
mant la demande. La seconde modélisation, (gsc) utilise
une contrainte GSC par option. La troisieéme, (amsc) est
une application de la procédure d’ AC introduite dans cet ar-
ticle pour la contrainte ATMOSTSEQCARD. Enfin, la qua-
trieme modélisation, (amsc+gsc) combine les contraintes
ATMOSTSEQCARDet GSC.

34 heuristiques obtenues par combinaisons de différents
parametres ont été utilisées : exploration de la ligne d’as-
semblage soit de maniere lexicographique soit depuis le
milieu vers les bords ; branchement sur 1’affectation d’une
classe ou d’une option a une position dans la ligne ; sélec-
tion de la meilleure classe ou option a I’aide de différents
criteres évidents (demande maximum, ratio «/q minimum)
ou de criteres plus complexes dérivés de ceux proposés
dans [5, 16].

3 groupes d’instances de la CSPLib [9] ont été considé-
rés. Le premier groupe, appelé setl par la suite, comporte
70 instances a 200 véhicules, toutes satisfiables. Dans le



second groupe, il y a 9 instances de 100 véhicules réparties
en 4 satisfiables, notées set2 et 5 instances insatisfiables,
noté set3. Le troisieme groupe contient 30 instances de
plus grande taille (jusqu’a 400 véhicules), parmi elles, on
a considéré les 7 instances connues pour étre satisfiables,
notées set4.

Les résultats sont présentés dans la Table 1. Dans tous
les cas, la meilleure valeur en terme de nombre de pro-
blemes résolus est obtenue soit avec amsc+gsc (pour les
instances de petite taille ou insatisfiables) ou avec amsc
seul (pour les instances de plus grande taille set2 et set4).
Globalement, on note que GSC permet d’élaguer beaucoup
plus de valeurs incohérentes que ATMOSTSEQCARD. Tou-
tefois, la propagation de GSC ralentit tres significativement
la recherche (on a observé un facteur 12.5 sur le nombre
de nceuds explorés par seconde). Par ailleurs, les niveaux
de filtrage obtenus par ces deux méthodes sont incompa-
rables. En conséquent combiner ces deux contraintes est
toujours bénéfique plutdt que d’utiliser GSC seule.

Dans [18], les auteurs ont évalué leur proposition sur
les instances setl, set2 et set3. Dans leurs expérimenta-
tions, ils ont considéré les meilleurs résultats obtenus pour
2 heuristiques (o et min domain). En propageant unique-
ment COST-REGULAR ou GEN-SEQUENCE 50.7% des
instances sont résolues alors qu’en les combinant avec GSC
65.2% sont résolues (avec un temps maximum de 1h). Dans
nos expérimentations, en moyenne sur les 34 heuristiques
et sur les 5 exécutions aléatoires, ATMOSTSEQCARD et
Gsc résolvent respectivement 82.5% et 86.11% des ins-
tances et la combinaison des deux permet de résoudre
86.36% des instances avec un temps CPU limite de 20 mi-
nutes.

4.2 Crew-rostering

Pour le crew-rostering, des périodes de travail doivent
étre allouées a des employés sur un horizon donné de telle
sorte qu’il y ait suffisament de personnes pour assurer un
service a chaque période et que les contraintes sur 1’orga-
nisation du travail soit respectées. Cette derniere condition
peut entrainer une grande variété de contraintes. Des tra-
vaux antérieurs [11, 13] s’appuient sur des motifs autori-
sés (ou interdits) pour exprimer des contraintes sur des pé-
riodes successives. Par exemple, s’il y a 3 périodes de 8
heures par jour : J (jour), S (soir) et N (nuit), NJ peut étre
interdit pour exprimer le fait que les employés ont besoin
d’un repos apres une période de travail de nuit. Cet article
considere un cas simple avec 20 employés, 3 périodes de
travail de 8 heures par jour sur lesquelles on ne peut tra-
vailler plus de 8 heures par jour, pas plus de 5 jours par
semaines et que les pauses entre deux périodes de travail
doivent étre d’au minimum 16 heures. L’horizon est de 28
jours, chaque employé doit travailler en moyenne 34 heures
par semaine (17 périodes sur 4 semaines).

La modélisation se base sur une variable booléenne e;;
pour chacun des m employés et des n périodes traduisant
le fait qu’un employé : travaille en période j. La demande
d; de chaque période j est propagée avec une contrainte de
somme : )" | e;; = d.* Les autres contraintes sont po-
sées en utilisant deux contraintes ATMOSTSEQCARD par
employé : ’une avec le ratio u/q = 1/3, I’autre avec le ra-
tio 5/21, les deux contraintes ont la méme demande d = 17
correspondant a 34 heures de travail par semaine. Trois
modélisations sont comparées. Dans la premiere, (sum),
ces deux contraintes sont décomposées avec une séquence
de contraintes de somme. La seconde, (gsc) utilise une
contrainte GSC. Notons que dans ce cas, comme les va-
riables sont booléenne, la contrainte GCC de GSC n’est rien
d’autre qu’une contrainte de somme. Donc, elle ne peut pas
élaguer plus que la contrainte ATMOSTSEQCARD (mais
elle est plus puissante que la décomposition en somme).
La troisieme modélisation, (amsc) emploie la contrainte
ATMOSTSEQCARD présentée dans cet article.

Les demandes sur I’horizon sont régulieres sur les 4 se-
maines : pour les périodes de jour et de soir, 6 employés
sont nécessaires en semaine et 2 pour le week-end ; sur les
périodes de nuit 3 employés sont nécessaires en semaine et
seulement 1 en week end. De plus, un ensemble d’indispo-
nibilités a été générées aléatoirement pour chaque employé
sur les différentes période. 281 instances ont été générées,
avec des indisponibilités de 18% & 46% par pas de 0.1. Ces
instances peuvent étre partitionnées en trois groupes : le
premier groupe comporte 126 instances avec peu d’indis-
ponibilités (toutes les instances sont satisfiables), le troi-
sieme groupe est composé de 44 instances (principalement
insatisfiables) avec un fort ratio d’indisponibilité, le reste
des instances constituent le second groupe.

L’heuristique de branchement utilisée est la suivante :
pour chaque employé ¢ on sélectionne celui ayant un slack
minimal o; = n; — % et on I’affecte & une période
possible ayant le slack minimum 0} = m; —dj, oun,
(resp. m;) représente le nombre de variables e;; (resp.
exj, k € {1..20}) non instanciées et d; (resp. d3) le nombre
résiduel de périodes devant étre travaillées par I’employé
1 (resp. d’employés devant étre affectés a une période j).
De plus, on utilise une seconde heuristique s’appuyant sur
les mémes principes mais sélectionnant d’abord la période
puis I’employé.

Les résultats obtenus sont données dans la Table 2.
L’algorithme d’AC proposé réalise plus de filtrage que la
décomposition en contraintes somme et que la contrainte
Gsc. Cependant, selon les heuristiques et les exécu-
tions aléatoires, la taille de 1’arbre de recherche n’est
pas toujours la plus petite. On observe que notre filtrage
ATMOSTSEQCARD n’est que marginalement plus lent en

4. Les instances générées ont exactement autant d’employés que né-
cessaire pour assurer le service total, on peut ainsi utiliser une contrainte
d’égalité.



TABLE 1: Evaluation des méthodes de filtrage (en moyenne sur toutes les heuristiques)

setl (70 x 34 X 5) set2 (4 X 34 X 5)

set3 (5 X 34 X 5) set4 (7 X 34 X 5)

Meéthodes #sol | avgbts | max bts | time || #sol | avgbts | max bts time || #sol | avg bts | max bts time || #sol | avgbts | max bts | time
sum 8480 | 231.2K | 25.0M | 13.93 95 1.4M 153M | 76.60 0 - - | > 1200 64 | 543.3K | 13.7M | 43.81
gsc 11218 1.7K 23M | 3.60 || 325 | 131.7K 1.5M | 110.99 31 | 553K | 218.5K 276.06 || 140 | 25.2K | 321.9K | 56.61
amsc 10702 | 39.1K 13.8M | 4.43 || 360 | 690.8K | 10.2M | 72.00 16 | 40.3K 83.4K 8.62 || 153 | 201.4K 3.2M | 33.56

amsc+gsc || 11243 1.2K 1.IM | 343 || 339 | 118.4K 1.0M | 106.53 32| 577K | 244.7K 28543 || 147 23.8K | 371.0K | 66.45

TABLE 2: Evaluation des méthodes de filtrage (en moyenne sur toutes les heuristiques)
sous-contraints (5 X 2 x 126) difficiles (b x 2 x 111) sur-contraints (5 X 2 x 44)
Benchmarks . . .
#sol | avg bts | max bts | time || #sol | avg bts | max bts | time || #sol | avg bts | max bts | time
sum 1229 | 110.5K | 10.1M | 12.72 || 574 | 370.7K | 13.4M | 38.45 || 272 | 52.1K 57M | 5.56
gsc 1210 6.2K | 297.2K [ 29.19 || 579 | 23.5K | 433.5K | 77.78 || 276 7.7K 378.9 | 24.14
amsc 1237 | 34.2K 75M | 5.82| 670 | 213.4K 7.5M | 31.01 || 284 51.3 75M | 6.22

termes de nceuds explorés par seconde que la décomposi-
tion en somme et beaucoup plus rapide (avec un facteur
20.4) que Gsc. Il peut résoudre 15.7% et 16.7% de pro-
blemes en plus (dans le temps limite de 20 minutes) parmi
les instance les plus difficiles que la contrainte GSC et la
décomposition en somme, respectivement.

5 Conclusion

Cet article propose un algorithme linéaire pour réali-
ser 1’arc-consistance de la contrainte ATMOSTSEQCARD.
Les évaluations expérimentales, sur des problemes de car-
sequencing et de crew-rostering, ont montré que cette
contrainte pouvait étre utile pour ces applications.
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