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La dimension ainsi que la résolution spatiale du champ source qui peut €tre reconstruit a partir d’'un nombre limité
de mesures microphoniques est fondamentalement limitée par le nombre de microphones et les dimensions de
I’antenne. Il n’existe a ce jour guere de solutions pour outrepasser cette limite. L’approche qui consiste a déplacer
I’antenne et a juxtaposer les solutions d’une série de problemes locaux est largement sous-optimale est sujette a
d’inévitables erreurs de bords : le probleme bien posé consiste a reconstruire le champ source complet a partir
d’une série de mesures successives correspondant a des positionnements de 1’antenne en différents emplacements
qui le recouvrent. Ainsi formulé, le probleme s’apparente a une analyse factorielle avec variables latentes cachées
(les sources). Cette thématique, riche en retombées mais difficile du point de vue théorique est actuellement en

cours d’étude.

1 Introduction

L’imagerie acoustique consiste a reconstruire la
distribution des sources de bruit a partir de mesures
du champ acoustique qu’elles rayonnent a une certaine
distance. Dans la majorité des cas, les mesures sont
réalisées a I’aide d’une antenne de microphones, dont
la taille forcément réduite pour des raisons de coiit et
d’encombrement, impose des limites strictes a la capacité
de reconstruction. Par exemple, les méthodes en champ
proche nécessitent idéalement que I’antenne recouvre la
totalité du champ source (voire largement plus pour la
version classique de NAH basée sur la transformation de
Fourier discrete spatiale) et ceci avec une densité d’autant
plus importante de microphones qu’il s’agit de monter en
fréquence. Etant donné un nombre fixe de microphones (de
voies de mesures), ces deux contraintes sont antagonistes.
Par ailleurs, méme si un compromis peut étre atteint, il ne le
sera que pour une dimension précise de 1’objet a étudier et la
géométrie d’antenne correspondante s’adaptera difficilement
a un objet plus grand ou plus petit. Un autre exemple
classique est donné par la formation de voies qui nécessite
idéalement une densité de microphones qui s’adapte avec
le domaine fréquentielle d’étude afin de conserver une
résolution spatiale constante. Enfin, certains objets de forme
complexes (par exemple oblongues) se prétent mal a une
analyse avec une antenne stationnaire de forme classique.

Pour toutes ces raisons, il est souvent nécessaire en
contexte industriel — lorsqu’une antenne spécifique ne
peut pas étre systématiquement construite sur mesure —
de procéder a une série de prises de mesures consécutives
en déplacant une méme antenne a différentes positions
devant ou autour de I’objet d’intérét. Contrairement au cas
ou toutes les mesures sont réalisées simultanément, cette
pratique se heurte a la difficulté de ne pas avoir un acces
direct aux relations de phase entre les signaux issus de
mesures consécutives, information qui est pourtant capitale
a la mise en oeuvre des algorithmes de rétropropagation
(holographie acoustique, méthode des sources équivalentes,
BEM, ...) ou de localisation (formation de voies) [1]-[4].
Il existe principalement deux approches classiques qui
permettent de contourner cette difficulté, chacune avec ses
limites. La premiere consiste a utiliser un ensemble de
signaux de références fixes, fortement corrélées avec le
champ source, qui permettent de reproduire indirectement
les relations de phase entre mesures consécutives [8]-[13].
La faisabilité de cette approche repose essentiellement sur
la disponibilité de références caractérisées par un excellent
rapport signal-a-bruit et en nombre suffisant pour reproduire
la dimension stochastique du champ source (nombre de
sources décorrélées qui le compose). 11 est par ailleurs clair
que les mesures supplémentaires réservées aux références se
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fait au détriment du nombre de voies de mesures disponibles
pour les microphones. La deuxieme approche, plus récente,
consiste a s’affranchir de références et a réaliser les mesures
consécutives en champ trés proche (“patch holography”),
de maniere a pouvoir supposer que le champ rayonné par
les sources au droit de 1’antenne est essentiellement mesuré
et peu affecté par le rayonnement en dehors de la zone
couverte [14]-[18]. A partir de cette hypotheése de base,
des procédures itératives sont envisageables pour assurer la
continuité de la distribution reconstruite aux frontieres des
zones couvertes.

Cet article propose une approche radicalement différente
de celles connues dans I’état de I’art. L’idée centrale
consiste a représenter le champ source a 1’aide de variables
cachées, dont on cherchera a reconstruire la matrice de
covariance qui reproduit au mieux les prises de mesures
consécutives. L’approche s’affranchit completement de la
nécessité des signaux de références (bien qu’elle puisse
facilement é&tre adaptée a la prise en compte de leur
éventuelle présence) et ne suppose pas que le champ
mesuré soit rayonné uniquement par la zone couverte.
La seule hypothese utilisée est que le champ acoustique
rayonné est statistiquement stationnaire. Par conséquent,
il est théoriquement possible de synthétiser virtuellement
n’importe quel type d’antenne par simple déplacement d’une
antenne prototype. Ceci permet non seulement de couvrir
une large surface rayonnante, quelle que soit sa forme,
mais aussi de modifier a souhait la densité de microphones
et de réaliser de synthétiser des mesures multi-couches.
Les mesures ainsi synthétisées pourront servir a alimenter
n’importe quel type d’algorithme de rétropropagation.
L’objectif de cet article est essentiellement de donner les
fondements théoriques de cette approche. Dans un premier
temps, une modélisation stochastique du champ source a
I’aide de variables latentes est proposée. La résolution du
probléme inverse est ensuite formalisée dans le cadre de
I’inférence bayésienne et réalisée a 1’aide de I’algorithme
EM. Un critere original pour le réglage du parametre de
régularisation, élément crucial pour I’inversion acoustique,
est également préconisé. Enfin, des exemples de validation
sont donnés sur des signaux simulés.

2 Paramétrisation du probleme

Les objectifs mentionnés ci-dessus impliquent la
résolution d’un probléme inverse dont les paragraphes
suivants décrivent les caractéristiques.

2.1 Paramétrisation du probleme

Soit s(r,w;{), r € I la distribution source (champ
de pression ou de vitesse normal) que 1’on cherche a
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caractériser sur une surface source I' et en une fréquence
de travail w. L’hypothese fondamentale adoptée dans cet
article est I’interprétation de la distribution source en tant
que champ stochastique stationnaire, d’ou la dépendance
en ’évenement { € £ qui appartient a 1’ensemble des
réalisations possibles qui peuvent résulter de la complétion
d’une expérience. La problématique qui nous motive consiste
a savoir reconstruire soit i) des réalisations s(r,w;{;) du
champ source par tirages aléatoires dans 1’ensemble des
évenements €, soit (ce qui est équivalent) ii) la valeur
quadratique moyenne E{Is(r, w; {)Iz} a l’aide de mesures
de pression fournies par une antenne de microphones
susceptibles d’étre déplacées en différentes positions.
Notons r,,; la position du m™®™ microphone, m = 1,..., M,
pour la i position de ’antenne, i = 1,..., P, et p(r,i, ;)
la pression acoustique mesurée en ce point. Notons que pour
un microphone donné (m fixé), les P pressions qui résultent
du déplacement de 1’antenne en P positions différentes
sont mesurées consécutivement, ¢’est-a-dire sans relations
de phase, au contraire des M pressions qui sont mesurées
simultanément par les M microphones de 1’antenne en une
position donnée de celle-ci (i fixé).

Le probleme direct qui lie les pressions mesurées au
champ source est supposé connu et donné sous la forme de
I’équation intégrale

Py i, w; ) f G(rp,ir)s(r, w; HdL(r) + n(ry,;, w; ),
I

m=1,.,M, i=1,.,P (1)

ot G(r,,Ir) est la fonction de Green (connue analytiquement
ou numériquement) entre r et r,,; et n(r,,;, w; ) un bruit de
mesure additif indépendant de s(r, w; {).

Afin de discrétiser le probleme, développons la
distribution source sur une base de fonctions spatiale
{pi(r, a))}ff=1 judicieusement choisie [5][6] :

K
S, w;0) = ) culw; HPi(r, w) @)

k=1
Notons pour une fréquence de travail w fixée, les K

coefficients cx(w;¢) qui portent les fonctions de base
¢r(r,w) s’interpretent comme K variables aléatoires qui
génerent le champ stochastique s(r, w; {). L’équation directe
(1) devient

p(rm,i’ (,(); g)

K
D Hi s @)er(@; 0) + 1, 30,
k=1

m=1,..M, i=1,.,P 3)
avec H,,jx(w) = fr G(xpmiIr)¢r(r, w)dI'(r). Les K coeflicients
cr(w;¢) qui apparaissent dans I’équation (3) sont les
inconnues du probleme. Etant donné qu’il s’agit de
variable aléatoires, la résolution du probleme inverse
consiste a trouver la densité de probabilité conjointe qui
les génere a partir des mesures disponibles. Soit N; le
nombre de snapshots disponibles a la position i. Nous
posons p;; € CM le vecteur colonne des M pressions
acoustiques {p(Ty, w; G| acquises au j®™ snapshot
de la i®m position de 1’antenne, ¢;; € CK le vecteur des
K coefficients {ci(w; i), m;; € CM le vecteur de bruit
additif {n(r,.;,w; i), et H; € C™¥ Ja matrice qui

contient les éléments [H;l,x = Hpir(w;{). Le probleme
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direct se reformule alors sous la forme plus concise

pij:Hicij+nijs i=1,..,P j= 1,...,N; (4)

II sera suppos€ par la suite que n;; suit une loi normale
complexe de moyenne nulle et de matrice de covariance
,6’%!2,- dont la cohérence spatiale €; est supposée connue
(normalisée selon tr {€2;} = M) et dont la puissance moyenne

ﬁl.z est un parametre inconnu [6].

2.2 Formulation du probleme inverse

L’inversion du systeme (4) pour chaque position i
(selon I’approche réalisée “patch holographie” [14]-[18])
est, dans le cas général, largement sous-déterminée et ne
garantie aucunement de restituer les réalisations des mémes
variables aléatoires {c(w; §)}f=l. Cependant, du point de
vue stochastique et sous 1’hypotheése de stationnarité de
la distribution source, il apparait que la méme matrice de
covariance des coefficients c;(w; {) est observee quelque soit
la position de I’antenne. En effet, posons C = E{pijp; j} et
C.. = E{c¢jjc } les matrice de covariance des pressions et des
coeflicients a a la position i. Notons que C,. est indépendante
de l'indice i par définition de la stationnarité de la source.
Les matrices de covariance sont théoriquement liées par
I’équation

CY =H,C.H +p/Q;, i=1,.,P 5)

Avec C;,p substitué par son estimateur
¢y, = Z PPl (©6)

moyenné sur plusieurs snapshots, il vient
¢ ~H,.C H +p1Q;, i=1,..P (7

qui peut étre rigoureusement résolu par rapport aux
inconnues C,. et ,Bi2 et permet in fine d’estimer la valeur
quadratique moyenne du champ source selon

5.

k=1

E{lsrw; 0P} = . dur,w)|Cec], dir ) (8)

D’un point de vue purement statistique, le probleme
se ramene a une analyse factorielle généralisée, c’est-
a-dire a une certaine factorisation de I’ensemble des
matrices spectrales Cf,,’;, (aussi appelé “’structured-covariance
estimation” [19]). Bien qu’envisageable, la factorisation
directe de la forme (7) (par exemple par moindres carrés ou
par maximum de vraisemblance) est cependant délicate pour
différentes raisons :

1. il importe de préserver le caractere défini non-négatif
de C et de 37,

2. il importe de régulariser le probleme, de sorte que les
éléments de C,.. ne prennent pas de valeurs absolues
anormalement élevées aux fréquences ou la matrice de
transfert H; est mal conditionnée (le cas critique étant
celui ot une colonne de C,. appartient au noyau de
H)),

3. I’estimation de C,., plutot que les variables aléatoires
cr(w; &) elles-mémes, se préte mal a la reconstruction
de réalisations du champ source s(r, w; {).
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Afin de palier ces difficultés, nous proposons de
reparamétrer le probleme a I’aide de variables cachées
(dites “latentes”), g, [ = 1,...,5, S < K, identiquement

et indépendamment distribuées selon des lois normales
complexes centrées réduites imposées :

S
a@0) =Y w@ea@), k=1..K 9

=1

11 vient alors

Pij = H,‘AE,‘]‘ + n;j, i= 1, v P (10)
avec € € C5 le vecteur des g et A € CKXS 1a
matrice de poids factorielles qui rassemble les nouvelles
inconnues du probléme. Par construction, A vérifie
AE{ee}A" = AA” = C, et donc la contrainte de non-
négativité de la matrice de covariance C.. De plus, mis
sous la forme (10), le probleme de factorisation (7) devient
linéaire dans les parametres ; il peut étre résolu de maniere
efficace (cf. section 4) en utilisant tous les résultats de la
régression classique comme si le vecteur £ était connu :
ceci garantira la non-négativité de ,81.2 en tant qu’estimateur
de la variance des erreurs quadratique et permettra surtout
d’appliquer toute technique de régularisation classique.
Enfin, la forme (10) présente un certain intérét physique,
car les g; 8’y interprétent comme un ensemble de § sources
décorrélées qui génerent (et permette de simuler de cette
maniere) le champ stochastique

K S
sw;0) = D dulr, )@ (L)

k=1 I=1

(1)

par superposition des fonctions d’onde ¢;(r,w)
Z,Ile oi(r, w)Ay(w). Une dimension stochastique S < K
entrainera d’ailleurs une diminution significative du
nombre d’inconnues a estimer. Notons pour finir que
la paramétrisation (10) n’est pas unique, car la post-
multiplication de A par n’importe quelle matrice unitaire
continue a produire la méme matrice de covariance C,.
Bien qu’il soit possible de forcer une forme unique pour A
(par exemple forme triangulaire supérieure), nous n’avons
pas remarqué que l’inflation de complexité qu’une telle
approche implique entraine une amélioration significative
des résultats.

3 Criteres bayésiens d’inversion

3.1 Probabilité a posteriori

Nous proposons dans cette section d’estimer les
inconnues 6 (A, ,Biz) qui figurent dans le modele
stochastique (10) a partir de [linférence bayésienne.
Cette approche présente de nombreux avantages pour
la résolution du probleme acoustique inverse, dont en
particulier un mécanisme de régularisation interne [5]-[7].
Elle consiste a considérer toutes les variables inconnues
comme aléatoires. Nous chercherons donc la solution 6
la plus probable étant donné 1’observation des mesures
P} = (pipi=1..Pj=1,.,N} Cest-da-dire qui
maximise densité de probabilité a posteriori [9I{p,~j}] ([X]
dénote la densité de probabilit¢é de la variable aléatoire
X et [X|Y] la densité de probabilité de X conditionnée a
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I’observation Y) .
vient

Par application de la régle de Bayes, il

|61tpij}| o [tpiie] 161

ou [6] représente la densité de probabilité a priori de 6.

12)

3.2 Probabilité a priori

Le choix des probabilités a priori joue un role décisif
pour stabiliser le probleme inverse : c’est le mécanisme
qui permet de compenser dans une certaine mesure la
perte d’information caractéristique a d’un probleéme mal
posé. Pour simplifier, nous supposerons que [B,-Z] oc 1. Par
contre, la spécification de [A] est importante pour interdire
(régulariser) les valeurs anormalement élevées de Ag;; dans
le modele (10). Nous proposons dans ce travail d’utiliser la

loi XS

[A] = (xS (13)
qui implique que les éléments A;; sont indépendamment et
identiquement distribués selon une loi complexe normale de
moyenne nulle et de variance o, telle que E{AAY} = o?.
Le réglage de I’hyperparamétre o permettra par la suite de

contrdler la régulation du probleme inverse.

2 [ AH
eSa r{AYA}

3.3 Algorithme EM

La maximisation directe de la probabilité a posteriori (12)
est un probleme difficile qui est considérablement simplifié
apres introduction des variables latentes ;. Il vient alors

In ( f [{p,»j}|g, 0] [e] ds) +1n[6]

f |eltpij}|1n [ (pij}le. 6] + In 6]
Eeyip,;) {ln [{pij”& 0]} +1n[6]

qui découle de I’'inégalité de Jensen. La maximisation de
(14) peut alors étre entreprise de maniere itérative selon
I’algorithme EM (expectation-maximisation) qui alterne les
étapes [20]-[21]

1. Espérance : J (616},1) = Eeiip,,) 01, {ln [{p,-j}ls, 0]}+ln [6]

2. Maximisation : 6f,4+1] = Arg max J (61617)

In[(p;;}16] 16]

IA

(14)

Tous calculs faits et avec le choix (13), nous obtenons les
itérations suivantes :

1. Espérance :

(1) S(l) B H
ali 15
avec
H H H H

2. Maximisation :
s -l
=1)]

[Zz 1:31 [n]( (I)T (H?Q;lHl’)"'
X Yi, Bipvee {HHQ 1Q(’)}

vec A[n+1]

Bl r{Q7'8Y) — 2Herm {AfL H/'Q;' QY

+

Q' HiA L QA HY

[n]

a7)

ol vec est I’opérateur qui concatene les colonnes d’une
matrice les unes au-dessus des autres, tr{A} est la trace
de A et Herm{A) = A + AH.
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L’algorithme EM fait apparaitre de manicre explicite
que les matrices de covariances empiriques S% sont les
statistiques suffisantes du probleme, c’est-a-dire les seules
nécessaires a sa résolution.

3.4 Régularisation

Les équations (16) et (2) font toute deux apparaitre des
matrices a inverser dont le bon conditionnement dépend
directement des valeurs attribuées aux puissances du bruit,

5[,1], et du champ source o?. Dans le formalisme proposé,
Bi[n] est une variable du probleme qui s’ajuste a chaque
itération n selon I’équation (17). Par contre I’hyperparametre
a® nécessite un réglage a priori relativement délicat
étant donné son importance sur la qualité des résultats.
Poursuivant selon la démarche introduite dans [5], nous
proposons de trouver la valeur de o® qui maximise la
probabilité marginale [{p,-j}] = f [{p,-j}IH] [6] d6. Tous calculs
faits et aprés avoir approché la loi de Ae par une normale
complexe, a? est solution du minimum de la fonction

H o 3180 o3
u, Q2S00 *u

m,i

22 2
ass, +ﬁi

m,i

In (azsi’i +,8iz) +

(18)
ou sfni et u,;, m = 1,...,M, sont les valeurs et vecteurs

_1 1
propres de la matrice €2, * H;HY Q, *. EnI’absence de valeurs
initiales sur les puissances du bruit, la fonction (18) devra
étre conjointement minimisée par rapport aux parametres ﬁl.z.

3.5 Déficit d’information

Il est 1égitime a ce stade de s’enquérir si la reconstruction
du champ source par mesures consécutives est capable de
restituer des résultats de qualité comparable a ceux qui
auraient été obtenus a ’aide de mesures simultanées. La
question se ramene a savoir si I’ensemble (10) de P mesures
consécutives de M pressions acoustiques contient la méme
quantité d’information que PM mesures simultanées

p; = HAg; +n; (19)

ot H” [HI ---HL]" , pour un nombre identique de
snapshots, N; N, i 1,...,P. Etant donné notre
modele stochastique, I’'information de Shannon des mesures
consécutives s’exprime

P
D Hou

Hyp = (20)
i=1
P
= > N(MInze+In|o®HH] +510))
i=1
et celle des mesures simultanées
H(MP,I) = NPMInne (21)
ﬁ%gl 0
+ In|o’HH” +
0 BrQp

Il est possible de montrer que 1'inégalité Hyp1y > Hu,p)
est toujours vraie. L’égalité n’est possible que lorsque
H,,Hf’ 0 pour tous les couples d’indices tel que
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p # [ et donc de méme pour tous les interspectres
E{py;p]}} = H,E{Ae, e/l A"YH]' puisque E{Ae, e/l A"} = L.
Dans tous les autres cas I’information irrémédiablement
manquante correspond donc aux relations de phase qui
ont été perdues entre les positions successives, p et [, de
I’antenne. Cette conclusion ne veut cependant pas dire que la
reconstruction complete de la source n’est pas possible par
mesures consécutives. En effet, I’information (20) est une
fonction croissante du nombre P de positions de I’antenne ; il
importe simplement que ce nombre soit suffisamment grand
pour que l'information de Shannon Hy,p soit supérieur
a l'information nécessaire a la reconstruction du champ
source.

4 Exemple

L’algorithme proposé est illustré ci-dessous sur un
exemple de simulation (des exemples sur signaux réels
seront présentés lors de la conférence). Une distribution
de vitesse de trois sources ponctuelles est simulée dans
un plan source, a une fréquence de 500Hz, 10cm devant
une antenne prototype rectangulaire plane constituée de 25
microphones. Le rapport signal-a-bruit est de 60dB et le
nombre de snapshots fixé a 100.

Dans un premier temps [’antenne est déplacée tres
légerement par incréments horizontaux et verticaux de
10cm en 9 positions différentes parallelement au plan
source afin d’augmenter la densité des mesures et donc la
résolution spatiale théoriquement atteignable (Fig.1). Avant
d’entreprendre la reconstruction, 1’hyperparametre o’ est
déterminé selon la méthode proposée dans le paragraphe
3.4 : le critere utilisé montre I’existence d’un minimum bien
marqué qui permet une estimation sans ambiguité (Fig.2).
La Fig.3 montre la convergence de 1’algorithme EM qui
s’ensuit : au bout d’une vingtaine d’itérations seulement,
I’erreur relative sur A et ,Biz a chuté de trois ordres de
grandeur. La Fig.4 montre le résultat obtenu, en termes de
vitesse quadratique moyenne. Pour comparaison, les Fig. 5
et 6 montrent 1’estimation obtenue avec une seule prise de
mesure de 25 microphones et ce que permettrait des mesures
simultanées avec une gigantesque antenne de 25 X 9 = 225
microphones. L’amélioration de la résolution spatiale que
permettent les mesures consécutives est manifeste; la
méthode restitue des résultats dont la qualité est strictement
comparable a celle des mesures simultanées. Le gain
d’information autorisé par la multiplication des prises de
mesure consécutives est illustré sur la Fig.7 et comparé a
celui des mesures simultanées.

Dans un second temps, la méme antenne de dimension
réduite est déplacée en 4 positions différentes avec
recouvrement de 25% afin de couvrir une zone plus
grande, la densité de microphones restant sensiblement
inchangée (cf. Fig.8). Le champ de vitesse quadratique
ainsi reconstruit est représenté en Fig.11. Pour comparaison,
les Fig.9 montrent les résultats obtenus avec une seule
prise de mesure de 25 microphones et ce que permettrait
des mesures simultanées avec une grande antenne de
25 x 4 100 microphones. Ici encore, les résultats de
I’approche proposée sont tout a fait probants.
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5 Conclusion

La reconstruction d’une distribution source a partir de
prises de mesures consécutives sans référence de phase
est un probleme théoriquement délicat, mais d’une grande
importance pratique. Une solution a été proposée qui découle
d’une formulation probabiliste (bayésienne) du probleme
inverse et dont la faisabilité repose essentiellement sur
une résolution itérative par 1’algorithme EM. Les premiers
exemples d’application sont prometteurs et justifient de
poursuivre le développement de la méthode proposée.
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FIGURE 1 — Antenne de 25 microphones déplacée en 9 positions
différentes.

FIGURE 2 — Réglage du paramétre du régulation par sélection du
minimum de J(a?).

relative eror

10’ 10
iterations

FIGURE 3 — Convergence de I’algorithme EM : évolution de la norme des
erreurs relatives sur A et ,81.2.
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FIGURE 8 — Antenne de 25 microphones déplacée en 4 positions
différentes.
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FIGURE 9 — Vitesse quadratique moyenne estimée sur 4 mesures
consécutives de 25 microphones (amplitude arbitraire).
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FiGURE 10 — Vitesse quadratique moyenne estimée sur une mesure de 25
microphones (amplitude arbitraire).
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FIGURE 11 — Vitesse quadratique moyenne estimée sur une mesure
simultanée de 4x25 microphones (amplitude arbitraire).
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