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Résumé — Une méthodologie compléte est proposée pour I’identification du champ de tenseur d’élas-
ticité aléatoire a I’échelle mésoscopique modélisant une microstructure hétérogéne et complexe. Des
mesures de champs cinématiques aux échelles macroscopique et mésoscopique sont utilisées et I’iden-
tification est faite par la résolution d’un probléme d’optimisation construit a partir de deux indicateurs
numériques. Le premier indicateur permet d’évaluer une distance entre le tenseur d’élasticité macrosco-
pique (identifié a partir des mesures expérimentales macroscopiques) et le tenseur effectif construit en
homogénéisant, a I’échelle macroscopique, le champ de tenseur d’élasticité aléatoire mésoscopique. Le
second indicateur mesure la différence des niveaux de fluctuations statistiques des champs de déforma-
tion obtenus par les observations mésoscopiques et le modele numérique mésoscopique stochastique de
la microstructure.

Mots clés — Probléme inverse stochastique, identification multi-échelle, microstructure hétérogéne,
champ aléatoire, champ d’élasticité aléatoire, échelle mésoscopique, échelle macroscopique

1 Introduction

Les tissus biologiques sont parmi les matériaux les plus complexes a modéliser en ce qui concerne
le niveau de complexité de leurs constituants a I’échelle microscopique. C’est le cas de I’0s cortical pour
lequel plusieurs échelles doivent étre définies. A I’échelle macroscopique, un tel milieu est souvent mo-
délisé comme un matériau homogéne dont les propriétés mécaniques effectives peuvent étre identifiées
par des mesures expérimentales. A I’échelle microscopique, ce matériau est non seulement hétérogéne
et aléatoire, mais il ne peut pas étre décrit en termes de constituants mécaniques (voir par exemple [15]).
C’est la raison pour laquelle une échelle mésoscopique est introduite pour modéliser les propriétés ap-
parentes du champ de tenseur d’élasticité aléatoire, mais il est alors nécessaire d’identifier en inverse ce
champ en utilisant des mesures expérimentales d’un échantillon sous un chargement (voir par exemple
[2, 3, 4]. Dans le paragraphe 2, une approche multi-échelle est proposée pour identifier le modéle sto-
chastique a priori du champ de tenseur d’élasticité apparent a I’échelle mésoscopique. Des mesures
mésoscopiques et macroscopiques des champs de déplacements sont utilisées et sont supposées étre ob-
tenues sur un seul échantillon a un chargement donné. Dans le paragraphe 3, un exemple est donné, pour
lequel les mesures expérimentales sont construites numériquement.

2 Meéthodologie pour I’identification du champ de tenseur par une ap-
proche multi-éhelle

2.1 Mesures expérimentales aux échelles mésoscopiques et macroscopiques

Soit la microstructure d’un matériau élastique linéaire hétérogéne occupant un domaine Q"™ de
bord 0Q™a ‘pour laquelle, a I’échelle mésoscopique, le champ de tenseur d’élasticité apparent est mo-
délisé par un champ de tenseur aléatoire C™*° et, a I’échelle macroscopique, le tenseur d’élasticité effec-
tif, construit par homogénéisation [1, 9, 14], est noté C™, On suppose que I’échantillon est soumis a



un chargement extérieur et que des mesures expérimentales du champ de déplacements macroscopiques
sont obtenues, par exemple, en utilisant une caméra optique et une méthode de corrélation d’image [8].
En supposant que I’échantillon est encastré sur la partie I3 du bord dQ ™M™, |e chargement extérieur
consiste a appliquer une force surfacique fM° sur une partie ™2 du bord 0Q ™M, De telles mesures
expérimentales a I’échelle macroscopique implique que les déplacements ne sont connus qu’aux noeuds
d’une grille macroscopique superposée au domaine macroscopique "3, Celle-ci permet de définir un
maillage éléments-finis du domaine QM sur lequel on construit I"interpolation éléments-finis, W75,
des mesures macroscopiques. Le tenseur linéarisé des déformations, €55, associées a ugy, ' est alors
calculé. Toutefois, le mesures macroscopiques mesurées dépendant de la taille de la grille macrosco-
pique et, habituellement, celle-ci n’étant pas suffisamment fine pour permettre une observation précise
des fluctuations spatiales du champs de déplacement a I’échelle mésoscopique, des mesures du champ
de déplacements sont aussi faites dans des sous domaines a I’échelle mésoscopique, chaque sous do-
maine étant un volume élémentaire représentatif (VER) de la microstructure a I’échelle mésoscopique.
Cela signifie que les fluctuations statistiques de C™¥"® sont quasi-nulles et donc C™Ma" est approxima-
tivement déterministe. La méthode expérimentale permet de connaitre les valeurs du champ de déplace-
ment mésoscopique aux noeuds d’une grille mésoscopique pour chaque sous domaine 3"*°, Celle-ci
permet de définir un maillage éléments-finis du domaine Q™° sur lequel on construit I’interpolation
éléments-finis, ug;gSO, des mesures mésoscopiques. Le champ de tenseur des déformations linéarisées,
Egxp » ASSOCIEES A ugyp © est alors calculé.

2.2 ldentification directe du champ de tenseur élastique a I’échelle macroscopique pour

un échantillon

La premiére étape consiste a résoudre un probléme inverse pour I’identification directe du tenseur
d’élasticité effectif C™a"° correspondant aux mesures macroscopiques. Pour cela, on suppose qu’il existe
un paramétrage du tenseur C™M"® = C(a™M"), ce qui permet, par exemple, de prendre en compte les
symétries matérielles. Le vecteur des paramétres a™ appartient donc a un ensemble admissible A™ar,
Pour a donné dans A™™® on note u™(a), la solution du probléme aux limites d’élasticité linéaire
pour une microstructure occupant le domaine QM de tenseur élastique C(a), encastrée sur I'™Macr
et soumise a une densité de force surfacique fM°° syr M | e champ des déformations linéarisées
associé a uM™(a) est noté £M(a). L’identification directe de C™M'® = C(a™¥°) consiste alors a
calculer a™a"™ comme étant la solution d’un probléme d’optimisation

R 2
2™ —arg_min {|[e5AT ™ ()|} 1)

ou [[|Al]] = Jomaero A(x) : A(x)dx pour tout champ de tenseur du second-ordre symétrique A.

2.3 Premier indicateur numérique pour I’identification a I’échelle mésoscopique

On suppose qu’il existe un paramétrage du champ de tenseur aléatoire C"*° = C(b™°) pour le-
quel le vecteur des paramétres b™° appartient a un ensemble admissible A™°, Pour tout b donné
dans A™° on note UM (b), le champ de déplacement aléatoire indexé sur QM qui est solution
du probleme aux limites pour la microstructure aléatoire linéaire élastique hétérogene, occupant le do-
maine QM*° dont le champ de tenseur élastique apparent est C(b) et pour la condition de Dirichlet
UM () = ugye® sur 9Q M presque-stirement. Le champ aléatoire des déformations linéarisees associé
a UM0(p) est noté £M°(b). On définit alors le premier indicateur numérique Iy (b) par

(13(2m*° (b)) — 8" (e ) [*)

Il(b) = 6*(8&%50)2 ) (2)

ol (-) est I’opérateur de moyennage spatial sur Q% ; §(A) = (E{||A—E{A}|?}/|[E{A} HZ)% est le coef-
ficient de dispersion de tout tenseur du second-ordre symétrique A et & (egp ) = ({llegxp  — (Eaxp ) )2/

1
(e I1%)2.



2.4 Second indicateur numerique pour I’identification a I’échelle mésoscopique

Pour b donné dans A™M®°  |’homogénéisation stochastique permet de construire le tenseur effectif
élastique a I’échelle macrosopique, C(b), a partir de C(b). Puisque chaque sous domaine Q"*° est
supposé étre un VER, alors E{C(b)} est approximativement égale a une réalisation quelconque C(b;0)
de C(b). Le second indicateur numérique, l2(b), est alors défini comme étant une distance entre C™a¢"® =
C(amxm) et E{C(b)} ~ C(b;0)

l2(b) = [E{C(b)} —C(a™")|*. ©)

2.5 Probléme d’optimisation pour I’identification de c™M®°

L’identification du modéle probabiliste du champ aléatoire C™° est faite en calculant b™3"® comme
étant la valeur de b dans A™°qui minimise simultanément la somme des indicateurs l;(b) et la somme
des indicateurs l,(b) de chaque sous domaine QM.

3 Application a un exemple numérique

3.1 Configuration expérimentale

On considere une microstructure dont le matériau est linéaire, élastique, isotrope transverse. La géo-
métrie tridimensionnelle de I’échantillon est supposée étre celle d’un cube dont les arrétes ont pour
longueur 10~?m. L’échantillon est encastré sur le bord inférieur et une densité de force surfacique est
imposée sur le bord supérieur. La symétrie de la configuration expérimentale (géométrie, chargement,
isotropie transverse) permet de poser I’hypothése d’un état de contraintes planes et, par conséquent,
QMmacro est yn domaine ouvert de R?, représentant I’une des sections transverses du domaine occupé par
I’échantillon.

3.2 Paramétrage du tenseur élastique a I’échelle macroscopique

Le paramétrage C(a) est construit en supposant que les propriétés élastiques effectives de la macro-
structure sont celles d’un milieu isotrope completement défini par les modules d”Young transverse & ,
et longitudinal e_,, par les coefficients de Poisson transverse vr 5 et longitudinal v 5, par le module de
cisaillement transverse gr o. On a alors a = (€t a,€La,VT,a,VL 2,07 a)-

3.3 Paramétrage du champ de tenseur élastique apparent a I’échelle mésoscopique

Habituellement, C(b) est associé a un champ aléatoire [C(b)] & valeurs dans I’ensemble des matrices
(6 x 6) symétriques définies positives. On introduit le champ de matrice de souplesse aléatoire [S(b)] pris
dans I’ensemble SFE* (voir [10, 11, 12, 13]). On a donc [C(b)] = [S(b)]~*. Puisqu’en moyenne le ma-
tériau de la microstructure est isotrope transverse, E{[S(b)]} est alors entiérement défini par les modules
d”Young transverse er p, et longitudinal erp, par les coefficients de Poisson transverse vr p et longitudi-
nal vrp, par le module de cisaillement transverse gr,. On a donc b = (et p,eLp, VT.b,VLb,ITbs b, Op)
ou ¢, est une longueur de corrélation spatiale et &, est un coefficient de dispersion introduits dans la
construction de I’ensemble SFE™.

3.4 Construction numérique des observations expérimentales méso-macroscopiques

Pour construire les mesures expérimentales, il est nécessaire de modéliser toute la microstructure sur
le domaine QM3 en contraintes planes. Afin de valider la méthodologie proposée, on construit volontai-
rement les mesures expérimentales en utilisant le méme modele mésoscopique des propriétés élastiques
apparentes que celui introduit dans le paramétrage C(b) (voir le paragraphe 3.3). On introduit donc
le champ de tenseur aléatoire stationnaire 6<bmaﬂ°), indexé sur QM dont la restriction sur chaque
SOuUs domaine QmESO eSt C(bmacm) avec bmacro — (e{rjgcr%emgcrojvﬁgcrojvmgcm’g{rjgcroltr)nacro’Skr)nacrO) Ol‘.l
emacro — 9.9 x 10° Pa, v{'%r0 = 0.38, ¢"M° = 1.25 x 10~*m et §"*™ = 40%. La configuration expé-
rimentale est modélisée par un probleme (déterministe) aux limites sur le domaine Q" et pour une
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Fig. 1 — Mesures macroscopiques du champ des déformations linéarisées sur la grille macroscopique

10 x 10 et les 16 sous domaines Q™. Graphe de x — {eg&™° (x) }11.

3 Experimental strain field at mesoscale ¢
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Fig. 2 — Mesures mésoscopiques du champ des déformations linéarisées sur la grille mésoscopique 100 x
100 d’un sous domaine Q™. Graphe de x — {eg>°(x) }11.-

réalisation quelconque C(b™*™; @) de C(b™*). La résolution de ce probléme aux limites est faite en
utilisant la méthode des éléments finis avec un maillage de dimensions 1000 x 1000. Les mesures macro-
scopique en déplacements sont extraites des valeurs nodales sur une grille 10 x 10 du domaine (3",
Le pas de la grille est donc10-3m. La figure 1 montre le graphe de € @iNsi construit et les 16 sous
domaines QM®°, Les mesures mésoscopiques sont extraites des déplacements nodaux sur une grille
100 x 100 dont le pas est 10~°m. La figure 2 montre le graphe de Exp . @insi construit sur 1’un des sous
domaines QMesO,

3.5 Résultats

Dans ce paragraphe, nous ne nous intéressons qu’aux résultats partiels concernant le calcul des va-
leurs optimales b™° de b. La résolution du probléme d’optimisation multi-objectif (voir le paragraphe

somme des I1(b) | somme des I (b) Ly O eTh VTh
4.013329x10°9 | 2.612327x10-2 | 9.666667x10~° | 0.383333 | 1.023000x 1010 | 0.376200
4.059328x1079 | 2.318577x102 | 9.666667x10° | 0.383333 | 1.023000x10%9 | 0.409133

Tableau 1 — Valeurs optimales de b = (er p,€Lb,VT,b,VLb,9Tbs b, Ob).
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Fig. 3 — Front de Pareto pour le probléme d’optimisation multi-objectif. En abscisse : somme des indica-

teurs I; (b) sur 16 sous domaines QM¢°. En ordonnée : somme des indicateurs k(b) sur 16 sous domaines
Qmeso_

2.3) est faite en utilisant un algorithme génétique et le front de Pareto est présenté sur la figure 3 avec,
en abscisse, la somme des indicateurs k (b) sur 16 sous domaines Q™° et, en ordonnée, la somme des
indicateurs Iy (b) sur 16 sous domaines QM°. On remarque que la minimisation des indicateurs k (b) est
concurrentielle avec la minimisation des indicateurs b(b). On ne peut donc trouver de valeurs b™° qui
correspondent simultanément aux minima des indicateurs k(b) et des indicateurs I(b). Par ailleurs, les
7-éme et 8-eme points du front de Pareto constituent les meilleurs compromis pour I’optimisation multi-
objective. Pour ces deux points, les valeurs identifiées sont données dans le tableau 1. La comparaison
des valeurs obtenues avec celles de b™®° est tres bonne, ce qui valide la méthode.

4 Conclusions

La stratégie proposée pour I’identification du modéle probabiliste du champ d’élasticité apparent
a I’échelle mésoscopique, pour une microstructure complexe, hétérogene et aléatoire a été présentée.
L’identification est basée sur une approche multi-échelle méso-macroscopique par la résolution de deux
problémes inverses, a I’échelle macroscopique et a I’échelle mésoscopique. Un probléme d’optimisation
multi-objectif est introduit, lequel consiste a minimiser deux indicateurs numériques aux échelles méso-
macroscopiques par rapport aux parameétres d’un modele a priori du champ de tenseur des propriétés
élastiques apparentes. L’exemple numérique proposé a montré que I’identification était possible avec un
seul échantillon sur lequel des mesures expérimentales mésoscopique et macroscopiques sont effectuées.
Néanmoins, pour cet exemple, il est constaté qu’il n’est pas possible de calculer les paramétres du modele
probabiliste a priori qui minimisent simultanément les deux indicateurs numériques. Cela signifie que
d’autres modeles probabilistes a priori (par exemple [5, 6, 7]) sont a tester pour I’identification. Enfin,
cette méthode doit étre utilisée avec des mesures expérimentales (non construites numériquement).
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