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RÉSUMÉ. Dans cet article, nous proposons un nouvel ensemble de descripteurs de Fourier pour
la reconnaissance de formes couleur : les GCFD3. Ceux-ci sont construits en utilisant la
transformée de Fourier Clifford couleur (TFC) de Batard et al. (2010). Ils sont invariants en
translation et en rotation et permettent d’éviter un traitement marginal des images couleur.
Contrairement aux GCFD1 développés dans (Mennesson et al., 2011), l’objectif est d’obtenir
des descripteurs admettant une invariance supplémentaire au changement de bivecteur (un plan
couleur qui paramètre la TFC) ainsi qu’une réduction du nombre de descripteurs nécessaires
à la reconnaissance. Ces descripteurs sont testés dans le cadre de la reconnaissance d’images
couleur sur différentes bases d’images, montrant leur capacité à identifier des objets couleur.

ABSTRACT. In this paper, a new set of Fourier descriptors for color image recognition, the
GCFD3, is proposed. These descriptors are computed using the color Clifford Fourier trans-
form (CFT ) of Batard et al. (2010). The GCFD3 are invariant under translation and rotation
and avoid a marginal processing of color images. Unlike the GCFD1 defined in (Mennesson
et al., 2011), the goal is to obtain invariant descriptors under bivector change (a color plane
parameterizing the CFT ) and to reduce the size of the descriptors vector required for image
recognition. These descriptors are tested in a color image recognition framework on different
well-known image databases, showing their capabilities to identify color objects.
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1. Abstract

In the literature, there are many recent advances in terms of image recognition
(Antani, 2002 ; Datta et al., 2008). The recognition process depends highly on dis-
criminative and invariant descriptors. Among them, one can cite moment-based des-
criptors such as Hu invariants (Hu, 1962), Legendre moments or Zernike moments
(Flusser et al., 2009). Beside this approach, SIFT (Scale-Invariant Feature Transform)
descriptors are a popular choice giving very good results (Lowe, 1999).

An alternative to these methods is to define descriptors in the frequency domain.
Among them, 2D Fourier descriptors (Derrode, Ghorbel, 2001 ; Zhang, Lu, 2002 ;
Smach et al., 2008) are widely used because of their invariance properties, speed of
convergence, low computational time, etc. The majority of these frequency-based me-
thods for image recognition are dedicated to grayscale images. Extending these ap-
proaches to color images is not straightforward as the images are no longer defined as
functions from R2 to R but from R2 to R3, i.e. the value of each pixel is no longer a
scalar but a vector.

The extension of descriptors to color images is generally based on a marginal pro-
cessing of the three color channels (r,g,b) (Smach et al., 2008). Descriptors extracted
from each channel are concatenated to form the feature vector. In order to avoid this
marginal processing, other approaches consist in encoding the RGB color space in the
space of pure quaternions (Sangwine, Horne, 1998 ; Denis, 2007 ; Denis et al., 2007),
i.e.,

fHpx1, x2q � rpx1, x2qi� gpx1, x2qj � bpx1, x2qk (1)

where rpx1, x2q, gpx1, x2q and bpx1, x2q are the r,g,b channels of the color image and
i,j,k are pure quaternions.
A more general solution consists in coding the RGB color space using Clifford alge-
bras (Hestenes, Sobczyk, 1984) to achieve color treatments. In this framework, Batard
et al. (2010) propose to code the RGB colors as vectors of R4,0 :

fCpx1, x2q � rpx1, x2qe1 � gpx1, x2qe2 � bpx1, x2qe3 (2)

Their Clifford Fourier transform (CFT ) is mathematically rigorous and clarifies re-
lations between the Fourier transform and the action of the translation group through
the action of a spinor group. The definition of the CFT is

xfBpu1, u2q � »
R2

e
1
2 px1u1�x2u2qpB�I4Bqfpx1, x2qe� 1

2 px1u1�x2u2qpB�I4Bqdx1dx2

(3)
where B and I4B are unit bivectors of R4,0.
The parameter B corresponds to a color analysis plane for the computation of the
CFT . The algorithm to compute the Clifford Fourier transform from its decomposi-
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tion in a parallel and an orthogonal part is given.

The Generalized Color Fourier Descriptors (GCFD1) based on the CFT
(Mennesson et al., 2010) are then recalled and their non-invariance under the choice of
the bivector B is emphasized. These descriptors consist in computing the Generalized
Fourier Descriptors (GFD1) of Smach et al. (2008) on the parallel and the orthogonal
parts of the CFT . The two sets of descriptors are then concatenated in a single feature
vector which is invariant under translation and rotation by construction.

The core of this article proposes a new set of generalized color Fourier descriptors,
the so-called GCFD3, invariant under the choice of the bivector. Their construction
is inspired by the definition of the GFD1. Indeed, the GCFD3 are computed by
integrating the magnitude of the vector values of the reconstructed CFT on discrete
circles. The invariance under translation is provided by taking the magnitude while the
invariance under rotation is obtained by integrating on discrete circles. The invariance
under the choice of the bivector is demonstrated. The key point of this demonstra-
tion is to considerate the sum of two symmetrical values of the CFT with respect to
the origin of the frequency domain. In fact, we use a generalized Euler formula for
isoclinic rotations of R4,0 vectors. This allows to transform the sum of two isoclinic
rotations (which depend on a bivector) into a simple cosine which is independant of
the bivector choice.

The comparison between GCFD3, GFD1 and GCFD1 is achieved on three
well-known databases (COIL-100 (Nene et al., 1996), color FERET (Phillips et al.,
1998) and a noisy version of color FERET). A SVM (support vector machine) classi-
fier (Chang, Lin, 2001) is used to compute recognition rates with a 10 cross-fold va-
lidation algorithm. Experimentations have confirmed that the GCFD3 are effectively
invariant under the choice of the bivector. In most cases, one can assess that in term of
recognition rates, the following order applies GFD1   GCFD3   GCFD1. This
result is not surprizing as GFD1 contains only frequency information of the parallel
part of the CFT , GCFD1 contains the frequency information of the two parts of the
CFT and GCFD3 is an aggregation of the frequency information of GCFD1. The
GCFD3 give also competitive results versus the quaternionic Fourier-Mellin descrip-
tors of (Guo, Zhu, 2011) and the marginal method of Smach et al. (2008).
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2. Introduction

Dans la littérature, il existe de nombreuses méthodes fréquentielles dédiées à la re-
connaissance de formes. Parmi elles, les descripteurs de Fourier 2D (Derrode, Ghor-
bel, 2001 ; Zhang, Lu, 2002 ; Smach et al., 2008) sont largement utilisés en particulier
pour leurs propriétés d’invariance, leur vitesse de convergence et leur faible temps
de calcul. La majorité des méthodes fréquentielles pour la reconnaissance d’images
s’appliquent aux images en niveaux de gris. L’extension de ces approches aux images
couleur n’est pas directe car les images ne sont plus définies comme des fonctions de
R2 dans R mais de R2 dans R3. La valeur de chaque pixel n’est plus un scalaire mais
un vecteur.

De nombreuses approches fréquentielles sont étendues à la couleur en utilisant
des méthodes ad hoc comme la méthode marginale (Smach et al., 2008). D’autres
approches consistent à coder l’espace couleur RVB par l’espace des quaternions purs
(Denis, 2007 ; Denis et al., 2007) ou par les algèbres de Clifford (Batard et al., 2010)
pour réaliser les traitements couleur. Dans un travail antérieur, nous avons défini des
descripteurs de Fourier couleur en utilisant une transformée de Fourier dédiée aux
images couleur (Mennesson et al., 2010). Dans cet article, nous définissons un nouvel
ensemble de descripteurs couleur.

Cet article est une extension de (Mennesson et al., 2012) dans lequel la Trans-
formée de Fourier Couleur (TFC) de Batard et al. (Batard et al., 2010) est rappelée
ainsi que les descripteurs de Fourier couleur généralisés GCFD1 (Mennesson et al.,
2011). Un nouvel ensemble de descripteurs de Fourier couleur GCFD3, invariant
en translation et en rotation, est ensuite défini. Une série d’expérimentations sur des
bases d’images connues de la littérature (COIL-100 (Nene et al., 1996) et color FE-
RET (Phillips et al., 1998)) est menée, montrant l’efficacité de cette approche pour la
reconnaissance d’images couleur.

2.1. Une transformée de Fourier Clifford couleur (TFC)

Les transformées de Fourier classiques (Bracewell, 1986 ; Bornard et al., 1986 ;
Ghorbel, 1993) ne sont définies que pour des images en niveaux de gris. La solution la
plus immédiate et aussi la plus utilisée pour traiter les images couleur revient à calculer
trois transformées de Fourier indépendamment sur chaque canal de l’image. Cette
“généralisation” marginale pose un certain nombre de problèmes comme l’apparition
de “fausses couleurs” dans le cas du filtrage d’images couleur (Serra, 2009).

Pour éviter ce traitement marginal, Batard et al. (2010) ont défini une transfor-
mée de Fourier pour les fonctions de L2(R2;R3). Cette transformée se différencie des
autres transformées de Fourier couleur (Sangwine, Ell, 2000 ; Ell, 1992) car celle-
ci s’appuie fortement sur une interprétation géométrique. Nous verrons que ce point
de vue justifie la nécessité de choisir une direction d’analyse. Elle clarifie les rela-
tions entre la transformée de Fourier et l’action du groupe des translations à travers
le groupe des spineurs. Il est démontré dans (Batard et al., 2010) que la transformée
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de Fourier quaternionique de Sangwine et Ell (2000) est un cas particulier de cette
définition.

2.2. Définitions et rappels

Une algèbre de Clifford ClpE,Qq est une algèbre associative unitaire qui est en-
gendrée par un espace vectoriel E muni d’une forme quadratique Q. Cette algèbre
géométrique contient des éléments connus comme les scalaires ou les vecteurs, mais
aussi d’autres éléments (des bivecteurs, trivecteurs, etc.) qui sont définis à l’aide du
produit géométrique qui s’écrit pour deux vecteurs u et v :

uv � Bpu,vq � u^ v � u � v � u^ v (4)

u2 � Bpu,uq � Qpuq (5)

où � est le produit intérieur, ^ est le produit extérieur etBpu,vq est la forme bilinéaire
de E. L’expression u ^ v n’est plus un vecteur mais un bivecteur assimilable à une
portion de plan. Un élément général de l’algèbre de Clifford est appelé multivecteur.
Par exemple, soit pe1, e2, e3q une base orthonormée de R3. L’algèbre de Clifford R3,0

est de dimension 8 et admet pour base p1, e1, e2, e3, e1e2, e1e3, e2e3, e1e2e3q.
Dans ce cadre, la rotation d’un vecteur v de R3,0 s’écrit

vrot � e�
θ
2Bve

θ
2B (6)

avec B un bivecteur unitaire de R3,0 et θ un angle de rotation.
En choisissant de plonger les pixels RVB d’une image couleur dans l’algèbre R1

4,0 (les
vecteurs de R4,0), on obtient le vecteur :

fpxq � rpxqe1 � vpxqe2 � bpxqe3 � 0 e4. (7)

avec x � px1, x2q et r, v, b les canaux rouge, vert et bleu d’une image couleur.

La TFC est paramétrée par un bivecteur unitaire B (identifiable à un plan d’ana-
lyse) et s’écrit :

xfBpuq � »
R2

e
1
2 xu,xyBe

1
2 xu,xyI4Bfpxqe� 1

2 xu,xyBe�
1
2 xu,xyI4Bdx (8)

où I4 est le pseudo-scalaire de R4,0 et I4B est un bivecteur unitaire orthogonal à B.
Un bivecteur unitaire B peut être obtenu à partir du produit de deux vecteurs unitaires
orthogonaux, et nous avons choisi B � ce4 � c ^ e4 où c � c1e1 � c2e2 � c3e3,
c est un vecteur couleur choisi par l’utilisateur. Cette transformée de Fourier couleur
est inversible et son inverse s’écrit :

|fBpuq � »
R2

e�
1
2 xu,xyBe�

1
2 xu,xyI4Bfpxqe 1

2 xu,xyBe
1
2 xu,xyI4Bdx (9)
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Dans le cadre des algèbres de Clifford, un vecteur peut être décomposé en une
partie parallèle et une partie orthogonale par rapport à un bivecteur B (page 18 de
(Hestenes, Sobczyk, 1984)). Pour une image f et un bivecteur B, on peut écrire :

f � fBB�1 � pf �B � f ^BqB�1 (10)

� f‖B � fKB (11)

où

f‖B � PBpfq � pf �BqB�1 (12)

fKB � PKB pfq � pf ^BqB�1 (13)

PBpfq (respectivement PKB pfq) représente la projection parallèle (respectivement or-
thogonale) de f sur un bivecteur B.

Après quelques calculs élémentaires, l’équation 8 peut être réécrite selon cette
décomposition : xfBpuq � yf‖Bpuq � yfKBpuq (14)

où

yf‖Bpuq � »
R2

e
xu,xy

2 Bf‖Bpxqe�
xu,xy

2 Bdx (15)

�
»
R2

f‖Bpxq e�xu,xyBdx (16)

yfKBpuq � »
R2

fKBpxq e�xu,xyI4Bdx (17)

Les bivecteurs B et I4B sont identifiables au complexe imaginaire pur i car B2 �
pI4Bq2 � �1. Les équations 16 et 17 sont alors calculées à l’aide de deux transfor-
mées de Fourier rapides usuelles.
L’algorithme de la transformée de Fourier Clifford est résumé dans la figure 1.

2.3. Reconstruction de la TFC

En fonction de l’application, il peut être souhaitable de reconstruire xfB à partir deyf‖B et yfKB (Mennesson, 2011). Le vecteur xfB s’écrit :

xfBpuq � yf1,Bpuqe1 � yf2,Bpuqe2 � yf3,Bpuqe3 � yf4,Bpuqe4 (18)

où yf1,Bpuq, yf2,Bpuq, yf3,Bpuq, yf4,Bpuq sont des inconnues qu’il convient de détermi-
ner à l’aide de ses projections. L’équation 14 peut être réécrite plus en détails comme :

xfBpuq � c
�
pxfBpuq � cq � pxfBpuq � cBqB��
v
�
pxfBpuq � vq � pxfBpuq � vI4BqpI4Bq� (19)
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Bivecteur :
 B=rouge ^ e4

Image f

f projetée sur 
le plan I4B 

f projetée sur 
le plan B

F
F

T
 2

D
 c

om
pl

ex
e

F
F

T
 2

D
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om
pl

ex
e

PhaseModule 

Reconstruction 
de la transformée
de Fourier Clifford

Module Phase

 
Fourier Clifford

reconstruite

Module de la
transformée de 

f||B

f  B

Figure 1. Visualisation de la transformée de Fourier Clifford couleur avec le
bivecteur Br � rouge^ e4

où v et w définissent une base orthonormée dans le plan engendré par I4B. Pour la
résoudre, on peut alors écrire un système de quatre équations à quatre inconnues (voir
le système p1q de la figure 2).

La résolution de ce système d’équations s’écrit

xfBpuq � αpuqc� βpuqcB � ξpuqv � ψpuqvI4B (20)

� rαpuqc1 � ξpuqv1 � ψpuqw1s e1 �
rαpuqc2 � ξpuqv2 � ψpuqw2s e2 �
rαpuqc3 � ξpuqv3 � ψpuqw3s e3 � βpuqe4 (21)

La complexité algorithmique de la transformée de Fourier Clifford couleur, in-
cluant l’étape de reconstruction, est de Opn logpnqq. En effet, celle-ci ne nécessite
que le calcul de huit projections (en Opnq) et de deux transformées de Fourier rapides
(en Opn logpnqq).
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FFT 2D

cst

FFT 2D

cst

Figure 2. Système d’équations permettant la reconstruction de la transformée de
Fourier Clifford couleur

3. Les descripteurs GCFD1

Smach et al. (2008) proposent entre autres un ensemble de descripteurs de Fourier
généralisés invariants en translation et en rotation que nous appelons GFD1. Ces
descripteurs dédiés aux images en niveaux de gris sont étendus à la couleur à l’aide de
la méthode marginale. Trois ensembles de descripteurs sont ainsi extraits (un ensemble
par canal) et sont concaténés pour former un unique vecteur de descripteurs. Plus
récemment, ces descripteurs ont été étendus aux images couleur à l’aide de la TFC :
les GCFD (Mennesson et al., 2010).
Parmi ces nouveaux ensembles de descripteurs couleur, les descripteursGCFD1 sont
définis par :

GCFD1‖Bpfq �

$&
%Ip0,0qt‖B pfq,

I
p0,1qt

‖B pfq

I
p0,0qt

‖B pfq
, . . . ,

I
p0,mqt

‖B pfq

I
p0,0qt

‖B pfq

,.
- (22)

avec

Iξ‖Bpfq �

» 2π

0

���yf‖BpRθpξqq���2 dθ (23)

et m est le nombre de descripteurs calculés, ξ est un vecteur de R2 et Rθ est un
opérateur de rotation.

De manière similaire, GCFD1KB est défini grâce à yfKB . Finalement, le vecteur
de descripteurs est de taille 2 �m :

GCFD1Bpfq �
 
GCFD1‖Bpfq, GCFD1KBpfq

(
(24)
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Le calcul des invariants Iξ‖B et IξKB est illustré dans la figure 3.

I(0,0)

I(0,32)

I(0,63)

I(0,0)

I(0,32)

I(0,63)

||B

||B

||B

FFT 2D 

FFT 2D

B

B

B

…
…

…
…

f projetée sur le plan 
généré par B

Image couleur f

f projetée sur le plan 
généré par I

4
B

Figure 3. Extraction des invariants Iξ‖B et IξKB d’une image couleur avec
Br � rouge^ e4

Pour calculer l’ensemble des invariants Iξ‖B , les valeurs sur la grille discrète de la
transformée de Fourier discrète 2D doivent être intégrées sur un cercle dont le rayon
r est défini pour chaque descripteur (Smach et al., 2008).

Soulignons qu’il résulte de cette approche seulement deux ensembles de descrip-
teurs au lieu de trois pour la méthode marginale. Ces descripteurs contiennent moins
de redondances colorimétriques et sont donc plus pertinents. De plus, cette méthode
apporte un gain en complexité algorithmique car la transformée de Fourier Clifford ne
nécessite que deux transformées de Fourier (au lieu de trois pour la méthode margi-
nale).
Une remarque fondamentale est que ces descripteurs dépendent fortement du bivec-
teur B, paramètre de la TFC qui spécifie une direction d’analyse. Dans l’objectif de
s’affranchir de ce paramètre, nous proposons un nouvel ensemble de descripteurs de
Fourier couleur : les GCFD3.

4. Les descripteurs GCFD3

Les descripteurs GCFD1 sont construits en considérant séparément les parties
parallèle et orthogonale de la TFC. Il en résulte un ensemble de descripteurs dépen-
dant du choix de B. Dans l’optique d’obtenir des descripteurs invariants à ce choix,
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nous proposons un nouvel ensemble de descripteurs à partir de la TFC reconstruite
(cf partie 2.3) en s’inspirant des descripteurs généralisés de Smach et al. (2008).

4.1. Définition des GCFD3

La transformée de Fourier Clifford d’une fonction de R2 dans R1
4,0 est une fonc-

tion à valeurs dans R1
4,0 paramétrée par un bivecteur B. En remplaçant le module

d’un complexe par la magnitude d’un vecteur de R4,0 dans l’équation 23, on obtient
l’ensemble des descripteurs réels GCFD3pfq :

GCFD3pfq �
#
I
p0,0qt

B pfq, I
p0,1qt

B pfq
I
p0,0qt

B pfq
, . . . ,

I
p0,mqt

B pfq
I
p0,0qt

B pfq

+
(25)

avec

IξBpfq �
» 2π

0

���xfBpRθpξqq���2 dθ (26)

où pfB est la transformée de Fourier Clifford couleur reconstruite calculée pour un
bivecteur B et ξ est un vecteur.

Nous obtenons alors un vecteur de descripteurs qui est maintenant trois fois plus
petit que celui obtenu avec la méthode marginale et deux fois plus petit que celui ob-
tenu avec les GCFD1. Comme pour les descripteurs GCFD1, deux transformées de
Fourier rapides suffisent auxquelles il faut ajouter le coût (linéaire) de la reconstruc-
tion.

Il s’avère que les descripteursGCFD3 peuvent se déduire à partir desGCFD1‖B
et des GCFD1KB . En effet, la transformée de Fourier Clifford couleur conserve la
propriété d’isométrie de la transformée de Fourier usuelle (égalité de Parseval (Bracewell,
1986)). Cette propriété énonce que l’énergie totale d’un signal ne dépend pas de la re-
présentation choisie (fréquentielle ou temporelle). Dans notre cas, pour tout bivecteur
unitaire B, on a » �8

�8

» �8
�8

|fpxq|2dx �
» �8
�8

» �8
�8

|xfBpuq|2du (27)

D’après la définition de la TFC, on prouve que |xfB |2 � |yf‖B |2 � |yfKB |2 et nous
pouvons écrire

IξBpfq �
» 2π

0

���xfBpRθpξqq���2 dθ
�

» 2π

0

���yf‖BpRθpξqq���2 � ���yfKBpRθpξqq���2 dθ
�

» 2π

0

���yf‖BpRθpξqq���2 dθ � » 2π

0

���yfKBpRθpξqq���2 dθ
� Iξ‖Bpfq � IξKBpfq (28)
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On peut alors écrire :

GCFD3pfq0 � GCFD1‖Bpfq0 �GCFD1KBpfq0 (29)

et pour les descripteurs GCFD3 d’indice i,

GCFD3pfqi �
GCFD1‖BpfqiGCFD1‖Bpfq0 �GCFD1KBpfqiGCFD1KBpfq0

GCFD1‖Bpfq0 �GCFD1KBpfq0 (30)

Ce résultat ne permet pas d’établir directement l’invariance des descripteursGCFD3.
Pour cela, on s’appuie sur le théorème suivant :

THÉORÈME 1. — Pour f P L2pR2,R3q, B1,B2 deux bivecteurs unitaires dans R4,0

et ξ un vecteur de R2, alors IξB1
pfq � IξB2

pfq.
PREUVE 2. — Les invariants IξBpfq définis dans l’équation 26 s’écrivent :

IξBpfq �

» 2π

0

���xfBpRθpξqq���2 dθ (31)

�

» π
0

���xfBpRθpξqq���2 � ���xfBpRθ�πpξqq���2 dθ (32)

�

» π
0

���xfBpξ1cospθq � ξ2sinpθq,�ξ1sinpθq � ξ2cospθqq
���2

�
���xfBpξ1cospθ � πq � ξ2sinpθ � πq,�ξ1sinpθ � πq � ξ2cospθ � πqq

���2 dθ (33)

En posant u � pξ1cospθq � ξ2sinpθq,�ξ1sinpθq � ξ2cospθqqt pour un θ fixé (pas-
sage du domaine polaire au domaine cartésien), l’égalité suivante est obtenue :

| pfBpuq|2 � | pfBp�uq|2 � | pfBpuq � pfBp�uq|2 � 2 pfBpuq � pfBp�uq (34)

En développant | pfBpuq � pfBp�uq|2 et en utilisant une généralisation de la formule
d’Euler :

e
θ
2
pB�I4Bqve�

θ
2
pB�I4Bq � e�

θ
2
pB�I4Bqve

θ
2
pB�I4Bq � 2cospθqv, (35)

on obtient��� pfBpuq � pfBp�uq
���2 �

����
»
R2

e
xu,xy

2
pB�I4Bqfpxqe�

xu,xy
2

pB�I4Bq

�e�
xu,xy

2
pB�I4Bqfpxqe

xu,xy
2

pB�I4Bqdx
���2(36)

�

����
»
R2

2 cospxu,xyqfpxqdx

����2 (37)

qui ne dépend pas du bivecteur B.
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Concernant l’expression pfBpuq � pfBp�uq, il faut s’intéresser à la décomposition
de pfB en sa partie parallèle pf‖B et orthogonale pfKB :

pfBpuq � pfBp�uq �
� pf‖Bpuq � pfKBpuq	 � � pf‖Bp�uq � pfKBp�uq

	
(38)

�
� pf‖Bpuq � pf‖Bp�uq

	
�
� pfKBpuq � pfKBp�uq

	
(39)

Chacune des parties de l’expression précédente peuvent être développées :

pf‖Bpuq � pf‖Bp�uq �
1

2

� pf‖Bpuq pf‖Bp�uq � pf‖Bp�uq pf‖Bpuq	 (40)

�
1

2

�»
R2

f‖Bpx1qe
�xu,x1yBdx1

»
R2

f‖Bpx2qe
xu,x2yBdx2

�

»
R2

f‖Bpx1qe
xu,x1yBdx1

»
R2

f‖Bpx2qe
�xu,x2yBdx2



(41)

�
1

2

�»
R4

f‖Bpx1qe
�xu,x1yBf‖Bpx2qe

xu,x2yB

�f‖Bpx1qe
xu,x1yBf‖Bpx2qe

�xu,x2yBdx1dx2

	
(42)

�
1

2

�»
R4

f‖Bpx1qf‖Bpx2qe
pxu,x1y�xu,x2yqB

�f‖Bpx1qf‖Bpx2qe
�pxu,x1y�xu,x2yqBdx1dx2

	
(43)

�
1

2

�»
R4

f‖Bpx1qf‖Bpx2q

pepxu,x1y�xu,x2yqB � e�pxu,x1y�xu,x2yqBqdx1dx2

	
(44)

�

�»
R4

f‖Bpx1qf‖Bpx2q cospxu,x1y � xu,x2yqdx1dx2



(45)

De même,

pfKBpuq � pfKBp�uq �

�»
R4

fKBpx1qfKBpx2q cospxu,x1y � xu,x2yqdx1dx2



(46)

Alors,

p pf‖Bpuq � pf‖Bp�uq � pfKBpuq � pfKBp�uqq (47)

�

�»
R4

�
f‖Bpx1qf‖Bpx2q � fKBpx1qfKBpx2q

�
cospxu,x1y � xu,x2yqdx1dx2



(48)

�

�»
R4

�
f‖Bpx1q � f‖Bpx2q � fKBpx1q � fKBpx2q

�
cospxu,x1y � xu,x2yqdx1dx2



(49)

�

�»
R4

pfpx1q � fpx2qq cospxu,x1y � xu,x2yqdx1dx2



(50)
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Nous pouvons donc en conclure que :

| pfBpuq|2 � | pfBp�uq|2 � | pfBpuq � pfBp�uq|2 � 2 pfBpuq � pfBp�uq (51)

�

����
»
R2

2 cospxu,xyqfpxqdx

����2

�2

�»
R4

pfpx1q � fpx2qq cospxu,x1y � xu,x2yqdx1dx2



(52)

Cette expression ne dépendant pas de B, les IξBpfq sont donc invariants au change-
ment de bivecteur. �

Par application de ce théorème sur l’équation 25, on en déduit l’invariance des
GCFD3 au choix du bivecteur B. Le paramètre B exprime seulement la décomposi-
tion mise en oeuvre pour le calcul de la TFC reconstruite.

THÉORÈME 3. — Soit f, g P L2pR2,R3q, B un bivecteur unitaire dans R4,0 et ∆ �
p∆1,∆2qt le vecteur contenant les paramètres de la translation.
Si gpxq � fpx�∆q, alors GCFD3pfq � GCFD3pgq.
PREUVE 4. — Rappelons qu’une translation dans le domaine spatial induit un
déphasage dans le domaine spectral :

xgBpuq � e
xu,∆y

2 I4Be
xu,∆y

2 BxfBpuqe� xu,∆y
2 Be�

xu,∆y
2 I4B . (53)

On en déduit que |xfB |2 � |xgB |2 et donc l’invariance en translation des GCFD3. �

THÉORÈME 5. — Soit f, g P L2pR2,R3q, B un bivecteur unitaire dans R4,0 et θ un
angle de rotation.
Si gpx1, x2q � fpx1 cospθq � x2 sinpθq,�x1 sinpθq � x2 cospθqq,

alors GCFD3pfq � GCFD3pgq.
PREUVE 6. — Pour la TFC, l’effet d’une rotation s’écrit :

xgBpu1, u2q �

»
R2

e
1
2
px1u1�x2u2qpB�I4Bq

fpx1cospθq � x2sinpθq,�x1sinpθq � x2cospθqq

e�
1
2
px1u1�x2u2qpB�I4Bqdx1dx2 (54)

Par changements de variables,

x11 � x1 cospθq � x2 sinpθq ñ x1 � x11 cospθq � x12 sinpθq (55)

x12 � �x1 sinpθq � x2 cospθq ñ x2 � x11 sinpθq � x12 cospθq (56)

On obtient l’équation suivante

xgBpu1, u2q � xfBpu1cospθq � u2sinpθq,�u1sinpθq � u2cospθqq (57)

Les coordonnées fréquentielles subissent donc une rotation d’angle θ. L’invariance
des GCFD3 en rotation est obtenue en intégrant les valeurs de la transformée de
Fourier sur l’ensemble des θ. �
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5. Expérimentations

Dans cette partie, nous commençons par décrire le protocole expérimental qui a été
choisi pour tester nos descripteurs GCFD3. Ensuite, une série de tests a été menée
dans le but de comparer les descripteurs GCFD3 avec les GFD1, les GCFD1 et
les descripteurs de Fourier-Mellin quaternioniques φµ (Guo, Zhu, 2011). Un sous-
ensemble GCFD1b a été extrait des descripteurs GCFD1 pour comparaison à taille
identique avec les GCFD3.

5.1. Les bases d’images utilisées

Les bases d’images utilisées dans cet article sont les bases COIL-100 (Nene et al.,
1996) et color FERET (Phillips et al., 1998) utilisés par ailleurs dans (Smach et al.,
2008). Pour vérifier la robustesse des descripteurs au bruit, une version bruitée de la
base color FERET a été également réalisée.

– La base d’images COIL-100 (Columbia Object Image Library) est com-
posée de 7200 images couleur de taille 128 � 128 de 100 objets différents. Chaque
image est composée d’un fond noir et chaque objet est pris sous 72 angles de vue
différents.

Figure 4. Les 100 objets de COIL-100 (à gauche) - une image de la base (à droite)

– La base d’images color FERET est composée d’images portrait de 1408
personnes prises sous différents angles de vue. Dans nos expérimentations, un
ensemble de 2992 images contenant 272 personnes représentées de manière égale par
11 images est sélectionné. La taille de ces images est réduite à 128 � 128.

– La base color FERET bruitée est dérivée de la précédente base par l’ajout sur
chacun des canaux RGB d’un bruit gaussien N p0, σ � 0.23q. Cette construction vise
à établir une comparaison avec des travaux antérieurs comme Smach et al. (2008).
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Figure 5. Quelques images de la base color FERET

5.2. L’extraction des descripteurs

Pour les ensembles de descripteurs de Fourier considérés, nous avons effectué une
intégration sur des cercles de rayon dans r1, 64s. Ceci produit un vecteur de descrip-
teurs de taille 64 pour GCFD3 et GFD1 et de taille 128 pour les GCFD1 (partie
parallèle et orthogonale). Le calcul des descripteurs GCFD1b consiste à celui des
GCFD1 en prenant un pas de 2 pour le rayon r de l’équation 22. Les GCFD1b sont
donc représentés par un vecteur de taille 64.

Dans le but de comparer notre proposition avec d’autres descripteurs couleur, nous
avons également extrait 64 descripteurs de Fourier-Mellin quaternioniques φµ (Guo,
Zhu, 2011) en croisant le choix de 8 fréquences radiales et de 8 fréquences angu-
laires. Pour obtenir un vecteur de taille 128, 11 fréquences radiales et 12 fréquences
angulaires ont été croisées avant l’élimination de 4 d’entre elles (plus fortes valeurs).
Rappelons que cette méthode requiert la redéfinition du centre de l’image pour la
construction de la représentation polaire. Pour les deux bases considérées, nous avons
finalement choisi de supprimer cette étape, d’une part en considérant que les objets
d’intérêt étaient au centre de l’image et d’autre part en constatant que les résultats ob-
tenus par la méthode décrite dans Guo et Zhu (2011) étaient moins bons. Il est à noter
que l’algorithme de calcul utilisé ici diffère de celui dans Mennesson et al. (2012). En
effet, nous avons utilisé l’implémentation de la transformée polaire de l’image fournie
par Kovesi (2012) et la décomposition périodique/lisse d’image de Moisan (2011) qui
permet de supprimer les effets de bord dans le domaine fréquentiel. Dans tous les cas,
le quaternion pur µ � pi � j � kq{?3 a été choisi pour le calcul de ces descripteurs
car il correspond à un choix classique de la littérature (Ell, Sangwine, 2007).

5.3. Classification

L’étape de classification est réalisée principalement en utilisant un algorithme de
Séparateur Vaste Marge (“Support Vector Machine” SVM) standard dans l’implémen-
tation LIBSVM (Chang, Lin, 2001). Les GFD, les GCFD et les φµ sont utilisés
comme des vecteurs d’attributs du classifieur. Ceux-ci sont préalablement ramenés
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dans l’intervalle r�1; 1s. Dans nos tests, le noyau classique à base radiale (noyau
gaussien) est utilisé :

Kpx,yq � e�
||x�y||2

2σ2 (58)

où x et y sont les vecteurs de descripteurs des objets, σ est la largeur de bande. Les
paramètres σ et C (le coefficient de pénalisation) ont été empiriquement déterminés
par une méthode de grille pour une 10-validation croisée (Duda et al., 2001). Cette
même méthode a été utilisée pour le calcul du taux de reconnaissance.

5.4. Expérimentations préliminaires

Dans cette partie, nous souhaitons évaluer la pertinence de nos descripteurs en les
confrontant sur des classifieurs plus simples que le SVM. L’objectif est d’étudier la part
de la qualité des résultats qui n’est pas due au seul classifieur. Pour cela, nous avons
testé les descripteursGFD1,GCFD1,GCFD1b etGCFD3 en considérant :

– la règle du MAP dans l’analyse discriminante linéaire (ADL) ;
– le classifieur k-ppv (k plus proches voisins).

Concernant l’algorithme de k-ppv, le paramètre k a été choisi égal à 1 ou à 5, tout en
observant une faible variabilité du taux d’erreur en fonction de k. Cette expérimen-

ADL 1−PPV 5−PPV SVM(RBF)
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Figure 6. COIL-100 : Performance des GDF1, GCFD3, GCFD1b, GCFD1 pour
100 bivecteurs aléatoires (moyenne et écart-type)

tation a été reproduite pour 100 bivecteurs aléatoires pour permettre le calcul d’un
taux d’erreur moyen ainsi qu’un écart-type pour chacun des descripteurs. Les résul-
tats obtenus sont donnés sur les figures 6 (COIL-100), 7 (color FERET) et 8 (color
FERET bruitée). L’écart-type y est représenté par une barre verticale proportionnel-
lement longue, centrée autour de la moyenne. On peut rappeler qu’un tel écart-type
n’existe pas pour les GCFD3 du fait de leur invariance au choix du bivecteur.
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ADL 1−PPV 5−PPV SVM(RBF)
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Figure 7. color FERET : Performance des GDF1, GCFD3, GCFD1b, GCFD1
pour 100 bivecteurs aléatoires (moyenne et écart-type)
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Figure 8. color FERET bruitée : Performance des GDF1, GCFD3, GCFD1b,
GCFD1 pour 100 bivecteurs aléatoires (moyenne et écart-type)

Les différents taux de reconnaissance obtenus sont conformes à que l’on pouvait
attendre. En effet, la méthode linéraire de classification (ADL) donnent des taux très
inférieurs à ceux des classifieurs non-linéaires (k-ppv, SVM). La performance des
GCFD3 est en général supérieure à celle des GFD1 et GCFD1b (à part pour la
base color FERET) de même taille. Concernant les résultats obtenus avec l’ADL,
on peut émettre l’hypothèse que les descripteurs GFCD3 sont moins linéairement
séparables que les GFD1. Pour une taille double, les GCFD1 surclassent les autres
descripteurs mais introduisent une plus grande sensibilité au choix du bivecteur. Ce
résultat est peu surprenant car les GCFD1 concaténent l’information fréquentielle
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des plans colorimétriques au lieu de la fusionner comme dans les GCFD3.
En observant les résultats sur la base color FERET et sa version bruitée, on constate
que les descripteurs GCFD3 résistent bien mieux au bruit additif gaussien que les
GFD1 1 et les GCFD1b. En moyenne, la diminution du taux de reconnaissance des
GCFD3 est comparable à celle des GCFD1.

5.5. Comparaison avec d’autres descripteurs couleur

Dans cette expérimentation, nous souhaitons établir une comparaison avec les
descripteurs de Fourier-Mellin quaternioniques (Guo, Zhu, 2011), les GFD1, les
GCFD1b et les GCFD1 en utilisant les bivecteurs Br � r e4, Bv � v e4, Bµ �
µ e4 et 100 bivecteurs aléatoires. Les tableaux 1, 2 et 3 reprennent les différents ré-
sultats obtenus pour le classifieur SVM.

Tableau 1. COIL-100 : Comparaison de 5 descripteurs par SVM(RBF)

COIL-100
Bivecteurs GFD1 GCFD1b GCFD3 GCFD1

(64) (64) (64) (128)
Br � r e4 98.04 99.54

99.39

99.83
Bv � v e4 98.06 98.99 99.56
Bb � b e4 96.90 99.55 99.86
Bµ � µ e4 98.49 98.36 99.25
Brandp�100q 98.42�0.3 98.34�0.95 99.54�0.3

max. 98.87 99.57 99.89

GFD1Br � Bv � Bb
(192)(Smach et al., 2008)

99.91

φµ(64)(Guo, Zhu, 2011)
98.95

φµ(128)(Guo, Zhu, 2011)
99.25

Sur la base COIL-100

On constate que tous les descripteurs testés produisent d’excellents résultats sur
cette base d’images dont le contenu est relativement géométrique et de faible va-
riabilité colorimétrique. Les GCFD3 se révèlent être de meilleurs descripteurs que
les descripteurs de Fourier-Mellin quaternioniques φµ, ceci même lorsque le nombre
de descripteurs extraits est supérieur. Le taux des GCFD3 est aussi supérieur à la
moyenne des taux de reconnaissance des GCFD1b, qui varient d’un écart-type 3 fois
supérieurs aux taux desGCFD1. Comme attendu, et ce malgré la redondance de l’in-
formation fréquentielle extraite, la version concaténée des 3 descripteurs marginaux
GFD1 donne les meilleurs résultats. On peut noter que le paramétrage du bivecteur
conduisant à une analyse séparée d’intensité (partie parallèle) et de la chrominance
(partie orthogonale) n’est pas un choix optimal pour les descripteurs considérés.

Sur la base color FERET et sa version bruitée

Les descripteurs GCFD3 donnent en moyenne un meilleur résultat que les des-
cripteurs GFD1 et φµ de taille 64. Le taux obtenu avec les GCFD3 est inférieur à la
moyenne des taux des GCFD1b. Cependant, les taux obtenus avec les bivecteur Bv
et Bµ sont bien inférieurs à ceux des GCFD3 et l’écart-type est très important(4.39).

1. Le meilleur choix du bivecteur pour GFD1 donne un taux inférieur à celui de GCFD3
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Ce résultat est toutefois bien inférieur à ceux obtenus pour des descripteurs GCFD1.
Ceci peut s’expliquer par une complexité plus grande des images (différences nettes
de contenu texture/couleur entre le fond et l’objet d’intérêt) qui est peut-être insuffi-
samment prise en compte par lesGCFD3. Pour les descripteurs φµ, on remarque que
l’ajout de fréquences radiales et angulaires ne conduit pas à une forte augmentation
du taux de reconnaissance et que leur robustesse au bruit est relativement bonne 2. Les
GCFD1 et les GFD1 version concaténée donnent les meilleurs résultats au fur et à
mesure que la taille des descripteurs augmentent. On suppose pour ces derniers que le
classifieur SVM permet de pallier à la redondance des 3 descripteurs GFD1.

Tableau 2. Color FERET : Comparaison de 5 descripteurs par SVM(RBF)

color FERET
Bivecteurs GFD1 GCFD1b GCFD3 GCFD1

(64) (64) (64) (128)
Br 76.70 83.32

75.60

87.90
Bv 73.66 70.32 79.65
Bb 70.49 79.48 84.49
Bµ 73.03 70.22 78.10
Brandp�100q 73.72�1 80.12�4.39 85.34�2.92

max. 76.14 86.80 90.37

GFD1Br � Bv � Bb
(192)(Smach et al., 2008)

88.41

φµ(64)(Guo, Zhu, 2011)
72.43

φµ(128)(Guo, Zhu, 2011)
74.87

Tableau 3. Color FERET bruitée : Comparaison de 5 descripteurs par SVM(RBF)
color FERET
bruitée
Bivecteurs GFD1 GCFD1b GCFD3 GCFD1

(64) (64) (64) (128)
Br 45.32 61.20

61.66

71.05
Bv 46.83 50.03 61.99
Bb 48.49 62.46 73.46
Bµ 55.28 47.89 62.03
Brandp�100q 54.23�1.75 59.12�4.47 69.64�3.21

max. 57.55 65.94 77.27

GFD1Br � Bv � Bb
(192)(Smach et al., 2008)

73.16

φµ(64)(Guo, Zhu, 2011)
63.94

φµ(128)(Guo, Zhu, 2011)
63.87

5.6. Evaluation de la robustesse au bruit gaussien

Pour cette expérimentation, un bruit gaussien d’un écart-type croissant a été ap-
pliqué aux images de la base FERET. Les taux de reconnaissance obtenus avec les
GFD1Br , GCFD1bBr , GCFD3 et GCFD1Br sont reportés dans la figure 9. Les
courbes des taux de reconnaissance des GCFD1Br et des GCFD3 décroissent de
manière analogue. Cela n’est pas surprenant car ces deux ensembles de descripteurs
ont été calculés en intégrant les fréquences des différentes transformées de Fourier sur
les même cercles discrets. On observe aussi que les GCFD1bBr , de taille similaire
aux GCFD3, sont moins robustes au bruit gaussien que ces derniers. En effet, ces
descripteurs sont un sous-ensemble des GCFD1 et donc certaines fréquences sont
absentes dans cet ensemble. Enfin, les GFD1Br sont beaucoup moins robustes au
bruit gaussien que les autres descripteurs.

2. Le type de bruit sélectionné affecte essentiellement les hautes fréquences
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Figure 9. Color FERET : Taux de reconnaissance des GFD1Br , GCFD1bBr ,
GCFD3 et GCFD1Br en fonction de l’écart-type du bruit gaussien

Conclusion et perspectives

Les descripteurs de Fourier généralisés couleur GCFD que nous proposons sont
construits sur la base des descripteurs généralisés GFD en niveaux de gris de Smach
et al. (2008). Ils en héritent les propriétés d’invariance en rotation et translation. Nos
travaux précédents (Mennesson et al., 2010) ont étendu les 2 variantes originales dites
GFD1 et GFD2 à la couleur pour donner les GCFD1 et GCFD2 respectivement.
Dans cet article nous introduisons de nouveaux descripteurs dit GCFD3 qui peuvent
être calculés à partir des termes orthogonaux et parallèles des GCFD1. La consé-
quence majeure de cette manipulation est de produire des descripteurs qui ne dé-
pendent plus d’un plan d’analyse, i.e. d’un bivecteur, paramètre de la transformation
de Fourier couleur (Batard et al., 2010).

L’originalité de notre approche est d’utiliser le formalisme des algèbres de Clif-
ford pour traiter les images couleurs, dans le domaine fréquentiel, de façon vectorielle
et non scalaire. En cela, elle se distingue des extensions à la couleur des descrip-
teurs GFD proposées par Smach et al. (2008) qui procèdent plan couleur par plan
couleur. Au delà d’une grande élégance mathématique, cette construction produit des
ensembles de descripteurs plus compacts et, à taille d’image égale, nos ensembles de
descripteurs GCFD3 sont trois fois plus petits que la concaténation de 3 ensembles
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GFD1. La complexité de calcul est aussi réduite et ils contiennent, par construction,
moins de redondances colorimétriques, ce qui renforce leur intérêt.

De plus, au contraire des GCFD1, les nouveaux descripteurs sont indépendants
d’un choix de bivecteur de référence. En effet, dans (Mennesson et al., 2010), il est
montré que les GCFD1 en sont, eux, très dépendants. Selon le contexte, cette pro-
priété pourrait permettre d’améliorer les taux de bonne classification.

Quand les images ne contiennent que l’objet d’intérêt sur fond noir, nos expéri-
mentations, montrent que lesGCFD3 donnent des résultats comparables auxGCFD1,
à taille de descripteur moindre et à coût de calcul identique. Les taux de reconnais-
sance obtenus avec les GCFD3 sont même meilleurs que les GCFD1b. Cependant,
pour les images dont l’arrière-plan n’est pas uniforme, les GCFD1 semblent être une
meilleure approche puisque le choix d’un bivecteur adapté permet de filtrer la cou-
leur dominante de cet arrière-plan. Le choix de tel ou tel descripteur est donc lié à
l’application.

Signalons, pour terminer cette comparaison, que nos expérimentations ont montré
que les GCFD3 sont plus robustes au bruit que les GFD1b et les GFD1.

Nous avons également comparé nos descripteurs aux descripteurs de Fourier-Mellin
quaternioniques (Guo, Zhu, 2011) qui donnent de bons taux de reconnaissance quand
l’objet d’intérêt est au centre des images à reconnaître. Rappelons que notre approche
ne nécessite aucune estimation préalable de nature géométrique puisque travaillant di-
rectement dans le domaine fréquentiel. En revanche, la transformée de Fourier-Mellin
permet de définir des descripteurs invariants en échelle. Ce constat ouvre une première
perspective de travail sur la définition de descripteurs de Fourier-Mellin Clifford. Ces
descripteurs couleur devraient permettre d’ajouter la propriété d’invariance en échelle.

Une autre perspective est l’étude des GCFD1 et des GCFD3 dans des espaces
colorimétriques distincts de RVB dont les composantes sont connues pour être cor-
rélées. Dans le tableau 4, nous faisons figurer quelques résultats préliminaires pour
différents espaces colorimétriques sur la base color FERET.

Tableau 4. Expérimentations sur le choix de l’espace colorimétrique
color FERET
Descripteurs RVB Lab Y CrCb I1I2I3
GCFD1p128q 85.34� 2.9 88.63� 2.9 85.99� 3.3 92.14� 0.9
max. 90.37 95.35 94.79 95.58
GCFD3p64q 75.60 78.74 78.41 82.12

Cette expérimentation confirme une fois de plus que l’espace RVB n’est pas un
bon choix pour l’approche fréquentielle couleur. Des espaces colorimétriques dont les
composantes sont décorrélées, comme l’espace I1I2I3 défini par Ohta et al. (Ohta et
al., 1980), semblent être bien plus prometteurs.

Une dernière perspective correspond à la définition de descripteurs de Fourier Clif-
ford couleur locaux. En effet, les approches locales comme celle des descripteurs
SIFT couleur donnent de meilleurs taux de reconnaissance au détriment d’un temps
de calcul long et d’une taille de vecteur de descripteurs importante. À l’aide du logiciel
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“ColorDescriptor” (Sande et al., 2010) et de la méthode de classification par vote ma-
joritaire de Choksuriwong et al. (2008), les descripteurs OpponentSIFT calculés sur
10 (resp. 20) points d’intérêt par image permettent d’obtenir 72.12% (resp. 96.89%)
de bonne classification sur la base color FERET. Les taux obtenus sont relativement
proches de ceux de nos méthodes mais pour des tailles de vecteur de descripteurs bien
supérieures : chaque point est décrit par 128 � 3 � 384 valeurs ! Nos descripteurs
calculés localement devraient être plus compacts et possiblement plus efficaces. . .
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