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Chapitre 1

Particules polyèdriques

1.1. Introduction

Dès lors qu’on s’intéresse à la simulation d’objets en interaction se pose le choix
d’un modèle numérique représentatif et de techniques de traitement adaptées à la stra-
tégie de résolution du problème (Dynamique Moléculaire, Dynamique des contacts ou
Event Driven, etc.).
Parmi ces choix on trouve le modèle de comportement volumique des corps qui pour
des corps rigides se limite au paramétrage de la cinématique, la description géomé-
trique des enveloppes des objets concernés, la description phénomènologique du com-
portement au contact, la technique de détection du contact, et la stratégie de résolution
qui englobe la gestion de la marche en temps, la méthode d’intégration numérique, et
la méthode de résolution du problème de contact.
Tout est donc une question de choix de modèles, de techniques numériques et de stra-
tégie de résolution. Modèles et stratégies sont par ailleurs rarement découplés.
Un certain nombre d’aspects sont abordés dans cet ouvrage, et ce chapitre se concentre
plus sur les spécifités et les sophistications nécessaires à la modélisation des collec-
tions d’objets de formes complexes par des polyèdres.

Lorsqu’on s’intéresse à la modélisation des milieux granulaires le choix de la des-
cription des enveloppes des objets en interaction se pose de façon récurente dès lors
qu’on s’éloigne des matériaux modèles. Une description géométrique exacte de ces
enveloppes (autant que faire se peut) peut sembler un choix naturel, mais va s’avè-
rer être au final un choix très naif de par la nature multi-échelle voire fractale de ces
surfaces (A VOIR des ref montmitonnet ) bien sûr, mais surtout pour l’intérêt d’une

Chapitre rédigé par Frédréric DUBOIS.
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12 Modélisation numérique discrète

telle description sur les phénomènes simulés. A l’opposé une description grossière de
la géométrie des enveloppes des objets en interaction va nécessiter d’adapter la phé-
nomènologie de la loi de contact pour essayer de modéliser correctement le problème
physique.
Pour illustrer ce propos il suffit d’étudier la litérature sur la modélisation de matériaux
granulaires constitués de grains non sphèriques :

– certains seront tentés d’approcher la forme des grains par des sphères et d’intro-
duire une sophistication supplémentaire dans le modèle pour essayer de reproduire la
phénomènologie du matériau : loi d’interaction avec prise en compte du moment de
roulement [EST 08], cinématique modifiée des grains par le blocage de leurs rotations
[CAL 03], etc ;

– d’autres seront tentés d’utiliser des grains composés d’un assemblage de sphères
(cluster ou clump), approchés par des sphéroıides [LEE 03] ou des sphérolignes
[POU 05], etc ;

– d’autres enfin utiliseront des polyèdres.

Il est important de signaler que la littérature concernant la modélisation du contact
entre objets de formes polyédriques (ou autres) est très riche et que cela reste un sujet
de recherche actif qui concerne différentes communautés liées à la :

– modélisation des matériaux et des structures, généralement par éléments finis,

– modélisation des mécanismes, de la robotique,

– réalité virtuelle, l’animation (physically based animation), l’haptique,

– mécanique des milieux granulaires.

Comme nous allons le voir, tous ces travaux ne sont pas directement exploitables car
les matériaux granulaires ont certaines spécificités :

– ce sont des collections importantes et denses d’objets, ce qui implique un grand
nombre de contacts potentiels (paires de voisins), 1000 pour les petits exemples et
300.000 pour les échantillons représentatifs,

– un grand nombre de contacts sont actifs (force non nulle) simultanément ;

– sauf cas particulier il est nécessaire de simuler le probléme en dynamique dans
la mesure ou chaque objet est libre de mouvement. Il convient de prendre certaines
précautions numériques dans la mesure ou les objets sont soumis à des contraintes
cinématiques “raides” ;

– la solution du système n’est pas nécessairement unique.

Dans ce chapitre, comme dans le reste de ce livre, on se limite au cas des objets
rigides. Toutefois une bonne partie de ce qui sera évoqué est transposable au cas des
objets déformables.
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La problèmatique abordée dans ce qui suit est la suivante. On considère un système
composé de N objets rigides en 3D. Chaque objet objet est représenté par un jeu de co-
ordonnées généralisées q(t) ∈ IRnq permettant de décrire sa configuration actuelle. Le
corps rigide i va occuper un domaine Ωi(t) ∈ IR3 dans sa configuration actuelle qu’on
peut définir par rapport à sa configuration initiale comme Ωi(t) = ϕ(t, q(t))Ωi(t0).
Sans entrer dans les détails de la zoologie des différentes lois d’interaction utilisées
pour la modélisation des milieux granulaires on sait qu’il est nécessaire de savoir
calculer la distance signée g(t, q(t)) entre deux objets Ωi(t) et Ωj(t). En cas de sépa-
ration cette distance est positive, en cas d’interpénétration cette distance est négative,
elle sera nulle si il y a contact affleurant. En plus de cette distance il est aussi né-
cessaire de pouvoir définir un repère local au contact et un certain nombre d’autres
grandeurs.

Le contenu de ce chapitre se décompose en trois types de sections relatives :

– á la modélisation du problème : dynamique de corps rigides et paramétrages
(choix de q(t, q(t))), la description géométrique des objets (choix de δΩ(t)) et la dé-
tection du contact (calcul de g(t, q(t))),

– aux spécificités qu’introduit la modélisation de particules polyédriques dans les
stratégies de résolution, et plus particulièrement avec des méthodes à capture d’évè-
nements,

– à l’illustrations par des résultats obtenus avec le code de calcul lmgc90 (du-
bois&jean)

1.2. Dynamique de corps rigides et paramétrages

Le formalisme utilisé classiquement pour les milieux granulaires est celui de New-
ton et Euler. Les vitesses d’un objet rigide sont choisies comme la vitesse de transla-
tion du centre de gravité notée vG = ẋG et un vecteur vitesse angulaire Ω exprimé
dans le repère principal d’inertie attaché au solide. En notant R la matrice de rotation
du référentiel global vers le référentiel attaché au solide on a la relation :

Ω̃ = RT Ṙ

où on a noté Ω̃x = Ω× x.
Dans ce cas on peut écrire les équations de Newton-Euler (principe fondamentale de
la dynamique), en l’absence de forces de contact, comme :















Mv̇G = Fext

IΩ̇ + Ω× IΩ = Mext

ẋG = vG
Ṙ = RΩ̃

(1.1)

où M = mId3x3 est la matrice de masse (diagonale et constante), m la masse, I la
matrice d’inertie (diagonale et constante).
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Ce choix de paramétrage pour les coordonnées généralisées q = [xG, R] et les
vitesses v = [vG,Ω] peut ne pas sembler être le plus judicieux en terme de nombre
de variables nécessaires, de manipulation et d’intégration numérique. Généralement la
matrice de rotation découle du choix d’un paramétrage de l’orientation des objets, i.e.
R = R(Θ). On trouve dans la littérature [CRI 97, IBR 97, G´ 01] un grand nombre
de possibilités, comme par exemple les angles d’Euler ou de Cardan, les quaternions,
etc. Dans la pratique il n’est que très rarement nécessaire de calculer explicitement
des angles et donc travailler avec le paramétrage imparfait précédent est un moindre
mal.

Pour finir sur cet aspect, il est important de remarquer que dans le cas d’un solide
de forme quelconque les équations 1.1 sont non linéaires ; ça ne serait pas le cas avec
des sphères. Pour éviter ce problème on aurait pu exprimer les équations la vitesse
angulaire dans le repère global ω = RΩ, toutefois dans ce cas la matrice d’inertie ne
serait plus ni constante dans le temps, ni diagonale.

1.3. Description géométrique des objets

Lorsqu’on cherche à modéliser des objets de forme complexe deux approches sont
couramment utilisées :

– modélisation volumique (CSG pour “Constructive Solid Geometry”).
Cette technique de modélisation géométrique représente un objet solide comme une
combinaison de volumes simples (cylindre, sphère, cône, tore, etc.) à l’aide d’opéra-
teurs géométriques booléens (union, intersection, soustraction, etc.). D’une certaine
façon le cluster de sphères utilisé dans les milieux granulaires peut être vu comme un
modèle CSG. Les objets décrits par cette technique ont des frontières “parfaites” car
on connaît précisément les équations décrivant la surface du volume ; on pourra en par-
ticulier calculer distance, normale et plan tangent. Les possibilités de cette approche
reste pourtant limitées par la forme des objets simples qui rendent la modélisation très
lourde voire impossible.

– modélisation surfacique (Brep pour “Boundary Representation”).
C’est une technique de modélisation des solides consistant à représenter la peau des
objets géométriques en Â« cousant Â» des carreaux géométriques restreints, portés par
des surfaces canoniques (en général des surfaces B-splines, des Bézier, des NURBS).
Chaque carreau est défini par une application d’un domaine paramètrique plan vers
l’espace tridimensionnel. Un modèle B-rep est composé de deux types d’informa-
tions : topologique et géométrique (surfaces, courbes et points). Les principaux objets
topologiques étant les faces, les bords (edge) et les vertices. Une face est une partie
bornée d’une surface (une restriction) ; un bord est une partie bornée d’une courbe
et un vertex s’appuie sur un point. Une modélisation B-rep peut être obtenue a partir
d’une modélisation CSG (la conversion inverse étant généralement impossible). Cette
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technique de représentation de la frontière des objets est très utilisée en CAO, toute-
fois est s’avère encore peu répandue en modèlisation du contact car cela nécessite de
calculer de façon efficace la distance à une surface paramétrée [JOH 04].

Une façon de s’affranchir des limitations des approches précédentes consiste à mo-
déliser l’objet par un polyèdre obtenu à partir d’un maillage de sa surface ou de son
volume (pour des détails pratiques voir par exemple [LAU 05, GEU 09]). Par la suite
on entend par polyèdres aussi bien des objets simples (tétraèdre, cube) que des ob-
jets plus complexes, potentiellement non convexes, décrits par une surface triangulée
fermée, conforme, etc.

Afin de pouvoir manipuler des surfaces polyèdriques il est précieux de disposer
de structures de données adéquates permettant de décrire la surface notamment pour
pouvoir retrouver toutes les faces ou les arêtes adjacentes à un sommet, les faces bor-
dant une arête et les arêtes entourant une face ou encore les faces adjacentes à une
face. Il existe un certain nombre de structures [LIN 93, BER 04], toutefois la stucture
half-edge semble trés bien adaptée [ALU 05].

Un avantage pratique à disposer d’une description polyèdrique d’un objet est qu’il
est possible de l’utiliser pour en calculer la position du centre d’inertie (OG), la masse
(m) et la matrice d’inertie (I) dans un repère orthonormé (R) positionné en O. Deux
approches sont possibles :

– soit on dispose d’un maillage volumique auquel cas on calcule la position du
centre d’inertie (OGe), la masse (me) et la matrice d’inertie (Ie) de chaque élément
dans le repère orthonormé (R) positionné en Ge (détails dans [TON 04, SAU 04]) et
ensuite on utilise les relations classiques :

m =
∑

e

me (1.2)

mOG =
∑

e

meOGe (1.3)

I =
∑

e

Ie +mdR(O,Ge)2 (1.4)

où dR(O,Ge) est une matrice diagonale contenant la distance entre les axes du repère
R positionné en O et Ge,

– soit on dispose uniquement d’un maillage de peau et on utilise des intégrales de
surfaces pour calculer masse et matrice d’inertie [MIR 96a, EBE 09].

Remarque: dans certains cas (mauvaise qualité de la CAO par exemple), le maillage
de la surface perd certaines propriétés topologiques et on parle plutôt de soupe de po-
lygones. Ce cas sort du cadre de ce chapitre. Remarque: afin, notamment, d’enrichir
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les propriété de continuité des surfaces des objets polyèdriques il a été introduit les
sphéropolyèdres [POU 05, GAL 08]. Les surfaces de ces objets sont obtenues en ba-
layant ces élements (face, arête, sommet) avec des sphères (on parle aussi de SSV,
“Swept Sphere Volume”). Plus précisément il sont construits comme la somme de
Minkowski de deux ensembles de points :

A⊕B = {x+ y : x ∈ A, y ∈ B} (1.5)

Remarque: Parmi les travaux récent sur la détection du contact entre objets de formes
complexes il existe une approche, basée sur la manipulation de nuages de points, qui
permet d’englober toutes les descriptions possibles [KLE 05]. Cette approche présente
en plus l’avantage de pouvoir manipuler des mesures provenant de scanner laser 3D.

1.4. Détection du contact

1.4.1. Introduction

Les informations qu’on attend d’une méthode de détection de contact sont variées
et dépendent étroitement des lois d’interaction utilisées et de la stratégie de résolution
employée.

Typiquement dans une formulation du contact en deplacement on aura besoin de
connaître la distance entre objets, dans une formulation du contact en vitesse (event
driven, dynamique des contacts avec loi en vitesse) on aura besoin de connaître les
objets qui se touchent ou s’interpénètrent sans avoir besoin de connaître la profondeur
d’interpénétration, alors que celle ci sera indispensable dans une formulation avec
raideur (dynamique moléculaire).

On peut être intéressé de savoir si deux objets se touchent (au sens d’affleurant) et
où ils se touchent, si ils s’interpénétrent et quelle est la distance d’interpétration et en-
fin si ils sont séparés et de quelle distance. Les techniques de détection de contact, on
parle aussi de détection de collision, visent donc à calculer des distances entre objets
(séparation, recouvrement) mais aussi les lieux d’application des forces de contact,
les repères locaux, etc. La litérature relative à la détection du contact est extrème-
ment vaste. Si on cherche un panarama des méthodes disponibles il existe un certain
nombre d’articles [LIN 98, JIM 01, TES 05], de thèses [KLE 05, OND 06, ERL 04]
et d’ouvrages [BER 04, ERI 05] sur le sujet.

1.4.2. Etapes de la détection

La détection du contact représente une partie décisive de la modélisation d’un
milieu granulaire que l’on traite par phases successives pour réduire le cout en temps
de calcul due à une certaine complexité algorithmique :
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– phase de recherche de proximité (“broad phase”) : c’est une étape de détection
grossière permettant de trouver les couples d’objets voisins susceptibles d’entrer en
contact. Cette étape est généralement basée sur une description simplifiée des objets
par un volume englobant.

– phase de détection approximative (“narrow phase”) : c’est une étape permettant
d’affiner la liste de voisinage pour les objets les plus simples et pour les plus compli-
qués de préciser quelles parties sont susceptibles d’entrer en contact.

– phase de détection du contact (“contact determination”) : c’est à cette étape que
l’on opère les détections entre paires de primitives de bas niveau avec par exemple : lo-
calisation des points de contact, détermination des repères locaux nécessaires à l’écri-
ture des lois de contact, etc. Suivant la stratégie numérique envisagée les informations
recherchées ne seront pas nécessairement les mêmes la localisation des points poten-
tiels de contact ou le calcul de l’intersection , et donc d’une profondeur d’interpéné-
tration, des surfaces en contact.

Le choix d’une technique plutôt qu’une autre peut dépendre de la stratégie de
résolution.

1.4.3. Recherche de proximité

Cette étape vise à créer rapidement une liste d’objets voisins. Elle se base sur une
recherche de proximité entre volumes englobants des objets. Comme illustré sur la
figure 1.1, il existe de nombreux types de volumes englobants ou BV (Bounding Vo-
lume) : sphère, boite alignée sur les axes ou AABB (axis aligned bounding box), boite
alignée sur l’objet ou OBB (oriented bounding box), polytope ou kDOP (k discrete
orientation polytope), enveloppe convexe, etc.

Figure 1.1. Quelques types de columes englobants

Globalement trois types d’approches sont utilisées :
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– recherche par positionnement dans une grille subdivisant l’espace occupé par
l’ensembles des objets du milieu [MIR 96b]). Cette approche nécessite une approxi-
mation de la géométrie des objets par leur sphère englobante. L’approche classique
dans les milieux granulaires utilise une grille uniforme dont la taille est calculée à
partir du plus gros grain de l’échantillon. Une fois positionné les particules dans la
grille (les boites), on teste si les particules d’une même boite ou des boites voisines
sont proches. Cette méthode est très simple à mettre en oeuvre et elle marche bien

Figure 1.2. Recherche de proximité par la méthode des boîtes

dans le cas d’échantillon compactes. Un premier défaut de cette méthode est que la
taille de la grille peut être inutilement importante dans certaines configurations géo-
métriques. Ce défaut peut être corrigé grâce à un stockage adapté (linked-cell, voir par
exemple [MUN 04]). Un second défaut apparaît lorsque la granulométrie est très éta-
lée. Dans ce cas une par approche hiérarchique peut améliorer les choses. Dans cette
situation d’autres techniques de subdivision de l’espace (octree,kd-tree, bsp-tree,etc)
peuvent mieux fonctionner (voir [OND 06] pour une discussion). Toutefois étant plus
couteuses que les techniques de grilles uniformes elles ne sont pas beaucoup utilisées.

– recherche des intersections des projections des objets sur les axes (méthode “sort
and sweep” [BAR 90] ou “sweep and prune” [COH 95]). Cette approche nécessite
une approximation des objets par AABB. Dans un premier temps on projéte les boites
englobantes sur les axes de coordonnées (figure 1.3). Pour chaque axe on trie les in-
tervales de projection par ordre d’apparition (“sort”). Ensuite on balaie l’axe concerné
(“sweep”) et on met à jour une liste d’intervales actifs : un interval entre dans cette
liste quand on rencontre son début et en sort quand on rencontre sa fin. A chaque
fois qu’un nouvel intervale entre dans la liste il est en interaction avec tous les inter-
vales déjà dans la liste, on incrémente donc la liste des interactions vues suivant l’axe
concerné. La liste de voisinage sera l’intersection des listes construites sur chaque
axe. Cette approche fonctionne bien même si elle n’est pas si simple à mettre en
oeuvre. Son principale défaut apparaît lorsque l’échantillon est très ćrasé suivant une
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Figure 1.3. Recherche de proximité par la méthode “sweep and prune”

direction (phénomène de “clustering”). Pour des optimisations de cette technique voir
[ZOM 02].

– triangulation à partir des positions des particules. Cette technique nécessite de
connaître la position du centre des sphères englobantes des particules [FER 02].

1.4.4. Détection approximative

Cette approche travaille sur des couples d’objets détectés à l’étape précédente et
essaie d’affiner les choses en rejetant certains cas simples par exemple.

Dans le cas d’objets simples et convexes il est courant d’utiliser une deuxième fois
les techniques précédentes en augmentant le niveau de détail.

Dans le cas d’objets plus complexes (grand nombre de facettes) ou non convexes
il est courant de créer une hiérarchie de volumes englobants (BVH pour boundary vo-
lume hierarchy) figure 1.1. Il s’agit de partitionner l’ensemble des primitives (face,sommet)
composant l’objet dans des volumes englobants. On construit de façon progressive un
arbre, où les feuilles ne contiennent plus qu’une primitive ou un ensemble fixé de
primitives. Chaque noeud dans l’arbre contient un sous-ensemble de noeud et un vo-
lume englobant ce sous-ensemble. La recherche approximative se fera grace a des
tests BV-BV. On peut citer [HUB 95] pour l’utilisation de sphères, [BER 97, GOT 96]
pour l’utilisation de boites alignées, [KLO 98] pour l’utilisation de k-DOP et enfin
[BAR 96] pour l’utilisation de l’enveloppe convexe.
Il existe d’autres approches utilisant une subdivision spatial de l’objet. On peut utiliser
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octree, bsp-tree.
Enfin on peut citer des techniques basées sur des champs de distance [TES 05].

Certaines de ses décompositions en BVH peuvent Ãªtre effectuées une fois pour
toute au début du calcul ce qui les rend encore plus efficace.

1.4.5. Détection du contact entre deux polyèdres convexes

Plutôt que de rentrer directement dans le vif du sujet concernant les méthodes
de détection, il semble plus judicieux de discuter les différentes situations que peut
rencontrer un algorithme de détection (contact exacte (affleurant), le contact séparé, le
contact interpénétré) et de voir comment les méthodes numériques ont été construites
pour les gérer.

En admettant qu’il soit possible de se retrouver dans la situation du contact exacte
(affleurant), les situations seront les suivantes : un point de contact (figure 1.4), une
ligne de contact (figure 1.5) et une surface de contact (figure 1.6).

Figure 1.4. situations générant un point de contact

Figure 1.5. situations générant une ligne de contact

Ce premier jeu d’exemples très simples met en évidence plusieurs problèmes :

– Tout d’abord comment représenter les contacts linéiques et surfaciques ?
Le choix classique est de supposer que traiter le problème avec un nombre fini de
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Figure 1.6. situations générant une surface de contact

points de contacts (voir figures 1.4,1.5 et 1.6) est équivalent. Des arguments de conca-
vité “fictive” des lignes ou des surfaces comme proposés par Moreau peuvent être
avancés [MOR 03]. Dans la réalité la situation est beaucoup plus complexe et génère
des problèmes d’unicité locale de solution qu’on peut essayer de résoudre en introdui-
sant des relations supplémentaires entre points de contact. [MOR 03, PER 07].

– Ensuite combien de points de contact sont nécessaires ?
Sans modification de la phénomènologie des lois d’interaction, un contact linéique
pourra a minima être représenté par deux points, une contact surfacique par trois
points. Sur la figure 1.6 à gauche on constate qu’il faudrait choisir 3 points parmi les 6.
Une autre solution consiste à garder tous les points et à laisser la méthode numérique
gérer la situation. Toutefois cette dernière solution pose d’autres problèmes comme la
gestion de la persistance des données entre deux incréments successifs d’une résolu-
tion.

– Enfin où placer ces points de contact ?
Si on réduit le nombre de points de contact on peut se demander si il est utile qu’ils
soient choisis parmi les points de la figure 1.6 ou alors a l’intérieure du polygone
délimité par ces points.

Quoi qu’il en soit, d’un point de vue pratique, on suppose que cette hypothèse est
valide. On constate alors que les différentes situations (figures 1.4,1.5 et 1.6) peuvent
se limiter à chercher un ensemble réduit de types de contact, par exemple : som-
met/sommet, sommet/arête, sommet/face et arête/arête [LIN 93].

Ce choix fait, on voit appaitre le problème de la définition de la normale qui n’est
pas unique dans certains cas dégénérés (sommet/sommet, sommet/arête, arête/arête)
ce qui va poser un certain nombre de questions pour la définition des repères locaux
et donc le calcul des lois de contact.

La situation du contact affleurant est particulière et pratiquement assez peu rencon-
trée. En fait la première situation a bien maitriser est la détection du contact séparé.
Une première idée de méthode vient de la constatation que si deux polyèdres convexes
sont séparés (ou affleurants) alors il existe un plan séparateur, c’est à dire un plan tel
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que chaque objet soit dans un demi espace distinct délimité par ce plan. Dans de nom-
breuses situations ce plan séparateur n’est pas unique. Si il existe, il peut être choisi
comme une face d’un des deux polyèdres ou comme parallèle à deux arêtes, chacune
appartenant à un polygone différent, et contenant une de ces deux arêtes (la normale
au plan sera le produit vectoriel des directions des deux arêtes) [BAR 90].

Figure 1.7. illustrations de la notion de plan séparateur

Trouver un plan séparateur par cette technique permet de statuer sur le fait que
deux objets ne s’interpénétrent pas. La méthode de l’axe séparateur (on parle aussi de
shadow-overlap) est une approche duale à celle du plan séparateur et on n’en arlera
pas ici (voir [EBE 01, SAU 04] pour des détails). Dans le cas du contact séparé cette
méthode ne donne aucune information sur la distance minimale entre les deux ob-
jets. Dans le cas du contact interpénétré on peut obtenir des informations en calculant
l’intersection des faces des deux objets [M¨ 97, O’R 98, GUI 03]. Cette approche est
utilisée par la SNCF pour ses calculs sur le Ballast [SAU 04]. Il est a noté que des
méthodes de détection performantes de la communautés éléments finis peuvent aussi
être exploitées pour la détection entre surfaces triangulées [LAU 02].

D’une faÃ§on un peu différente Cundall a exploité cette idée de plan séparateur
(common-plane) pour évaluer la distance entre deux polyèdres A et B [CUN 88]. On
note GA (resp GB) le centre d’intertie de A (resp. B) et XA (resp. XB) l’ensemble de
ses sommets. On définit un plan P passant par l’intercentre M = GA+GB

2
des deux

polyèdres et de normale n ainsi que deux distances signées :

d+ = min{n ·MX : X ∈ XA} (1.6)

d− = max{n ·MX : X ∈ XB} (1.7)

Le principe de la méthode consiste à chercher n qui maximise d+ − d−. L’approche
est itérative. On initialise le processus avec une normale donnée (l’intercentre, une
normale précédente, etc). On procède à la maximisation par perturbation de la normale
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[CUN 88]. Un énorme avantage de cette technique est quelle fourni une normale (celle
du plan) même dans les cas dégénérés. Par contre elle assez lente et nécessite de
nombreuses optimisations pour être efficace avec les milieux granulaires polyédriques
[NEZ 04, PER 07]. Elle fonctionne aussi en cas d’interpénétration. Cette approche a
été utilisée pour des calculs de maçonneries et de massifs rocheux fracturés [PER 07,
RAF 08].

Si on souhaite obtenir la distance minimale entre objets de façon plus précise il
peut être intéressant de faire appel aux régions de Voronoi qui permettent de partition-
ner l’espace autour d’un polyèdre convexe. Grâce à cette idée on peut, pour un point
donné en dehors du polyèdre savoir avec quel élément du polyèdre (sommet, arête,
face) il est le plus proche.

Figure 1.8. régions de Voronoï

Grâce a cette idée des algorithmes itératifs visant à déterminer [LIN 91, LIN 93]
la plus petite distance entre des éléments (sommet, arête, face) de deux polyèdres
ont été proposés. A cause de la convexité cette distance sera la distance minimale
entre 2 objets. Cette technique, qui à l’origine ne traitait que les contacts séparés ou
affleurants, a été étendu aux situations avec interpénétration [MIR 98]. Cette méthode
a été utilisée dans des simulations de milieux granulaires polyédriques pour trouver
un plan séparateur [NEZ 06]. En effet une fois le plus court chemin trouvé entre deux
objets on peut utiliser la bisectrice à cette axe comme plan séparateur.

Une autre technique de recherche a été proposée par [GIL 88]. Elle est utilisable
pour n’importe qu’elle objet convexe. Elle utilise la notion de :

– fonction support d’un objet C, qui pour un vecteur donné (v) fait correspondre
un point de C tel que :

sC(v) ∈ C et v · sC(v) = max{v · x : x ∈ C} (1.8)
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– combinaison convexe d’un ensemble de points X :

conv(X) = {
n
∑

i=1

λixi :

n
∑

i=1

λi = 1, λi ≥ 0} (1.9)

– point le plus proche de l’origine d’un convexe Q :

v(Q) ∈ Q et ||v(Q)|| = min{||x|| : x ∈ Q} (1.10)

Dans un premier temps on peut calculer la distance minimale d’un convexe C à l’ori-
gine par la méthode de descente suivante (voir figure 1.9) :

– on initialise en prenant un vecteur v0 pointant vers un point du convexe C, un
initialisant un ensemble de point W0 = ∅ et on calcule w0 = sC(−v0)

– à chaque itération k on calcule vk = v(conv(Wk−1 ∪wk−1)), Wk comme étant
le plus ensemble X de Wk−1 ∪ wk−1 tel que vk ∈ conv(X) et wk = sC(−vk)

– on arrête quand par exemple ||vk|| ne varie plus (voir [BER 04] pour une discus-
sion).
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(a) k = 0,W = ∅

�

��
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���

���

(c) k = 2,W = {w0, w1}

�

��
��

���

(b) k = 1,W = {w0}

�

��

��

���

���

(d) k = 3,W = {w0, w2}

Figure 1.9. quelques itérations de la méthode GJK

Pour utiliser cette méthode il suffit de constater que calculer la distance entre deux
objets convexes A et B revient à calculer la distance à l’origine du convexe C créé par
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leur différence de Minkowski :

d(A,B) = min{||x− y|| : x ∈ A, y ∈ B} = v(A⊖B) (1.11)

Pratiquement il n’est pas nécessaire de construire explicitement le convexe obtenu
par différence de Minkowski, mais juste de savoir évaluer la fonction support sur ce
convexe. Pour calculer cette grandeur on utilise le résultat suivant :

sA⊖B(v) = sA(v)− sB(−v) (1.12)

Et donc il sera uniquement nécessaire de savoir calculer la fonction support pour
chaque convexe. Dans le cas des polytopes les points supports sont les sommets du
polytope ce qui facilite le calcul de la fonction support et assure que l’algorithme
converge en un nombre fini d’itérations. Cette méthode méthode a été étendue au cas
de contact avec interpénétration [JOU 97, BER 04]. Cette méthode est utilisée dans le
code Grain de l’IFP [PET 01].

Nous venons de voir l’essentiel des méthodes existantes. Même si elles avaient été
conçues pour un autre usage elles ont toutes été étendues aux cas avec interpénétra-
tions afin de fournir la profondeur d’interpénétration, à savoir la plus petite translation
de corps rigides qu’il faut faire pour mettre les objets en contact affleurant.

Naturellement on est tenté d’utiliser l’orientation de ce vecteur comme normale au
contact. Toutefois il convient de rester prudent quand au sens mécanique de cette gran-
deur, plus particulièrement dans les situations “dégénérées” (figure 1.13 à gauche).
Pour palier à ce problème de définition de la normale, certains proposent d’utiliser

�

Figure 1.10. la cohérence spatiale comme solution à la définition de la normale



26 Modélisation numérique discrète

des techniques de minimisation d’énergie [FEN 04]. Il semble tout de mÃªme que la
solution se trouve dans une utilisation de la causalité des interpénétrations ce qui im-
pique de se servir de la cohérence temporelle des trajectoires discrètisées des objets.
Plus précisemment connaissant une solution non interpénétrée et une vitesse on peut
“sélectionner” une normale (figure 1.13 à droite). Si on souhaite limiter les interpéné-
trations on peut adapter la taille du pas de temps [ACA 08] ou revenir dans le temps
jusqu’à une situation de contact affleurant [BAR 89, BAR 90]. On voit très bien que
suivant la stratégie de résolution on devra adopter une approche plutôt qu’une autre.

Une fois définis la distance entre objets et la normale il reste à déterminer la po-
sition des points de contact (lieux d’application des forces de contact). Seules les
situations des zones de contact linéique et surfacique posent problèmes. L’approche
suivante permet de construire ces points :

– construire un plan séparateur (au sens de Cundall) entre les objets A et B.

– projeter l’ensemble Xǫ
A (resp. Xǫ

B) des sommets de A (resp. B ) les plus proches
à une tolérance ǫ donnée (figure 1.11 (a))

– construire l’enveloppe convexe de Xǫ
A et Xǫ

B (figure 1.11 (b))

– calculer l’intersection de ces enveloppes convexes (figure 1.11 (c))

– positionner des points dans cette enveloppe convexe (figure 1.11 (d)) et recalcu-
ler les distances (figure 1.11 (f))

��� ��� ��� ���

Figure 1.11. étapes du positionnement des points de contact

Pour finir il est important de signaler que Merlhiot [MER 07] propose une solu-
tion élégante pour traiter le contact entre objets polyédriques basée sur les sphéro-
polygones. Cette approche utilise les mêmes outils de calcul de distance mais permet
d’obtenir une définition unique de la normale ainsi que sa continuité le long des sur-
faces. Cette technique a été exploitée pour la modélisation des milieux granulaires
[PET 01, GAL 08].
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1.4.6. Détection du contact entre deux polyèdres non convexes

La détection du contact entre polyèdres non convexes est complexe. La plupart
des approches utilisent une décomposition en une hierachie de volumes englobants
comme présenté dans la section 1.4.4. Une fois que le contact entre deux volumes
englobants est détecté on peut évaluer le contact entre les faces contenues dans les
volumes englobants comme expliqué dans la section 1.4.5.

Partant du constat que les algorithmes de détection entre polyèdres convexes sont
performants et éprouvés il semble naturel d’essayer de les exploiter. La méthode
consiste donc à remplacer les objets non convexes par des clusters d’objets convexes,
soit manuellement pour les cas les plus simples, soit en utilisant des techniques de
découpage automatique [LIE 08, RAT 09].

1.5. Mise en oeuvre numériques

1.5.1. Introduction

La prise en compte de particules polyèdriques dans une logiciel de modélisation
des milieux granulaire ne présente pas de difficultés techniques insurmontables. La
principale difficulté technique provient de la détection du contact. Nous allons don-
ner par la suite une liste de librairies existantes qui permettent de régler en partie ce
problème (section 1.5.2). La seconde catégorie de difficultés provient plus de l’adé-
quation entre le rapport de contact sortant de la méthode de détection et le modèle
numérique employé pour modéliser le problème (section 1.5.3).

Pour conclure ce chapitre nous présenterons quelques choix fait dans le logiciel
lmgc90 (section 1.5.4).

1.5.2. Quelques librairies éxistantes pour la détection de contact

Un grand nombre de librairies exploitant les algorithmes décrits précedemment est
disponible sur le WEB en “open source” :

– I-collide [COH 95] : Cette librairie est basée sur l’algorithme de Lin-Canny qui
exploite les région de Voronoıi [LIN 91, LIN 93]. Cette librairie est capable de prendre
en compte un grand nombre d’objets convexes ou polyconvexes quelle trie par un
algorithme de “sweep and prune” et exploite la cohérence temporelle.
http://www.cs.unc.edu/~geom/I_COLLIDE.html

– V-clip [MIR 98]. Il s’appuie sur une extension de l’algorithme de Lin-Canny qui
permet notamment de de gérer les interpénétrations. Il ne traite que la collision entre
une paire d’objets.
http://www.cs.sunysb.edu/~algorith/implement/V-CLIP/distrib/
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– RAPID [GOT 96]. Cette librairie calcule le contact entre une paire d’ob-
jets décrits par des polygones non structurés (“polygon soups”). Elle est ba-
sés sur un découpage en une hierachie de volumes englobants OBB (OBBTree).
Elle est adaptée à traiter des géométries avec un très grand nombre de facettes.
http://www.cs.unc.edu/~geom/OBB/OBBT.html

– SOLID [BER 04]. Cette librairie est basée sur la méthode GJK et utilise un dé-
coupage en une hierachie de volumes englobants AABB. Il permet de traiter des col-
lections d’objets rigides ou déformables.
http://www.win.tue.nl/cs/~gino/solid/

– V-collide [HUD 97]. Cette librairie utilise la détection grossière de I-collide et
le calcul d’intersection de RAPID.
http://www.cs.unc.edu/~geom/V_COLLIDE.html

– PQP [LAR 00]. Cette librairie travaille avec des objets non structurés
et est basé sur un une hiérarchie de volume englobants sphéro-rectangle.
http://www.cs.unc.edu/~geom/SSV

– CollDet est une librairie très complète qui englobe différentes méthodes évo-
quées précédemment.
http://cg.in.tu-clausthal.de/research/colldet/index.shtml

On pourra trouver des informations complémentaires sur ce site :
http://gamma.cs.unc.edu/research/collision/packages.html

1.5.3. Quelques problèmes liés aux stratégies de résolution

Différents paradigmes de stratégies de résolution existent et sont présentés dans cet
ouvrage. Sans rentrer dans le détail de ces méthodes on trouvera ci dessous quelques
problèmes spécifiques à la modélisation de particules polyèdriques.

– méthode statique et quasi-statique (chapitre 1). A part le calcul de la configu-
ration de contact et la prise en compte de contacts multiples entre deux objets, l’in-
troduction de particules polyédriques ne semble pas devoir nécessiter de quelconques
précautions supplémentaires,

– méthode avec explicitation de la contrainte (chapitre 2). Dans cette approche les
forces de contact sont proportionnelles à l’interpénétration. Les résultats de cette mé-
thode seront donc particulièrement sensibles au calcul de l’interpénétration et de la
normale. Introduire plusieurs points de contact pour modéliser des contacts linéiques
ou surfaciques nécessite une certaine prudence quand à leur nombre, leur localisa-
tion et à la rigidité qui leur est affecté [ZAV 09]. Le choix de rigidités trop faible rend
l’utilisation de particules polyèdriques caduque car l’effet de forme ne sera pas correc-
tement modélisé. Le choix de rigidités importantes risque d’introduire des oscillations
parasites aux interfaces. Au demeurant il semble difficile de donner un sens physique
à cette rigidité.
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– schémas à capture d’évènements (chapitre 3). Cette approche, comme la précé-
dente, est sensible au choix de la normale. Si cette approche est utilisée avec une loi
de contact en vitesse, seuls les contacts affleurants et interpénétrés sont pris en compte
et le calcul du contact nécessite uniquement de connaitre la normale aux points de
contact. C’est ce qui fait la force de ce type de loi qui présente le défaut de ne pas
maitriser l’interpénétration lors de collisions. L’interpénétration cumulée dans le sys-
tème n’est controlée que par la taille du pas de temps. Si cette approche est utilisée
avec une loi de contact en déplacement il est nécessaire, par rapport à l’approche en
vitesse, de calculer correctement la distance entre objets séparés pour arriver à maitri-
ser l’interpénétration (indépendamment du choix du pas de temps). Une particularité
de cette approche est que le choix de la configuration dans laquelle calculer le contact
n’est pas unique. On peut utiliser la configuration connue en début de pas ou utili-
ser une configuration à mi-pas de la technique de “leap-frog” proposée par Moreau
[MOR 03].

– schémas à détection d’évènements (chapitre 4). Dans cette approche la seule
difficulté est de calculer précisemment l’instant d’un contact affleurant afin d’ordon-
nancer correctement les collision.

Une autre spécificité des particules polyèdriques est que le terme non linéaire de
l’équation d’Euler 1.1 ne disparait pas. Dans les milieux granulaires denses, où les
vitesses de rotation sont assez faibles, il semble légitime de l’expliciter au second
membre.

Un dernier problème technique va apparaÃ®tre si on utilise des lois d’interaction
n’écessitant la persistance de certaines données, comme les lois cohésives. Dans ce
cas il est nécessaire de prendre certaines précautions pour Ãªtre capable de suivre les
points de contact persistants d’un pas sur l’autre surtout lorsqu’ils sont multiples entre
deux objets.

1.5.4. Les choix faits dans LMGC90

La prise en compte des particules polyédrique a été introduite dans lmgc90 [DUB 03]
lors de la thèse de G. Saussine [SAU 04]. De nombreux enrichissements ont été appor-
tés par la suite, dont certains lors de la thèse de R. Pérales [PER 07]. On va présenter
dans cette section certains choix particuliers.

Comme on l’a évoqué dans la section 1.2 on peut calculer l’orientation des objets
grace à la matrice de rotation R sans utiliser de paramètrage spécifique. Toutefois il
faut Ãªtre capable d’“intégrer” la vitesse de rotation Ω pour mettre à jour cette matrice
à chaque pas de temps. Deux méthodes sont proposées dans lmgc90 :

– si la vitesse de rotation est très faible on peut estimer que chaque vecteur eti du
repère principale d’inertie sera modifié par l’incrément de rotation en ∆tΩ suivant la
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relation :

et+∆t
i = eti +∆tΩ× eti (1.13)

Cette approche nécessite toutefois des re-orthogonalisation du repère principale
d’inertie pour éviter les dérives.

– si la vitesse de rotation n’est pas négligeable on utilise l’algorithme proposé
par Hughes et al. [HUG 80] qui préserve l’ortho-normalisation du repère principal
d’inertie.

Concernant la détection du contact on procède de la façon suivante :

– recherche de proximité : construction d’une liste de voisinage par une méthode
des boites,

– détection approximative : on essaie d’éliminer les contacts par une technique
d’axe séparateur (“shadow-overlap”)

– détection de contact : deux méthodes sont utilisées : intersection de faces trian-
gulaires [?] ou plan séparateur (au sens de Cundall) [PER 07]

On peut signaler qu’une importance particulière a été apporté au découpage mo-
dulaire de ce code afin de pouvoir mixer corps rigides et déformables, objets de géo-
métries complexes, lois de comportement diverses, etc.

1.6. Quelques exemples

1.6.1. Maçonneries

Ce premier exemple reprend les résultats d’une expérience par C. Fort à l’ESM2.
Elle consiste à soumettre un mur composé de blocs en bois à un tassement différentiel.
Le mur est composé de 105 blocs répartis sur 10 couches. 95 blocs ont pour dimension
H = 4.9 cm, L = 12.4 cm et l = 6.2 cm, 10 ont une longueur (L) deux fois plus petite.
Les résultats numériques ont été obtenu en prenant un coefficient de frottement de
0.6 entre blocs et de 0.7 entre blocs et fondation. On constate qu’ils sont en totale
adéquation avec l’expérience.

Ce deuxième exemple montre que la méthode est capable de prendre en compte
des très grands systèmes.

1.6.2. Massifs Rocheux

1.6.3. Ballast

quelques mots sur la spécificité des rhéologies SLR
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Figure 1.12. cas test de comparaison expérience simulation

Figure 1.13. modélisation du pont du gard

1.7. Conclusion

Remerciements : Gilles Saussine, Mathieu Renouf, Vincent Acary, Emilien Azéma,
Robert Pérales, Ali Rafiee, Brahim Chetouane.
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