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HISTOIRES DE FORMES TRILINEAIRES ET DE
VECTEURS TEST

par

Louise Nyssen

Résumé. — Si F' est un corps local et G le groupe GL2(F'), on considére trois
représentations admissibles et irréductibles 71, w2 et w3 de G, dans des espaces vec-
toriels Vi, Va et V3 de dimension infinie sur C. La dimension de ’espace

L =Homg (V1 ® V2 ® V3,C)

des formes linéaires G-invariantes est 0 ou 1. Si c’est 1, on dispose d’une forme linéaire
£ non nulle dans L, pour laquelle on cherche un vecteur test, c’est-a-dire un vecteur
qui n’est pas dans le noyau de £. La théorie nous assure ’existence d’un grand nombre
de ces vecteurs, mais il s’agit ici d’en décrire un explicitement.

Apres les rappels nécessaires sur les représentations, on expliquera dans quels cas
on peut trouver des vecteurs test. On donnera ensuite quelques applications & I’étude
des fonctions L.

Abstract (About trilinear forms and test vectors). — Let F be a local field
and G be GL2(F'). Let (71, V1), (72, V2) and (73, V3) be three admissible, irreducible,
infinite dimensional representations of G. The space of trilinear, G-invariant forms

L= Homg(Vl ®Va® Vs, (C)

has dimension 0 or 1. When it is 1, there is a non zero linear form ¢ in L, and one
wants to find a test vector for £, that is, a vector which is not in the kernel of .
Theoretically, there are many test vectors. The point is to get an explicit one. The
first part of this paper is a survey about test vectors : how to get the dimension of
L and which explicit test vectors are already known. The second part describes some
applications to L-functions.

Classification mathématique par sujets (2000). — 11F67, 11F70.

Cet article a été rédigé a la suite du colloque Cohomologie l-adique et corps de nombres organisé au
CIRM du 10 au 14 décembre 2007 par Philippe Blanc que je tiens & remercier pour cette semaine
de travail agréable et enrichissante. Je remercie également Christian Maire qui s’est chargé de la
présente publication.
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1. Introduction

Si F est un corps local et G le groupe GLo(F), on consideére trois représentations
admissibles et irréductibles w1, mo et w3 de G, dans des espaces vectoriels Vi, V5 et
V3 de dimension infinie sur C, pour s’intéresser a l'espace des formes linéaires G-
invariantes sur V7 ® Vo @ V3

L = Homg (Vi ® V2 ® V3,C).

Pour toute forme linéaire ¢ de L, tout élément g de G et tout triplet d’éléments
(v,0",0") de Vi x Vo x V3

L(mi(g)v @ ma(g)v' @ m3(g)v”) = Lv v ®v").

La dimension de cet espace est 0 ou 1. Lorsqu’elle vaut 1, on dispose d’une forme non
nulle dans L, définie a un scalaire pres, et on cherche un élément v de V; ® Vo ® V3 qui
ne soit pas dans son noyau. On l'appelle vecteur test car on peut écrire, pour toute
forme linéaire £ de L

(#£0 dans L <= {(v)#0 dans C

On commencera par traiter, dans les parties 2 et 3, le cas ou F' est un corps p-
adique. La partie 2 est consacrée a des rappels sur les représentations. Dans la partie
3, on détaille les résultats sur la dimension de L, et on décrit les vecteurs test dans
quelques cas. Il s’agit des travaux de Diprenda Prasad dans [P], Gross et Prasad dans
[G-P], prolongés dans [N].

Ensuite, on traitera le cas ou F' est archimédien. C’est 'objet de la partie 4, qui
décrit les travaux de de Prasad dans [P], complétés par Loke dans [L].

Les parties 5 et 6 sont consacrées a des applications des résultats précédents. Apres
avoir décrit dans 5 une version globale du probleme, on s’intéressera dans 6, aux
fonctions L : on évoquera d’abord les travaux de Harris et Kudla sur la conjecture de
Jacquet dans [H-K1] et [H-K2], puis on expliquera comment on utilise les vecteurs
test pour estimer le comportement de certaines fonctions L au voisinage de la droite
R(s) = L : ce sont les travaux de Bernstein et Reznikov dans [B-R 1], [B-R 2] et

2
[R] d’une part, Michel et Venkatesh dans [M-V] et [V], d’autre part.

2. Rappels sur les représentations de GLo(F') lorque F' est un corps
p-adique

Considérons d’abord le cas ou F' est une extension finie de Q,, pour un nombre
premier p. On note Op 'anneau des entiers, mp une uniformisante et ¢ le cardinal du
corps résiduel. On note || la valeur absolue sur F', normalisée pour que |7z| = ¢~1. On
considere le groupe G = GLy(F) et K = GLo(Op) qui est un sous-groupe compact
maximal de G. Dans cette section, on se contente d’énoncer les quelques définitions et
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propriétés des représentations admissibles de G qui nous serons utiles dans la suite.
Pour un exposé complet et détaillé, on renvoie a [B-H].

2.1. Induction. — Soit (p, W) une une repésentation d’un sous-groupe fermé H
de G et Ay le caractére modulaire de H. Soit Inde (p) I’espace des fonctions f de G
dans W satisfaisant les conditions suivantes :

— pour tout élément h de H et tout élément g de G,

f(hg) = Bu(n)~2o(h)(1(9))

— il existe un sous-groupe ouvert Ky de G tel que pour tout élément k de Ky, et
tout élément g de G,
f(kg) = f(g).
On fait agir G sur Indg (p) par translation a droite. On obtient ainsi une représentation
qu’on appelle I'induite de p de H a G. Avec la condition supplémentaire que f soit
a support compact, on obtient I'induite compacte, notée indg (p) Lorsque H\G est

compact, il n’y a pas de différence entre les deux.
Avec le sous-groupe B des matrices triangulaires supérieures de G on utilise Agl =

0 ou pour tout élément b de B de la forme b = <g z), §(b) = |£]. Avec le sous-

groupe T des matrices diagonales de G, A est trivial. On trouvera plus de détails
sur les représentations induites dans [B-Z].

2.2. Repésentations admissibles irréductibles de G. — Soit 7 une représenta-
tion irréductible et admissible de G dans un C-espace vectoriel V. Elle possede un
caractere central, c’est a dire qu’il existe un caractére w : F* — C* tel que, pour
tout élément x de F' et tout vecteur v de V'

w((g 2))1} = w(@)v.

Si elle est de dimension finie, elle est nécessairement de dimension 1, c’est-a-dire
qu’il existe un caractere y : F'* — C* tel que, pour tout élément g de G

m(g) = x(det(g)).

Pour obtenir les représentations admissibles irréductibles de G de dimension infinie,
on utilise I'induction parabolique. Soient p et p’ deux caractéres de F*. On note

Indg (u, 74 ) la représentation obtenue en induisant le caractere
B — Ccx
Ty
(0 ) — ue) ()

z

C’est une représentation admissible de G.
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- Si 5 # | - |*! elle est aussi irréductible. On dit qu'elle appartient & la série
principale.

— Sinon, elle possede un unique sous-quotient irréductible de dimension infinie,
qu’on note V. Il est de codimension 1. On dit que la représentation ainsi obte-
nue est une représentation spéciale. En particulier, on note St (pour Steinberg)
la représentation spéciale obtenue comme le quotient de Ind§ (|.|_%, ||%> par
I’espace des fonctions constantes sur G.

Les représentations admissibles irréductibles de G de dimension infinie qui ne s’ob-
tiennent pas de cette fagon sont dites cuspidales. Cette définition semble artificielle :
de fait, il existe d’autres manieres de caractériser les représentations cuspidales, mais
comme elles interviendront assez peu dans cet exposé, nous ne détaillerons pas d’avan-
tage. Quand une représentation est spéciale ou cuspidale, on dit qu’elle appartient a
la série discrete.

2.3. Correspondance de Jacquet-Langlands. — Soit Dy ’algebre des quater-
nions de centre F, et D le groupe des éléments inversibles de Dg. La correspondance
de Jacquet-Langlands est une correspondance bijective entre les représentations de
la série discréte de G et les représentations irréductibles de Dj. Si (m, V) est une
représentation de la série discrete de G, on notera (7', V’) la représentation associée
par la correspondance de Jacquet-Langlands.

2.4. Ramification et nouveau vecteur. — Nous allons définir le conducteur d’un
caractere et celui d’'une représentation de dimension infinie. Soit x un caractere de

.
— Si x(OF) = {1}, on dit que y est non ramifié.
— Autrement, la suite décroissante de sous-groupes compacts de F*
O;v D14+ 1m0 D - 1+7m"OfF D 1+7TFn+10F Do
fournit un plus petit entier n tel que

X(l + WF"OF) = {1}

On dit que le caractere est ramifié et que cet entier est son conducteur.
Soit (m, V) une représentation admissibles irréductible de G, de dimension infinie
et de caractere central w. La suite décroissante de sous-groupes compacts de G
Ky D K, D"'DKTLDK"+1~--

avec

Ky =K = GL2(OF)
et pour tout entier n > 1,

b
Kn = F()(WTFL‘) = {(Z d) c K ‘ cE WFnOF }
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fournit une suite croissante de sous-espaces vectoriels de V
VO=yHk

et pour tout entier n > 1,

Vr={veV | V(Z z>eKn, W((Z Z))Uzw(a)v }

Il existe un plus petit entier n pour lequel I'espace vectoriel V™ n’est pas réduit
a {0}. Il est alors est de dimension 1. Tout générateur de V™ s’appelle un nouveau
vecteur de la représentation, et n s’appelle le conducteur de la représentation. On dit
que 7 est ramifiée si n > 1. Si n = 0, on dit qu’elle est non ramifiée ou sphérique. On
trouvera des détails sur les nouveaux vecteurs dans [C] et [G].

Si 7 appartient a la série principale, elle est induite a partir de deux caracteres p
et u’, de conducteurs m et m'. Le conducteur de 7 est alors m + m/.

Si 7 est une représentation spéciale, il existe un caratere n de F'* tel que 7 est
isomorphe a 1 ® St. Le conducteur de 7 vaut 1 si 1 est non ramifié, deux fois le
conducteur de 7 sinon.

Si 7 est cuspidale, son conducteur est supérieur a deux.

2.5. Contragrédiente. — Soit (7, V') une représentation admissible irréductible
de G. L’espace V* des formes linéaires sur V est lui-méme une représentation de G.
Pour tout élément g de G, tout vecteur v de V' et toute forme linéaire ¢ de V*, ’action
de g sur ¢, notée 7(g) est donnée par

(@(g)p,v) = (p,m(g) " (v))

Mais elle n’est pas forcément admissible. Il faut se restreindre a I’ensemble V des
formes linéaires dont le stabilisateur dans G est ouvert. On obtient ainsi une représen-
tation irréductible et admissible de G, notée 7, qui s’appelle la représentation contra-
grédiente de 7.

Elle est isomorphe & la représentation w™! ® 7 oll w est le caractere central de 7.
En particulier, si w est trivial, w est isomorphe a sa contragrédiente. On trouvera des
détails sur les représentation contragrédientes dans [B-Z].

3. Formes trilinéaires et vecteurs test lorsque F' est un corps p-adique

3.1. Formes trilinéaires. — Soient 71, mo et 73 trois représentations admissibles
et irréductibles de G = GL2(F'), dans des espaces vectoriels Vy, Vs et V3 de dimension
infinie sur C. Soit

L= Homg(Vl ® Vo ®‘/3,(C)
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I’espace des formes linéaires G-invariantes c’est-a-dire les formes linéaires ¢ sur V; ®
Vo ® V3 telles que, pour tout élément g de G et tout triplet de vecteurs (v,v’,v") de
VixVox Vs

U(mi(g)v ® ma(g)v' @ m3(g)v") = L(v @ v @0").
De fagon analogue, si les (7}, V;/) sont des représentations irréductibles de de Dy on
définit 'espace

L' = Hom (Vi @ V3 @ Vy,C).

En utilisant la théorie des paires de Gelfand, Prasad démontre dans [P] que la di-
mension des espaces L et L’ est 0 ou 1, et il donne un critére précis qui permet de la
déterminer.

Commengons par une remarque simple : si L est de dimension 1, le produit des
caracteres centraux de mwy, mo et w3 est trivial. Nous ferons donc cette hypothese dans
toute la suite.

Pour i € {1,2, 3}, on note o, la représentation du groupe de Weil-Deligne associée
a m; par la correspondance de Langlands locale. Le produit o; ® 02 ® o3 est une
représentation symplectique de dimension 8 du groupe de Weil-Deligne. A cause de la
condition sur les caracteres centraux, cette représentation est autoduale si bien que
le facteur local (01 ® 02 ® 03) vaut 1 ou —1. Prasad démontre que si le facteur

vaut —1, les trois représentations m; appartiennent & la série discrete, si bien qu’on

peut considérer les représentation (7}, V/) de D associées par la correspondance de
Jacquet-Langlands, et s’intéresser & l'espace L’ défini ci-dessus. Dans [P], Diprenda

Prasad démontre

Théoréme 3.1 (Prasad). — Soient w1, ma et w3 trois représentations admissibles
et irréductibles de G dans des espaces vectoriels Vi, Vo et V3 de dimension infinie sur
C. On suppose que le produit de leurs caractéres centraux est trivial.

— 51 au moins une des trois représentations appartient a la série principale

g1 ®0o2®03) =1 et dimeL =1.
— Si les trois représentations appartiennent a la série discréte,
e(01 ®oa®o03) =1 <= dimcL =1 < dimcL' =0
e(01 ®03®03) = -1 < dimcL =0 < dimcL' =1
3.2. Les vecteurs test connus. — Pour chercher des vecteurs test, on aura besoin
des nouveaux vecteurs. Dans toute la suite vy, vo et vs désigneront les nouveaux

vecteurs des représentations 71, me et 3. Au début, la relation est facile. On trouve
dans [P]

Théoréme 3.2 (Prasad). — Si my, ma et w3 sont des repésentations principales
non ramifées, il existe une forme trilinéaire non nulle £ dans L et v1 @ vo @ v3 est un
vecteur test pour £.
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et dans [G-P)]

Théoréme 3.3 (Gross-Prasad). — Si pour chaque i dans {1,2,3}, il existe un
caractére non ramifié n; tel que m; = 1; @ St, et s’il existe une forme trilinéaire non
nulle £ dans L, alors v1 @ vo ® vz est un vecteur test pour £.

Remarque 3.4. — Dans cette situation, les trois représentations appartiennent a la
série discrete. Puisque chaque caractere 7; est non ramifié, il est entierement déterminé
par la valeur de n;(7r) et la condition sur les caratéres centraux impose que

2
(e (e s () ) = 1
Or, d’apres [P] le facteur € correspondant vaut

£(o1 ® 02 ® 03) = —n1 (7p )2 (7 )Nz (7F)

Donc, on peut trouver une forme linéaire non nulle ¢ dans L si et seulement si
m (mp)n2(mr)ns(mr) = —1. Autrement, on dispose d’un élément non nul ¢ dans L’
pour lequel on peut trouver un vecteur test dans Vi’ ® Vo' ® V3’ de la facon suivante :
si R’ est Pordre maximal de Dp, le sous-groupe compact ouvert R’ x R'* x R'* fixe
une unique droite dans V] ® VJ ® V4 et tout élément non nul de cette droite est un
vecteur test pour ¢ . C’est la proposition 6.3 de [G-P)].

La démonstration que donnent Gross et Prasad du théoreme 3.3 s’adapte tres
facilement au cas ot une des représentations est principale et non ramifiée. On obtient
un résultat comparable :

Théoréme 3.5 (Gross-Prasad). — Si pour i = 1 et i = 2 il existe un caractére
non ramifié n; tel que m;, = 1n; ® St et si w3 est une représentation principale non
ramifée, il existe une forme trilinéaire non nulle ¢ dans L et v1 @ va ® vy est un
vecteur test pour £.

Mais les choses se compliquent des qu'on augmente la ramification. Nous allons
maintenant travailler dans le cas ot 71 et 7w sont des représentations principales non
ramifiées tandis que 73 est ramifée.

Dans ce cas, on peut supposer que le caractére central de chaque représentation
est trivial. Notons wy, ws et ws les caracteres centraux de 7y,m et 3. On sait que les
caracteres centraux de 7 et de o ne sont pas ramifiés. Comme le produit wywows est
trivial, le troisieéme n’est pas d’avantage ramifié. Ils sont donc tous trois déterminés
par leur valeur en mr. On choisit alors des caractéres non ramifié 7y, 12,73, tels que
pour chaque i dans {1,2,3} : n;(7r)? = w;(7r) et n1(7r)n2(mr)n3(7F) = 1. Ainsi, le
caractere central de chaque représentation 1; 7' ® V; est trivial et

Vie,eVs=(m'oW)e m ek e (s @ V).
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Cet isomorphisme nous permet de supposer que w; = wy = ws = 1 ce qui sim-
plifiera un peu les notations dans la suite. Par exemple les nouveau vecteurs des
représentations sont simplement des vecteurs non nuls invariants par certains sous-
groupes compacts :

V1 € VlK Vg € VQK et V3 € Vgro(ﬂ;)

On dispose d’une forme linéaire non nulle ¢ dans L, qui fournit un élément de f/;

V3 — C

v — (v @ Uy ®0)
Puisque wj est trivial, la représentation 73 est isomorphe a sa contragrédiente. Puisque
{ est G-invariante, et que vy et vo sont K-invariants, ¢ est K-invariante. Or 73 est
ramifiée, donc 73 aussi, si bien que ¢ = 0 : v; ® v2 ® v3 n’est pas un vecteur-test pour
L.

Cependant, Gross et Prasad font la suggestion suivante : si R est un ordre maximal
dans Mo (F) vérifiant R* N K = To(7’) et si v3 est un vecteur R*-invariant dans Va,

la forme linéaire
=

v — A(v; Qi)

est invariante sous 'action de R*NK = Iy(7}). Comme (%) fotme) est de dimension
1, il reste une chance pour que v; ® v3 ® v3 soit un vecteur test pour £.

Cette suggestion a été mise en ceuvre dans [N]. Pour obtenir R*, il faut conjuguer
le compact maximal K par une puissance d’un certain élément v de G. Soit n le
conducteur de 3. On sait que n > 1. On pose

e 0 _ _
= () R=rMAOR @ =
qui vérifient les relations attendues
R* =~""KAy" et R*NK =To(r}).
On est alors dans les conditions favorables :
V1 € VlK ’U; € ‘/QRX et V3 € VgKﬂRX .

Il faudra toutefois imposer une certaine condition technique, notée CT'(n), & m
et my, condition que nous allons expliquer maintenant. Puisque 7 et m sont des
représentations principales non ramifiées, il existe des caractéres non ramifiés uq et
wo tels que pour ¢t =1 et i = 2,

m; = Ind§ (M, ufl)
La condition CT'(n) porte sur la valeur des u;(mg)? :

P ,U1(7TF)2 #—1
sin=l {011 po(mp)? # —1
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p(mr)? =1
1,... |
—Si’I’LZZ ou Vke{Qa an}a Ml(TrF) 7é
ou ps(mp)t =1
ou Vke{l,...,n}, pa(mp)?k #1.
On obtient
Théoréme 3.6. — Si w3 est une représentation ramifiée de conducteur n et si m

et my sont des repésentations principales non ramifées vérifiant la condition CT(n),
il existe une forme linéaire non nulle £ dans L , et avec les notations ci dessus v; ®
772(7_”)112 ® v3 est un vecteur-test pour £.

3.3. Quelques idées pour les démonstrations. — Nous allons commencer par
les théoremes 3.2 et 3.6 qui sont complémentaires.

Grandes lignes de la preuve de 3.2 et 3.6. — Dans la situation du théoreme 3.2 on
peut se ramener, comme pour 3.6, au cas ou les trois caracteres centraux sont triviaux.
On dispose alors de deux représentations principales non ramifiées

™ = Indg (,ul, ,ufl> et my = Indg (,ug,,ugfl)

et d’une représentation w3 de conducteur n > 0 et de caractére central trivial. On
obtient facilement un premier isomorphisme

Homg (V1 ® Vo ® V3, (C) ~ Homg (Vl ® ‘@,%>

Pour ¢ =1 et ¢ = 2, on définit deux caracteres de B qu’on peut restreindre a T’
((* Y ) — . (E
xz((o ) (%),

Vi ® Vo = Resg Indgig (Xl X X2)
on insere V7 ® V5 dans une suite exacte courte

ﬁ) V) @ Vp X% TndS (Xma%) -0
X2

En remarquant que

0— indg’(

Ici, les éléments de Vi ® V5 apparaissent comme des fonctions sur G x G. La surjection
res est la restriction a la diagonale et l'injection ext associe a une fonction f de

ind$ (%), une fonction F' définie par les relations

F(g,9)=0 et F(g,<(1) é)g)f(g)

Apres certaines considérations techniques, on en déduit un deuxiéme isomorphisme

Homg (V1 ® Vo, 175) ~ Homg (indg (%) , %)
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Enfin la réciprocité de Frobenius fournit un dernier isomorphisme
Homg (indg (&> , %) ~ Homp (&, @)
X2 X2

C’est une étape importante : ce dernier espace est bien connu et d’apres les lemmes
8 et 9 de [W], il est de dimension 1. C’est ainsi que Prasad démontre le théoréeme 3.1
dans cette situation. Mais on en sait d’avantage. Un générateur de HomT(%, ‘73\|;>
est donné par une forme linéaire ¢ sur V3 vérifiant, pour tout élément ¢ de T et tout
vecteur v de V3

~ xa2(t)
o(maltv) = 22 e(v)
Voici le point crucial
¢(v3) # 0.

On démontre cette relation en faisant des calculs explicites dans le modele de Kirillov
de V3. Pour n = 0, c’est lemme 5.6.b de [P] et pour n > 1, c’est la proposition 2.6 de
[G-P].

Le principe de la démonstration consiste ainsi & ramener la question du vecteur
test dans un espace plus simple ol on peut faire des calculs explicites. Pour revenir a
notre espace de départ, il faut maintenant trouver des fonctions F' dans V; ® V5 et f

dans indG (X1> qui vérifient

(1) F = ext(f),

(2) il existe des coefficients ¢; dans C et des éléments g; de G tels que

F=> cm(g)n ® ma(g)ve*

(3) f est la fonction caractéristique de lorbite de I'g(7n}%) dans T\G, c’est-a-dire
qu’on décompose G en doubles classes G = UT rIo(n}), que f est nulle en

dehors de T'Ty(7}%) et que pour toute paire (¢, k) dans T'xT'o(7}), f(tk) = %83

Prasad a décrit ces fonctions dans le cas n = 0 et 'auteur de cet article a traité le cas
n > 1. Malheureusement, lorsqu’on calcule les coefficients ¢; dans le cas n > 1, des
dénominateurs apparaissent. En écrivant qu’ils ne doivent pas s’annuler, on obtient
la condition technique évoquée au paragraphe 3.2

Une fois qu’on dispose de F' et f, on choisit un générateur ¢ de Homy (%, \73\‘;)

On note @, ¥, et £ les éléments correspondant par les isomorphismes successifs

Homg <V1®V2®V3,(C) ~ Homg (V1 ®V2,,‘};) ~ Homg (ind?(f)ﬂ?g,) ~ Homq~<§7 ‘73\|/T)
2 2

/ — v — P — ©
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Alors, grace a (2) on trouve
(w(F)) (ws) = £(vr @ 03 @ (3 cimalo; Jus) ),
iel

grace a (3) on obtient

(1)) ws) = [ f(a)o(msla)us)dg = /

o (ms(R)vs ) dk = A - (vs)
T\TTo(m})

TG

ol A est une constante non nulle (c’est le volume de l'orbite de T'o(n}%) dans T\G )
et grace a (1) on obtient

(w() ws) = (®(1) (v3)
Il en résulte que la forme linéaire

Vs — C
v — A(v; R Rv)

n’est pas nulle. C’est donc un nouveau vecteur pour V3. Comme v3 est le nouveau
vecteur de V3, en particulier, elle n’est pas nulle en vs. On obtient le résultat espéré

L1 ® v ®’U3) #0
O]

Grandes lignes de la preuve de 3.3 et 3.5. — Le principe est le méme que précédem-
ment mais la situation est un peu plus simple. On commence par se ramener au cas
ou les trois caracteéres centraux sont triviaux. Alors Vi = V5 = St et V3 est une
représentation de conducteur n = 0 ou 1 qui n’est pas isomorphe a St sinon le facteur
e(o1 ® 02 ® 03) vaudrait —1. On peut alors insérer V7 ® Vo = St ® St dans une suite
exacte courte

0 — St — indf (1) — St®@St — 0
qui fournit un isomorphisme
Homg (V1 QR Vs, 73) ~ Homg (indg (1) , ,‘};)
et par Frobenius on obtient

Homg (indg (1) , ,‘};) ~ Homp ((C, @«)

Comme précédemment, 'espace Homp ((C, @w) est de dimension 1 et si on choisit un
générateur ¢ on sait que

¢(vs) # 0.

On choisit donc un tel générateur ¢ et on note ¢ la forme linéaire qui lui correspond
dans L par I'isomorphisme

Homg (V1 ® Vo ® Vs, (C) ~ Homp ((C, 173\|/T)
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On calcule alors - beaucoup plus facilement que précédemment- une fonction f dans
indg (1) qui est la fonction caractéristique de 'orbite de K, dans T\G, avec Ky = K
et K1 =To(np). Il vient

fo v o) = [ 1) p(ralo)ea)dg = Xo(va)

ol A est une constante non nulle (c’est le volume de lorbite de K,, dans T\G).
O

4. Formes trilinéaires et vecteurs test lorsque F' est archimédien.

4.1. Avant Prasad. — L’ étude des formes trilinéaires invariantes a commencé
dans le cas archimédien. En 1973 dans [O], Oksak décrit ’espace des formes trilinéaires
invariantes pour le groupe SLo(C), dans le but de décomposer le produit tensoriel
de deux représentations dites «élémentairesnde SLo(C). En 1978 dans [Rep|, Repka
décompose le produit tensoriel de deux représentations irréductibles et unitaires de
SLy(R), puis en 1981 dans [A-R1] et[A-R2], avec Asmuth, il fait la méme chose en
remplacant R par un corps p-adique, ot p est un nombre premier impair. Les travaux
de Prasad, qui datent de 1990, étaient motivés par ceux Repka, dont il re-démontre
certains résultats dans le contexte des (g, K)-modules.

4.2. (g, K)-modules. — Lorsque G = GLy(R) avec F' = R ou C, on note g l’algébre
de Lie de G et K un sous-groupe compact maximal. On remplace les représentations de
G par des (g, K)-modules. Lorsque F' = R, on choisit K = O2(R). Les (g, K')-modules
irréductibles de dimension infinie se répartissent en deux séries, comme dans le cas des
corps p-adiques : la série principale et la série discréte. La correspondance de Jacquet-
Langlands associe aux modules de la série discrete des représentations irréductibles
de H*, ou H désigne I’algebre des quaternions de Hamilton sur R. Lorsque F' = C,
on choisit K = SU2(C) et tous les (g, K)-modules irréductibles de dimension infinie
appartiennent a la série principale.

4.3. Formes trilinéaires. — Soient (71, V1), (72, Va) et (73, V3) des (g, K)-modules
irréductibles de dimension infinie. Par la correspondance de Langlands locale, on leur
associe des représentations o1, oy et o3 du group de Weil de R. Si le produit des
caracteres centraux des trois modules est trivial, le facteur € obtenu vérifie

e(o1 ® o9 ®03) = 1
On s’intéresse a l'espace des formes trilinéaires invariantes

L = Homq 1) (V1 ® V2 ® V3,C)
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Lorsque les trois modules appartiennent & la série discréte, on note V{, Vj et Vi
les représentations irrréductibles de H* associées par la correspondance de Jacquet-
Langland. On pose

L' = Homyx (Vl/ R Vy' ® V;»,/,(C).
Dans [P] Prasad obtient pour F' = R un résultat analogue au théoréme 3.1, mais il
mangque le cas ou les trois (g, K)-modules appartiennent a la série principale :

Théoréme 4.1 (Prasad). — Soient (71, V1), (72, Va) et (73, V3) des (g, K)-modules
irréductibles de dimension infinie. On suppose que le produit de leurs caracteres cen-
trauz est trivial.

— Si les trois modules appartiennent a la série principale

6(01 X 092 ®0’3) =1.

- Si au moins un des trois modules appartient a la série principale et un autre
appartient a la série discrete

(o1 ®02®03)=1 et dimcL =1.
— Si les trois modules appartiennent a la série discréte,
(01 ®03®03) =1 <= dimcL =1 <= dimcL' =0
g(o1 ®o3®03) = -1 < dimcL =0 < dimcL' =1
Ce théoreme a été complété par Loke dans [L] :

Théoréme 4.2 (Loke). — Soient (m1,V1), (w2, Va) et (w3, V3) des (g, K)-modules
wrréductibles de dimension infinie. On suppose que le produit de leurs caractéres cen-
trauz est trivial.
— Lorsque F' =R, si les trois modules appartiennent a la série principale [’espace
L est de dimension 1.
— Lorsque F' = C, les trois modules appartiennent nécessairement o la série prin-
cipale. Modulo une hypothese technique portant sur les m;, l’espace L est de di-
mension 1.

4.4. Vecteurs test. — L’article de Loke fournit également une description des
vecteurs test dans les deux cas. Nous nous contenterons ici d’expliquer brievement le
cas F' =R, et nous renvoyons le lecteur intéressé au corollaire 4.6 de [L], pour le cas
F=C.

Les séries principales de GLso(R) sont paramétrées par des triplets (s,e,m) € C x
{0,1} x {0, 1}. Une série principale (7, V) paramétrée par (s,e,m) posseéde une base

{ w, €V | n€Z e n=e¢ mod2 }

dont les vecteurs sont déterminés en tant que vecteurs propres de certains opérateurs.
Cette base permet de décrire les vecteurs test.
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Solent (w1, Vi), (72, Va2) et (3, V3) des (g, K )-modules qui appartiennent a la série
principale. On suppose que le produit de leurs caracteres centraux est trivial. Il existe
alors une forme trilinéaire non nulle ¢ dans L. Pour chaque i dans {1, 2,3}, on note
(siy€i,m;) les parametres de mm; et (wf) les vecteurs correspondants. De I’hypothese
sur les carateres centraux, on déduit

c1+ea+e3=0 mod2

On peut alors supposer que €1 = €3, tandis que €3 = 0.

Théoréme 4.3 (Loke). — Dans ces conditions
—sie; =1, wi ®w?, @ w} est un vecteur test pour L,
- si1e1 =0 et st my +mo + ms est impaar, w(l) ® w% ® wg’ est un vecteur test pour
l,
- st g1 =0 et si my +mg +mg est pair, wl_Q ® w% ® wg est un vecteur test pour £.

4.5. Changement de groupe. — Dans [D], Anton Deitmar étudie 1’espace des
formes trilinéaires invariantes pour les représentations lisses d’un groupe de Lie-semi
simple. Il démontre que si cet espace est de dimension 0 ou 1, alors le groupe est
localement un produit de groupes hyperboliques.

5. Globalisation

Dans [G-P], Gross et Prasad donnent une version globale de leurs théorémes lo-
caux. Soit E une extension finie de @Q qui n’a pas de places complexes et A I'anneau
des adeles de E. Soit D une algebre de quaternions sur F qui se ramifie en toutes les
places réelles. Pour toute place v de E on note

1 si Destdéployée
(D) = . .
eo(D) {—1 si D est ramifée

Soient V7, V5, V3 des représentations admissibles, irréductibles et de dimension infinie
du groupe G, =D} /E[.
Théoréme 5.1 (Gross-Prasad). — L’espace des formes linéaires Gy invariantes
L VieheV;—C
est de dimension 0 ou 1. C’est 1 lorsque, pour toute place v de E
51}(0'1 X o9 @ 0'3) = ED(D)
Principe de la démonstration. — Chacune des trois représentations V; s’obtient com-
me le produit tensoriel restreint de repésentations V;, du groupe G, = (D ® E,)*

dont le caractere central est trivial. La condition sur les facteurs € assure, en toute
)
place v de .E7 I’existence d’une forme linéaire Gv—invariante7 non nulle

gv : Vl,v & V2,v & Vzi,v — C.
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La forme linéaire globale s’obtient comme le produit tensoriel des formes locales. [

Pour trouver un vecteur test global, il faut faire des hypotheses supplémentaires

— aux places v ou D se ramifie, dim¢V; , =1,

— aux places v ou D se déploie, les conducteurs des représentations Vi ,, Va2, et

V3, sont égaux, et ils valent 0 ou 1. On note n, leur valeur commune.
La seconde hypothese consiste a se placer dans les conditions des théoremes 3.2 et
3.3. En chaque place v ou D se ramifie, on note R, 1'ordre maximal de D ® E,. Le
sous-groupe ouvert compact
II r>x J] To(=p)
vramifiée v déployée

de G fixe une unique droite dans chaque espace V;, et on note v; un vecteur non-nul
de cette droite.

Théoréme 5.2 (Gross-Prasad). — Le vecteur vi vs ®vs est un vecteur test pour
£.

NB : la méme méthode fournit des vecteurs test lorsqu’on modifie la seconde hy-
potheése de maniere a se placer dans les conditions des théoremes 3.5 et 3.6.

5.1. Vers la cohomologie motivique. — Dans [H-S] Harris et Scholl généralisent
le théoreme 3.1 de Prasad au cas ou 71, my et 73 sont des induites paraboliques,
irréductibles ou non. Ils utilisent une version globale de ce résultat pour exhiber
des éléments dans la cohomologie motivique du produit de deux courbes modulaires
construites par Beilinson.

6. Fonctions L

6.1. Fonction L d’une représentation. — Soient F une extension finie de Q
et 7 une représentation automorphe cuspidale de GL(Ag). Elle se décompose en un

- @
v

et on lui associe une fontion L qui est définie par un produit eulérien sur le demi-plan
R(s) >1

L(r, s) = H L(m,, s) avec L(my,,s)= (1 _ 0‘1(”))_1 (1 B 042(”))_1

q; q;

produit tensoriel de facteurs locaux

v finie
ol g, est le cardinal du corps résiduel de E,, et olt a1(v) et as(v) sont des nombres
complexes déterminés par m,. La fonction L se prolonge a tout le plan complexe, en
une fonction analytique. Si v est une place infinie réelle de E, on pose

L(my, 8) =Tr(s — p1(v))Tr(s — pa(v)) avec Tgr(s) = w_gl"(%)
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Si v est une place infinie complexe de E, on pose

2 s
L(my, s) = Te(s — pa(v))le(s — pa(v)) avec Te(s) = wFR(g)
ou 1(v) et pa(v)sont des nombres complexes déterminés par m,. On complete la
fonction L en une fonction A

A(r, s) = L(m, s) [ L(m. s)
v|oo

qui vérifie une équation fonctionnelle de la forme
(1) N(ax)3A(m, 8) = e(m)N(ae) 7 A(F, 1 - 5)

ou q, est le conducteur de 7 et N(q,) sa norme dans Q.

6.2. Fonctions L de produits triples. — Soit (1, w2, 73) un triplet de représenta-
tions automorphes cuspidales de GLy(Ag). On peut lui associer une fonction L notée
L(m ® my @ 73,8) ou L(m; X my X 73, s). Pour cela, on introduit dans les notations
un indice j dans {1,2,3} pour préciser a quelle représentations sont attachés les pa-
rametres considérés. En toute place finie v ou 71, o et w3 ne sont pas ramifiées, la
fonction L locale est

. . . -1
L((m @@ m), s) = [[(1- aj’”(l)(v)a]’";) ()t (U))

n

ou 7 décrit 'ensemble des applications de {1,2,3} dans {1,2}. On pose alors

L(m @ me @ ms, 8) = H L((7T1 ® T2 Q T3)y, s).
v finienon ramifiée
Cette fonction se prolonge en une fonction analytique de tout le plan complexe. Si on
la compleéte par un facteur archimédien approprié, elle vérifie une équation fontionnelle
comparable & (1), reliant les valeurs de la fonction L en s et 1 — s. Le point s = %

apparailt alors comme le centre de symétrie de cette équation fonctionnelle.

6.3. La conjecture de Jaquet. — A la suite du travail de Prasad, Jacquet a for-
mulé une conjecture sur les fonctions L de produits triples de représentations. Soient
E une extension finie de Q et w1, mo et w3 des représentations cuspidales automorphes
de GL2(Ag). Pour chaque j dans {1,2,3}, la représentation m; se décompose en un
produit tensoriel de facteurs locaux
T = ® Uy
v

On note D ’ensemble des algebres de quaternions sur E qui se ramifient exactement
aux places v ol 71, , T2, €t T3, appartiennent a la série discrete. Pour tout élément
D, de D, on note (7 q,Vja) la représentation automorphe de D} (AE) associée a
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m; par la correspondance de Jacquet-Langlands globale. Enfin, pour fi 4, f2,a €t f3.q
dans Vi o, V2,q et V3 o respectivement, on définit I'intégrale

I(fl,ava,avf&a) - fl,a(h)fQ,a(h)fB,oz(h)dh

/AgDé (B\DX (4r)
qui est une forme trilinéaire invariante sur V; o ® V2o ® V3 4
Conjecture 6.1 (Jacquet). — La fonction L(s,m ® m ® m3) s’annule en s =

si et seulement si, pour tout Dy dans D et tout triplet (f1,a, f2,as [3,0) dans Vi 4
Va,o X Va o, Vintégrale I(f1 o, f2.a) f3,0) $’annule.

1
2
X

En terme de vecteurs test, ceci signifie que la valeur de la fonction L au point
critique est non nulle si et seulement si il existe une algebre de quaternions dans D,
pour laquelle il y a un vecteur test dans V; o ® Va o @ V3 4.

Dans [H-K1] et [H-K2] Harris et Kudla ont démontré cette conjecture. La démons-
tration repose sur une formule explicite, qui exprime la valeur de L( é, T ® Ty ® T3)
comme une somme de termes de la forme I(f1 o, f2,a5 f3,0)(f1 0> f5 .0 f3,0)- Dans
cette formule, a est fixé et pour chaque j dans {1,2,3}, les fonctions f;. et f],
appartiennent a 'espace de 7; . et sont déterminées grace aux résultats de Prasad.

D’autes formules explicites reliant la la valeur de L(%7 T ® T2 ®@7s) a des intégrales
de la forme I(f1,q; f2,as f3,o) ont été établies dans des cas particuliers, par Bocherer
et Schulze-Pillot [B-S] et par Watson [W]. Toutes ces formules ont été généralisées
par Ichino dans un preprint récent [I].

Terminons ce paragraphe en citant, a titre d’exemple, la formule que Watson a
obtenue pour des formes de Maass @1, @3 et @3 de norme 1 sur SLo(Z)\H

drdy 12 %A((pl X (g X p3, %)
12 ~ A(sym2p1, 1)A(sym2¢pq, 1)A(sym2¢3, 1)

@ | [ @)

La fonction A(p1 X o X3, s) est la fonction L complétée : pour chaque j dans {1, 2, 3},

les parametres de ¢; & l'infini sont de la forme 1 (00) = ir; et po(c0) = —ir;. On a
alors
_ S+ e17r1 + €T + 3T
Alpr x o2 x @3, 8) =7 ] F( — 222 33)L(<p1><<ﬂ2><<p378)

Ej:il

Les fonctions A(sym2g0j, s) sont des fonctions L du produit symétrique, convenable-
ment complétées, qu’on ne décrira pas ici.
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6.4. Convexité et sous-convexité. — Le probléme de convexité, consiste a esti-
mer le comportement de la fonction L sur la droite critique R(s) = % Le conducteur
analytique de la fonction L, défini par Iwaniec et Sarnak dans [I-S], est la fonction

C(m,t) = N(az) T (1 lra (0) + it B3 (14 fa(o) + it 5
v|oo

qui fournit la borne de convexité :
(3) L(ﬂ',% —|—it) <<eE C(m t)ite.
La notation <<, p signifie que cette inégalité est vérifiée modulo une constante mul-
tiplicative implicite, constante qui ne dépend que de € et de E. Le probleme de
sous-convexité consiste a trouver un nombre réel strictement positif § tel qu’on puisse
remplacer 1’exposanti par i — ¢ dans l'inégalité (3) de telle sorte que la constante
implicite ne dépende pas de §. On peut généraliser ce probleme & d’autres classes de
fonction L, comme les fonctions L de Rankin-Selberg, L(m ® 72, s) ou les fonctions
L de produit triple, L(m ® o ® 73, s). On renvoie a [I-S] et & [M-V] pour un exposé
des résultats connus, et des applications possibles.

A cause des formules mentionnées au paragraphe 6.3, les vecteurs test jouent un
role crucial dans ce probleme. On travaille avec des familles de représentations au-
tomorphes pour lesquelles on s’efforce de borner les intégrales I du paragraphe 6.3.
On peut, par exemple, fixer le niveau des représentations et imposer ¢ = 0. On ob-
tient alors des estimations en fonction des parametres ju;,1(v) et p;2(v). C’est le point
de vue de Bernstein et Reznikov. Ou bien on peut faire varier le niveau d’une des
représentations, pour obtenir des estimations en fonction de ce niveau. C’est le point
de vue de Michel et Venkatesh.

6.5. Attaque spectrale : Bernstein et Reznikov. — Soient (1, @2 et ), trois
formes de Maass sur SLo(Z)\H qui sont vecteur propre de l'opérateur de Laplace-
Beltrami. On fixe piet s, et on note A = i + 72 la valeur propre associée & .
Soient 71, 7o et ) les représentations cuspidales automorphes associées. Dans [BR1]
et [BR2] Bernstein and Reznikov établissent la majoration

(4) r?e®

2 5
/ roapxdp| <<cr3te
SL2(Z)\H
qui fournit, grace a la formule (2), une borne de sous convexité :

1 5
L(ﬂ'l &K o & Ty, 5) <<e,m1,m2 rate,

Il ont ainsi amélioré la borne de convexité de la fonction L, qui était en 12+

Un point intéressant de la démonstration. — De nombreuses idées et techniques ont
été mises en ceuvre pour obtenir ce résultat. Nous nous contenterons d’expliquer ol
interviennent les vecteurs test. Ici, 71, o et ) sont des représentations irréductibles et
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admissibles du groupe G = GL2(R) dans des espaces vectoriels de dimension infinie
Vi, Vo et V). Leur caractére central est trivial . L’espace des formes linéaires G-
invariantes sur m; ® Ty ® 73 est donc de dimension 0 ou 1 si bien que, pour estimer

‘ f p1p2 dp
(v1,v2,vy) dans V; x V4 x V). Bernstein et Reznikov utilisent alors un modeéle connu
des représentations 7y, w9 et 7wy dans des espaces de fonctions sur le cercle unité. Tout

on peut remplacer (o1, @2, ) par n’importe quel triplet de vecteurs

y est explicite : les vecteurs vy, va, vy et la forme trilinéaire qu’on notera £. Il existe
donc un nombre complexe a) qui vérifie

/ P1rpapa dp = ay - £(v1 ® v @ vy)
SLy(Z)\H

Des techniques analytiques permettent alors d’évaluer £(v; ® vy ® vy) tandis que des
techniques algébriques sont nécessaires pour borner ay. On aboutit & (4). O

6.6. Attaque par le niveau : Michel et Venkatesh. — Soient 7 et 7o des
représentations automorphes cuspidales de PGLy(Ag), qui sont fixées. Soit m une
troisieme représentation automorphe cuspidale de PGLy(Ag) de conducteur g. On
suppose que q est un idéal premier qui est premier aux conducteurs de 7y et m2. Dans
[V], Venkatesh a démontré que

1
(5) L(m ®7T2®7T,§) <<n. N(g)t~Ts

quand le niveau de 7 varie, sous réserve qu’'une version appropriée de la formule (2)
soit vraie. La borne de convexité pour cette fonction L est en N(q)!*° Une version de
la formule (5) lorsque 71 ou 73 est une série d’Eisenstein fournit une borne de convexité
pour des fonctions L de Rankin-Selberg. Par exemple, si 71 et 7 sont comme ci-dessus,

1
(6) L(m @, 5 +it)* <<pn N(o)' "0

1
(7) Lm, 5 +it)* <<pn N(@)' "0

On renvoie & [M-V] pour une liste des résultats obtenus et & [V] pour plus un exposé
plus détaillé.

Rappelons que le principe fondamental pour obtenir ces majorations consiste a
écrire les fonctions L comme une forme trilinéaire invariante évaluée sur un vecteur
test, sous forme d’une intégrale I(f1, fa, f3). Venkatesh explique dans le paragraphe
5.1 de [V] que si l'on se contente d’un vecteur test dont on connait théoriquement
I’existence, on n’obtient pas vraiment la fonction L, mais une fonction holomorphe
qui differe de la fonction L par un facteur multiplicatif qui ne varie pas trop. Pour
avoir un meilleur controle de ce facteur, il faut choisir judicieusement les vecteurs test.
Malheureusement, les difficultés techniques augmentent tres vite avec le conducteur
des représentations en jeu.
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