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Sur les intervalles de confiance bilatéraux
en modèle exponentiel discret

Francis Maisonneuve
MINES ParisTech

Résumé

La construction d’intervalles de confiance pour le paramètre d’un modèle exponentiel pose un problème structurel
dans le cas discret. On cherche dans cette étude à réduire autant qu’il est possible les intervalles fournis par la
procédure standard, tout en conservant une propriété naturelle d’embôıtement dégagée par H. Blaker. On obtient
par une démarche fort différente des résultats voisins des siens.

Abstract

About Bilateral Confidence Intervals for Discrete Exponential Families
The definition of confidence intervals for the parameter of an exponential family raises a structural problem

in the discrete case. The aim of this study is to reduce as much as possible intervals provided by the standard
procedure, while preserving a natural nesting condition outlined by H. Blaker. We obtain, by a quite different
approach, results similar to his own.

1. Introduction

L’estimation par intervalles de confiance bilatéraux du paramètre réel d’un modèle est un problème
classique, qui n’a pas dans le cas discret de solution parfaite dans le cadre de la statistique fréquentiste. Le
cas binomial en particulier a donné lieu à de nombreuses propositions de méthodes et variantes : formules
asymptotiques (Wald et Wilson avec ou sans correction de continuité), méthodes à couverture exacte
(Clopper-Pearson [3]) ou en moyenne (Agresti et Coull [1]), procédures bayésiennes (Jeffreys), intervalles
randomisés (Stevens [7]) ou flous (Geyer and Meeden [5]). . .

Plutôt que la démarche habituelle par inversion d’un test bilatéral équilibré bien choisi, nous par-
tons d’une fonction pivotale définie sur mesure, qui nous permet en section 2 de retrouver plusieurs des
méthodes classiques et de proposer une méthode de réduction des intervalles de confiance standards en
conservant la couverture exacte. Le cas binomial illustre en section 3 les résultats obtenus.

Soit T = τ(X1, . . . , Xn) la statistique canonique d’un modèle exponentiel relatif à une variable réelle
discrète X, de paramètre θ ∈ Θ intervalle ouvert. Le modèle image par T est aussi exponentiel, de mesure
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dominante discrète µ portée par ∆
déf
=
{
t ∈ R : µ({t}) > 0

}
. On sait que, quitte à remplacer T par −T ,

le rapport fTθ2/f
T
θ1

des densités de T par rapport à µ est pour tout θ1 < θ2 une fonction croissante de

t ; et que, à t ∈ R fixé, fTt (θ)
déf
= fTθ (t) = en [α(θ) t+β(θ)] est une fonction de θ strictement monotone ou

unimodale sur Θ, du fait que son logarithme est strictement concave en paramétrisation canonique.

Notons pour tout θ ∈ Θ, F gθ (t)
déf
= Pθ(T ≥ t) et F dθ (t)

déf
= Pθ(T > t) (F gθ ≥ F dθ ),

les versions continues à gauche et à droite de la fonction de répartition complémentaire de T , qui diffèrent
en tout t ∈ ∆ de la quantité Pθ(T = t) = fTθ (t)µ({t}) > 0. Comme µ est discrète, les variables composées
F dθ (T ) et F gθ (T ) ne sont plus que des approximations (non diffuses) d’une variable uniforme sur ]0, 1[ ,
qui de plus dépendent de θ. On obtient une vraie fonction pivotale par mélange aléatoire :
Proposition 1.1 Soit T une variable réelle de fonctions de répartition complémentaires continue à droite
F d et à gauche F g ≥ F d ; et soit U une variable uniforme sur ]0, 1[ indépendante de T .

La variable composée ψ(T,U)
déf
= (1− U)F d(T ) + U F g(T ) vérifie ψ(T,U)

L≡ U .
Preuve Il suffit de montrer que P

(
ψ(T,U) < y

)
= y en tout point y ∈ ]0, 1[. On suppose d’abord que

y = F d(t) pour un t ∈ R, et on pose t̄ = sup{s ≥ t : F d(s) = F d(t)}. On a {ψ(T,U) < F d(t)} = {T > t̄ }
si F d(t) = F d(t̄ ) (c’est le cas si t̄ = t ou si pas de saut en t̄ > t), et {ψ(T,U) < F d(t)} = {T ≥ t̄ } si
F d(t) = F g(t̄ ) > F d(t̄ ), car U < 1 ; d’où le résultat. On suppose ensuite que y = F d(t)+u

(
F g(t)−F d(t)

)
pour un t ∈ R et un u ∈ ]0, 1] ; on a {ψ(T,U) < y} = {T > t} ]

(
{T = t} ∩ {U < u}

)
, de sorte que

P
(
ψ(T,U) < y

)
= F d(t) + u

(
F g(t)− F d(t)

)
= y ; d’où à nouveau le résultat. 2

Ainsi l’application ψθ(t, u)
déf
= (1− u)F dθ (t) + uF gθ (t) = F dθ (t) + uPθ(T = t)

vérifie ψθ(T,U)
L≡ U d’après la proposition : ψ est donc une fonction pivotale intrinsèque au modèle

exponentiel, mais qui dépend d’une variable supplémentaire u ∈ [0, 1]. On sait qu’à t fixé, les applications
F dt et F gt sont continues et croissantes (au sens large) sur Θ (croissance stochastique). Soit I le plus petit
intervalle ouvert de R dont l’adhérence contient ∆ ; comme fTθ > 0 partout, on a I = {0 < F dθ ≤ F

g
θ < 1}

pour tout θ ∈ Θ, et on peut préciser que F dt et F gt sont strictement croissantes pour tout t ∈ I : en effet
la croissance de F dt et F gt s’établit classiquement en montrant que pour tous θ1 < θ2 dans Θ, on a (F
désignant ici F g ou F d)

∀t ∈ R,

Fθ2(t) ≥ λt Fθ1(t)

1− Fθ2(t) ≤ λt
(
1− Fθ1(t)

) où λt =
fTθ2(t)

fTθ1(t)
,

du fait de la croissance de l’application s ∈ R 7→ λs ; de sorte que Fθ2(t) ≥ Fθ1(t), d’après la première
inégalité si λt ≥ 1 et d’après la seconde inégalité si λt < 1. Supposons par l’absurde l’existence d’un t ∈ I
tel que Ft est constante sur un intervalle non trivial de Θ ; pour tous θ1 < θ2 dans cet intervalle, l’égalité
Fθ1(t) = Fθ2(t) impliquerait dans les inégalités ci-dessus λt = 1 et donc fTθ1(t) = fTθ2(t), puisque t ∈ I
exclut qu’on ait Fθ1(t) = Fθ2(t) ∈ {0, 1}. La fonction fTt serait donc aussi constante sur l’intervalle en
question, contradiction car fTt est strictement monotone ou unimodale sur Θ. En conséquence l’application
ψ(t,u) : θ ∈ Θ 7−→ ψθ(t, u) est aussi continue et croissante sur Θ pour tout (t, u) ∈ R × [0, 1] fixé, avec
croissance stricte pour t ∈ I.

L’intervalle I n’est pas porteur de µ dès que ∆ a un minimum tmin ou un maximum tmax. Dans le premier
cas, on a F gtmin

(θ) = 1 pour tout θ ∈ Θ. Comme 1 = F gtmin
= F dtmin

+ µ({tmin}) fTtmin
avec F dtmin

croissante,
fTtmin

est par élimination strictement décroissante, et donc F dtmin
ainsi que ψ(tmin,u) pour tout u ∈ [0, 1[

sont strictement croissantes sur Θ. De manière analogue dans le second cas, F gtmax
= 0 + µ({tmax}) fTtmax

,
donc fTtmax

, F gtmax
ainsi que ψ(tmax,u) pour tout u ∈ ]0, 1] sont strictement croissantes sur Θ.

On fait les hypothèses complémentaires (couramment vérifiées) d’étalement de F g et F d, qui permettent
d’éviter tout paradoxe apparent dans l’usage de la fonction pivotale ψ
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∀t ∈ I,

 inf F gt (Θ) = 0

supF dt (Θ) = 1
, si ∃tmin,

 inf F dtmin
(Θ) = 0

supF dtmin
(Θ) = 1

et si ∃tmax,

 inf F gtmax
(Θ) = 0

supF gtmax
(Θ) = 1

;

de sorte que ∀(t, u) ∈ I × [0, 1], ψ(t,u)(Θ) = ]0, 1[ . Comme ∀t ∈ ∆, µ({t}) fTt = F gt − F dt , on en déduit
∀t ∈ I∩∆, limg f

T
t = limd f

T
t = 0 (limites en les extrémités gauche et droite de Θ) et fTt est unimodale. Si

∆ a un minimum tmin, on conclut limd f
T
tmin

= 0 ; et si ∆ a un maximum tmax, on conclut limg f
T
tmax

= 0.

2. Divers intervalles de confiance liés à la fonction pivotale

Fixons un niveau de confiance γ ∈ ]0, 1[ et considérons l’intervalle associé B =
]

1−γ
2 , 1+γ

2

[
� à risque

équilibré �. Comme ∀(t, u) ∈ ∆× ]0, 1[ , ψ(t,u) est continue et strictement croisssante, {ψ(t,u) ∈ B} est un

intervalle ouvert
]
θ1

(t,u), θ
2
(t,u)

[
, éventuellement vide si t = tmin ou t = tmax, avec θ1

(t,u) et θ2
(t,u) caractérisés

par : ∀t ∈ I ∩∆ , ψ(t,u)

(
θ1

(t,u)

)
=

1− γ
2

et ψ(t,u)

(
θ2

(t,u)

)
=

1 + γ

2
;

même chose si possible pour tmin et tmax, sinon θ1
(tmin,u) = inf Θ ≤ θ2

(tmin,u) et θ1
(tmax,u)≤ sup Θ = θ2

(tmax,u).

Comme ∀θ ∈ Θ, U
L≡ ψθ(T,U) = ψ(T,U)(θ) et {ψ(T,U)(θ) ∈ B} =

{]
θ1

(T,U), θ
2
(T,U)

[
3 θ
}

, on a

∀θ ∈ Θ, γ = Pθ
( ]
θ1

(T,U), θ
2
(T,U)

[
3 θ
)

=

∫
R× ]0,1[

1]θ1
(t,u)

, θ2
(t,u)

[(θ) f
T
θ (t) dµ(t) du ;

soit γ =
∑
t∈∆

Pθ(T = t) Θ̃γ
t (θ) où Θ̃γ

t (θ)
déf
=

∫ 1

0

1]θ1
(t,u)

, θ2
(t,u)

[(θ) du .

Pour tous t ∈ ∆, l’application Θ̃γ
t , à valeurs dans [0, 1], est ainsi un intervalle flou de support et noyau{

Θ̃γ
t > 0

}
=

⋃
0<u<1

]
θ1

(t,u), θ
2
(t,u)

[
=
]
θ̂1
t , θ̂

2
t

[
et
{

Θ̃γ
t = 1

}
=

⋂
0<u<1

]
θ1

(t,u), θ
2
(t,u)

[
=
[
θ̌1
t , θ̌

2
t

]
pour θ̂1

t
déf
= lim

u→1
θ1

(t,u) , θ̂2
t

déf
= lim

u→0
θ2

(t,u) , θ̌1
t

déf
= lim

u→0
θ1

(t,u) et θ̌2
t

déf
= lim

u→1
θ2

(t,u) (avec
[
θ̌1
t , θ̌

2
t

]
= ∅ si θ̌1

t > θ̌2
t ) ;

en effet la croissance (stricte) de la fonction affine u 7→ ψθ(t, u) pour (t, θ) ∈ ∆×Θ entraine la décroissance
de u 7→ θ1

(t,u) et u 7→ θ2
(t,u) (stricte pour t ∈ I ∩∆).

En conséquence ∀t ∈ ∆ les deux valeurs θ̂1
t < θ̂2

t , sont caractérisés par

pour t 6= tmin, F gt (θ̂1
t ) =

1− γ
2

et θ̂1
tmin

= inf Θ ; pour t 6= tmax, F dt (θ̂2
t ) =

1 + γ

2
et θ̂2

tmax
= sup Θ ;

et les deux valeurs θ̌1
t et θ̌2

t , telles que θ̌1
t , θ̌

2
t ∈

]
θ̂1
t , θ̂

2
t

[
pour t ∈ I ∩∆, sont caractérisées par

pour t 6= tmax, F dt (θ̌1
t ) =

1− γ
2

et θ̌1
tmax

= sup Θ ; pour t 6= tmin, F gt (θ̌2
t ) =

1 + γ

2
et θ̌2

tmin
= inf Θ .

La décroissance stricte en t et la croissance en θ des applications F g et F d sur ∆ × Θ assurent que
les 4 applications t 7→ θ̂1

t , t 7→ θ̂2
t , t 7→ θ̌1

t et t 7→ θ̌2
t sont strictement croissantes sur ∆. On note que

l’application F dt +F gt étant pour tout t ∈ I ∩ ∆ continue , strictement croissante sur Θ et d’image ]0, 2[ ,
il existe une unique valeur θmed

t de θ, l’estimation T -médiane ponctuelle de θ sachant t ∈ I ∩ ∆, telle que(
F dt + F gt

)
(θmed
t ) = 1⇐⇒ Pθmed

t
(T < t) = Pθmed

t
(T > t).

On vérifie aisément que ∀γ ∈ ]0, 1[ , on a θmed
t ∈

[
min(θ̌1

t , θ̌
2
t ) , max(θ̌1

t , θ̌
2
t )
]
⊂
]
θ̂1
t , θ̂

2
t

[
,

avec
{

Θ̃γ
t = 1

}
=
[
θ̌1
t , θ̌

2
t

]
6= ∅ ⇐⇒ θ̌1

t ≤ θmed
t ≤ θ̌2

t ⇐⇒ γ ≥ Pθmed
t

(T = t).
En fait on veut disposer de vrais intervalles pour l’estimation de θ sachant t. Une première solution

serait de se référer directement à l’intervalle aléatoire de confiance randomisé
]
θ1

(T,U), θ
2
(T,U)

[
, de niveau

précis γ, pour retenir l’intervalle
]
θ1

(t,u), θ
2
(t,u)

[
. Mais il parait inacceptable que pour une même réalisation

t ∈ ∆ de T , l’intervalle de confiance de θ puisse varier au gré d’une valeur aléatoire u indépendante du
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modèle étudié et qui ne porte en conséquence aucune information le concernant ! On cherche à définir de
vrais intervalles de confiance déterministes. Une seconde solution plus intéressante est de remarquer que(

∀(t, u) ∈ ∆× ]0, 1[ ,
]
θ̂1
t , θ̂

2
t

[
⊇
]
θ1

(t,u), θ
2
(t,u)

[ )
=⇒

]
θ̂1
T , θ̂

2
T

[
⊇
]
θ1

(T,U), θ
2
(T,U)

[
.

On a donc ∀θ ∈ Θ, Pθ
( ]
θ̂1
T , θ̂

2
T

[
3 θ
)
≥ γ, ce qui exprime qu’on peut attribuer à l’intervalle aléatoire

Θ̂γ
T

déf
=
]
θ̂1
T , θ̂

2
T

[
un niveau de confiance au moins égal à γ. On retrouve ici la méthode standard de couver-

ture exacte, qui a l’inconvénient d’être conservatrice car les intervalles Θ̂γ
t associés sont surdimensionnés.

On va s’employer dans la suite à les réduire de manière fine sous la contrainte de couverture exacte. Pour
cela on se réfère à la formule de calcul

∀θ ∈ Θ , Pθ
( ]
θ̂1
T , θ̂

2
T

[
3 θ
)

=
∑

t∈∆ : θ̂1t<θ<θ̂
2
t

Pθ(T = t), (1)

et on cherche à définir au mieux θ1
t < θ2

t dans
[
θ̂1
t , θ̂

2
t

]
pour tout t ∈ ∆, vérifiant encore

Pθ
( ]
θ1
T , θ

2
T

[
3 θ
)

=
∑

t∈∆ : θ1t<θ<θ
2
t

Pθ(T = t) ≥ γ

pour presque tout θ ∈ Θ (au sens de sauf pour un nombre au plus dénombrable de θ) : on dira alors que

l’intervalle aléatoire Θγ
T

déf
=
]
θ1
T , θ

2
T

[
est à couverture presque exacte.

On suppose dorénavant que ∆ est fini ou localement fini, de sorte que chaque t ∈ ∆ a un prédécesseur
noté t− (si t 6= tmin) et un successeur noté t+ (si t 6= tmax). Comme {T ≥ t} = {T > t−} et {T ≥ t+} =

{T > t}, on a F dt−
(
θ̂2
t−

)
=

1 + γ

2
= F gt

(
θ̌2
t

)
= F dt−

(
θ̌2
t

)
et F gt+

(
θ̂1
t+

)
=

1− γ
2

= F dt
(
θ̌1
t

)
= F gt+

(
θ̌1
t

)
; de

sorte que θ̂2
t−= θ̌2

t (si t 6= tmin) et θ̂1
t+ = θ̌1

t (si t 6= tmax). La formule élémentaire (1) se précise alors en

∀θ ∈ Θ , γ ≤ Pθ
( ]
θ̂1
T , θ̂

2
T

[
3 θ
)

=
∑

t∈∆ : t′≤t≤t′′
Pθ(T = t) = F gt′(θ)− F

d
t′′(θ) où

 θ̌2
t′ ≤ θ < θ̂2

t′

θ̂1
t′′ < θ ≤ θ̌1

t′′

, (2)

ces dernières inégalités caractérisant t′ < t′′ dans ∆. On démontre :
Théorème 2.1 Soient t′ < t′′ dans ∆ ; l’équation sur Θ

(
F gt′′ + F dt′

)
(θ) = 1 a une unique solution θt

′

t′′ ,

et on a θ̂1
t′′ < θ̂2

t′ (avec θt
′

t′′ ∈
]
θ̂1
t′′ , θ̂

2
t′

[
) si et seulement si γ > γ̂t

′

t′′
déf
= (F dt′ − F

g
t′′)
(
θt
′

t′′

)
, où γ̂t

′

t′′ ∈ [0, 1[ .

Pour tous γ ∈ ]0, 1[ et t′′ ∈ ∆, soit t′ < t′′ l’unique élément de ∆ tel que θ̌2
t′ ≤ θ̂1

t′′ < θ̂2
t′ . On pose :

θ1
t′′ = la plus grande valeur de θ ∈

[
θ̂1
t′′ ,min

(
θt
′

t′′ , θ̌
1
t′′

)]
telle que (F gt′ − F

g
t′′)(θ) ≥ γ sur

[
θ̂1
t′′ , θ

]
.

Pour tous γ ∈ ]0, 1[ et t′ ∈ ∆, soit t′′ > t′ l’unique élément de ∆ tel que θ̂1
t′′ < θ̂2

t′ ≤ θ̌1
t′′ . On pose :

θ2
t′ = la plus petite valeur de θ ∈

[
max

(
θt
′

t′′ , θ̌
2
t′

)
, θ̂2
t′

]
telle que (F dt′ − F dt′′)(θ) ≥ γ sur

[
θ, θ̂2

t′

]
.

Alors Θγ
T =

]
θ1
T , θ

2
T

[
est à couverture presque exacte. De plus ∀t ∈ ∆, l’application γ ∈ ]0, 1[ 7→ Θγ

t est

croissante (propriété naturelle d’embôıtement des intervalles) et on a
{

Θ̃γ
t = 1

}
⊆ Θγ

t ⊆ Θ̂γ
t =

{
Θ̃γ
t > 0

}
.

Preuve La fonction F gt′′+F
d
t′ est continue et strictement croissante sur Θ, d’image ]0, 2[ ; d’où l’existence

et l’unicité de θt
′

t′′ . On a t′′ ≥ t′+, donc F gt′′ ≤ F gt′
+

= F dt′ et γ̂t
′

t′′ ∈ [0, 1[ . Et comme F gt′′
(
θt
′

t′′

)
=

1−γ̂t
′
t′′

2 et

F dt′
(
θt
′

t′′

)
=

1+γ̂t
′
t′′

2 , on a l’équivalence avancée, par définition de θ̂1
t′′ , θ̂

2
t′ et croissance stricte de F gt′′ et F dt′ .

1) Considérons d’abord tous les couples (t′, t′′) ∈ ∆2 tels que t′ < t′′ et θ̌2
t′ ≤ θ̂1

t′′ < θ̂2
t′ ≤ θ̌1

t′′ (figure 1).

On a (formule (2)) ∀θ ∈
]
θ̂1
t′′ , θ̂

2
t′

[
, F gt′(θ) − F

d
t′′(θ) = Pθ

( ]
θ̂1
T , θ̂

2
T

[
3 θ

)
≥ γ. Remplacer θ̂1

t′′ et

θ̂2
t′ par θ1

t′′ et θ2
t′ permet de réduire � au mieux � (cf. la remarque 1 ci-dessous) les intervalles de

confiance de θ sous la contrainte de couverture exacte (sauf en θt
′

t′′ si θ1
t′′ = θ2

t′ = θt
′

t′′) ; en effet les
niveaux de confiance des θ affectés sont :
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(t′′)
Θ

(t′′+)

(t′)
Θ

(t′−)

θ̂t
′
t′′

[

θ̂2t′
[

θ2t′

]

θ̂1t′′

]

θ1t′′ ]
θ̌1t′′

[
θ̌2t′

Figure 1. Cas de chevauchement minimal des intervalles Θ̂γ
t′ et Θ̂γ

t′′
pour θ ∈

]
θ̂1
t′′ , θ

1
t′′

]
, θ 6= θt

′

t′′ ,
∑

t∈∆, t′≤t<t′′
Pθ(T = t) = F gt′(θ)− F

g
t′′(θ) ≥ γ

pour θ ∈
[
θ2
t′ , θ̂

2
t′

[
, θ 6= θt

′

t′′ ,
∑

t∈∆, t′<t≤t′′
Pθ(T = t) = F dt′(θ)− F dt′′(θ) ≥ γ

.

De plus vu leurs définitions θ1
t′′ crôıt et θ2

t′ décrôıt quand γ décrôıt, jusqu’à atteindre la valeur

commune θt
′

t′′ à partir d’un certain γt
′

t′′ et rester stables jusqu’à la valeur γ̂t
′

t′′ ≤ γt
′

t′′ où ils sont rejoints

par θ̂1
t′′ et θ̂2

t′ .
2) Considérons ensuite les t′′ ∈ ∆ \ {tmax} pour lesquels il existe t′ < t′′ (t′ unique dans ∆) tel que

θ̌2
t′ ≤ θ̂1

t′′ < θ̌1
t′′ = θ̂1

t′′
+
< θ̂2

t′ ;

pour eux θ2
t′ ∈

[
θ̂1
t′′
+
, θ̂2
t′

]
a été défini à l’étape 1. A t′ fixé les θ1

t′′ ∈
[
θ̂1
t′′ , θ̂

1
t′′
+

]
respectent entre eux les

mêmes inégalités que les θ̂1
t′′ , en étant tous inférieurs au θ1

t′′0
relatif au t′′0 du couple (t′, t′′0) déterminé

à l’étape 1, qui succède aux t′′ considérés ici ; et la définition des θ1
t′′ assure qu’ils croissent quand

γ décrôıt. On a des résultats analogues pour les t′ ∈ ∆ \ {tmin} pour lesquels il existe t′′ > t′ (t′′

unique dans ∆) tel que θ̂1
t′′ < θ̂2

t′−
= θ̌2

t′ < θ̂2
t′ ≤ θ̌1

t′′ , en changeant le signe des inégalités. Et les mêmes

considérations qu’à l’étape 1 sur les niveaux de confiance des θ affectés permettent de conclure que

Θγ
T

déf
=
]
θ1
T , θ

2
T

[
est bien à couverture presque exacte. 2

Remarque 1 La condition θ1
t′′(≤ θt

′

t′′) ≤ θ2
t′ qui assure le maintien local des chevauchements entre inter-

valles à l’étape 1 ci-dessus est indispensable, car sinon on aurait :
– soit

]
θ2
t′ , θ

1
t′′

[
⊆
]
θ̂1
t′′ , θ̂

2
t′

[
, et le niveau de confiance des θ ∈

]
θ2
t′ , θ

1
t′′

[
serait∑

t∈∆ , t′<t<t′′

Pθ(T = t) = F dt′(θ)− F
g
t′′(θ) < F dt′

(
θ̂2
t′
)
− F gt′′

(
θ̂1
t′′
)

=
1 + γ

2
− 1− γ

2
= γ.

– soit θ1
t′′ > θ̂2

t′ et le niveau de confiance des θ ∈
]
θ̂2
t′ , θ

1
t′′

[
voisins de θ̂2

t′ serait∑
t∈∆ , t′<t<t′′

Pθ(T = t) = F dt′(θ)− F
g
t′′(θ) ≈ F

d
t′
(
θ̂2
t′
)
− F gt′′

(
θ̂2
t′
)
< F dt′

(
θ̂2
t′
)
− F gt′′

(
θ̂1
t′′
)

= γ

par continuité de F dt′ et F gt′′ et croissance stricte de F gt′′ .

– soit θ2
t′ < θ̂1

t′′ et même conclusion pour le niveau de confiance des θ ∈
]
θ2
t′ , θ̂

1
t′′

[
voisins de θ̂1

t′′ .

Remarque 2 On a θ1
t′′ > θ̂1

t′′ dès que θ̌2
t′ < θ̂1

t′′ : en effet cette inégalité assure

F gt′
(
θ̂1
t′′
)
− F gt′′

(
θ̂1
t′′
)
> F gt′

(
θ̌2
t′
)
− F gt′′

(
θ̂1
t′′
)

=
1 + γ

2
− 1− γ

2
= γ si t′ 6= tmin,

et F gtmin

(
θ̂1
t′′
)
− F gt′′

(
θ̂1
t′′
)

= 1− 1− γ
2

> γ ; on a donc aussi F gt′ − F
g
t′′ > γ au voisinage (droit) de θ̂1

t′′ par

continuité de F gt′ − F
g
t′′ . De même, on a θ2

t′ < θ̂2
t′ dès que θ̌1

t′′ > θ̂2
t′ .

Remarque 3 Dans le cas spécial où t′+ = t′′−
déf
= t, on a θt

′

t′′ = θmed
t puisqu’alors F gt′′ + F dt′ = F dt + F gt .
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Remarque 4 Contrairement au cas des modèles de loi µ diffuse, faire tendre γ > 0 vers 0 ne conduit pas à
des estimations ponctuelles de θ : en effet par principe (presque) aucune valeur possible de θ n’est exclue
des estimations par intervalles, autrement dit la réunion de ceux-ci cöıncide toujours (presque) avec Θ.

Simplement les intervalles
]
θ̂1
t , θ̂

2
t

[
, t ∈ ∆ tendent à être 2 à 2 disjoints et contigus car ∀t ∈ ∆, t 6= tmax,

F dt
(
θ̂2
t

)
=

1 + γ

2
≈ 1− γ

2
= F dt

(
θ̌1
t

)
=⇒ θ̂2

t ≈ θ̌1
t = θ̂1

t+ ≈ θ̂
t
t+ .

Pour γ = 0, les intervalles contigus Θ̂γ
t

déf
=
]
θ̂1
t , θ̂

2
t

[
, qui pour t ∈ I∩∆ sont les

]
θ
t−
t , θ tt+

[
et contiennent

les estimations T -médianes ponctuelles θmed
t , apparaissent comme les estimations T -médianes par inter-

valles de θ sachant t. Les Θγ
t =

]
θ1
t , θ

2
t

[
cöıncident avec eux dès que γ ≤ γ0

déf
= min

t∈∆\{tmax}
γtt+ : la valeur

γ0 est le (faible) niveau de confiance qu’on peut accorder à ce mode médian d’estimation du paramètre.

3. Exemple du modèle exponentiel des lois binomiales

On a ici ∆ =
{

0, 1
n ,

2
n , . . . , 1

}
, µ uniforme de masse n+1 sur ∆, Θ = ]0, 1[ et fTθ (t) = θn t (1−θ)n (1−t) : la

loi de nT =

n∑
i=1

Xi est binomiale. De plus F dt et F gt vérifient les hypothèses complémentaires d’étalement.

En effet :

– ∀t ∈ I = ]0, 1[ , inf F gt (Θ) = 0 et supF dt (Θ) = 1 car θ 7→ F gt (θ)

θ
et θ 7→ 1− F dt (θ)

1− θ
sont des polynômes ;

– F d0 (θ) = 1− (1− θ)n, donc inf F d0 (Θ) = 0 et supF d0 (Θ) = 1 ;
– F g1 (θ) = θn, donc inf F g1 (Θ) = 0 et supF g1 (Θ) = 1.
On peut illustrer la démarche en examinant les demi-graphes gauches des applications ε et ε̂ (figure 2)

avec ε(θ) = Pθ
( ]
θ1
T , θ

2
T

[
3 θ
)

=

n∑
j=0

(
n

j

)
θj (1− θ)n−j 1Θγ

j
n

(θ) et de même ε̂(θ) = Pθ
( ]
θ̂1
T , θ̂

2
T

[
3 θ
)
.
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(a) γ = 0.95, n = 100
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(b) γ = 0.95, n = 25
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(c) γ = 0.8, n = 5
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(d) valeur limite γ0 ≈ 0.3, n = 5

Figure 2. Demi-graphes gauches de ε (méthode proposée ici) et de ε̂ (méthode standard de Clopper-Pearson)
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4. Conclusion

En quête d’une nouvelle procédure d’estimation exacte par intervalles de confiance bilatéraux dans le
cas discret selon une démarche originale, nous sommes retombés — en la précisant légèrement — sur la
proposition de H. Blaker. Sur le plan pratique, cette procédure implique des calculs numériques limités
pour la détermination d’un intervalle d’intérêt ; elle peut donc être mise en œuvre aussi bien pour de très
petits et pour de grands échantillons, quel que soit le niveau de confiance souhaité. L’emploi de méthodes
approchées, fondées sur le théorème central limite, devrait donc être cantonné aux échantillons de tailles
vraiment considérables.
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