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Une approche générale des équations diophantiennes
A proof of Pillai and Fermat-Catalan conjectures
Jamel Ghanouchi
Ecole Supérieure des Sciences et Techniques de Tunis
jamel.ghanouchi@topnet.tn

Sommaire

Nous commengons avec I'équation de Beal (ou Fermat-Catalan) U¢ = X+
Y? puis nous definissons deux équations qui en sont conséquentes. Apres
en avoir déduit quelques résultats, nous généralisons I’approche a toutes
les équations de Fermat-Catalan ; ce qui nous permet de relier le probleme
au théoreme de Matyasevitch. En effet, nos investigations vont nous ame-
ner a établir des égalités qui ne s’expliquent que par l'indécidabilité de
certaines conjectures inhérentes aux équations diophantiennes. Notre ap-
proche nous permet alors également de proposer une nouvelle conjec-
ture concernant les équations de Fermat-Catalan généralisées. Nous pro-
posons, d’autre part, une démonstration de la conjecture de Fermat-Catalan.
(MSC=11D04) Mots clés : Fermat-Catalan ; Equations diophantiennes ; Ana-
lyse ; Suites ; Séries ; Séries de Fourier ; Conjecture.

Abstract

We begin with Beal equation (or Fermat-Catalan) U¢ = X + Y and esta-
blish two equivalent equations. We generalize the approach to all Fermat-
Catalan equations which allows us to relate the problem to Matyasevich
theorem. Our approach will lead us to propose a new conjecture concer-
ning Fermat-Catalan equations. (MSC=11D04) Keywords : Fermat-Catalan ;
Diophantine equations; Analysis ; Series ; Fourier series ; Conjecture.

L'approche

Posons
u=U*

r=U°X"
y:Ucyb



2= XY?

Ainsi posé, nous avons

u=U*=UX"+Y")=z+y (1)

Et
I U?2e
2 XeYb  UeXeUcy?
+ 1 1
L )

Lemme1 SiU, X,Y,a,b,csont des entiers vérifiant U¢ = X + Y?, alors
u,x,y,z comme defitis plus haut vérifient simultanément (1) e (2) qui
suivent

u=zty ()

1
S T 9
. x+y (2)
Ou encore
z= XY?
uw=(X*+Y")?

r=X"(X"+Y"

y=Y"(X"+Y")

Définissons les suites dont les premiers termes sont
1 =T

Et

Or Vxy,y1, 32z, vérifiant



Et

_
=iy

21 z
Soit
(1 + Y1)z = 21y
Ou encore
r1(th — 21) = 211
Posons encore
£1%

V2= —21 = —

Et
yi(r1 — 21) = 2121

Posons ici aussi

2121
Ty =T1 — 21 = ——
n
Nous avons donc
ToY2 = Z%
Ou
T1 = T+ 21 = Tg + /Talo
Et
Y1 = Y2 + 21 = Y2 + /X2Yo2
Avec

up=u=(r1+y)= (\/!E2+\/y_2)2 >x9+y2 >0
(1 + y1) entier

1 = /Ta(\/T2 + VY2) > 12 >0
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1 entier
Y1 = V92 (VT2 + /y2) > y2 >0

Y1 entier

x x
191 _ xoat2ybt2 _ \/@ > 2y = 2Y2

= >0
T1+ Y1 To + Yo

21

29 rationnel
Puisque
Vx4, y, rationnel, 3z, rationnel qui vérifie

Et ainsi de proche en proche jusqu’a l'infini. A I’ordre i
(i + i) = (VTir1 + VYir1)? > Tig1 + Yip1 > 0

Et x; + y, rationnel pour ¢ > 2

T = /Tig1(V/Tig1 + Yir1) > i1 >0

x; rationnel pour i > 2

Yi = VUi (VZio1 + VYir1) > i1 > 0

y; rationnel pour ¢ > 2

Z;Y; Tit1Yi+1
zi = = VTit1Yit1 > 2= ————— >0
T + Y Tiv1 + Yir1

z; rationnel pour ¢ > 1 et aussi, bien entendu

1 1 1
_l’_

Zit1 Tit+1 Yit1

Lemme 2 Les expressions des suites sont les suivantes

(i + 1) = (VTir1 + VYin1)”



Démonstration dulemme 2 La preuve se fait par récurrence, nous avons

= VEa(V/T2 /i) = V(T + y)?

2

x
To =
2= 2y
Et également
2
Y2 = 4
rT+y

Le lemme est vérifié pour ¢ = 2. Supposons-le vérifié a I’ordre i, tirons de

(3) e (4)

1
T = /Tir1(VZit1 + VYit1) = V/Tiv1 (@i + ;)2

C’est-a-dire
xz-‘,—l - ZL‘ (I‘Z + yz) !

Or le lemme est vérifié a I'ordre i, ce qui nous amene a

j=i—2

Tist :in H (I‘Qj +y2j)_2($2i 1 H ZL‘ +y
Jj=0 J=0

j=i—
- H (a:Z]—l—yQJ)_l
§=0

Et voila le lemme vérifié pour i + 1, la démonstration est la méme pour y;,
nous en déduisons

Jj=i—2

—xQZ 1)1_[ 2J+ (21)



Et pour y;

Jj=i—2
yi=y® ) I @+
§=0
Vi>1
Mais -
Jj=i—
i—1 i—1 - N
poy = =y I @y )
§=0
Et
JZi2 J y (:L.(Qi—l) _ y(zi—l))
j=0 r—=y

Lemme 3 Il n’est pas nécessaire de passer par ce lemme, établissons-le

quand méme car il va nous permettre de retrouver les nombres de Fermat
L, ., i—1

généralisés z* . Nous devons suposer pour ce lemme que

7Y
ce qui signifie
T # Yi
(2"*1) X(Q)Qifl
x o ) .
XT; = 220 y(Qi—l) (SL’ - y) =U X (@21 _ y(b)2it (X -Y )

Et
(Zi_l) Y(b)Qi—l
oy o o
yl - x(Qifl) _ y(2i71) (l‘ y) - U X(a)2i71 _ Y(b)2i71 (X Y )
X@271 oy )2t
u; =z +y; = U° i (X* =YY

X(a)2i—1 . Y(b)Qi—l



Lemme 4
Ti—Y =T —yY
D’apres le lemme 3, ce lemme est évident, mais méme pour z = y, nous
avons
Ti—=Yi =Tit1 —Yitr1 =T =Y
La résolution de I’équation de Catalan
Soit I’équation de Catalan

YP=X741
Posons
XP—1 , 7T-XP
c= 73 C = 2
Y2 Y2
D’ou
ys— 0
e+
/
XP=evh 1= 00 o Tete
c+c c+c
Et
Xq—yp_l_w
(c+)?

Comme X? > 7il vientque ¢ < Oetc > dorYs >3donc0 < c+ ¢ < 2. Nous
allons prouver que g + 1 = 2p.Deux cas se présentent : ¢> > 1 et c® < 1.

¢®> > 1 Nous avons

36— (c+ )2~ (Tc+c)?

X1 - X% =
(c+c)?
36 — 36¢?
<5 <0
(c+c)?
Donc
q+1<2p
Mais aussi
02 X1 _ X2 _ 72¢? — 2c%(c+ )2 — (Te + J)?
(c+)?
64c? — (Tc+)?  (c—)(1bc+ ()
ST exerE T etor
Et
2x0 % 36c2 — (c+ )2 — (Te+ ¢)?
(c+c)?
36c2 — (Tc+ )2 (d —c)(13c+ )
< (c+¢)? - (c+c)? <0
Or

202 X1 > 902X > X = 262 > X



Posons 0 5
902 n + X m +

T4l T mt1
Nous allons démontrer que X > 2¢%. Il est a noter quen < Oetm < 0 (2X — 1 —
X —1=X-2= 7" >0). Pour u,v vérifylant v = —u, (X —1)(2¢* — 1) > u =
T > 5

= (2u — v)*n? + (12u® — 6uv — 16u — 4v)n + u? — 12u + 4

= 9u’n? 4 (18u® — 12u)n + 9u® — 12u + 4
= (92 +18n+9u? — (12n —12)u+4=9(n + 1)*u®> - 12(n+ Du+4=0
= (Qu+v)n+u—2)2 —4u2vn® + (20 — 2u +2)n + 2 — 2u) = 0

2 —9
= (Xﬁ1)2+( u+§()7it“ 2o+ (20— 2u+2)n +2 — 2u > 0

= u(m+1)2+nun+ u+v)(m+1) —2u—v+3v+2)+ (u—2)(m+1)+2—2u

=u(m+1)2+n2un+ Qu4v)m+3v+2)+ (u—2)m—u>0
= (um+ovn)(m —1)+ (2n+ 2)(um + vn) + 2(u — 1)m +2(v + 1)n
=u(m+1)? +n2un + 2u+v)m +3v+2) + (u —2)m —u > 0
= (um +on)(m —1) 4+ (2n + 2)(um +vn) > —2(u — 1)m — 2(v + 1)n
= (um+ovn)(m—14+2n+2) = (um+ovn)(m+2n+1) > -2(u—1)m —2(v + 1)n

:>(um—kvn)(m+n+l)+(u—1)m+(v+1)n>0

> >
Or
milino =X 2-20 1 [ 2-X
X-1 22-1 221 X1
2X —1+4+4c® —-2-22X X2-A)+324-X)-3
=T xonee-ny - pe-nx-n U
1 M + 2

=C2n+1)(m+1)<0<2n+1l)=-1-m< -1+

-1 —on—-1

1
— - S— 2 1 1
= m<_2n_1:>m(n+)<

>m+2mn—-1<0=2m+2n+2mn<m+2n+1
1
:>(um—i—vn)(m+n+mn)—i—(u—l)m—i—(v+1)n>(um—l—vn)(% +n—|—§)+(u—1)m+(v+1)n>0
= m(un +um+umn+u—1) +n(vm+ovn+vmn+v+1) >0

=um(m+1)(n+1)—m+vnm+1)(n+1)+n>0
N um+1)>2n+1)+n+1+vn+1)2(m+1) - (m+1)
(m+1)(n+1)
um+1)2+1 ovn+1)2-1
m+1 n+1

>u—+v

>u+v



1 1
>um+t+u—u+—+vn+v—v-— 1:um+X—1+vn—202+1>0
m

1 n+
X —2¢2
—um —vn = u(n —m) :“((X— 1)(2¢* - 1))
(X —2¢%)(1 - u )=0

X -1 1)
= X-22>0=X>2%>X

= X0 > 962X > X% > X = g +1=2p

Ainsi
22 > X > 22 = X =20
= 2¢%YP = 2(XP —1)? = XYP = XM + X
2
=>§:Xq+1—2X2p_1+4X”_1€N
= X=2= 2"l ot =05 g=2p-1=3
=Y =43
2 <1
0 x4 XQp_72—2(c+c’)2—(7c+c’)2
B (c+)?
64 — 49c>
(c+c)?
D’ou
XqZX2p71
Ou
q+1>2p
Mais aussi
02X _ X2 _ 72¢? — 2c%(c+ )2 — (Te +J)?
N (c+)?
- 64c? — (Tc+)?  (c—)(1bc+ ) >0
(c+¢)? N (c+ )2
Et 2 /\2 /\2
X1 X% 36c® — (c+)*—(Te+ )
(c+)?
_ 36¢2 — (7c+)? (= e)(13c+ ) “0
(c+¢)? N (c+ )2
Posons
26,2_71—1—2 _ m+2
Con+1] Com+1
Commen <0Oetm <0(2X -1-X-1=X-2=—%>0).Et

o 1 1
2c =1+——>3=n< -
n+1 2



Pour u, v vérifiant v = —u, (X —1)(2c2 = 1) > u = >0

2
3(n+1)
= (2u — v)*n? + (12u® — 6uv — 16u — 4v)n + Yu® — 12u + 4

= 9u’n? 4+ (18u® — 12u)n + 9u? — 12u + 4
= (9n? +18n+9u? — (12n —12u+4=9(n + 1)*u* - 12(n+ Du+4=0
= (2u — v)*n? + (12u* — 6uv — 16u — 4v)n + 9u? — 12u+4 =0
= ((2u4v)n +u—2)* —4u(2vn?® + (20 —2u +2)n +2 — 2u) =0

2 —2
=>(Xﬁ1)2+(u+;}()71tu +20n% + (20— 2u + 2)n + 2 — 2u > 0

S um+1)2+nQ2m+ u+v)(m+1)—2u—v+3v+2)+ (u—2)(m+1)+2—2u

=u(m+1)2+n2un+ Qu4v)m+3v+2)+ (u—2)m—u>0
= (um +on)(m —1) 4+ (2n + 2)(um 4+ vn) + 2(u — 1)m +2(v + 1)n
=um+1)2+n2m+ u+v)m+3v+2)+(u—2)m—u>0
= (um+ovn)(m —1) 4+ (2n + 2)(um +vn) > —2(u — 1)m — 2(v + 1)n
= (um+ovn)(m—14+2n+2) = (um+ovn)(m+2n+1) > -2(u—1)m —2(v + 1)n

= (um + vn)(%

1
+n+§)+(u—1)m+(v+1)n>0

malano X 2227, 1 22X

X—1 2c2-1 2c2—-1 X-1

C2X —1+44c?-2-2c?X X2-c?H+cP4-X)-3
B (X —1)(2¢2-1) B (2¢2 —1)(X - 1)

1 2n+2

—2n—1 —2n-1

<0

=2n+1)(m+1)<0<2(n+1)=-1-m< -1+

! =>m2n+1) <1
om—1
=m+2mn—-1<0=2m+2n+2mn<m-+2n+1

= —m <

1
:>(um—i—vn)(m+n+mn)—i—(u—l)m—i—(v+1)n>(um—l—vn)(% +n—|—§)+(u—1)m+(v+1)n>0
= m(un +um+umn+u— 1) +n(vm+ovn+vmn+v+1) >0
=um(m+1)(n+1)—m+ovnm+1)(n+1)+n>0
um+1)2?n+ 1D +n+1+vn+1)>2(m+1) — (m+1)
(m+1)(n+1)
um+1)2+1  vn+1)2—
m+1 n+1

>u+v=0

1
>u+v=0

1 1
:um—i—u—i—T—H}n—i—v—?—um—i-u—i-X—l—i—vn—i—v—Qc +1>0

X —2¢72
(X —=1)(2¢2 — 1))

—um —vn =u(n —m) = u(
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(X —1)(2c2-1)

=X-22>0= X > 22
= X% > 2X1>2X97 > 20X = g4 1=2p;g=2p

(X —2¢7H)(1 - ) >0

Mais
0> (2 -1)YP=X%"_2XP - X9=X% _9XP - X1 5 X1 _9xP >0
= (A -1)YP=0=XP(XP"! —2)= (X,p,q) = (2,2,3) = Y = £3
Généralisation aux équations de Pillai et Fermat-Catalan
Pillai est Y? = X9 4 a, posons a = 1,1, ainsi
YP=X74+1,1,
et Fermat-Catalan Y? = X7 + 7%, Soit Z¢ = 1,1,. Ainsi

YP=X74+1,1,

Posons
o X1, T XP
ys: Y3
Ainsi
vs = 6a
c+c
/
XP = eyh 1, = 0o g, = €t lac
c+c c+c

Et

3601y — 1ala(c+ c’)2

XE=TP—lala = (c+)?

Comme X? > 7, il vientque ¢ < Oetec > ¢ etY? >3,donc0 < c+ ¢ < 2Deux
casc? >letc2 <1

?>1 Ona
X9 _— X2p _ 36(11(1 - 1a1a(C + Cl)2 — (7aC + 1aC/)2
a (c+)?
36a1a — 36a1a02
(c+c)?
D’out
g+1<2p
Aussi
02 xi _ x2 — 2ala€® = 2u1ac®(c + ¢)* = (Tac+ 1a¢)’
a (c+ )?
6441a¢ — (Tac + 14¢/)? (c=)(15c+ )
> 12 =l4la o >0
(c+¢) (c+¢)

11



Et

2y _ 3Balac® = lala(c+ ) — (Tac+ 14c')’

(c+c)?
- 36414c% — (T + 14c)? _ 1,1, (d —¢)(13c+ ) <0
(c+c)? (c+ )2
Or
22X > 2 X7 > X = 262 > X
Posons
9¢2 — n+ 2 _m+2
o+l om+1
Maisn < O0etm <0(2X —1-X —1=X -2 =~ > (). Pour u,v vérifiant
v:—u,(X—l)(202—1)>u:ﬁ>%

= (2u —v)*n? + (12u® — 6uv — 16u — 4v)n + Yu® — 12u + 4

= 9u’n? 4+ (18u® — 12u)n + 9u® — 12u + 4
= (9n? +18n +9u? — (12n —12)u +4=9(n + 1)*u* - 12(n+ Du+4=0
= ((2u4v)n +u—2)% —4u(2on® + (20 — 2u +2)n +2 — 2u) =0

2 —9
= (Xf1)2+( u+§()it“ 202 4 (20— 2u+2)n +2 — 2u > 0

= um+12+n2un+ Qu+v)(m+1)—2u—v+3v+2)+ (u—2)(m+1)+2—2u

=u(m+1)? +n2un + 2u+v)m +3v+2) + (u —2)m —u > 0
= (um+on)(m —1) 4+ (2n + 2)(um 4+ vn) + 2(u — 1)m +2(v + 1)n
=u(m+ 1) +n2vn + 2u+v)m +3v+2) + (u —2)m —u > 0
= (um +ovn)(m —1) 4+ (2n + 2)(um +vn) > —2(u — 1)m — 2(v + 1)n
= (um+ovn)(m—14+2n+2)=(um+ovn)(m+2n+1) > -2(u—1)m—2(v + 1)n

:>(um—kvn)(%+n+%)+(u—1)m+(v+1)n>0
Or
malen—2=X 222, 12X
X—-1 22-1 22 -1 X -1
2X —1+4c® -2-22X X2-A)+324-X)-3
T X-DlE-1n) 2 —1)(X — 1) <0
1 2n + 2

=2n+1)(m+1)<0<2n+1)=-1-m< -1+

“2n—1 —2n-1
1
— —_ 2 1 1
= —m < —2n—1:>m( n+1) <
>m+2mn—-1<0=2m+2n+2mn <m+2n+1
1
:>(um—i—vn)(m—i—n—i—mn)—i—(u—1)m+(v+1)n>(um—i—vn)(% +n+§)+(u—1)m+(v+1)n>0
= m(un +um+umn+u— 1) +n(vm+ovn+vmn+v+1) >0

12



=um(m+1)(n+1)—m+on(m+1)(n+1)+n>0

N um+1)>2n+1)+n+1+vn+1)2(m+1) - (m+1)
(m+1)(n+1)

u(m+1)2+1+v(n+1)2—1

>u—+v

>
m+1 n+1 wty
1 1
umtu—u+——+n+v—-v— —um+X—14+wm—-22+1>0
m+1 n+1
X —2¢2
—um—vn:u(n—m):u((X_l)(ch_l))
(X —2¢%)(1 — “ )>0

X D22 1)
=X-2%>0=X>2%>X

Et
XP <X =X < X = qg+1=2p

L’équation devient
VP = X1 41,1,

Et
(2¢2 = X)YP =0=2X% — 4, XP + 2,1, — X?P — 1,1,X
24l
% = X1 44,xP7 ' +1,1, €N

= X < 2.1,

L’équation a donc un nombre fini de solutions pour 1,1, fixé et ce pour Pillai.
Nous verrsons ce qu’il en est pour Fermat-Catalan !

<1
9X4 _ X2p o 720,10, - 2a1a(c + C/)2 — (7aC + 1aC,)2
(c+c)?
64 — 49¢2
1,1,————— >0
> lglg (C+Cl)2 >
D’ou
X1 > x!
Ou
q+1>2p
Soit
902 n+ 2 _ m+2
Cn41 Com+1

Orn<0etm<0@2X—-1-X-1=X-2= - > 0). Pour u,v vérifiant
v:—u,(X—l)(20*2—1)>u:ﬁ>0

= (2u — v)*n? + (12u® — 6uv — 16u — 4v)n + Yu? — 12u + 4

13



= 9u’n? 4 (18u® — 12u)n + 9u® — 12u + 4
= 9%+ 18n 4+ 9u? — (12n —12)u +4 =9(n +1)*u* = 12(n + Du +4 =0
= (2u — v)*n? + (12u® — 6uv — 16u — 4v)n + Yu? — 12u+4 =0
= ((2u4v)n +u—2)% —4u(2vn?® + (20 —2u +2)n +2 — 2u) =0

u Qu+v)n+u—2
X —1)?2 X1

=um+12+n2un+ Qu+v)(m+1)—2u—v+3v+2)+ (u—2)(m+1)+2—2u
=u(m +1)% +n(2vn + (2u+v)m +3v +2) + (u —2)m —u >0

= +20n% + (20— 2u+2)n +2 —2u > 0

= (um+on)(m —1) 4+ (2n + 2)(um 4+ vn) + 2(u — 1)m +2(v + 1)n
=u(m+1)2+n2un+ Qu4v)m+3v+2)+ (u—2)m—u>0
= (um+on)(m—1)+ (2n+ 2)(um +vn) > =2(u — 1)m — 2(v + 1)n
= (um+ovn)(m—14+2n+2)=(um+ovn)(m+2n+1) > —-2(u—1)m—2(v + 1)n

1
:>(um+vn)(%+n+§)+(u—1)m+(v+1)n>0

Or
m+1+n:2_X+2_2072+1: L 2-X
X—-1 22-1 20c2-1 X-1
22X —1+44c?-2-2c?X X2-cH+c?4-X)-3
B (X —1)(2¢2-1) B (2c2 —1)(X - 1) <0
1 2n + 2

2 1 1 2 1 e -1 =
=2n+1)(m+1)<0<2(n+1)= m < +—2n—1 e

1
- —_— 2 1 1
= m<_2n_1:>m(n+)<

=m+2mn—-1<0=2m+2n+2mn <m-+2n+1

=>(um—i—vn)(m—i—n—i—mn)—l—(u—1)m+(v+1)n>(um—i—vn)(% +n+%)+(u—1)m+(v+1)n>0

= m(un +um+umn+u—1) +n(vm+ovn+vmn+v+1) >0
=um(m+1)(n+1)—m+wnim+1)(n+1)+n>0
:>u(m+1)2(n+1)+n+1+v(n+1)2(m+1)—(m+1)
(m+1)(n+1)
um+1)24+1 vn+1)2-1
_l’_
m+1 n+1

>u+v=0

>u+v=0

=um+u+X—1+m+v—2c2+1>0

1
um+u+ ——+Un+v—
m—+1 n+1

X —2¢72
(X —=1)(2¢2 - 1))
(X =1)(2¢2 - 1))

=X-202>0= X > 22

—um —vn =u(n —m) = u(

(X —2¢7H)(1 - >0

14



= X2p > CzXq > 2Xq71 > 2X2p*2 = q—{—l = 2p’q = 2p
Or
X% > X1 >2X97 > X2
Soit
qg+1=2p
L’équation devient
VP = X141 1,1,

Et

0> (2 -1)YP=XP_2,XP - X9=X%_2,XP - X1 >0

= (P -1)YP=0=X%_2,XP - X!
2414
X

Un nombre fini de solutions pour Pillai! Et pour Fermat-Catalan

= eN

YP=X74+2°
Nous avons les explications suivantes
1+2% =3

Lorsque nous avons une équation du type

YP =X7-1,1,
Notre approche est valable, mais non pour

YP =11, — X1
Nous devrons poser

A1y + X9 = —141, — 2XP +2X7P

Et
(141 + X9 = —49,1, — 2XP + X%

Nous aurons ¢+ 1 = 2p pour 1'une des équations suivantes mais non pour 'autre
(for which ¢ + 2 = 2p) :
72 — 34 o 25

Et
132 = —73 429

Nous n’avons pas
YP=X941,1,

Car 1,1, est négative et ne peut étre un carré. Mais pour

T1* =170+ 27
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I'approche est valable, nousavons p =2, X =17,¢=3,Y =71, 1,1, = 27 et les
conditions sont satisfaites,icig = 2p — 1, maissip =2, X =2,¢q=7,Y = 71,
1,1, = 173 nous n’avons pas X? = 2% = 4 plus grand que 7,, et ¢ + 1 n’est pas
égal a 2p. Aussi

3% 4+ 114 = 1222

p=2X=3,¢=5Y =122, 1,1, =11%(aussi X =11, ¢ =4, 1,1, = 3°), X2 =9
n’est pas plus grand que 7, donc ¢ + 1 ne sera pas égal a 2p. Et pour

15493042 = 15613° — 338
Nous avons g + 1 = 2p = 3. Et pour
22134592 = 657 — 14143

et pour
153122832 = 1137 — 92623

nous avons q + 1 = 2p. Mais pour
21062938% = 76271% + 177

Toutes les conditions sont satisfaites pour p = 2, X = 76271, ¢ = 3, Y = 21062938,
1414 = 1, et pour
300429072 = 96222° + 438

icip =2 X = 96222, ¢ = 3, Y = 30042907, 1,1, = 43% mais non pour p = 2,
X =143, q = 8, 1,1, = 962223 car 432 est inférieur a 7,. D’ol1 L’équation de
Fermat-Catalan est équivalent a

yP — X2p—1 + ZZp—l
lorsque les conditions de nos calculs sont satisfaites, et alors

L1 1 -1 dp-d
p 2p—1 2p—-1  p2p-1) p2p-1)

da a un nombre fini de solutions!

<1

Conclusion pour cette approche de Pillai et ermat-Catalan

Catalan est résolue, puis nous avons généralisé a Pillai et Fermat-Catalan equa-
tions et prouvé qu’il y a un nombre fini de solutions !

Théoréme de Ghanouchi Nous allons démontrer que ; = 1 + J etu ==z +y
impliquent x = y. Justement, nous avons supposé x — y # 0. A priori rien ne per-
met de dire que z est différent ou égal a y. Pourtant, nos investigations nous ont
amenés a un étrange résultat, a savoir que x = y, sans la moindre condition sur
x et y. D’o1 vient ce curieux résultat impossible ? Nous pensons au théoréeme de
Matyasavitch. Les équations diophantiennes n’ont pas toutes des solutions et les
conjectures liées a ces équations ne sont pas toutes décidables. Or, les suites que

nous avons établies sont valables pour toutes les équations de Fermat-Catalan, y
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compris la suivante kU" = ki X' + ko X352 + ... + k; X" . Cette équation résume
toutes les équations de Fermat-Catalan. Dans 1’état actuel de nos connaissances,
nous ne savons pas quand elle a des solutions et quand elle n’en a pas. Or, sinous
posons

u = kU

z=kU"(KU" — k; X}7)
y = kU"k; X"
2=k X7 (kU™ — k;X[7)

Nous retrouvons le lemme (1), & savoir

u=x+vy
et

1 1 1

— 4+ ==

r Yy =z

S’il y a une indécidabilité en jeu, ces suites devraient conduire a un résultat impos-
sible. Ce résultat impossible est zy(z — y) = 0 pour tout z, y. Nous allons prouver
que zy(z — y) = 0, justement. Nous en avons de trés nombreuses démonstra-
tions. En voici quelques unes. La premiere utilise les séries et, particulierement,
les séries de Fourier. En effet, comme

i = W(x_y)

Et yit
o Yy
Yi = W(ﬂﬁ —y)
Alors
x>y= lim (x;) =x—y, lim (y;) =0
1—> 00 11— 00
Et
y>x= lim (y;) =y —x, lim (x;) =0
1—> 00 11— 00

Les séries
Comme nous l’avons vu

VOiYi = Yi—1 —Yi = Ti—1 — T4

Soit
Tj — Ti41 = \/Ti+1Yi+1
Ti—1 — T = /XY
Tl — X2 =T — T2 = \/T2Y2

17



D’ou la série télescopique

j=i+1
E (,/xjyj):x—x2+x2—x3—|—...+xi—xi+1:x—le
J=2

Et sa limite

j=o00
2 (VZ;9;) = lm (2 —2i41)
]:
Six >y
j=o00
(VZy;) = lim (2 —ai) =z —(z—y) =y
=2
Etsiz <y
j=o00
(VZjy;) = lim (2 —aip) =
j=2

Les applications des séries
Supposons d’abord = > y. Nous avons toujours

j=i
j=2

(=1 /@j95) = @ — w2 — (22 — w3) + (23 — 24) — . + (=1)" (i1 — 27)

= —2my +2r3 — ... + 2(=1) iy + (-1)"

j=i—1
=2 3 (1) ot (<)
j=2
= 2§((—1)j+1x ) —x — (=1)"
j=1
j=i—1 . J=t .
= Y () )+ ) (1) )
J=2 j=1
j=i—1
=2 ) (1)) +y+ (1)
j=2
23 (L)) -y - (1,
j=1
j=i—1 j=i A
= (=1 yy) + > (1) yy)
j=2 j=1
Ou encore
j=i J=i
2> (17" ay) = (1 @m;) + o+ (1) ey
Jj=1 j=2



Et

2 (1) = S (1P ) + 3+ (-1

J=1 Jj=2

Comme nous ne connaissons pas la limite de (—1)"*!z;, nous pouvons dire que

j=00
((=1)7 ;)
j=1
est peut-étre divergente. Mais
j=00
(=1 vz755)
j=2

est absolument convergente. Comme y; tend vers zéro a I'infini, alors

j=o00
j=1
est convergente. La limite de
j=i J=i
(17 vagy) =2 (17 ly) —y = (=)™ 1y
7j=2 7j=1
j=t
=2) ((=1)"a)) -2 = (=)™
j=1

existe et les series sont convergentes. Ce qui entraine, selon nous et nous en avons
des preuves, que

lim (z;)=xz—y=0

11— 00
C’st confirmé par le fait que la limite du terme général de cette série est nulle.
Démontrons-le formellement ! Nous avons

k=2m

_k_
D (=1 aye vam)
k=1
1 _ 2 _ 3 —_— _2m
=gze Vim —mxge Vam fxze Vam — .. 4 (=17 gy e vem

2m

2 1 2 2 __4 _4 _
=ze V2mig(e VIm—e VZm)—gxgoe Vemtxge Vemtxs(e Vam—e V2 Vam)—gpye VIm4..—Xgne Vem

2 1 4 1 _2m 1

=ze Vam(evam — 1) + zge Vam(evam — 1) 4 ...+ xoy_1e V2m(evem — 1)+

4 _2m
+(x —xz2)e + (x5 —x4)e V2 + .+ (Top—1 — Tam)e VM
1 __2 __4 __2 4 _2m
= (evem —1)(ze V2m+tzsze \/m—i—...—i—mgm_le_‘/%)—i—(\/xgyge Vam 4 [Tayse V2 4. A\ /TomYame V2 )
k=m k=m
1 2%k 2k
= (evem —1) (wop—_1e V2m) + (VT2ryore V)
k=1 k=1
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Et également

k=2m
> (=) ype vom)
k=1
1 __2 __3 —_— 2m
= ye \/ﬁ—yQQ \/ﬁ+y36 2m — +( 1)m+y2m€ V2m
1 k=m ok k=m 2k
= (evem —1) (yop_1€ vV2m) + (VZaryare V2m)
k=1 k=1
Mais
1 h=m ok
(€77 1) Y (gorre Tm) =
k=1
Nous avons
1 k=m _ 2k41 k=m 2k—1
(evam —1) (yor—1e v2m) < S < ( 6\/%—1 Z Yok—1€ V2™ )
k=1 k=1
k=m k=m
1 __3 _2k—2 1 1 _2k—2
(evVom —1)e Vam > (yop_re VIn) < S < (evam —1)e vam Y (ygp_1e vom)
k=1 k=1
Donc
1 h=m _2k—2 1 1 h=m _2k—2
lim (7% —1) Y (yopore VE0)) = lim (€757 — Dy + (€77 —1) S (yap_1e” v5))
m—»00 m—>r00
k=1 k=2
k=m
_ 1) S (yar_se vEn)) = lim (S)
= lim ((e Yok—1 = lim
k=2
Nous avons
k=m
_1 _2k—p
(757 1) Y (s Vo) = A
k=p
Et
1 h=m _2k—pi1 1 h=m _2Zk—p-1
(eVom —1) Y (yopre” V2 )< A< (eV2m —1)Y  (yop_1e V2m )
k=p k=p
Ou
1 2 k=m 2k—p—1 k=m 2k—p—1
(evem —1)e Vom (yan_1€ %)<A<(e¢m—1)2(y2k e VI
k=p k=p
Donc
. k=m 2k—p—1
mlinoo (evem —1) (Yyok—1e V27 )
k=p
k=m
1 2k—p—1
= i Vam — Vam Vam — V2m
i (6T = DB 1) 3 e
=p



1 1 _ 2k—p-—1 .
= (1) D e V) = lim (4) =l (5)
k=p+1
Alors
1 __m_
p+l=m= lim (A)= lim (5)= lim ((ev@» —1)yam_1e v27) =0
m—r00 m—r00 m—->r00
Conséquemment
k=m
1 _ 2k
lim ((6\/% — 1) (ygk,le \/ﬂ)) =0
m——>00
k=1
De la méme fagon
L k=m ok
(evam —1) (rop_1e Vv2m) =9
k=1
Nous avons
k=m k=m
_1 _2k41 _1 _2k—1
(eVem — 1)) (wgp_1e VZm) < S < (eVem —1) )  (wop_1e vom)
k=1 k=1
k=m k=m
1 __3 _2k—2 1 1 _2k=2
(evam —1)e Vvam (xop—1e V2m) < S < (evEm —1)e vom (xop—1e V2m)
k=1 k=1
D’ou
i (€7~ 1) Y (e ) = lim (e A 1)'S (e I
i (evEm 1) Y (wyge” Vi) = lim ((eVEn — Lz + (eVn —1) Y (zapore vn))
k=1 k=2
| L iy e
= lim_ (v 1) Y (zyge VvEn)) = lim (S)
k=2
Nous avons
k=m
1 _ 2k—p
(evam —1) (xop—1e Vvem)=A
k=p
Et
1 k=m 2k—p+1 1 k=m _ 2k—p—1
(e\/m — 1) (1‘2]6,16 Vam ) < A< (6‘/% — 1) (.%'2]?,16 vam )
k=p k=p
Ou
1 _ g k=m 2k—p—1 1 k=m _ 2k—p—1
(evam — 1) vam > (wgp_1e 2 ) <A< (evam —1) > (wgp_re v2m )
k=p k=p
Donc
1 k=m _ 2k—p—1
lim ((6\/% — 1) (.%'2]?,16 Vam ))



1 \/;_ kL \/;_ -
= lim (evem —1)xgp_1e VZm + (ev2m —1) Z (xop—1e  V2m )
k=p+1
k=m
= 1 \/;_m—l) Z (x e_%\;;_r;l))— lim (A) = lim (S)
k=p+1
Ou
1 m
p+l=m= lim (A)= lim ()= lim ((ev@» —1)zgy_1e v2») =10
m—ro0 m—ro0 m—ro0
Conséquemment
1 k=m 2%
lim ((6\/% —1) (.%'2]?,16 \/ﬂ)) =0
m—r0o0
k=1
Nous en déduisons
k=2m L
~ kL, e
0< Tm (3 () age V)
k=1
k=2m &
— : _1\k+1 ~am
Jim (37 (1) e VEm)
k=m ok k=m
= lim (> (Vrarywe V7)) < lim ()  (VZ2kYor))
k=1 k=1
k=2m
< lim ( ; (Vzrye)) =y
Donc
k=2m A
. k+1 ~7am)) —
i kz (=) (g = y)e” V27)) = 0
k=2m —V2m
_k U _
= Jim (@ —y) Y () = lim (2 —y)e V) = S5 =0
Et
r—y=0
Récapitulons

Ti > Titl, Yi> Yyl =T =Y
T = Tiy1 = Titx1 + /Tir1Yi+1 = 2y =0

Yi = Yir1 = Yit1 + /Tiv1Yiv1 > 2y =0
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= zy(x —y) =0

Autre preuve, si z > y soit d; = %, et pour un certain n
1

(@ -y = lim (2]") >1>0= Tim ((a;+ 1)y}
11— 00 11— 00
Donc
o (T = (i + Dyf) = 0> —y
Conséquemment
o (T —yp) >t - gt
Et
w2y (@ ) Y]
Donc
x? S x?‘Fl _ y:@Jrl 1
O n+1 +
Yi i T
Nous avons ) L4
— >l
ay i T r—y
Ousid; #1
1 >1—d?+1+1_1+1+1++1+1
dt(l—d;)) =~ 1—-d; x—y  d d7 T d x—y
Et
1 1_ 1 >1+1+1++1+1
ar(l—d;) Ay Y1—d) T dp d2 Tt m—y
Jusque
1
—— > 1+
dz(l—dz) dz r—1Y
Qui signifie
1 Lo
di(l—di) di_l—di_ r—y
Ou
ZT; 1
>1+
r—y r—=y
Et
vi—l>2r—y=x—yi=>y =1
Ou
Yi .
yi=——@-y)>21=y@—y) >r—y= lim (yi(r-y)=0>2-y>0
Ti — Yi i—00

Donc x = y. Autre preuve : Nous avons

=y +t1l>x >z —y
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Donc

T3l TiYi
Et
1 1 1 1
- _ = > =
Yi T TiYi Yi
1 1 2 1 1
> —
Yi x; Y LilYi Yi
Ou
1 1 -1
——+—>—
Zi TiYi Yi
Ou
1 S 1 1
Yi — Tit1Yit1 \/5'3@'+1yz‘+1(~"3z' + vi)
Et

1 >1'Z‘—|-yi—1

VY9t (VT T yi) — \/Ti1Yir

Qui signifie

TR
R s S
VTit1 T \/Yit1
Ou
2\/Tiv1 + Vit
2> T + Y
VZit1 T \/Yit1

Vi > 1 particulierement a I'infini
Jim VT Vi) =2V —y 2> lim (Vi(ziFy)?) = Vi -y > 2V —y

Ou
z—y=0

Autre preuve : comme
y? —a? = (y — 2)(@; + vi) = Wir1 — Tig1)@iv1 + Vi1 + 2/Tit1Yir1)
= Y1 — 251+ 2y/Ti 1Y (Yis1 — Tig1)
VYir1 = Z est solution de
Z*+ 2@ 20 — 2\ Jad 2 —al +al —yl =0

Et \/Z;71 = Z' est solution de

4 3
2" 4 20y 27 = 2\ 7 — gty -2 =0

Et

74427273 227 - 2" 4 22 — 2 =0
Aussi

7" 4227 — 2737 — Z* + 2 — 22 =0

(2
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Posons

Z/
7 = u — E
Mais
A 4 / ' 3 13 14 2 2
(u—;)—i—QZ( - =) =2Z"( —)—Z" +zxi—y; =0
Et
4 Z/4 371 3 2 712
1 3 1
—uZP 427 — 322+ Suz”® - S
2 2 4
274 2" =2 1?2 =0
3 3
= u4 — (52,2)’&2 — Z/3U — EZHL + iEZQ — y? =0
Ou
3 3
(=320 = 32" = 2Pusal—yi=0 ()

EtZ' =v-%dou

Z Z Z
(v——)4+2Z(v—5)3—2Z3(v—5)—24+y2~2—x2:0

2 (2
Ou .
Z 3
4 3 272
= Pz 4+ 072
v* + 16 (VAR 2v +
1 3 1
——0Z3 4+ 220% = 3% 2% + Sozd - 274+
2 2 4
273+ 2V - Z 4P —2? =0
3 3
=t - (§Z2)1)2 — Z3v — 1_624 +yt—a22=0
Ou 3 5
(v? — 122)2 — ZZ4 —Z3v+yl—22=0 (6)

Additionnant (5) et (6), nous avons

(u? — 22’2)2 + (v — 222)2 - %(24 + 2 - Z2Pu—- 2% =0
Zl2 ZQ Z/4 Z4
= (ZQ+T+ZZ’—§Z2)2+(Z’2+I+Z’Z—%Z’2)2—%(Z4+Z’4)—ZZ’3—Z3Z’—T+ =0

_ (ZQ+TZ'2 + 722 + (M +2'7)% - Z(Z4+Z’4) —Z272(Z2*+7°) =0
_Zi+ Z'48+ 22°2" +2Z2Z’2+ZZ’(ZZ+Z’2)—Z(Z4+Z'4)—ZZ/(ZQ+Z/2) =0
- _g(z4+z’4)+2222’2 =0

9
= (2% - 2’2)2g =0



La solution est

2

727 " =y —xip1=y—x=0

Autre preuve : nous avons

— T T;Yi

A/ Ti—1 + =
V= \/—mzl VI Tt — T
1
i1 VTi—1tyi—1 1
\/$zy1 \/xzyz \/W a \/?Tl
exV

= /xi—1+yi—1—{1/x_i W
YxiN/Ui -1 -1 Yz 1+y1 1

~ YEiY(VTi +yi1) < VTin/Yi/Tio1 T Yi—1
VTic1+Yio1 —/Tic1 T VYit1

Car

Yi—1
VTic1 + Y1 — /Tio1 = - = Yir1

VZTi-1+ Yi-1+ /Tic1

Yie1 = VYiVTio1 + Yie1 2 VYirt (Vi1 + Yim1 + /Tim1) = y#(\/xz 1+ Yic1+/Tic1)
(A Z

Et

Vi + YivTi1 + Yic1 > VTio1 + Y1 + /T

+ \/ z 1 + yz 1 >14 Ti—1
4/ _ bl
YT Vi Yy Ti—1+ Yic1

Ti—1
m Z Vit Yot Vet yi—l%
i— —

Nous en déduisons

Car

Et

4/ - Y &y; Vi + Yi
VTG _ NEm (Vi) Yz (Vi + yi)

VZic1 +x <
A l'infini
0<+vVr—y< lim (Vziii++v7i) =2Vr—y < lim (Voive +vyi) =Ve—vy
1—00 1—>00

Et

Vr—y=2Jyr—y=0

Autre preuve. Soit

Yi+1 Yi
Ti = QiTip1 = Tip1 +/Tip1yit1 => a; = 1 + R R
Tit1 T
Et
Tit1 T;
Yi = biYir1 = Yir1 + /Tit1Yiy1 = bj =1+ et =1+ w
it i
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gi=1+2-14+%
b; T
Et )
=14 =142
Qaj Yi
Avec
aibi:ai—i-bi

Nous avons
i = bin/Tip1Yir1,  Yi = Qi/Tip1Yit1
Posons
a; = c;ai+1, by = dibi11

Nous avons

Ti = Tip1 + /Tit1¥it1 = GiTip1 = CiQip1Tit1 = CG(Tip1 + Yig1)

On en déduit
r—
(i = D)(@ig1 + Yivr1) = b Y
T
De méme
— X
(di = 1)(@i1 + yir1) = L
T
D’ou
a; — b; —(z—y)? —(z—y)?
(0 i = D@isr + o) = o —y)(U 2y = S Y
B G D (@i + Yip1)?b?
i+ Y;
Donc
¢ — 1) (xig1 + yig1)?b?
(di = D)(@it1 + yir1) = —(ci — 1)(( Z )(ggl.++ yAyZJr S + Zip1 + Yiv1)
(3 K
d; — 1 b; T;
12 ~(Tiv1 +yir1) = — (Tig1 + vir1) = — (Tip1 + yir1)
—C; a; Yi

ci — V)(zip1 + yir1)?b?
= G )(xlzl_y‘ Yir1) + Tip1 + Yig1
(A (A

_ (. — y)(@it1 + yiy1)?b

2
i

+ Zip1 + Yit1
bfyz 7 i

(= y)(@ip1 +vie1) (@ —y)(@ig1 + yiy1)?b?

Yi b2y
(@ —y) (@i +yin)?

B Yi+rl + /Tit1Yit1

Et
z—y=0
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Autre preuve :
a?+b  yly+az)
V+a z(z+y)

SHESS

b
Y tyr, Y Hbya;  a’+4b

= — — — —1
2 +axy; 22 +4axey; bV Ha “

V2y? + bPyax; + ay® + abysz; = a’x? 4+ aPxay; + ba® + abray;
Yy, + ay® + ayz; = a’xy; + ba® + bay;
= ((a+ b))z + ay)y = ((a® + b)yi + bx)x
y  (a®+byi+br  a®+b

. (Ptawtay P+a
(a® 4+ b)(b? 4 a)y; + b(b? + a)x = (a® + b)(V? + a)z; + a(a® + )y
(a* +0)(0* + a)(z; — yi) = (a® + b)(b* + a)(z — y) = b(b* + a)x — a(a® + b)y
- (b2 +a)2 (a2 +b)2b
T2 T i
(b +a)3 — (a® + b)?
(a® +b)(b + a) )

(@ +0)* (0 + a)*(x — y) = (z + y)((V* + @)’ = (a® +D)*)
= (z+ )b +a—a®>=b)((0* +a)® + (a® + b) (b + a) + (a® + b)?)
= (z+y)(b—a)(ab—1)((B* + a)> + (b* + a)(a® + b) + (a® + b)?)
= (a +b)(x — y)(ab — 1)((* + a)* + (b* + a)(a® + b) + (a* + b)?)
= (z — y)((ab — D)ab((b* + a)® + (b* + a)(a® + b) + (a® + b)?)

= ax(

Si
(a® +b)(b% 4 a)((a® + b)(b* + a) — ab(ab — 1)) = ab(ab — 1)((b* + a)* + (a* + b)?)

= (a®> + b)(b* + a)(b® + a® + 2ab)

Ou encore
(a® + b)((b? + a)(a® + b® + 2ab) — 2ab(ab — 1))
= (b* 4 a)(2ab(ab — 1) — (a® 4 b)(a® + b> + 2ab))
Ou
a((b* 4 a)(a® + b + 2ab) — 2ab(ab — 1))
= b(2ab(ab — 1) — (a® + b)(a® + b + 2ab))
Et

(a® + b3 + 2ab) (ab® + a® + a®b + b?) — 2a*b*(ab — 1) = 0
= (a® + % + 2ab) (a*b* + a® + b?) — 2a*b*(ab— 1) = 0
= (a® + b% 4 2ab)(2a*V? — 2ab) — 2a*b*(ab—1) =0
A +0+2ab—2ab=0=0a>+b>
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Et c’est impossible ! Donc
r—y=0

Autre preuve : Si x > y, nous avons

aixi = biy; = i + s

2—a vy 2—a; vy
x’

bi—2 b—2

Tix (b—=2)(b; —2)

v 2-a)2-w)
_mw—yy  bib—2b; — 2b — a;a + 2a + 2a;
by 2-a)2—a)

_@oyrity@i—y)  @-y(@ity) (b —a)b+ai(b—a)+2(a —b) + 2(a; — bi)
yiy yiy 2-a)2—w)
(@ =b)(2-0) + (a—0)(2—ay)
(2—-a)(2—a)

_ VEZirPi1T22((ai — bi)(2 = b) + (a = b)(2 — ai))
VZit1¥ir12292(2 — a) (2 — a;)
(Y= 2)(2y/@y2 — 2) + (y — 2)(2y/Ti Vi1 — Yi)
(2y/Z2y2 — y) (2y/Tix1¥it1 — ¥i)
_ - 2)(2 (V2 — V) — Vi (VTir1 — VYir1)
VU2(VT2 = \Y2) Vit 1 (V/Tir1 — /Yir1)

—x 1 T; 1

== x)(y\/yzﬂ(\/iﬂz'ﬂ — VUir1) (T2 — \/9_2)) === y)(@ i)
Ou
x Li 1 !
(x_y)(y\/yiﬂ(\/ﬂml — Ui Ui (Ti + \/y@-+1)+\/ﬁ(\/@ —V12) VOir(yTo + \/yz‘+1)) -
bix T b 1
= (@- y)(byz(bi — 2y bysbiyit i (b-2)y E) !
b, ZT; b 1
TR IR (=P TR

= (z — )(bi(b —2)z — (b—2)(bi — 2)m; + b(bi — 2)y; — (b —2)y(b;i — 2)
S (b—2)y(b: — 2)u:
Et

) =0

(@ = y)((b—2)(biz — (b — 2)x;) + (b — 2)(by; — (b—2)y)) =0
= (z = y)((b = 2)(bi(x — ;) + 22;) + (bi — 2)(b(ys — y) +2y)) =0
= (& —y)((b — 2)(bi(y — vi) + 2z3) + (bi — 2)(=b(y — y:) +2y)) =0
= (z = y)((y = 1) (bi(b = 2) = b(bi — 2)) + 2(bsy — 2y + bx; — 22;)) =0
=2(z —y)((y — 9) (b — i) + (bi(y — i) + biyi — 2y + b(w; — x) + ba — 21;)) =
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= 2(z—y)((y—y:) (b—bi+b;—b)+b;y;—2y+br—2z;) = 0

= 2(x—y)(yi—x;—2y+bx) = 2(x—y)(—x—y+bx) = 2(x—Y)(—by+bz) = 2b(x—Yy)? =

Donc = ne peut étre différent de y et

r—y=20
Autre preuve : Nous avons

aibiv1 b

biaip1  a;

_ biv1 +v/air1bin
air1+ /ait1bit1
2
bit1Yi+2 + 1/ @i+1bi11Y7 o
X . b2
Aip1Yi+2 T 4/ Git10i41Y7 o

_ Yit1 T Qit1/Tit2Yit2
(@it1 — Dbit1Yit2 + Git1y/Tir2Yite
2Yi+1 2

(@ip1 — DYir1 + Yit1 Qi1
Donc
2 =a;41(b; — 1) = \/air1bit1
Ou

— )2

LiYi

Autre preuve : hypothese que « # y, V1 = p1,y1 = q1, Iy vérifient

1 _ 1 1
1 q1 b1
Et
Ty
T = =T
r—y
Ou
(1 —q)r1 =pi@
Et
pl(ﬁ - Ch) =T14q1
Posons
141
@2 =7T1—4q1=——
b1
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Et
a(ri+p1) =rp

Aussi
r1p1
p2=T1t+tp1=——
q1
Ou
b2q2 = T%
Et
P1 =pP2 —T1 = P2 — \/DP2G2
Et
qL =71 —q2 = —q2++/DP2q2
Avec

wi=w=(p1 —q1) = (VD2 — V@2)°
(p1 — q1) entier

p1=vp2(VP2 = Va2)

p1 entier
@ =vVe(VP2 — Va2)
q1 entier

r9 rationnel
Car
Vpa, go rationnel, 3ry rationnel vérifiant

Jusqu’a l'infini. Pour ¢
(pi — i) = (V/pix1 — \/Qi+1)2
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Et p; — ¢; rationnel pour i > 2

Pi = /Pit1(V/Dit1 — V/Tit1)

p; rationnel pour i > 2

¢ = V8ir1(VPiv1 — Vi)

¢; rationnel pour ¢ > 2

Pigi
ro= A~ g

pbi —4q;

r; rationnel pour ¢ > 1 et aussi, bien stir

1 1 1

Ti+1 di+1 Pi+1

Lemme a Les expressions des suites sont

(i — @) = (Vpir1 — Vain)?

<
I
=)

Preuve du lemme a Par récurrence, nous avons

p=vD2(v/P2 — V&) = VP2(x — y)?

P2 =

Aussi

q2 =

Le lemme est vérifié pour i = 2. Supposons que ce soit vérifié a ’ordre i, de (5) et

(6)

NI

Pi = VPit1(VPit1 — Vai+1) = V/Pir1(Pi — @)
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Ou
piv1 = po(pi — qi)

Le lemme est vérifié pour i, d’ot1

j=i—2 j=i—2
i j i\ i—1 i—1,_ j j
Pit1 = 22 H (xQJ _ yQJ) 2(m2 _ y2 ) 1 H (le _ yQJ)
Jj=0 Jj=0
il
- H (xQJ _ y2j)71
Jj=0

Le lemme est donc vérifié pour i + 1, de méme pour g;, nous déduisons

=z .
pi=2@) H (22 — @)1
=0

Et pour ¢;
j=i—2
i—1 j j
¢ = y(2 ) H (x(23) _ y(QJ))—l
§=0
Mais
Pi _ Ti _ [Tit1 _ [Pitl
qi Yi Yi+1 qi+1
Ou
Pi _ 4
T Yi
Donc
PiYi = qi%;
Mais, soit
pi Ui Ti Y x —y?
pii — ¢y = Gri(— — =) = qizi(— — =) = qiwi( )
4 X Yi T LilYi
D’ou
@}
ri(pi — ¢i—) = yi(qi — qivi)
Yi
v ql—y) a(l-w) al-y) 50—y
Y o Di — DiT; pi(l —x z; (1l —x
(] pl ql ™ (] 11 ’l( ’l) Z( Z)
Donc )
ri _ 1-wyi
;o l-u
Ou



Et

r—y=20
Autre preuve : nous avons
22 22 ( ) y2 22 ( )
2 r+y x2—y? v, b2 r+y a?—y? y
Et 2 2 2 2
R _ Yy Yy
pQ_x—y 22 2(.%'+y), q2 r—y 22 2(.%'+y)
Or
223 293
+ zo)(x —y) = = 2xox, + r—y) = =2
(p2 + x2)(x — v) P 2 (@2 +y2)(x —y) Tty Y2y
Et

P2—@t+z—y)@—y) =@+y+z—y)(z—y) =2z —y)
= 222w — 2y2y = 2(x2 — y2)o + 2u2(x — y) = 2(z — y) (2 + y2)
Donc, encore une fois, x ne peut étre différent de y
20c—y)z+y2—x) =0=ys2(z —y)
Autre preuve : nous avons
T+y = p2—q2 = p3+q3—2/P3G3 = Pa—qa—2/P3q3 = ... = P2k —q2k—2v/P343—2/P5q5— .- —2\/P2k—1q2k—1
= Pok+1 + @k+1 — 2¢/P3G3 — 24/P5q5 — ... — 24/P2k+102k+1
= pak — Qok + 2(p2 — p3) + 2(pa — p5) + ... + 2(P2r—2 — P2k—1)
= par — @2k — 2(g3 + q2) — 2(g5 + q4) + .. — 2(q2—1 + Gor—2)
= pakt1 + Qarr1 + 2(p2 — p3) + 2(pa — ps) + ... + 2(P2x — Pory1)
= Q2k+1 — P2k+1 T 2P2 — 2p3 + 2pa — 2ps + ... + 2pag;
= pok+1 + Qart1 — 2(q3 +q2) — 2(g5 + q4) + .. — 2(q2r+1 + G2r)
= —Q2k+1 + P2k+1 — 292 — 2q3 — 2q4 — 2¢5... — 2q2p,
Donc
2p2 + 2q2 — 2p3 + 2q3 + 2ps + 2q4 — ... + 2pog—2 + 2qop—2 — 2p2k—1 + 2q2—1 =0
Et
2qok+1—2pok1+2p2+2q2—2p3+2q3+2pa+2q4— ... — 2pak—1+2qok—1+2p2k —2qox, = 0
= 2q2k+1—2P2k+1+2P2k =202k = 2qok+1—2P2k+1+2P2k+1+2G2k+1—4\/D2k+1G2k+1 = 0

P2k+1
= 4qok+1 — 4/P2k+1@2k+1 = 0 = 4gop+1(1 — +
q2k+1
T2k y—x
= 4qok+1(1 — —) = 4qar+41( )=0
Yok Yok

Etc’estimpossible, I'hypothese (x # y) est fausse ! Prouvons maintenant le conjec-
ture de Beal ! Celle-ci stipule que 2¢*2 = 29+2 + y**+2 est impossible pour a > 0 et
b> 0etc> 0avecz, y, z premiers dans I'ensemble. Il y aurait des solutions pour
abc = 0.
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Preuve de la conjecture de Beal

L'équation est Z¢ = X +Y?
Xe-1 , 7-X°
u = T, U = c
72 72
Donc 6
NZ:=X—14T7-X=6= 2=
(u+u')Z2 + 2 S
36
76— 0
(u+u)?
Soit )
X —uZs 41— 6u n :7u+u
U+ u u+u
Et
o _ ge_yb_ 36 — Yo(u +u')?
(u+u)?
Soit
ye—1 , 7-Y°
V=, V= —
72 72
Et
c c 6
NZS =Y 14T—Y =6= Z5 =
(v4+0")Z2 + P =Ty
Soit
c Tv+ v
Y¢=0vZ2+4+1=
va v+ v
Et
e 36
_(v—i—v’)2
Ainsi o
Yb:ZC_Xa:36—X“(v—|—v)
(v+0)?

™)u+(5-10"""1)u/ |
20— :ona

Soit m et v tels que v = (13-107
Tu —u' = 32v(u +u)(u—u') > 4(u+u)

Car
Tu—u = (13 =107 )u+ (5 — 107"/ > 4u + 40
Ou
w(7 —32v(u + ') = (1 — 320(u + v )’
Et
(X —1)(7—32v(u+ ) = (32v(u+u') —1)(X=7)

0 < X°(64v(u + u') — 8) = (256v(u + u') — 14)

2((13 = 107™)u + (5 — 107 ') — 8(u — ')

4 N—8=
64v(u—+u') — 8 —

Car
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(18 — 2(107™))u + (18 — 2(10~™ )/ 6(u + ')

_ - >0
u—u u—u
Soit .
¢ 128v(u +u') = 7
R2v(u+u)—4
(45 —4(107™)u+ (13 — 107" )/ 16
(13 —=10"m)u + (5 — 10~ 1)y’
Car
(163 — 12(107™))u + (67 — 15(10~™ 1 ))u/
978 — 163(10~™~1 163(10~™
=—( 6( ))u' + ( )u —12(10™)u + (67 — 15(107™ L))o/
—576 —m-1 —m
_ +73(07 Y 9110
6 6
Et o
X2 _ 64 = M — 64
(u+ u')?
R A /
_ (—u — 7u)(15u + ') >0
(u+u')?
8< X< 16
X=9
Soit m et w tels que w = (13_10722)2’;(75;;;)77%1)”, :ona
v — v = 32w+ ) (v =) > 4(v+ )
Car
Tv—v =13 =107 v+ (5 — 107 ' > 4v + 40
Ou
v(7 = 32w(v +v")) = (1 — 32w(v + v"))/
Et
(Y= 1)(7—32w(v+")) = (B2w(v + ") = 1)(Y°=7)
0 < Y(64w(v +v") — 8) = (256w(v + v') — 14)
Car N )
2((13—-10"™ 5—107"" —8(v —
64U/(U+U/)—8: (( )U+( - )U) (U U)
v—0
~ (18=2(100™)v + (18 —2(10"™ )" 6(v + ) -
N v—1 v =
Soit

ve— 128w(v + ') =7
Rw(v+v') —4
(45 — 4(107™))v + (13 — 10~ 1)/
(13 —107™)v + (5 — 10—~ 1)/

< 16
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Car
(163 — 12(107™))v + (67 — 15(10~™ 1))/

—163(10~™1 163(10~™
- (8 63;,( 0" )y + 63(60 Vo~ 12(10™)0 + (67 — 15(10~™1))o/

_ 576+ 731077 L 91(107")

6 v 6 v>0

Et
(Tv+')?

(v+v')?
~ (—v =T )(150 + )
(v+)?
8§<Y“<16
Ye=9
7?=3"+3

Y2 _ 64 = — 64

>0

Pas de solutions car X, Y, Z sont premiers entre eux! Pour abc = 0, nous avons
les solutions suiivantes

1"+ 2% = 3°
2>+ 7% =31
1324+ 70 =2°
27 +17° =717

3%+ 11% = 122°
33% + 1549034° = 15613°
14147 + 2213459% = 657
9262% + 153122837 = 1137
177 4 76271% = 21063928>
43% +96222° = 30042907
Une autre application est '’équation diophantienne suivante
Ut =X"+ X%+ ..+ X"
X, X}, copremiers deux a deux Vj, k,j # k La conjecture que nous proposons
est que cette équation n’a pas de soluzion pour n > i(i — 1) et n; > i(i — 1),
Vj € {1,2,...,i}. L'approche est sensiblement la méme que plus haut. Démontrons
que si X;, (¢ > 2), n;, U, n, X1, Xo, ..., X; copremiers et entiers plus grands que
zéro, alors XX, =0, ou XJ* = X" Va,b=1,2,....i
ng >i(i —1),Yk=1,2,....i,n > i(i — 1)

pour I'équation (e) suivante

X+ X2+ X =0"
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quand n < i(i — 1),n, < i(i — 1),k = 1,2,...,7 il y a des solutions, par exemple :
1=2a

3° +4% =5
ett=3a
3 +4°+5° =6
et
95800% + 217519* + 414560* = 4224814
eti=4a

27% 1+ 84% 4+ 110° + 133° = 144°

etc... Supposons que (e) est vérifiée et que X}, sont copremiers deux a deux,
ke {1,2,..,i};i > 2, effectivement

ay, = Ul

k=1,2,...i
Et
uw=Um
Et
v= X" X% X"
D’ou

xp,k =1,2,...i, u, v vérifient (8)

T+ oA 4y = UV XM X2 4 4 X)) =T =y

(9)
1 1 Ui(ifl)n u(ifl)

v XPXEELXM T G e Xy G-n Xy glin X T pm,.

Définissons les premiers termes de ces nouvelles suites

Tko = Tk
Uy = u
v =
Et
Tp1 = m%(ml 4+ X9+ ...+ xi)f(ifl)
k=1,2,..,i
Qui implique

1 1

1 1 1
u=z1+r2+ .tz = (Tt + o tay) >up>1
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Et
Ty,

1
— @
= xl@

Et

1

. $170£C2,0...$i,0

w(i—1

)

=z

1

= s

)

1T

1 1
3 i —
2,1Ti1 > v =

1

1

1
0=Tk =T (T1+ T2+ .+ 35) 7

1

(=1

T+ xil + ..+ le)(i_l) > x>0

$171$271...$i,1

4 >0
ungl)

Le raisonnement est valable jusqu’a I'infini. Nous avons

1
i

1

uj =@ @bt mig = (2 0 F @ e b)) > e >

Et

1

1

1

1

i i i T\(-1) '
Thj = kaH(ijH + @5 Tt xi,jﬂ) > g j41 > 0

Et

Et

Vi = xlvijLj'“xi?j
(Y
J

Tk j, vj, u; sont positifs Vj > 1, Vk =1,2,...,14.

1

(P) est’expression :

1

k=1,2,..

I=j—1

wiy = 7 (

1=

o

, 2

— B B .
= Tl Tigen 2 Vit

T1,j 4122541 Lij+1

(i-1)
Uit

>0

xill + xg +...+ xﬁl)*(ifl)

qui se démontre par récurrence. Pour j = 1 c’est vérifié de par la définition de
xk,1, u1 et vy, supposons (P) vraie, or avec I'expression de u; ceci implique, avec

(P), que 1 1 1 |
=} i 3 i \G-1)
Thj = (T 250 )
Mais . . ) l .
@ = . i i ; —(i—
wp i = Tk (T g+ e )
Et
Tn i1 = ot (,CC; —|—x% + +x% )*(ifl)i _ i (m TR ‘),(i,l)
k,j+1 — k,g\*"1,5+1 2,j+1 ij+1 = Tk, j 1,5 2,7 i,
l=j—1
=" i 7 i —i(i—1) (.07 i i \—(i—1)
= xy, (2] + 25 + ...+ x}) (] + a5 + ... +a)) .
1=0
I=j—1
J il il il (i71)2
(2] +ah +... +al)
=0
l=j
I+

:l‘k

[T + b + .+ ad)6D

=0
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Nous avons bien
I=j—1
y 4 4 1y
sy =k [] @1 +ah 4o al) 70
=0

~

La solution Vk > 2 est ici aussi
X =X,

pout tout k£, m. La démontration est simple, nous 1’avons déja recontrée, effecti-
vement

Et
u=x+y
Et
1 1 1
z oz Yy

Et c’est le lemme 1. Sa solution est, comme déja vu
U=X,=0;Vk e {1,2,....i}

Ceci est dti au fait que cette équation n’a pas un algorithme qui en prouve la
possibilité ou I'impossibilité por tout i. La conjecture que nous proposons est que
les équations de Fermat-Catalan généralisées ainsi définies n’ont pas de solutions
qui se situent dans n > i(i — 1) et ng, > i(i — 1). Il n’existe pas de formule explicite
pour i donnant les solutions : pour certains ¢, c’est i, pour d’autres ¢ + 1, mais
les solutions se trouvent toujours pour n < i(i — 1) ou ng < i(i — 1). Pourquoi
n <i(i—1),ng <i(i — 1) ? Pour répondre, supposons

n=ng=1i(i—1)

Les formules sont alors

=X (T O X o Xt o X))~

Cl=j—1
_ i@ X]iﬁ(ifl)ij( H (Ui(ifl)ilXi(ifl)il T Ui(ifl)ilXii(ifl)il))f(z’fl)

_ U(i,l)le]g@q)wl( (U(z’fl)il‘Hsz‘fl)iHl I U(ifl)z'HlXi(ifl)iHl))—(z’fl)
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— U(Fl)iHlX]gkl)“H (H (U(z—l)lefol)zl T U(Zil)ZlXi(lil)Zl))7(271)
=1

~

= (UiHlX]Z;H (H (U(z—l)lefl—l)zl I U(l_l)ZlXi(l_l)ll))—l)l—l
=

—

C’est 'expression des zj, ;1 de I'exposant i — 1. S’il y a des solutions pour i — 1, il
y aura des solutions pour les exposants i(i — 1). Ce n’est pas le cas pour I'exposant
i, a cause de 'exposant i — 1 dans les formules.

Exceptions Pour I'équation suivante
EU" = X" + Y™

Et pour £ entier comme 7, il y a des solutions, pour d’autres tel 2, il n'y en a pas.
Sinous posons

u= (kU™)?
x=kKU"X"
y=kU"Y"
z=X"Y"

nous aurons
u=kU"X"+Y")=z+y

1 KU™ _ 1.1
z  kUMX"EUMY™  xy oy
Etsi
u_UQn
r=U"X"
z=X"Yy"
. on _ KUM(X"+y") x+y
—_ n o__ —
u=U"= 2 Tk
Et
1 U U z+y 1 1

2 UnXnUnYn ry  kxy ~ kx +k:_y
Des équations incompatibles qui prouvent bien I'inexistence d"un algorithme gé-
néral d'impossibilité !

Conclusion Cette approche des équations de Fermat-Catalan nous a permis de
faire une allusion au théoreme de Matyasevich et de généraliser les équations de
Fermat-Catalan a une nouvelle conjecture. Nous avons démontré que 1’équation
de Beal n’a pas de solution pour a > Oetb > 0etc > 0 quand z, y, z sont
copremiers. Et il y a des solutions pour abc = 0.
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