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L(X1) = ν, and ∀n ≥ 1,





X2n = α0Xn + β0 + ε2n

X2n+1 = α1Xn + β1 + ε2n+1,

ß Å ¶ Å â

ñxÝ>é�Ó0é
Xn

Ð�Þ�ÖjÝ>éxØ6Ó0ÛbñxÖjÝ(ÓmÕhÖ0étÛhÑ�Ð�×>îªÐ�Ü<Ð�îªÒIÕhå
n
ü
n
Ð�Þ�ÖjÝ>éxô�ÛPÖjÝ>é�Ó\ÛhÑ

2n
ß�ÖjÝ>éx×>é�ñ ú�ÛPå�é�ú9Ó0ÛPØTé�×�ð�Ô�é�å�å�â

Õh×>î
2n+ 1

ß�ÖjÝ>évÛPå�î�ú�ÛPå�é
ú9Ó0ÛPØTé�×�ð�Ô�é�å�å�âgü
ν
Ð�Þ�Õ îªÐ�ÞjÖjÓjÐ�ò9Ò9ÖjÐ�ÛP×ìú9Ó0ÛPòIÕhò9Ð�å�Ð�Ö�ð�ÛP×

R
ü
α0, α1 ∈ (−1, 1) �

β0, β1 ∈ R
Õh×>î (

(ε2n, ε2n+1), n ≥ 1
) ÑwÛPÓjô�ÞtÕ�Þ0é
	�Ò>é�×>Ô�évÛhÑYÐ_¶ Ð_¶ î�ò9Ð�Ü6ÕhÓjÐ�ÕhÖ0é
ÓmÕh×>î9ÛPô Ü6ÕhÓjÐ�Õhò9å�é�Þ�ñxÐ�ÖjÝ

å�Õ�ñ N2(0,Γ)
ü>ñxÝ>é�Ó0é

Γ = σ2

(
1 ρ
ρ 1

)
, σ2 > 0, ρ ∈ (−1, 1).
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ÿ�×�õ Å@?P÷ ü�ã3Ò9ðTÛP×Dü
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ÖjÝ>é�ÛPÓ0é�ô ÑwÛPÓ3ÖjÝ>é�å�ébÕPÞjÖRæ�ÞA	�ÒIÕhÓ0é�Þ
é�ÞjÖjÐ�ô(ÕhÖ0ÛPÓ

θ̂r = (α̂r
0, β̂

r
0 , α̂

r
1, β̂

r
1)
ÛhÑ\ÖjÝ>é ? æ�îªÐ�ô�é�×>ÞjÐ�ÛP×IÕhå�úIÕhÓmÕhô�é�Ö0é�Ó

θ = (α0, β0, α1, β1)
¶7B3é�ÝIÕPÞvÕhå�Þ0Û(ò9Ò9Ð�å�Ö
Þ0ÛPô�é"ÞjÖmÕhÖjÐ�ÞjÖjÐ�ÔbÕhå2Ö0é�ÞjÖ0Þ3ñxÝ9Ð�Ô0Ý�Õhå�å�Ûbñ'Ö0Û(Ö0é�ÞjÖ3ÐpÑ�ÖjÝ>é�ô�Û<î9é�å
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ô�ébÕh×D¶�ï�Ý9Ð�Þ"Õhå�å�ÛbñNé�î�Ý9Ð�ô Ö0Û�Ô�ÛP×>Ô�å�Ò>î9é�Õ�ÞjÖmÕhÖjÐ�ÞjÖjÐ�ÔbÕhå\é�Ü<Ð�î9é�×>Ô�é�Ð�×êÕhØ6Ð�×9Ø�Ð�×�øt¶2àNÛPå�Ð_¶DCDé�Ö�Ò>Þ"Õhå�Þ0Û
ô�é�×�ÖjÐ�ÛP×ìõ E ÷ ü6ñxÝ>é�Ó0éxÏ�é�Ó0Ô�Ò �F� å_¶YÒ>ÞjÐ�×9ØvÖjÝ>é�ô(ÕhÓjÖjÐ�×9Ø�Õhå�é�Õhú9ú9Ó0ÛTÕPÔ0Ý�Ø6Ð�ÜTétÕPÞjð<ô�ú9Ö0ÛPÖjÐ�ÔtÕh×IÕhå�ðªÞjÐ�ÞFÛhÑIÖjÝ>é
å�ébÕPÞjÖ
ÞA	�ÒIÕhÓ0é�Þ
é�ÞjÖjÐ�ô(ÕhÖ0ÛPÓ�ÛhÑ\ÖjÝ>é�Ò9×9Ú<×>Ûbñx×áúIÕhÓmÕhô�é�Ö0é�Ó0Þ�ÛhÑ�Õ�ØTé�×>é�ÓmÕhå�ÕPÞjð<ô�ô�é�ÖjÓjÐ�Ô

p
ÖjÝªæ�ÛPÓ0î9é�Ó�Ï �76

ú9Ó0Û<Ô�é�Þ0Þ0é�Þb¶
B3ÛbñNé�ÜTé�ÓbüFÐ�×�ÖjÝ>é�Ï�Ùáà'ô�Û<î9é�å\ú9Ó0é�Þ0é�×�Ö0é�îêò�ðêã3Ò9ðTÛP×DüFÔ�é�å�å�Þ ÕhÓ0é�ÕPÞ0ÞjÒ9ô�é�î�Ö0Û�×>é�ÜTé�Ó îªÐ�é�ßwÕ�î9ébÕhÖjÝ
Ô�ÛPÓjÓ0é�Þjú�ÛP×>î9Þ�Ö0Û�×>Û�ô�ÛPÓ0é(îªÐ�Ü<Ð�ÞjÐ�ÛP×-âg¶�ïYÛ�ÖmÕhÚTé�Ð�×�Ö0ÛìÕPÔ�Ô�ÛPÒ9×�Ö"Ô�é�å�å�Þbù Þ�î9ébÕhÖjÝDü2ó
é�å�ô(ÕPÞ"Õh×>î�Ù�ÕhÓ0ÞmÕhå�å�é
õ Åböh÷ ü2Ð�×>ÞjÖ0ébÕPîêÛhÑ3Õ�Ó0é�Ø6Ò9å�ÕhÓ"ò9Ð�×IÕhÓjð�ÖjÓ0é�é6ü�Ò>Þ0é�îêÕ�ò9Ð�×IÕhÓjðäã3ç*ÖjÓ0é�é(Ö0Ûìå�Õhò�é�åNÔ�é�å�å�Þb¶ìÿ�×�ÖjÝ>é�Þ0é
	�Ò>é�å_ü
ñNévñxÐ�å�åYÐ�×�ÖjÓ0Û<îªÒ>Ô�é�ÖjÝ>évô�Û<î9é�åDñxÝ9Ð�Ô0Ý�Õhå�å�ÛbñNé�îìÖjÝ>é�ô Ö0Û�ÞjÖjÒ>îªð�ÖjÝ>évò�é�ÝIÕ�Ü<Ð�ÛPÓ�ÛhÑFÖjÝ>évØ6Ó0ÛbñxÖjÝìÓmÕhÖ0é�ÛhÑ
Ô�é�å�å�Þbü9ÖmÕhÚ<Ð�×9Ø�Ð�×�Ö0Û�ÕPÔ�Ô�ÛPÒ9×�Ö�ÖjÝ>é�Ð�Ótú�Û6Þ0ÞjÐ�ò9å�évî9ébÕhÖjÝD¶

Å ¶ Å ¶�	HGJILKNMPO#I,QSR9CDé�Ö
T
ò�é�Õ(ò9Ð�×IÕhÓjð$Ó0é�Ø6Ò9å�ÕhÓvÖjÓ0é�é Ð�×�ñxÝ9Ð�Ô0Ý�ébÕPÔ0ÝáÜTé�ÓjÖ0égë�Ð�ÞvÞ0é�é�×�ÕPÞ�Õ�ú�Û6ÞjÐ�ÖjÐ�ÜTé

Ð�×�Ö0é�ØTé�Ó3îªÐT=Hé�Ó0é�×�ÖxÑCÓ0ÛPôVUªü9Þ0é�é�82Ð�Ø6Ò9Ó0é Å ¶W8>ÛPÓ
r ∈ N

üªå�é�Ö

Gr =
{

2r, 2r + 1, · · · , 2r+1 − 1
}
, Tr =

r⋃

q=0

Gq,

ñxÝ9Ð�Ô0Ý�î9é�×>ÛPÖ0é Ó0é�Þjú�é�Ô�ÖjÐ�ÜTé�å�ð$ÖjÝ>é
r
æ_ÖjÝáÔ�ÛPå�Ò9ô�×êÕh×>î�ÖjÝ>éX4>Ó0ÞjÖ

(r + 1)
Ô�ÛPå�Ò9ô�×>Þ�ÛhÑ�ÖjÝ>é"ÖjÓ0é�é6¶ ï�Ý>é�×Dü

ÖjÝ>é3ÔbÕhÓ0îªÐ�×IÕhå�Ð�Ö�ð |Gr|
ÛhÑ

Gr
Ð�Þ

2r Õh×>î(ÖjÝIÕhÖxÛhÑ
Tr
Ð�Þ |Tr| = 2r+1 − 1

¶ � Ô�ÛPå�Ò9ô�×�ÛhÑ2Õ�Ø6Ð�ÜTé�×�Ð�×�Ö0é�ØTé�Ó
n
Ð�Þ

Grn

ñxÐ�ÖjÝ
rn = ⌊log2 n⌋

üªñxÝ>é�Ó0é ⌊x⌋ î9é�×>ÛPÖ0é�ÞtÖjÝ>é
Ð�×�Ö0é�ØTé�Ó�úIÕhÓjÖ�ÛhÑ�ÖjÝ>évÓ0ébÕhåD×�Ò9ô�ò�é�Ó x ¶ï�Ý>étØTé�×>ébÕhå�ÛPØ6ð�ÛhÑHÖjÝ>étÔ�é�å�å�Þ�Ð�Þ\î9é�Þ0Ô�ÓjÐ�ò�é�î�ò�ð ÖjÝ9Ð�Þ�ÖjÓ0é�é6¶Fÿ�×�ÖjÝ>étÞ0é
	�Ò>é�å>ñNétñxÐ�å�åIÖjÝ�Ò>ÞNÞ0é�é
T
ÕPÞNÕ
Ø6Ð�ÜTé�×

ú�ÛPú9Ò9å�ÕhÖjÐ�ÛP×D¶�ï�Ý>é�×�ÖjÝ>é�ÜTé�ÓjÖ0égë
n
üDÖjÝ>é(Ô�ÛPå�Ò9ô�×

Gr
Õh×>î�ÖjÝ>éY4>Ó0ÞjÖ

(r + 1)
Ô�ÛPå�Ò9ô�×>Þ

Tr
î9é�ÞjÐ�Ø6×IÕhÖ0é

Ó0é�Þjú�é�Ô�ÖjÐ�ÜTé�å�ðáÐ�×>îªÐ�Ü<Ð�îªÒIÕhå
n
üDÖjÝ>é

r
æ_ÖjÝ�ØTé�×>é�ÓmÕhÖjÐ�ÛP× Õh×>î�ÖjÝ>é54>Ó0ÞjÖ

(r + 1)
ØTé�×>é�ÓmÕhÖjÐ�ÛP×>Þb¶�ï�Ý>é�Ð�×9Ð�ÖjÐ�Õhå

Ð�×>îªÐ�Ü<Ð�îªÒIÕhå<Ð�Þ2î9é�×>ÛPÖ0é�î
1
¶2ï�Ý>é�ô�Û<î9é�å<ú9Ó0ÛPú�Û6Þ0é�î�ò�ð�ó
é�å�ô(ÕPÞ�Õh×>î"Ù�ÕhÓ0ÞmÕhå�å�é3õ Åbö÷ Ð�Þ2î9é�4>×>é�î ÕPÞDÑwÛPå�å�ÛbñtÞb¶

ï�Ý>évØ6Ó0ÛbñxÖjÝìÓmÕhÖ0évÛhÑFÔ�é�å�å
n
Ð�Þ
Xn.

• ç±Ð�ÖjÝ�ú9Ó0ÛPòIÕhò9Ð�å�Ð�Ö�ð p1,0, n
Ø6Ð�ÜTé�Þ�ò9Ð�ÓjÖjÝ�Ö0Û"Ö�ñNÛ�Ô�é�å�å�Þ

2n
Õh×>î

2n+ 1
ñxÐ�ÖjÝ�ò�ÛPÖjÝ�îªÐ�Ü<Ð�î9é6¶Fï�Ý>é

Ø6Ó0ÛbñxÖjÝ ÓmÕhÖ0éìÛhÑvÖjÝ>é�î>ÕhÒ9Ø6Ý�Ö0é�Ó0Þ
X2n

Õh×>î
X2n+1

ÕhÓ0é�ÖjÝ>é�× å�Ð�×9ÚTé�î Ö0ÛáÖjÝ>é�ô�ÛPÖjÝ>é�Óbù Þ(ÛP×>é
ÖjÝ9Ó0ÛPÒ9Ø6Ý$ÕhÒ9Ö0Ûhæ_Ó0é�Ø6Ó0é�Þ0ÞjÐ�ÜTé�é
	�ÒIÕhÖjÐ�ÛP×>Þ"ß Å ¶ Å âg¶

• ç±Ð�ÖjÝ�ú9Ó0ÛPòIÕhò9Ð�å�Ð�Ö�ð p0,
ÛP×9å�ðìÖjÝ>é ×>é�ñ'ú�ÛPå�é

2n
îªÐ�Ü<Ð�î9é�Þb¶�ÿ�Ö0Þ3Ø6Ó0ÛbñxÖjÝ�ÓmÕhÖ0é

X2n
Ð�Þ
å�Ð�×9ÚTé�î�Ö0Û

Ð�Ö0Þxô�ÛPÖjÝ>é�Óbù Þ�ÛP×>é
Xn

ÖjÝ9Ó0ÛPÒ9Ø6ÝìÖjÝ>é
Ó0é�å�ÕhÖjÐ�ÛP×

X2n = α′
0Xn + β′0 + ε′2n,

ß Å ¶ ZTâ
ñxÝ>é�Ó0é

α′
0 ∈ (−1, 1), β′

0 ∈ R
Õh×>î

(ε′2n, n ∈ T)
Ð�Þ�Õ�Þ0é
	�Ò>é�×>Ô�é�ÛhÑ�Ð�×>î9é�ú�é�×>î9é�×�Ö"Ô�é�×�Ö0é�Ó0é�î

ãvÕhÒ>Þ0ÞjÐ�Õh×�ÓmÕh×>î9ÛPô Ü6ÕhÓjÐ�Õhò9å�é�ÞxñxÐ�ÖjÝ�Ü6ÕhÓjÐ�Õh×>Ô�é
σ2

0 > 0.
• ç±Ð�ÖjÝ�ú9Ó0ÛPòIÕhò9Ð�å�Ð�Ö�ð p1,

ÛP×9å�ð�ÖjÝ>é3ÛPå�î�ú�ÛPå�é
2n+ 1

îªÐ�Ü<Ð�î9é�Þb¶Fÿ�Ö0Þ\Ø6Ó0ÛbñxÖjÝ�ÓmÕhÖ0é
X2n+1

Ð�ÞNå�Ð�×9ÚTé�î
Ö0Û Ð�Ö0Þxô�ÛPÖjÝ>é�Óbù Þ3ÛP×>é

Xn
ÖjÝ9Ó0ÛPÒ9Ø6Ý�ÖjÝ>évÓ0é�å�ÕhÖjÐ�ÛP×

X2n+1 = α′
1Xn + β′1 + ε′2n+1,

ß Å ¶ ? â
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~�Î���ÌDÉP���/�tï�Ý>évò9Ð�×IÕhÓjð�ÖjÓ0é�é
T

ñxÝ>é�Ó0é
α′

1 ∈ (−1, 1), β′
1 ∈ R

Õh×>î
(ε′2n+1, n ∈ T)

Ð�Þ�Õ�Þ0é
	�Ò>é�×>Ô�é�ÛhÑ�Ð�×>î9é�ú�é�×>î9é�×�Ö
Ô�é�×�Ö0é�Ó0é�î
ãvÕhÒ>Þ0ÞjÐ�Õh×�ÓmÕh×>î9ÛPô Ü6ÕhÓjÐ�Õhò9å�é�ÞxñxÐ�ÖjÝ�Ü6ÕhÓjÐ�Õh×>Ô�é

σ2
1 > 0.

• ç±Ð�ÖjÝìú9Ó0ÛPòIÕhò9Ð�å�Ð�Ö�ð 1 − p1,0 − p1 − p0,
ñxÝ9Ð�Ô0Ý$Ð�Þ�×>ÛP×ªæ_×>é�Ø�ÕhÖjÐ�ÜTé6ü

n
Ø6Ð�ÜTé�Þ�ò9Ð�ÓjÖjÝìÖ0Û�Ö�ñNÛ�Ô�é�å�å�Þ

ñxÝ9Ð�Ô0Ý$î9Û ×>ÛPÖ�îªÐ�Ü<Ð�î9é6¶
• ï�Ý>é�Þ0é
	�Ò>é�×>Ô�é�Þ ((ε2n, ε2n+1), n ∈ T), (ε′2n, n ∈ T)

Õh×>î
(ε′2n+1, n ∈ T)

ÕhÓ0é
Ð�×>î9é�ú�é�×>î9é�×�Öb¶
ï�Ý>é�ú9Ó0Û<Ô�é�Þ0Þ

(Xn)
î9é�Þ0Ô�ÓjÐ�ò�é�îêÕhò�ÛbÜTé(Ð�Þ"Õ�Ö�ð<ú9Ð�ÔbÕhå�égë>Õhô�ú9å�é�ÛhÑ�Ï�Ùáà'ÛP× ã3ç*ÖjÓ0é�é6¶�ÿ�×±õ Å6Åg÷ ü2ÖjÝ9Ð�Þ

ú9Ó0Û<Ô�é�Þ0ÞHÐ�ÞYÔbÕhå�å�é�îvò9ÐpÑCÒ9Ó0ÔbÕhÖjÐ�×9Ø
ÕhÒ9Ö0ÛPÓ0é�Ø6Ó0é�Þ0ÞjÐ�ÜTé�ú9Ó0Û<Ô�é�Þ0Þ\ßCÏ �76 âIñxÐ�ÖjÝ�ô�Ð�Þ0ÞjÐ�×9Ø�î>ÕhÖmÕª¶2ÿ�ÖHÐ�ÞYÕh×�égëªÖ0é�×>ÞjÐ�ÛP×
ÛhÑ9ò9ÐpÑCÒ9Ó0ÔbÕhÖjÐ�×9Ø
ÕhÒ9Ö0ÛPÓ0é�Ø6Ó0é�Þ0ÞjÐ�ÜTé�ú9Ó0Û<Ô�é�Þ0ÞDñxÝ>é�×�ÖjÝ>é�î>ÕhÖmÕxÝIÕ�ÜTéNÕ�ò9Ð�×IÕhÓjð"ã3ç ÖjÓ0é�é�ÞjÖjÓjÒ>Ô�ÖjÒ9Ó0é6üPÞ0é�é�4>Ø6Ò9Ó0é
ö ÑwÛPÓtégë>Õhô�ú9å�é�ÛhÑ2ò9Ð�×IÕhÓjðìã3ç ÖjÓ0é�é6¶�ÿ�×>î9é�é�îHü>ÛP×>évÔbÕh×ìÕPÞ0ÞjÒ9ô�évÖjÝIÕhÖxÖjÝ>évÔ�é�å�å�ÞtñxÝ9Ð�Ô0Ýìî9Û ×>ÛPÖtîªÐ�Ü<Ð�î9é
Õh×>î�ÖjÝ>Û6Þ0é
ñxÝ9Ð�Ô0Ý$î9Û�×>ÛPÖtégëªÐ�ÞjÖ�ÕhÓ0évô�Ð�Þ0ÞjÐ�×9Ø�ÛPÓ�î9ébÕPîH¶
ÿ�×�õ Åbö÷ ü�ó
é�å�ô(ÕPÞ�Õh×>î Ù�ÕhÓ0ÞmÕhå�å�é�Ò>ÞjÐ�×9Ø�ÖjÝ>é�Ð�Ó�Ó0é�ÞjÒ9å�Ö0Þ�ÑwÛPÓ�Ï�Ùáà ÛP× ã3ç ÖjÓ0é�é6üFØ�Õ�ÜTé�å�Õ�ñtÞ�ÛhÑ�å�ÕhÓjØTé
×�Ò9ô�ò�é�Ó0Þ
Õh×>î�Ô�é�×�ÖjÓmÕhåYå�Ð�ô�Ð�ÖtÖjÝ>é�ÛPÓ0é�ô ÑwÛPÓxÖjÝ>évô(ÕëªÐ�ô�Ò9ô å�Ð�ÚTé�å�Ð�Ý>Û<Û<î�é�ÞjÖjÐ�ô(ÕhÖ0ÛPÓ�ÛhÑ�ÖjÝ>évúIÕhÓmÕhô�é�Ö0é�Ó

θ = (α0, β0, α1, β1, α
′
0, β

′
0, α

′
1, β

′
1).

ß Å ¶ � â
ÿ�×�ÖjÝ9Ð�Þ"úIÕhú�é�Óbü�ñNé�ñxÐ�å�åNØ6Ð�ÜTé�î9é�Ü<Ð�ÕhÖjÐ�ÛP×êÐ�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�ÖjÐ�é�Þ"ÑwÛPÓ"ÖjÝ>é(å�ébÕPÞjÖ ÞA	�ÒIÕhÓ0é�Þ"é�ÞjÖjÐ�ô(ÕhÖ0ÛPÓ�ÛhÑtÖjÝ>é(úIÕæ
ÓmÕhô�é�Ö0é�Ó

θ,
Ð�×ìÔbÕPÞ0évÖjÝ>é�×>ÛPÐ�Þ0é�Þ0é
	�Ò>é�×>Ô�é�Õh×>î�ÖjÝ>évÐ�×9Ð�ÖjÐ�Õhå2ÞjÖmÕhÖ0é

X1
ÖmÕhÚTévÖjÝ>é�Ð�Ó�Ü6Õhå�Ò>é�ÞtÐ�×$Õ�Ô�ÛPô�úIÕPÔ�Ö

Þ0é�Öb¶��3ÛPÖ0é�ÖjÝIÕhÖ�ÖjÝ9Ð�Þ�Ð�ô�ú9å�Ð�é�Þ�ÖjÝIÕhÖ�ÖjÝ>é�Ï �76 ú9Ó0Û<Ô�é�Þ0Þ�ñxÐ�ÖjÝ ô�Ð�Þ0ÞjÐ�×9Ø�î>ÕhÖmÕáî9é�Þ0Ô�ÓjÐ�ò�é�Þ(Õhò�ÛbÜTéìÕhå�Þ0Û
ÖmÕhÚTé�ÖjÝ>é�Ð�Ó�Ü6Õhå�Ò>é�Þ�Ð�×�Ô�ÛPô�úIÕPÔ�Ö Þ0é�Öb¶�ï�Ý>é�Þ0é(î9é�Ü<Ð�ÕhÖjÐ�ÛP×�Ð�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�ÖjÐ�é�Þ ÕhÓ0é�Ð�ô�ú�ÛPÓjÖmÕh×�Ö�ÑwÛPÓ"Õ�ÓjÐ�ØTÛPÓ0ÛPÒ>Þ



�  �! "#!
$&%(') �*,+-%/.,*,0)132
×>ÛP×�ÕPÞjð<ô�ú9Ö0ÛPÖjÐ�Ô ÞjÖmÕhÖjÐ�ÞjÖjÐ�ÔbÕhåFÞjÖjÒ>îªðT¶vÿ�×>î9é�é�îHü�ñxÝ>é�×�ÖjÝ>é ÞmÕhô�ú9å�é ÞjÐ(�bé�Ð�Þ
Ð�×>ÞjÒ&�(Ô�Ð�é�×�ÖvÖ0Û�Õhú9ú9å�ðìå�Ð�ô�Ð�Ö
ÖjÝ>é�ÛPÓ0é�ô�Þbü<ÖjÝ>é�ð�Õhå�å�Ûbñ±ÑwÛPÓ\égë>Õhô�ú9å�é�Ö0Û�é�ÞjÖjÐ�ô(ÕhÖ0étÖjÝ>é3é�ÓjÓ0ÛPÓ0Þ\Ð�×(ÖjÝ>é�é�ÞjÖjÐ�ô(ÕhÖjÐ�ÛP×�ÛhÑDÒ9×9Ú<×>Ûbñx×�úIÕhÓmÕhô æ
é�Ö0é�Ó0Þb¶�89Ò9ÓjÖjÝ>é�Ójô�ÛPÓ0é6üHÖjÝ>é�Þ0é�Ð�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�ÖjÐ�é�ÞvÕhå�å�Ûbñ'Ö0Û�ØTé�ÖvÕ�ÓmÕhÖ0é"ÛhÑ\Ô�ÛP×�ÜTé�ÓjØTé�×>Ô�é"Ð�×$ÖjÝ>é�å�Õ�ñtÞ
ÛhÑ�å�ÕhÓjØTé
×�Ò9ô�ò�é�Ó0Þbü-Õh×>î�ÖjÝ9Ð�Þtú�é�Ójô�Ð�ÖbüªÑwÛPÓtégë>Õhô�ú9å�é6ü9Ö0Û�ò9Ò9Ð�å�î�×>ÛP×ªæqÕPÞjð<ô�ú9Ö0ÛPÖjÐ�Ô�Ô�ÛP×&4Iî9é�×>Ô�é�Ð�×�Ö0é�ÓjÜ6Õhå�Þb¶
ç�é3ÕhÓ0ét×>Ûbñ±ØTÛPÐ�×9Ø"Ö0Û�Ø6Ð�ÜTé3ÕvÓjÐ�ØTÛPÓ0ÛPÒ>Þ�î9é�4>×9Ð�ÖjÐ�ÛP×�ÛhÑYÏ�Ùáà ÛP×�ã3ç ÖjÓ0é�é6¶�ç�étÓ0égÑwé�Ó\Ö0Û(õ Åböh÷ ÑwÛPÓ\ô�ÛPÓ0é
î9é�ÖmÕhÐ�å�Þb¶

Å ¶ ö ¶t��I[�W�#�^����M)�J��Rf8>ÛPÓ
Õh×ìÐ�×>îªÐ�Ü<Ð�îªÒIÕhå
n ∈ T

ü>ñNé"ÕhÓ0é�Ð�×�Ö0é�Ó0é�ÞjÖ0é�îìÐ�×ìÖjÝ>éH	�ÒIÕh×�ÖjÐ�Ö�ð
Xn

ß�Ð�Ö�ô(Õ�ð�ò�é
ÖjÝ>é�ñNé�Ð�Ø6Ý�ÖbüFÖjÝ>é�Ø6Ó0ÛbñxÖjÝäÓmÕhÖ0é6ü · · · â
ñxÐ�ÖjÝ�Ü6Õhå�Ò>é�Þ�Ð�×�ÖjÝ>é�ô�é�ÖjÓjÐ�Ô�ÞjúIÕPÔ�é S é�×>î9ÛbñNé�îêñxÐ�ÖjÝêÐ�Ö0Þ�Ï�ÛPÓ0é�å
σ
æ�4Ié�å�î S ¶
��I[�W�#�^����M)���cR�� ß

T
æ_ÖjÓmÕh×>ÞjÐ�ÖjÐ�ÛP×±ú9Ó0ÛPòIÕhò9Ð�å�Ð�Ö�ðTü3Þ0é�éêßRõ Å@?6÷ âjâ�Rê¯���¡0¢P�

T
®q£C�j¢P¤9�g�C£C�w�P¤�°-�j��´j¢�´g�� �C£C� ¢P¤>�

µ�¢m°T°-��¤<¥h�
P : S × S2 → [0, 1]

�g 9¡g©�£�©ª¢6£

• P (., A)
���vµ(�j¢h�g <�j¢�´g��\���P��¢P�

A ∈ S2 «
• P (x, .)

����¢v°-�j��´j¢�´g�� �C£C�(µ(�j¢h�g <�0� �P¤
(S2,S2)

���P��¢P�
x ∈ S

¼
8>ÛPÓ

p ≥ 1
üPñNéNî9é�×>ÛPÖ0éNò�ð B(Sp)

ß�Ó0é�ÞjúD¶ Bb(S
p)
ü C(Sp)

ü Cb(S
p)
âHÖjÝ>é�Þ0é�Ö2ÛhÑ�Õhå�å Sp æ_ô�ébÕPÞjÒ9ÓmÕhò9å�évß�Ó0é�ÞjúD¶

Sp æ_ô�ébÕPÞjÒ9ÓmÕhò9å�é�Õh×>î�ò�ÛPÒ9×>î9é�îHü<Ô�ÛP×�ÖjÐ�×�Ò>ÛPÒ>ÞbüªÔ�ÛP×�ÖjÐ�×�Ò>ÛPÒ>Þ�Õh×>î�ò�ÛPÒ9×>î9é�îIâ�ô(Õhú9ú9Ð�×9Ø f : Sp → R
¶#8>ÛPÓ

f ∈ B(S3)
üªñxÝ>é�×�Ð�ÖtÐ�Þtî9é�4>×>é�îHü9ñNé�î9é�×>ÛPÖ0é�ò�ð

Pf ∈ B(S)
ÖjÝ>é3ÑCÒ9×>Ô�ÖjÐ�ÛP×

x 7→ Pf(x) =

∫

S2

f(x, y, z)P (x, dy, dz).

��I[�W�#�^����M)���cR^��ßCÏNÐpÑCÒ9Ó0ÔbÕhÖjÐ�×9ØìÙ�ÕhÓjÚTÛbÜ�à\ÝIÕhÐ�×>ÞbüDÞ0é�é�ßRõ Å@?P÷ âjâ�R��Y��£
(Xn, n ∈ T)

´0�(¢v��¢Pµ �� ���R�
S
®

¨h¢P  >�j���j¢P¤-�T�Pµ ¨h¢P�g�w¢�´g��m������³�¤��j�á�P¤ ¢�³�p£��g�0�j�(°-�j��´j¢�´g�� �C£C�$�_°9¢T¡m�
(Ω,F , (Fr , r ∈ N),P)

¼_�Y��£
ν´0��¢"°-�j��´j¢�´g�� �C£C�ì�P¤

(S,S)
¢P¤-�

P
´0��¢

T
®q£C�j¢P¤9�g�C£C�w�P¤�°-�j��´j¢�´g�� �C£C��¼�¯�����¢P��£�©ª¢6£

(Xn, n ∈ T)
����¢

(Fr)
®j´g� �g <�j¡0¢6£C��¤<¥(¦�¢P�m§P�P¨�¡g©ª¢P��¤��F�C£�©���¤>�C£C�w¢PD�P����£C�g�_´g ª£C�w�P¤

ν
¢P¤-�

T
®q£C�j¢P¤9�g�C£C�w�P¤�°-�j��´j¢�´g�� �C£C�

P
� �

• Xn
��� Frn

®�µ(�j¢h�g <�j¢�´g��N���P��¢P�
n ∈ T

«
• L(X1) = ν

«
• ���P��¢P� r ∈ N

¢P¤-�t���P��¢P�6��¢Pµ �� �
(fn, n ∈ Gr) ⊆ Bb(S

3)

E

[
∏

n∈Gr

fn(Xn,X2n,X2n+1)
∣∣∣Fr

]
=
∏

n∈Gr

Pfn(Xn).

�3Ûbñ�üYñNé�ÕPî9îêÕ�Ô�é�ô�é�Ö0é�Ójðáú�ÛPÐ�×�Ö�Ö0Û
S
ü
∂.

CDé�Ö
S̄ = S ∪ {∂}, Õh×>î S̄ ò�é�ÖjÝ>é σ− 4Ié�å�îáØTé�×>é�ÓmÕhÖ0é�îò�ð S Õh×>î {∂}. ÿ�× ÖjÝ>é�ú9Ó0é�Ü<Ð�ÛPÒ>Þ(ò9Ð�ÛPå�ÛPØ6Ð�ÔbÕhå�ÑCÓmÕhô�é�ñNÛPÓjÚ�ü S Ô�ÛPÓjÓ0é�Þjú�ÛP×>î9Þ(Ö0Û�ÖjÝ>éìÞjÖmÕhÖ0é�ÞjúIÕPÔ�éìÛhÑÖjÝ>é�	�ÒIÕh×�ÖjÐ�ÖjÐ�é�Þ�Ó0é�å�ÕhÖ0é�îáÖ0Û�å�Ð�Ü<Ð�×9ØìÔ�é�å�å�ÞbüYÕh×>î

∂
Ð�ÞvÖjÝ>é�î9égÑ_ÕhÒ9å�ÖvÜ6Õhå�Ò>é ÑwÛPÓ�î9ébÕPî�Ô�é�å�å�Þb¶YCDé�Ö

P ∗ ò�é�Õ
T
æ_ÖjÓmÕh×>ÞjÐ�ÖjÐ�ÛP×�ú9Ó0ÛPòIÕhò9Ð�å�Ð�Ö�ð�î9é�4>×>é�îìÛP×

S̄ × S̄ ÞjÒ>Ô0Ý�ÖjÝIÕhÖ

P ∗(∂, {(∂, ∂)}) = 1.
ß Å ¶ ETâ

ÿ�×�ÖjÝ>é3ú9Ó0é�Ü<Ð�ÛPÒ>Þxò9Ð�ÛPå�ÛPØ6Ð�ÔbÕhå�ÑCÓmÕhô�é�ñNÛPÓjÚ�üYß Å ¶ ETâ\ô�ébÕh×>Þ�ÖjÝIÕhÖx×>Û î9ébÕPî�Ô�é�å�åHÔbÕh×�Ø6Ð�ÜTé3ò9Ð�ÓjÖjÝ�Ö0Û�Õ"å�Ð�Ü<Ð�×9Ø
Ô�é�å�å_¶�ç�é3î9é�×>ÛPÖ0é3ò�ð

P ∗
0

Õh×>î
P ∗

1

ÖjÝ>é�Ó0é�ÞjÖjÓjÐ�Ô�ÖjÐ�ÛP×�ÛhÑDÖjÝ>é�4>Ó0ÞjÖxÕh×>î�ÖjÝ>é3Þ0é�Ô�ÛP×>î(ô(ÕhÓjØ6Ð�×IÕhåHÛhÑ
P ∗ Ö0Û S üÖjÝIÕhÖtÐ�Þ��

P ∗
0 = P ∗

(
·,
(
·
⋂
S
)
× S̄

) Õh×>î
P ∗

1 = P ∗
(
·, S̄ ×

(
·
⋂
S
))

.

��I[�W�#�^����M)���cR`� ßCÏ�Ùáà±ÛP×$ã3ç ÖjÓ0é�é6ü>Þ0é�é�õ Åbö÷ â�R7�Y��£
X = (Xn, n ∈ T)

´0�"¢
P ∗ ®w��¦�� �P¤

(S̄, S̄),�F�C£�©
P ∗ ��¢6£C�����g�P��¤<¥;�RÀT¼�¾��T¼(¯��"¡0¢P� (Xn, n ∈ T

∗),
�F�C£�©

T
∗ = {n ∈ T : Xn 6= ∂}, ¢ ��¦�� �P¤ä¬�¯

£C�0�0�b¼Y�D©9�
P ∗ ®w��¦��ê������¢P�w���_°9¢6£C�w¢P� �"©ª�Pµ��0¥��g¤��j�P ��v� �

p1,0 = P ∗(x, S×S), p0 = P ∗(x, S×{∂}),
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¢P¤-�

p1 = P ∗(x, {∂} × S)
�T��¤-�6£����_°>�g¤-���P¤

x ∈ S.
· �_°9¢6£C�w¢P� ��©ª�Pµ��0¥��g¤��j�P ��

P ∗ ®w��¦�� ���v��¢P�w�
�g b°>�g�g®R¡��g�C£C�w¡0¢P2� �

m > 1,
��©9�g�0�

m = 2p1,0 + p1 + p0.

ç�é�î9é�×>ÛPÖ0é ò�ð
(Yn, n ∈ N)

ÖjÝ>é�Ù�ÕhÓjÚTÛbÜ�Ô0ÝIÕhÐ�×�ÛP×
S
ñxÐ�ÖjÝ

Y0 = X1
Õh×>î�ÖjÓmÕh×>ÞjÐ�ÖjÐ�ÛP×�ú9Ó0ÛPòIÕhò9Ð�å�Ð�Ö�ð

Q = 1
m(P ∗

0 + P ∗
1 ).
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×IÕhô�é�Ï�Ùáà ÛP×$ã3ç ÖjÓ0é�évÔ�ÛPô�é�Þ�ÑCÓ0ÛPô ÖjÝ>é3Ñ_ÕPÔ�ÖxÖjÝIÕhÖtÔ�ÛP×>îªÐ�ÖjÐ�ÛP×êß Å ¶ ETâ
Õh×>î�ÞjúIÕhÖjÐ�ÕhåHÝ>ÛPô�ÛPØTé�×>é�Ð�Ö�ð�Ð�ô�ú9å�ð�ÖjÝIÕhÖ

T
∗ Ð�Þ�Õ(ã3ç�ÖjÓ0é�é6¶

• � å�åHÖjÝ9Ó0ÛPÒ9Ø6ÝìÖjÝ9Ð�ÞxñNÛPÓjÚ�ü9ñNé�ÞjÝIÕhå�åYÕPÞ0ÞjÒ9ô�évÖjÝIÕhÖtÖjÝ>é
P ∗ æ�Ï�Ùáà Ð�ÞtÞjÒ9ú�é�ÓRæ�Ô�ÓjÐ�ÖjÐ�ÔbÕhå_¶
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~�Î���ÌDÉP�²±-� � ò9Ð�×IÕhÓjð ã3ç ÖjÓ0é�é�Ò9ú Ö0ÛáÖjÝ>é ? ÖjÝ ØTé�×>é�ÓmÕhÖjÐ�ÛP×D¶�³m¤±£�©�����£C�0�0�m« ��¤>®
�P��¨b�w�P 9¢PtÀ�¥P��¨P�m�ì´g����£�©ê£_�á£C�\����¤-�P��¨b�w�P 9¢P ����©��w¡g© ´j�6£�© �P��¨b�w���m«�£�©�����©ª¢m°T°>�g¤ �F�C£�©
°-�j��´j¢�´g�� �C£C�

p1,0.
³m¤-�P��¨b�w�P 9¢P�¹"¥P��¨P�m�"´g����£�©�£_��£C�\����¤-�P��¨b�w�P 9¢P �3��©��w¡g©��P¤> ���P¤��Y��£�©9�

¤��g� °9�P��S�$�P��¨b�w���m�m«v£�©���� ©ª¢m°T°>�g¤ä��©��w¡g©�°-�j��´j¢�´g�� �C£C�
p0.

³m¤-�P��¨b�w�P 9¢PNÀh¹�¥P��¨P�m��´g����£�©
£_�(£C�\�(��¤-�P��¨b�w�P 9¢P �v��©��w¡g©ì�T��¤-�6£��P��¨b�w���m«\£�©����
©ª¢m°T°>�g¤á�F�C£�©�°-�j��´j¢�´g�� �C£C�

1 − p1,0 −
p0 − p1.

�3Ûbñ�üªÑwÛPÓ�Õh×�ð�ÞjÒ9ò>Þ0é�Ö
J ⊂ T,

å�é�Ö

J∗ = J ∩ T
∗ = {j ∈ J : Xj 6= ∂}

ò�é�ÖjÝ>é3ÞjÒ9ò>Þ0é�Ö�ÛhÑYå�Ð�Ü<Ð�×9Ø Ô�é�å�å�ÞtÕhô�ÛP×9Ø
J,
Õh×>î |J | ò�é�ÖjÝ>é3ÔbÕhÓ0îªÐ�×IÕhåHÛhÑ J. ï�Ý>é3ú9Ó0Û<Ô�é�Þ0Þ (|G∗

k|, k ∈ N) ,Ð�Þ�Õ�ã3ç�ú9Ó0Û<Ô�é�Þ0ÞxñxÐ�ÖjÝ�ÖjÝ>évÓ0é�ú9Ó0Û<îªÒ>Ô�ÖjÐ�ÛP×ìØTé�×>é�ÓmÕhÖjÐ�×9Ø�ÑCÒ9×>Ô�ÖjÐ�ÛP×

ψ(z) = (1 − p0 − p1 − p1,0) + (p0 + p1)z + p1,0z
2,

Õh×>îþÖjÝ>é�Õ�ÜTé�ÓmÕhØTé�×�Ò9ô�ò�é�ÓìÛhÑ�î>ÕhÒ9Ø6Ý�Ö0é�Ó0Þ$Õhå�Ð�ÜTé�Ð�Þ
m.

ÿ�Ö�Ð�Þ�Ú<×>Ûbñx×DüvÞ0é�é�é6¶ Ø1õ Z ÷ ü�ÖjÝIÕhÖ
m−k|G∗

k|Ô�ÛP×�ÜTé�ÓjØTé�Þ
Ð�×ìú9Ó0ÛPòIÕhò9Ð�å�Ð�Ö�ðìÖ0Û�Õ�×>ÛP×ªæ_×>é�Ø�ÕhÖjÐ�ÜTé ÓmÕh×>î9ÛPô Ü6ÕhÓjÐ�Õhò9å�é
W
¶tÙ$ÛPÓ0é�ÛbÜTé�Óbü

P(W > 0) = 1
ÐT=



´  �! "#!
$&%(') �*,+-%/.,*,0)132
ÖjÝ>é�Ó0évÐ�Þx×>Û�égëªÖjÐ�×>Ô�ÖjÐ�ÛP×D¶Fç�évÝIÕ�ÜTé
ÑwÛPÓ�Õhå�å

r ≥ 0,

E [|G∗
r|] = mr Õh×>î

E [|T∗
r |] =

r∑

q=0

E
[
|G∗

q |
]

=
mr+1 − 1

m− 1
:= tr.

ß Å ¶ µ6â

ÿ�ÖxÐ�ÞxÚ<×>Ûbñx×Dü>Þ0é�é�õ Åböh÷ üªÖjÝIÕhÖ
t−1
r |T∗

r |
Ô�ÛP×�ÜTé�ÓjØTé�Þ�Ð�×�ú9Ó0ÛPòIÕhò9Ð�å�Ð�Ö�ð�Ö0Û

W
ÕPÞxñNé�å�å_¶

8>ÛPÓ
i ∈ T,

Þ0é�Ö
∆i = (Xi,X2i,X2i+1)

ÖjÝ>évô�ÛPÖjÝ>é�ÓRæ�î>ÕhÒ9Ø6Ý�Ö0é�Ó0Þ9	�ÒIÕh×�ÖjÐ�ÖjÐ�é�Þ3ÛhÑFÐ�×�Ö0é�Ó0é�ÞjÖb¶¶8>ÛPÓ
ÕX4>×9Ð�Ö0é
ÞjÒ9ò>Þ0é�Ö

J ⊂ T,
ñNé�Þ0é�Ö

MJ(f) =





∑
i∈J

f(Xi)
ÑwÛPÓ

f ∈ B(S̄),

∑
i∈J

f(∆i)
ÑwÛPÓ

f ∈ B(S̄3),

ß Å ¶ ·Tâ

ñxÐ�ÖjÝ�ÖjÝ>é Ô�ÛP×�ÜTé�×�ÖjÐ�ÛP×�ÖjÝIÕhÖ�Õ�ÞjÒ9ô ÛbÜTé�Ó�Õh×�é�ô�ú9Ö�ð�Þ0é�Ö3Ð�Þ3×�Ò9å�å_¶vç�é�Õhå�Þ0Û�î9é�4>×>é ÖjÝ>é�ÑwÛPå�å�ÛbñxÐ�×9Ø�Ö�ñNÛ
Õ�ÜTé�ÓmÕhØTé�Þ3ÛhÑ

f
ÛbÜTé�Ó

J

MJ(f) =
1

|J |MJ(f)
ÐpÑ |J | > 0

Õh×>î
M̃J(f) =

1

E [|J |]MJ(f)
ÐpÑ

E [|J |] > 0.
ß Å ¶ <Tâ

CHÐ�ô�Ð�Ö"ÖjÝ>é�ÛPÓ0é�ô�Þ�ÑwÛPÓ Õ�ÜTé�ÓmÕhØTé�Þ�ß Å ¶ <Tâ
ÝIÕ�ÜTé(ò�é�é�×êÞjÖjÒ>îªÐ�é�î�Ð�×±õ Åböh÷ ÑwÛPÓ
J = G

∗
n

Õh×>î
J = T

∗
n,
ÕPÞ
nØTÛ<é�Þ
Ö0Û�Ð�×&4>×9Ð�Ö�ðT¶Y¸�×>î9é�ÓvÒ9×9ÐpÑwÛPÓjô ØTé�ÛPô�é�ÖjÓjÐ�Ô�é�ÓjØTÛ<îªÐ�Ô�Ð�Ö�ð�ÕPÞ0ÞjÒ9ô�ú9ÖjÐ�ÛP×�ÑwÛPÓ

Q
ü�ñNé�ñxÐ�å�å�é�ÞjÖmÕhò9å�Ð�ÞjÝáÐ�×

ÖjÝ9Ð�Þ�úIÕhú�é�Ó"î9é�Ü<Ð�ÕhÖjÐ�ÛP×�Ð�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�ÖjÐ�é�Þ�ÑwÛPÓ�ÖjÝ>Û6Þ0é(Õ�ÜTé�ÓmÕhØTé�Þb¶�ï�Ý>é�Þ0é(î9é�Ü<Ð�ÕhÖjÐ�ÛP×êÐ�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�ÖjÐ�é�Þ�ñxÐ�å�å�Õhå�å�Ûbñ
Ö0Û$Ý9Ð�Ø6Ý9å�Ð�Ø6Ý�Ö(ÖjÝ9Ó0é�é�Ó0é�Ø6Ð�ô�é�Þ"ÑwÛPÓ ÖjÝ>é�Þjú�é�é�îäÛhÑ
Ô�ÛP×�ÜTé�ÓjØTé�×>Ô�éìÛhÑvÕhò�ÛbÜTé�Õ�ÜTé�ÓmÕhØTé�Þbü\ÖjÝ�Ò>Þ�ÞjÝ>ÛbñxÐ�×9ØêÕ
Ô�ÛPô�ú�é�ÖjÐ�ÖjÐ�ÛP×�ò�é�Ö�ñNé�é�×�ÖjÝ>é"é�ÓjØTÛ<îªÐ�Ô�Ð�Ö�ðìÛhÑ�ÖjÝ>é"é�ô�ò�é�î9î9é�î�Ù�ÕhÓjÚTÛbÜìÔ0ÝIÕhÐ�×

(Yn, n ∈ N)
Õh×>îìÖjÝ>é"ÞjÐ(�bé

ÛhÑ�ÖjÝ>é�ò9Ð�×IÕhÓjð�ãvÕhå�Ö0ÛP×ªæ_ç�ÕhÖ0Þ0ÛP×$ÖjÓ0é�é6¶�ï�Ý9Ð�Þ�×>é�ñ1ú9Ý>é�×>ÛPô�é�×>ÛP×�Ð�Þ�×>ÛPÖ3ÛPò>Þ0é�ÓjÜTé�îìÐ�×$ÖjÝ>é"ÕPÞjð<ô�ú9Ö0ÛPÖjÐ�Ô
ÞjÖjÒ>îªð�ÛhÑYó
é�å�ô(ÕPÞxÕh×>î�Ù�ÕhÓ0ÞmÕhå�å�é"õ Åböh÷ ¶��3ÛPÖjÐ�Ô�é�ÖjÝIÕhÖ�î9é�Ü<Ð�ÕhÖjÐ�ÛP×�Ð�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�ÖjÐ�é�Þ�ñNé�Ó0é
Õhå�Ó0ébÕPîªð�ÞjÖjÒ>îªÐ�é�î(Ð�×
ÖjÝ>é ×>Û�î9ébÕhÖjÝ�ÔbÕPÞ0é�õ · ÷ ü�ÖjÝIÕhÖvÐ�Þ

m = 2.
ç�é ñxÐ�å�å�ÑwÛPå�å�Ûbñ�é�Þ0Þ0é�×�ÖjÐ�Õhå�å�ð$ÖjÝ>é ÞmÕhô�é�Õhú9ú9Ó0ÛTÕPÔ0Ý�ÖjÝIÕhÖ
ÖjÝ>é

å�ÕhÖjÖ0é�Ó3úIÕhú�é�ÓtÑwÛPÓ�ÖjÝ>é�ú9Ó0Û<ÛhÑwÞ�ÛhÑ\ÛPÒ9Ó3Ó0é�ÞjÒ9å�Ö0Þb¶�B3ÛbñNé�ÜTé�Óbü-ñNé�ñxÐ�å�åYÐ�×�ÖjÓ0Û<îªÒ>Ô�é Þ0ÛPô�é�ô�Û<îªÐT4IÔbÕhÖjÐ�ÛP×>ÞvÛP×
ÖjÝ>Û6Þ0é3ú9Ó0Û<ÛhÑwÞNÐ�×�ÛPÓ0î9é�Ó�Ö0Û"ÖmÕhÚTé
Ð�×�Ö0Û�ÕPÔ�Ô�ÛPÒ9×�ÖxÖjÝ>é3ÓmÕh×>î9ÛPô�×>é�Þ0ÞtÛhÑ2Ð�×>î9égë�Þ0é�Öbü9Õh×>î�ñNé
ñxÐ�å�å�ô(ÕhÚTé
Ò>Þ0é
ÛhÑHÖjÝ>éxÖjÝ>é�ÛPÓjð�ÛhÑHå�ÕhÓjØTé�î9é�Ü<Ð�ÕhÖjÐ�ÛP×�ÑwÛPÓ�ò9ÓmÕh×>Ô0Ý9Ð�×9Ø"ú9Ó0Û<Ô�é�Þ0Þ0é�Þ�õ ö÷ ¶�CDé�Ö\Ò>ÞNÕhå�Þ0Ûvô�é�×�ÖjÐ�ÛP×�õ µ ÷ üTñxÝ>é�Ó0étÖjÝ>é
ÕhÒ9ÖjÝ>ÛPÓ0Þ�é�ÞjÖmÕhò9å�Ð�ÞjÝ�î9é�Ü<Ð�ÕhÖjÐ�ÛP×�Ð�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�ÖjÐ�é�Þ�ÑwÛPÓ�é�ÞjÖjÐ�ô(ÕhÖ0ÛPÓ0Þ�ÛhÑ-úIÕhÓmÕhô�é�Ö0é�Ó0Þ\ÛhÑ-ÖjÝ>é

p
æ�ÛPÓ0î9é�Ó�ò9ÐpÑCÒ9Ó0ÔbÕhÖjÐ�×9Ø

ÕhÒ9Ö0ÛPÓ0é�Ø6Ó0é�Þ0ÞjÐ�ÜTé�ú9Ó0Û<Ô�é�Þ0Þb¶
ï�Ý>é(Ó0é�ÞjÖ"ÛhÑxúIÕhú�é�Ó"Ð�Þ"ÛPÓjØ�Õh×9Ð(�bé�îäÕPÞ�ÑwÛPå�å�ÛbñtÞb¶�ÿ�×êÞ0é�Ô�ÖjÐ�ÛP× ö ü2ñNé(ÞjÖmÕhÖ0é�Þ"ÛPÒ9Ó"ô(ÕhÐ�×êÓ0é�ÞjÒ9å�Ö0Þbü2ÖjÝIÕhÖ�Ð�Þ
î9é�Ü<Ð�ÕhÖjÐ�ÛP×�Ð�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�ÖjÐ�é�ÞvÑwÛPÓ�Õ�ÜTé�ÓmÕhØTé�Þ�ß Å ¶ <TâgüHÑwÛPÓ

J = G
∗
n

Õh×>î
J = T

∗
n

¶�ï�Ý9Ð�Þ�ñxÐ�å�åFò�é�î9ÛP×>é�Ò9×>î9é�Ó
Ò9×9ÐpÑwÛPÓjô ØTé�ÛPô�é�ÖjÓjÐ�Ôvé�ÓjØTÛ<îªÐ�Ô�Ð�Ö�ð�ÕPÞ0ÞjÒ9ô�ú9ÖjÐ�ÛP×�ÑwÛPÓ

Q
ü9Õh×>î�ÞjÒ9Ð�ÖmÕhò9å�é�ÕPÞ0ÞjÒ9ô�ú9ÖjÐ�ÛP×>ÞxÛP×�ÖjÝ>é
ò9Ð�×IÕhÓjð�ã3ç

ÖjÓ0é�é6¶êÿ�× Þ0é�Ô�ÖjÐ�ÛP×¹Zªü�ñNé�ñxÐ�å�å�ÑwÛ<Ô�Ò>Þ Ð�×äúIÕhÓjÖjÐ�Ô�Ò9å�ÕhÓ(ÛP× ÖjÝ>éº4>Ó0ÞjÖ�ÛPÓ0î9é�Ó�ò9ÐpÑCÒ9Ó0ÔbÕhÖjÐ�×9ØêÕhÒ9Ö0ÛPÓ0é�Ø6Ó0é�Þ0ÞjÐ�ÜTé
ú9Ó0Û<Ô�é�Þ0Þ\ñxÐ�ÖjÝ�ô�Ð�Þ0ÞjÐ�×9Ø"î>ÕhÖmÕ�î9é�Þ0Ô�ÓjÐ�ò�é�î(Ð�×�Þ0é�Ô�ÖjÐ�ÛP× Å ¶ Å ¶»:<é�Ô�ÖjÐ�ÛP× ? Ð�ÞNî9é�îªÐ�ÔbÕhÖ0é�î�Ö0Û�ÖjÝ>é�ú9Ó0Û<ÛhÑwÞ\ÛhÑYÛPÒ9Ó
Ó0é�ÞjÒ9å�Ö0Þb¶

ö ¶½¼L¾2Î�Ç ÉP�3¿ÌmÀgÈP¿
ç�é�Ô�ÛP×>ÞjÐ�î9é�ÓtÖjÝ>é3ÑwÛPå�å�ÛbñxÐ�×9Ø(Ý�ð<ú�ÛPÖjÝ>é�ÞjÐ�Þ��
ßw+o�3Á�Â�ï�Ý>é�Ó0éáégëªÐ�ÞjÖ0Þ�Õ�ú9Ó0ÛPòIÕhò9Ð�å�Ð�Ö�ðþô�ébÕPÞjÒ9Ó0é

µ
ÛP×

(S,S)
ÞjÒ>Ô0ÝþÖjÝIÕhÖ�ÑwÛPÓ�Õhå�å

f ∈ Bb(S)
ñxÐ�ÖjÝ

〈µ, f〉 = 0,
ÖjÝ>é�Ó0évÐ�Þ

c > 0
ÞjÒ>Ô0Ý�ÖjÝIÕhÖxÑwÛPÓ�Õhå�å

k ∈ N
Õh×>î�ÑwÛPÓ�Õhå�å

x ∈ S, |Qkf(x)| ≤ cαk.Ã +_�)Á�Â
m >

√
2
¶

Ã +;�-Á�Â
p1,0 + p0 + p1 = 1

üªñxÝ>é�Ó0é
p1,0

ü
p0
Õh×>î

p1
ÕhÓ0é�î9é�4>×>é�î�Ð�×ìÞ0é�Ô�ÖjÐ�ÛP× Å ¶ Å ¶

�DI,KN¡/¢>£Ä�-R��cRfB�ð<ú�ÛPÖjÝ>é�ÞjÐ�Þ Ã +o�3Á�Ð�ô�ú9å�Ð�é�Þ�ÖjÝIÕhÖvÖjÝ>é�Ù�ÕhÓjÚTÛbÜáÔ0ÝIÕhÐ�×
Y
Ð�Þ�é�ÓjØTÛ<îªÐ�Ô6üHÖjÝIÕhÖ�Ð�Þ3ÑwÛPÓ�Õhå�å

f ∈ Cb(S)
Õh×>î�ÑwÛPÓ3Õhå�å

x ∈ S, lim
k→∞

Ex[f(Yk)] = 〈µ, f〉. � Þ0ÞjÒ9ô�Ð�×9Ø�Ý�ð<ú�ÛPÖjÝ>é�ÞjÐ�Þ Ã +;�-Á3ô�ébÕh×>ÞtÖjÝIÕhÖ
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ñNé�ñNÛPÓjÚ(Ô�ÛP×>îªÐ�ÖjÐ�ÛP×IÕhå�å�ð(Ö0Û�ÖjÝ>é�×>ÛP×ªæ�égëªÖjÐ�×>Ô�ÖjÐ�ÛP×D¶�3ÛPÖ0étÖjÝIÕhÖNÖjÝ9Ð�Þ\Ð�ÞNÔ�ÛP×>ÞjÐ�ÞjÖ0é�×�ÖNñxÐ�ÖjÝ�ÖjÝ>é3ÞjÖjÒ>îªð�ÛhÑDøt¶
àNÛPå�Ð_¶
B�ð<ú�ÛPÖjÝ>é�ÞjÐ�Þ�ßw+_�Iâ�Ô�ÛPô�é�Þ
ÑCÓ0ÛPôûÛPÒ9Ó�ÔbÕhå�Ô�Ò9å�ÕhÖjÐ�ÛP×>Þb¶"Ð�×>î9é�é�îHüDÐ�×áÛPÓ0î9é�Ó�Ö0Û�ØTé�ÖvÓ0é�å�é�Ü6Õh×�Ö�Ð�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�ÖjÐ�é�Þbü
Ð_¶ é6¶�Ð�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�ÖjÐ�é�Þ�ÑwÛPÓ�ñxÝ9Ð�Ô0Ý�ÖjÝ>é3Ò9ú9ú�é�Ó�ò�ÛPÒ9×>î�ØTÛ<é�ÞNÖ0ÛX�bé�Ó0Û�ÕPÞ�ÖjÝ>é
ÞmÕhô�ú9å�évÞjÐ(�bé�Ð�×>Ô�Ó0ébÕPÞ0é�ÞbüªñNé
ÝIÕ�ÜTé
Ö0Û ÕPÞ0ÞjÒ9ô�é�ÖjÝIÕhÖ

m >
√

2
¶�B3ÛbñNé�ÜTé�Óbü9ÛPÒ9Ó�î9é�Ü<Ð�ÕhÖjÐ�ÛP×�Ð�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�ÖjÐ�é�ÞtÕhå�Þ0Û�ñNÛPÓjÚ�ÑwÛPÓ

m ≤
√

2
ü�ò9Ò9Ö�ÖjÝ>é�ð

ÕhÓ0é�×>ÛPÖ�Ó0é�å�é�Ü6Õh×�Ö�ÑwÛPÓ�ÖjÝ9Ð�Þ�ÔbÕPÞ0é6¶(ïYÛ�ØTé�Ö�Ó0é�å�é�Ü6Õh×�Ö"î9é�Ü<Ð�ÕhÖjÐ�ÛP×�Ð�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�ÖjÐ�é�Þ�ÑwÛPÓ
m ≤

√
2
Ð�Þ�ÞjÖjÐ�å�åNÕh×

ÛPú�é�×�ú9Ó0ÛPò9å�é�ô ÖjÝIÕhÖtñNévñxÐ�å�åDú9Ò9Ó0ÞjÒ>évÐ�×ìÕh×ìÛPÖjÝ>é�ÓtñNÛPÓjÚ�¶
ÿ�×$ÖjÝ>é"Þ0é
	�Ò>é�å_ü

Hr
ñxÐ�å�å�î9é�×>ÛPÖ0é ÛP×>é ÛhÑ�ÖjÝ>é Þ0é�Ö

Gr
ÛPÓ

Tr.
ç�é"Þ0é�Ö

hr = (m2/2)r
ÐpÑ

Hr = Gr
Õh×>î

hr = (m2/2)r+1 ÐpÑ
Hr = Tr

¶Nç�é�ÔbÕh×�×>Ûbñ'ÞjÖmÕhÖ0é�ÛPÒ9Ó�ô(ÕhÐ�×ìÓ0é�ÞjÒ9å�Ö0Þb¶l�3ÛPÖjÐ�Ô�é�ÖjÝIÕhÖ
Õh×�ð�ÑCÒ9×>Ô�ÖjÐ�ÛP×
fî9é�4>×>é�î�ÛP×

S
Ð�ÞtégëªÖ0é�×>î9é�î�Ö0Û

S̄
ò�ð�Þ0é�ÖjÖjÐ�×9Ø

f(∂) = 0.
	HGJI\Mc¢>I,KÇ�-R^�-R;ÈY¤-���g��©��m°9�6£�©9�m�g��� Ã +o�3Á(¢P¤-� Ã +_�)Á�«����£

f ∈ Bb(S)
�g 9¡g©$£�©ª¢6£ 〈µ, f〉 = 0.

�D©9�g¤
�N�v©ª¢P¨P�����P��¢P�

δ > 0
�

• � � mα < 1
«\£�©9�g¤ ∀r ∈ N

«

P

(
M̃H∗

r
(f) > δ

)
≤ exp

(
c′′δ
)
exp

(
−c′δ2hr

)
;

• � � mα = 1
«\£�©9�g¤ ���P�

Hr = Gr
¢P¤-� ∀r ∈ N

«

P

(
M̃H∗

r
(f) > δ

)
≤ exp

(
c′′δ
)
exp

(
−c′δ2(m2/2)r

)
;

• � � mα = 1
«\£�©9�g¤ ���P�

Hr = Tr
¢P¤-� ∀r ∈ N

«

P

(
M̃H∗

r
(f) > δ

)
≤ exp

(
c′′δ(r + 1)

)
exp

(
−c′δ2(m2/2)r+1

)
;

• � � 1 < mα <
√

2
«\£�©9�g¤ ∀r ∈ N

�g 9¡g©ì£�©ª¢6£
r > r0

«

P

(
M̃H∗

r
(f) > δ

)
≤ exp

(
−c′δ2hr

)
;

• � � mα =
√

2
«\£�©9�g¤ ∀r ∈ N

�g 9¡g©�£�©ª¢6£
r > r0

«

P

(
M̃H∗

r
(f) > δ

)
≤ exp

(
−c

′δ2hr

r

)
;

• � � mα > √
2
«\£�©9�g¤ ∀r ∈ N

∗ �g 9¡g©�£�©ª¢6£ r > r0
«

P

(
M̃H∗

r
(f) > δ

)
≤ exp

(
−c

′δ2

α2r

)
;

��©9�g�0�m«

• r0 := log
(

δ
c0

)
/ log(α) − k0,

�F�C£�©
k0 ∈ {0, 1} «

• c0
«
c′
¢P¤-�

c′′
¢P�0�x°9�h�g�C£C��¨P� ¡0�P¤9��£_¢P¤I£�����©��w¡g©ì���_°>�g¤-���P¤

α
«
m
«N¢P¤-�

c
¢P¤-�(µ�¢P���P� É3�g�� ��¤��

´g�� ��¤��b¼
	HGJI\Mc¢>I,KÊ�-R`�PRDÈY¤-���g�3©��m°9�6£�©9�m�g��� Ã +o�3Áb® Ã +;�-Á�«��N��©ª¢P¨P�����P�v¢P�

f ∈ Bb(S)
�g 9¡g©�£�©ª¢6£ 〈µ, f〉 6= 0¢P¤-�t���P��¢P�

δ > 0
�

• � � mα < 1
«\£�©9�g¤ ∀r ∈ N

«

P

(
M̃H∗

r
(f) − 〈µ, f〉W > δ

)
≤ exp

(
c′′δ
)
exp

(
−c′δ2hr

)
+Ar;
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• � � mα = 1
«\£�©9�g¤ ���P�

Hr = Gr
¢P¤-� ∀r ∈ N

«

P

(
M̃H∗

r
(f) − 〈µ, f〉W > δ

)
≤ exp

(
c′′δ
)
exp

(
−c′δ2(m2/2)r

)
+Ar;

• � � mα = 1
«\£�©9�g¤ ���P�

Hr = Tr
¢P¤-� ∀r ∈ N

«

P

(
M̃H∗

r
(f) − 〈µ, f〉W > δ

)
≤ exp

(
c′′δ(r + 1)

)
exp

(
−c′δ2(m2/2)r+1

)
+Ar;

• � � 1 < mα <
√

2
«\£�©9�g¤ ∀r ∈ N

�g 9¡g©ì£�©ª¢6£
r > r0

«

P

(
M̃H∗

r
(f) − 〈µ, f〉W > δ

)
≤ exp

(
−c′δ2hr

)
+Ar;

• � � mα =
√

2
«\£�©9�g¤ ∀r ∈ N

�g 9¡g©�£�©ª¢6£
r > r0

«

P

(
M̃H∗

r
(f) − 〈µ, f〉W > δ

)
≤ exp

(
−c

′δ2hr

r

)
+Ar;

• � � mα > √
2
«\£�©9�g¤ ∀r ∈ N

∗ �g 9¡g©�£�©ª¢6£ r > r0
«

P

(
M̃H∗

r
(f) − 〈µ, f〉W > δ

)
≤ exp

(
−c

′δ2

α2r

)
+Ar;

��©9�g�0�m«

• ���P��¢P� r ∈ N,

Ar =

{
c′ exp

(
−c′′δ2/3(m1/3)r

) � �
Hr = Gr

exp
(
c′δ2/3

)
exp

(
−c′′δ2/3

(
tr/(r + 1)2

)1/3
) � �

Hr = Tr,

• r0 := log
(

δ
c0

)
/ log(α) − k0,

�F�C£�©
k0 ∈ {0, 1},

• c0, c
′ ¢P¤-� c′′ ¢P�0�t°9�h�g�C£C��¨P�"¡0�P¤9��£_¢P¤I£�����©��w¡g©ì���_°>�g¤-���P¤ α « m «N¢P¤-� c ¢P¤-�(µ�¢P���P� É3�g�� ��¤��´g�� ��¤��b¼

�DI,KN¡/¢>£F�-R(¤mR78>ÛPÓ 〈µ, f〉 = 0
ßCï�Ý>é�ÛPÓ0é�ô ö ¶ ö âgü-ÖjÝ>é�Ó0é�Ð�Þ�×>Û�ÕPî9îªÐ�ÖjÐ�ÛP×IÕhå�Ö0é�Ójô Ð�×ìÖjÝ>é"î9é�Ü<Ð�ÕhÖjÐ�ÛP×�ÛhÑ

Õ�ÜTé�ÓmÕhØTé
M̃H∗

r
(f)
¶�ç±Ý9Ð�å�é�Ð�×$ï�Ý>é�ÛPÓ0é�ô ö ¶ Z�ÖjÝ>é�Ó0é�Ð�Þ
Õh×�ÕPî9îªÐ�ÖjÐ�ÛP×IÕhå�Ö0é�Ójô

Ar
ñxÝ9Ð�Ô0ÝáÕhú9ú�ébÕhÓ0Þb¶tï�Ý9Ð�Þ

Ö0é�Ójô Ð�ÞtÕ Ô�ÛP×�ÖjÓjÐ�ò9Ò9ÖjÐ�ÛP×�ÛhÑ�ÖjÝ>é
ò9Ð�×IÕhÓjðìãvÕhå�Ö0ÛP×ªæ_ç�ÕhÖ0Þ0ÛP×�ÖjÓ0é�é�ÛP×�ÖjÝ>é�î9é�Ü<Ð�ÕhÖjÐ�ÛP×ìÛhÑFÕ�ÜTé�ÓmÕhØTé
M̃H∗

r
(f)ñxÐ�ÖjÝ$Ó0é�Þjú�é�Ô�Ö�Ö0Û 〈µ, f〉W ¶xï�Ý9Ð�Þ3égëªú9å�ÕhÐ�×$ñxÝ�ð�ñNé�×>é�é�î$ÕPî9îªÐ�ÖjÐ�ÛP×IÕhå�Ý�ð<ú�ÛPÖjÝ>é�ÞjÐ�Þ ßw+;�-â�Ð�×$ï�Ý>é�ÛPÓ0é�ôö ¶ Zªü9ò�é�ÔbÕhÒ>Þ0é
ñNévÝIÕ�ÜTé�Ö0Û�î9ébÕhåDñxÐ�ÖjÝ�ÖjÝ>é�î9é�Ü<Ð�ÕhÖjÐ�ÛP×�Ð�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�ÖjÐ�é�ÞxÑwÛPÓ3ãvÕhå�Ö0ÛP×ªæ_ç�ÕhÖ0Þ0ÛP×ìú9Ó0Û<Ô�é�Þ0Þ0é�Þb¶

ï�Ý>év×>égëªÖxÓ0é�ÞjÒ9å�Ö0Þ�ÔbÕh×�ò�évÞ0é�é�×$ÕPÞ�Õ Ô�ÛP×>Þ0é
	�Ò>é�×>Ô�é�ÛhÑ�ÖjÝ>évú9Ó0é�Ü<Ð�ÛPÒ>ÞtÓ0é�ÞjÒ9å�Ö0Þb¶
	HGJI\Mc¢>I,KÇ�-R^Ì-Rì¯���¢h�m�g <µ(�"£�©ª¢6£\©��m°9�6£�©9�m�g��� Ã +o�3Áj. Ã +;�-Á�¢P�0����¢6£C����³��j��¼f�Y��£

f ∈ Bb(S). Í �P� ¢P�
δ > 0,

���P��¢P�
a > 0

¢P¤-�t���P��¢P�
b > 0

�g 9¡g©�£�©ª¢6£
b < a/(δ + 1),

�N�
©ª¢P¨P�

• � � mα < 1
«\£�©9�g¤ ∀r ∈ N

«

P

(
MH∗

r
(f) − 〈µ, f〉 > δ

∣∣∣W ≥ a
)
≤ exp

(
c′′δb

)
exp

(
−c′(δb)2hr

)
+Ar;

• � � mα = 1
«\£�©9�g¤ ���P�

Hr = Gr
¢P¤-� ∀r ∈ N

«

P

(
MH∗

r
(f) − 〈µ, f〉 > δ

∣∣∣W ≥ a
)
≤ exp

(
c′′δb

)
exp

(
−c′(δb)2(m2/2)r

)
+Ar;

• � � mα = 1
«\£�©9�g¤ ���P�

Hr = Tr
¢P¤-� ∀r ∈ N

«

P

(
MH∗

r
(f) − 〈µ, f〉 > δ

∣∣∣W ≥ a
)
≤ exp

(
c′′δb(r + 1)

)
exp

(
−c′(δb)2(m2/2)r+1

)
+Ar;
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• � � 1 < mα <
√

2
«\£�©9�g¤ ∀r ∈ N

�g 9¡g©ì£�©ª¢6£
r > r0

«

P

(
MH∗

r
(f) − 〈µ, f〉 > δ

∣∣∣W ≥ a
)
≤ exp

(
−c′(δb)2hr

)
+Ar;

• � � mα =
√

2
«\£�©9�g¤ ∀r ∈ N

�g 9¡g©�£�©ª¢6£
r > r0

«

P

(
MH∗

r
(f) − 〈µ, f〉 > δ

∣∣∣W ≥ a
)
≤ exp

(
−c

′(δb)2hr

r

)
+Ar;

• � � mα > √
2
«\£�©9�g¤ ∀r ∈ N

∗ �g 9¡g©�£�©ª¢6£ r > r0
«

P

(
MH∗

r
(f) − 〈µ, f〉 > δ

∣∣∣W ≥ a
)
≤ exp

(
−c

′(δb)2

α2r

)
+Ar;

��©9�g�0�m«

• ���P��¢P� r ∈ N,

Ar =

{
c′ exp

(
−c′′(δb)2/3(m1/3)r

) � �
Hr = Gr

exp
(
c′(δb)2/3

)
exp

(
−c′′(δb)2/3

(
tr/(r + 1)2

)1/3
) � �

Hr = Tr,

• r0 := log
(

δb
c0

)
/ log(α) − k0,

�F�C£�©
k0 ∈ {0, 1},

• c0, c
′ ¢P¤-� c′′ ¢P�0��°9�h�g�C£C��¨P�(¡0�P¤9��£_¢P¤I£��"��©��w¡g©á���_°>�g¤-�$�P¤ α « m, a, ¢P¤-� c «3¢P¤-��µ�¢P���P� É3�g� ��¤��"´g�( ��¤��b¼

ç�éìÝIÕ�ÜTé$ÖjÝ>é�ÑwÛPå�å�ÛbñxÐ�×9Ø égëªÖ0é�×>ÞjÐ�ÛP×�ÛhÑ"Õhò�ÛbÜTé$ÖjÝ>é�ÛPÓ0é�ô�Þ�ñxÝ>é�×
f
î9Û<é�Þ(×>ÛPÖ�ÛP×9å�ð î9é�ú�é�×>îþÛP×�Õh×

Ð�×>îªÐ�Ü<Ð�îªÒIÕhå
Xi,

ò9Ò9Ö�ÛP×�ÖjÝ>é
ô�ÛPÖjÝ>é�ÓRæ�î>ÕhÒ9Ø6Ý�Ö0é�Ó0Þ3ÖjÓjÐ�Õh×9Ø6å�é
∆i.

	HGJI\Mc¢>I,KÏ�-R`ÐPRX�Y��£
f ∈ Bb(S

3).
³�� 〈µ,P ∗f〉 = 0,

£�©9�g¤9«v <¤-���g�(©��m°9�6£�©9�m�g���LÑªÒNÓ�Ô�¢P¤-�¹ÑªÒÖÕ,ÔT«
�N��©ª¢P¨P� ���g¨b�w¢6£C�w�P¤á��¤��j²� 9¢P �C£C�_�m� �R�×�D©9�j�P�0�gµ ¹ª¼�¹
���P�

M̃H∗
r
(f).

³�� 〈µ,P ∗f〉 6= 0,
 <¤-���g� ¢T�T�P�C£C�w�P¤-¢P

©��m°9�6£�©9�m�g����ÑªÒkØ[ÔT«2�N�t©ª¢P¨P�v���g¨b�w¢6£C�w�P¤���¤��j²� 9¢P �C£C�_�m�v�R�5�D©9�j�P�0�gµ ¹ª¼`Ù����P�
M̃H∗

r
(f)−〈µ,P ∗f〉W ¢P¤-�

�R�D�D©9�j�P�0�gµ ¹ª¼�Át���P�
MH∗

r
(f) − 〈µ,P ∗f〉 ¼

�DI,KN¡/¢>£��-R�Ú)R½CDé�Ö3Ò>Þ3ÞjÖjÓ0é�Þ0Þ�ÖjÝIÕhÖ3ò�ð�Ö0é�îªÐ�ÛPÒ>Þbü-ò9Ò9Ö3ÞjÖjÓmÕhÐ�Ø6Ý�ÖRÑwÛPÓjñ�ÕhÓ0îáÔbÕhå�Ô�Ò9å�ÕhÖjÐ�ÛP×>Þbü�ÖjÝ>é"Ô�ÛP×>ÞjÖmÕh×�Ö0Þ
ñxÝ9Ð�Ô0Ý�Õhú9ú�ébÕhÓxÐ�×�ÖjÝ>évú9Ó0é�Ü<Ð�ÛPÒ>ÞxÐ�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�ÖjÐ�é�Þ�ÔbÕh×�ò�é
ô(ÕPî9é�égëªú9å�Ð�Ô�Ð�Öb¶
CDé�ÖtÒ>ÞxÓ0é�ÔbÕhå�åDÖjÝ>é
ÑwÛPå�å�ÛbñxÐ�×9Ø�î9é�4>×9Ð�ÖjÐ�ÛP×D¶
��I[�W�#�^����M)�Û�-R`ÜPRH�Y��£

(E, d)
´0��¢$µ(��£C�g�w¡��_°9¢T¡m�b¼o�Y��£

(Zn)
´0��¢ì�b�j²� >�g¤-¡m���R���j¢P¤-�T�Pµ ¨h¢P�g�w¢�´g��m�

¨h¢P  >�j�"��¤
E
«
Z
´0�
¢��j¢P¤-�T�Pµ�¨h¢P�g�w¢�´g���¨h¢P  >�j�"��¤

E
¢P¤-�

(vn)
´0�
¢��j¢6£��b¼�¯��x��¢P��£�©ª¢6£

Zn
¡0�P¤>¨P�g�w¥��m�

vn
®_�g b°>�g�0��Ým°9�P¤��g¤I£C�w¢P� �
��¢h��£���¤�°-�j��´j¢�´g�� �C£C��£_�

Z
� �F���P��¢P�

δ > 0
«

lim sup
n→∞

1

vn
log P(d(Zn, Z) > δ) = −∞.

�D©����5Þw��Ým°9�P¤��g¤I£C�w¢P�¡0�P¤>¨P�g�w¥��g¤-¡m��ßv�F�C£�©��_°>�0�j�
vn
�F���Y´0���m©ª�P��£��g¤��j��¢h�

Zn
superexp−→

vn

Z.

�DI,KN¡/¢>£à�-R`áPR�CDé�Ö
(bn)

ò�é�Õ Þ0é
	�Ò>é�×>Ô�é�ÛhÑ�Ð�×>Ô�Ó0ébÕPÞjÐ�×9Ø�ú�Û6ÞjÐ�ÖjÐ�ÜTévÓ0ébÕhåD×�Ò9ô�ò�é�Ó0Þ�ÞjÒ>Ô0Ý�ÖjÝIÕhÖ
bn → +∞

Õh×>î

• ÐpÑ mα < √
2
üªÖjÝ>évÞ0é
	�Ò>é�×>Ô�é

(bn)
Ð�ÞtÞjÒ>Ô0Ý�ÖjÝIÕhÖ

bn/
√
n −→ 0

ü
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• ÐpÑ mα =
√

2
üªÖjÝ>évÞ0é
	�Ò>é�×>Ô�é

(bn)
Ð�ÞtÞjÒ>Ô0Ý�ÖjÝIÕhÖ

(bn
√

log n)/
√
n −→ 0

ü
• ÐpÑ mα > √

2
üªÖjÝ>évÞ0é
	�Ò>é�×>Ô�é

(bn)
Ð�ÞtÞjÒ>Ô0Ý�ÖjÝIÕhÖ

bnα
log n/ log(m2/2) −→ 0

¶
89Ó0ÛPô ÖjÝ>évú9Ó0é�Ü<Ð�ÛPÒ>Þ�î9é�Ü<Ð�ÕhÖjÐ�ÛP×>ÞxÐ�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�ÖjÐ�é�Þbü>ñNé�ÔbÕh×ìî9é�îªÒ>Ô�é�ébÕPÞjÐ�å�ð�ÖjÝIÕhÖ

M̃H∗
r
(f)

superexp−→
b2
⌊hr⌋

0
ÐpÑ 〈µ, f〉 = 0,

Õh×>î�ÐpÑ 〈µ, f〉 6= 0
ü9ñNévÝIÕ�ÜTé
ÑwÛPÓ

m < 23/5

M̃H∗
r
(f)

superexp−→
b2
⌊hr⌋

〈µ, f〉W,

Õh×>î ∀a > 0
ü

lim sup
r→+∞

1

b2⌊hr⌋

log P
(∣∣MH∗

r
(f) − 〈µ, f〉

∣∣ > δ
∣∣W ≥ a

)
= −∞.

:<Û9ü�ÑwÛPÓNÖjÝ>é3égëªú�ÛP×>é�×�ÖjÐ�ÕhåHÔ�ÛP×�ÜTé�ÓjØTé�×>Ô�é�ÛhÑ2Õ�ÜTé�ÓmÕhØTé�Þ
M̃H∗

r
(f)

Õh×>î
MH∗

r
(f)
ü�ÖjÝ>é�Ó0évÕhÓ0é�ÖjÝ9Ó0é�é3Ó0é�Ø6Ð�ô�é�Þ

ÕPÔ�Ô�ÛPÓ0îªÐ�×9Ø Ö0Û�ÖjÝ>é3Ü6Õhå�Ò>é3ÛhÑ
mα

Ô�ÛPô�úIÕhÓ0é�î�Ö0Û √
2
¶�ï�Ý9Ð�ÞNú9Ý>é�×>ÛPô�é�×>ÛP×�Ð�Þ\×>ÛPÖ�ÛPò>Þ0é�ÓjÜTé�î�Ð�×�ÖjÝ>é�å�Ð�ô�Ð�Ö

ÖjÝ>é�ÛPÓ0é�ô�ÞNÛhÑHó
é�å�ô(ÕPÞNÕh×>î(Ù�ÕhÓ0ÞmÕhå�å�é�õ Åbö÷ ¶�B3ÛbñNé�ÜTé�Óbü9ÕvÞjÐ�ô�Ð�å�ÕhÓ�ú9Ý>é�×>ÛPô�é�×>ÛP×�ñ�ÕPÞ\ÛPò>Þ0é�ÓjÜTé�î�Ó0é�Ô�é�×�Öjå�ð
ò�ð � î>Õhô�Ô@�ÕhÚ�Õh×>î�ÙìÐ�ã�Û�ä�ÑwÛPÓxÖjÝ>é�Ô�é�×�ÖjÓmÕhåYå�Ð�ô�Ð�ÖtÖjÝ>é�ÛPÓ0é�ô ÛhÑ�ò9ÓmÕh×>Ô0Ý9Ð�×9Ø�úIÕhÓjÖjÐ�Ô�å�é�ÞjðªÞjÖ0é�ôûõ Åg÷ ¶

:<Û9üPÛPÒ9Ó�î9é�Ü<Ð�ÕhÖjÐ�ÛP×>ÞYÐ�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�ÖjÐ�é�Þ2Ý9Ð�Ø6Ý9å�Ð�Ø6Ý�Ö�ÕtÔ�ÛPô�ú�é�ÖjÐ�ÖjÐ�ÛP× ò�é�Ö�ñNé�é�×"ÖjÝ>éNé�ÓjØTÛ<îªÐ�Ô�Ð�Ö�ð�ÛhÑ>ÖjÝ>é\é�ô�ò�é�î9î9é�î
Ù�ÕhÓjÚTÛbÜ�Ô0ÝIÕhÐ�×�ñxÐ�ÖjÝ�ÖjÓmÕh×>ÞjÐ�ÖjÐ�ÛP×ìú9Ó0ÛPòIÕhò9Ð�å�Ð�Ö�ð

Q
Õh×>î�ÖjÝ>é�ãvÕhå�Ö0ÛP×ªæ_ç�ÕhÖ0Þ0ÛP×ìò9Ð�×IÕhÓjð�ÖjÓ0é�é6¶

Zª¶½å5æ3æ3À�Î�Íc¾ªÈHÎ�Ê2ÇçT~�Î�ÉP¿bÈ Ê2ÉHËJ�>É�è-Î�éªÌDÉIÍc¾ªÈHÎ�Çm�F¾HÌHÈHÊ2ÉP�3��ÉP�3¿�¿Î̀ ê#�Læ>ÉIÊ2Í-�3¿�¿��3¿Yë�Î�ÈPì�í3Î�¿�¿Î�Çm�
Ëc¾ªÈ�¾

ç�é�Ô�ÛP×>ÞjÐ�î9é�Ó�ÖjÝ>é(ÕPÞjð<ô�ô�é�ÖjÓjÐ�Ô(ÕhÒ9Ö0Ûhæ_Ó0é�Ø6Ó0é�Þ0ÞjÐ�ÜTé�ú9Ó0Û<Ô�é�Þ0Þ0é�Þ
Ø6Ð�ÜTé�×�Ð�×�Þ0é�Ô�ÖjÐ�ÛP× Å ¶ Å ¶��3ÛPÖjÐ�Ô�é�ÖjÝIÕhÖvÖjÝ>é
ú9Ó0Û<Ô�é�Þ0Þ

(Xi, i ∈ T)
î9é�4>×>é�îêÐ�×äÞ0é�Ô�ÖjÐ�ÛP× Å ¶ Å ü�ñxÐ�ÖjÝêÖjÝ>é�Ô�ÛP×�ÜTé�×�ÖjÐ�ÛP× ÖjÝIÕhÖ

Xi = ∂
ÐpÑtÖjÝ>é�Ô�é�å�å

i
Ð�Þ

ô�Ð�Þ0ÞjÐ�×9Ø>üPÐ�Þ�Õ�ÞjúIÕhÖjÐ�Õhå�å�ð�Ý>ÛPô�ÛPØTé�×>é�ÛPÒ>Þ\Ï�Ùáà�ÛP×�Õvã3ç ÖjÓ0é�é6¶2ç�éNñxÐ�å�å>ÕPÞ0ÞjÒ9ô�éNÖjÝIÕhÖ
2p1,0+p1+p0 >√

2
¶
ï�Ý9Ð�Þ
Ð�ô�ú9å�Ð�é�Þ
Ð�×$úIÕhÓjÖjÐ�Ô�Ò9å�ÕhÓvÖjÝIÕhÖ
ÖjÝ>é"Ï�ÙáàèÛP×�ã3ç�Ð�Þ
ÞjÒ9ú�é�ÓRæ�Ô�ÓjÐ�ÖjÐ�ÔbÕhå_¶
ç�é"ñxÐ�å�åFÕhå�Þ0Û�ÕPÞ0ÞjÒ9ô�é

ÖjÝIÕhÖ�ÖjÝ>é3×>ÛPÐ�Þ0é
Þ0é
	�Ò>é�×>Ô�é�Þ
((ε2n, ε2n+1), n ∈ T), (ε′2n, n ∈ T)

Õh×>î
(ε′2n+1, n ∈ T)

ü9Õh×>î�ÖjÝ>é3Ð�×9Ð�ÖjÐ�Õhå
ÞjÖmÕhÖ0é

X1
ÖmÕhÚTé3ÖjÝ>é�Ð�Ó�Ü6Õhå�Ò>é�Þ�Ð�×�Õ"Ô�ÛPô�úIÕPÔ�ÖtÞ0é�Öb¶�ï�Ý>é
å�ÕhÖjÖ0é�Ó�Ð�ô�ú9å�Ð�é�Þ�ÖjÝIÕhÖ�ÖjÝ>é3ú9Ó0Û<Ô�é�Þ0Þ

(Xi, i ∈ T)
Ð�Þ

ò�ÛPÒ9×>î9é�îH¶2ç�éxî9é�×>ÛPÖ0é�ò�ð
S
ÖjÝ>é�ÞjÖmÕhÖ0é�ÞjúIÕPÔ�éxÛhÑ

(Xi, i ∈ T)
¶Yç�étÕPÞ0ÞjÒ9ô�éNñxÐ�ÖjÝ>ÛPÒ9ÖFå�Û6Þ0ÞFÛhÑIØTé�×>é�ÓmÕhå�Ð�Ö�ð

ÖjÝIÕhÖ
S
Ð�Þ�Õ Ô�ÛPô�úIÕPÔ�Ö3ÞjÒ9ò>Þ0é�ÖtÛhÑ

R
¶

CDé�Ö
T

0,1
n
ò�é�ÖjÝ>é�ÞjÒ9ò>Þ0é�Ö\ÛhÑDÔ�é�å�å�Þ�Ð�×

T
∗
n

ñxÐ�ÖjÝ�Ö�ñNÛ�å�Ð�Ü<Ð�×9Ø�î>ÕhÒ9Ø6Ý�Ö0é�Ó0Þbü
T

0
n

ß�Ó0é�ÞjúD¶
T

1
n

â2ò�éxÖjÝ>étÞ0é�Ö\ÛhÑDÔ�é�å�å�Þ
ÛhÑ

T
∗
n

ñxÐ�ÖjÝìÛP×9å�ð�ÖjÝ>év×>é�ñ ß�Ó0é�ÞjúD¶FÛPå�îIâNú�ÛPå�évî>ÕhÒ9Ø6Ý�Ö0é�ÓvÕhå�Ð�ÜTé��
T

1,0
n =

{
i ∈ T

∗
n : ∆i ∈ S3

}
, T

0
n = {i ∈ T

∗
n : ∆i ∈ S2 × {∂}} Õh×>î

T
1
n = {i ∈ T

∗
n : ∆i ∈ S × {∂} × S}.ç�é�Ô�ÛPô�ú9Ò9Ö0évÖjÝ>évå�ébÕPÞjÖRæ�ÞA	�ÒIÕhÓ0é�Þté�ÞjÖjÐ�ô(ÕhÖ0ÛPÓ ß�C#:<øNâ

θ̂n = (α̂n
0 , β̂

n
0 , α̂

n
1 , β̂

n
1 , α̂

′n
0 , β̂

′n
0 , α̂

′n
1 , β̂

′n
1 )

ÛhÑ
θ
Ø6Ð�ÜTé�×�ò�ð�ß Å ¶ � âgü9òIÕPÞ0é�î�ÛP×�ÖjÝ>é�ÛPò>Þ0é�ÓjÜ6ÕhÖjÐ�ÛP×ìÛhÑ�Õ ÞjÒ9òªæ_ÖjÓ0é�é

T
∗
n+1.

àNÛP×>Þ0é
	�Ò>é�×�Öjå�ðTü>ñNé�ÛPò�Ü<Ð�ÛPÒ>Þjå�ð
ÝIÕ�ÜTé
ÑwÛPÓ

η ∈ {0, 1},
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α̂n
η =

|T1,0
n |−1

∑

i∈T
1,0
n

XiX2i+η −


|T1,0

n |−1
∑

i∈T
1,0
n

Xi




|T1,0

n |−1
∑

i∈T
1,0
n

X2i+η




|T1,0
n |−1

∑

i∈T
1,0
n

X2
i −


|T1,0

n |−1
∑

i∈T
1,0
n

Xi




2 ,

β̂n
η = |T1,0

n |−1
∑

i∈T
1,0
n

X2i+η − α̂n
η |T1,0

n |−1
∑

i∈T
1,0
n

Xi,

α̂′n
η =

|Tη
n|−1

∑

i∈T
η
n

XiX2i+η −


|Tη

n|−1
∑

i∈T
η
n

Xi




|Tη

n|−1
∑

i∈T
η
n

X2i+η




|Tη
n|−1

∑

i∈T
η
n

X2
i −


|Tη

n|−1
∑

i∈T
η
n

Xi




2 ,

β̂′nη = |Tη
n|−1

∑

i∈T
η
n

X2i+η − α̂′n
η |Tη

n|−1
∑

i∈T
η
n

Xi.

�3ÛPÖjÐ�Ô�é"ÖjÝIÕhÖ3ÖjÝ>Û6Þ0é5C#:<øèÕhÓ0é�òIÕPÞ0é�î�ÛP×$ú�ÛPå�ð<×>ÛPô�Ð�Õhå2ÑCÒ9×>Ô�ÖjÐ�ÛP×>ÞvÛhÑ\ÖjÝ>é"ÛPò>Þ0é�ÓjÜ6ÕhÖjÐ�ÛP×>Þb¶H:<Û9ü�ÞjÐ�×>Ô�é�ÖjÝ>é
å�ÕhÖjÖ0é�Ó�ÕhÓ0é�ò�ÛPÒ9×>î9é�îHü\ñNéìÕhÓ0é�Ð�× ÖjÝ>é�ÑCÒ9×>Ô�ÖjÐ�ÛP×IÕhå�Þ0é�ÖjÖjÐ�×9Ø�ÛhÑ
ÖjÝ>é�Ó0é�ÞjÒ9å�Ö0Þ�ÛhÑvÞ0é�Ô�ÖjÐ�ÛP× ö ¶ 6 é�ÔbÕhå�å�Ð�×9Ø
ÖjÝ>é�Ù�ÕhÓjÚTÛbÜ Ô0ÝIÕhÐ�×

(Yn, n ∈ N)
ü�×>ÛPÖjÐ�Ô�é�ÖjÝIÕhÖ

Yn
Ð�Þ�îªÐ�ÞjÖjÓjÐ�ò9Ò9Ö0é�î ÕPÞ

Zn = a1a2 · · · an−1anY0 +∑n
k=1 a1a2 · · · ak−1bk

ü�ñxÝ>é�Ó0é
bn = b′n + snen

ü
((an, b

′
n, sn), n ≥ 1)

Ð�ÞxÕ�Þ0é
	�Ò>é�×>Ô�é
ÛhÑDÐ�×>î9é�ú�é�×>î9é�×�Ö
Ð�î9é�×�ÖjÐ�ÔbÕhå�å�ð±îªÐ�ÞjÖjÓjÐ�ò9Ò9Ö0é�î±ÓmÕh×>î9ÛPô Ü6ÕhÓjÐ�Õhò9å�é�ÞbüxñxÝ>Û6Þ0é$Ô�ÛPô�ô�ÛP×þîªÐ�ÞjÖjÓjÐ�ò9Ò9ÖjÐ�ÛP×þÐ�Þ(Ø6Ð�ÜTé�×±ò�ðTü�ÑwÛPÓ

η ∈
{0, 1} ü

P(a1 = αη, b
′
1 = βη, s1 = σ) =

p1,0

m

Õh×>î
P(a1 = α′

η, b
′
1 = β′η, s1 = ση) =

pη

m
,

(en, n ≥ 1)
Ð�Þ�Õ�Þ0é
	�Ò>é�×>Ô�é�ÛhÑ3Ð�×>î9é�ú�é�×>î9é�×�Ö N (0, 1)

ÓmÕh×>î9ÛPô Ü6ÕhÓjÐ�Õhò9å�é�ÞbüNÕh×>îäÐ�Þ Ð�×>î9é�ú�é�×>î9é�×�Ö(ÛhÑ
((an, b

′
n, sn), n ≥ 1)

ü
Õh×>î±ò�ÛPÖjÝ�Þ0é
	�Ò>é�×>Ô�é�Þ�ÕhÓ0é$Ð�×>î9é�ú�é�×>î9é�×�Ö�ÛhÑ
Y0
¶ Ù$ÛPÓ0é�ÛbÜTé�Óbü�Ð�Ö�Ð�Þ�ébÕPÞjð Ö0Û

Ô0Ý>é�Ô0Ú ÖjÝIÕhÖ�ÖjÝ>é$Þ0é
	�Ò>é�×>Ô�é
(Zn, n ∈ N)

Ô�ÛP×�ÜTé�ÓjØTé�Õª¶ Þb¶1Ö0Û Õ�å�Ð�ô�Ð�Ö
Z
üxñxÝ9Ð�Ô0ÝþÐ�ô�ú9å�Ð�é�Þ�ÖjÝIÕhÖ�ÖjÝ>é

Ù�ÕhÓjÚTÛbÜ�Ô0ÝIÕhÐ�×
(Yn, n ∈ N)

Ô�ÛP×�ÜTé�ÓjØTévÐ�×ìîªÐ�ÞjÖjÓjÐ�ò9Ò9ÖjÐ�ÛP×�Ö0Û
Z
¶�ç�é
Ó0égÑwé�ÓxÖ0Û�õ Åböh÷ ü9Þ0é�Ô�ÖjÐ�ÛP×_Eªü<ÑwÛPÓxô�ÛPÓ0é

î9é�ÖmÕhÐ�å�Þb¶8>ÛPå�å�ÛbñxÐ�×9Ø�ÖjÝ>é
ú9Ó0Û<ÛhÑFÛhÑ�ïFÓ0ÛPú�Û6ÞjÐ�ÖjÐ�ÛP× ö ·ªü9ÞjÖ0é�ú Å Ð�×�õ Å@?6÷ ü<ñNé�Ô0Ý>é�Ô0Ú�Ý�ð<ú�ÛPÖjÝ>é�ÞjÐ�Þ Ã +o�3ÁtñxÐ�ÖjÝ
α = max(|α0|, |α1|, |α′

0|, |α′
1|) < 1

Õh×>î ñxÐ�ÖjÝ
µ
ÖjÝ>é�îªÐ�ÞjÖjÓjÐ�ò9Ò9ÖjÐ�ÛP×±ÛhÑ

Z
¶�CDé�Ö

µ1 = E [Z]
Õh×>î

µ2 = E
[
Z2
] ¶�ç�évÝIÕ�ÜTé(ßCÞ0é�é�õ Åbö÷ â

µ1 =
β

1 − α

Õh×>î
µ2 =

2αββ/(1 − α) + β2 + α2

1 − α2
,

ñxÝ>é�Ó0é
α = E [a1]

ü
α2 = E

[
a2

1

] ü
β = E [b1]

ü
β2 = E

[
b21
] ü
αβ = E [a1b1]

Õh×>î
σ2 = E

[
s21
] ¶

ç�évÖjÝ>é�×�ÝIÕ�ÜTévÖjÝ>é
ÑwÛPå�å�ÛbñxÐ�×9Ø(î9é�Ü<Ð�ÕhÖjÐ�ÛP×ìÐ�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�Ö�ð�ÑwÛPÓ
θ̂n − θ

¶
ð�¢>McñMc���^����M)�Û�PR��cR Í �P��¢P� δ > 0

«����P��¢P�
a > 0

«F���P��¢P�
b > 0

¢P¤-�"���P��¢P�
γ > 0

�g 9¡g©ê£�©ª¢6£

b < a/(δ + 1)
¢P¤-�

γ < min
{
c1/(1 + δ), c1/

(
1 +

√
δ
)} «F��©9�g�0�

c1
����¢
°9�h�g�C£C��¨P�"¡0�P¤9��£_¢P¤I£���©��w¡g©

���_°>�g¤-�h� �P¤
p1,0
«
p0
«
p1
«
µ1
¢P¤-�

µ2
«N¢P¤-�t���P�

n0 := (log (γqδpb/c0) / logα) − 1
«\�N�
©ª¢P¨P�

• � � mα < 1
«\£�©9�g¤ ∀n ∈ N

«

P

(
‖θ̂n − θ‖ > δ|W ≥ a

)
≤ c2 exp

(
c′′γqδpb

)
exp

(
−c′ (γqδpb)2

(
m2/2

)n+1
)

+An;
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• � � mα = 1
«\£�©9�g¤ ∀n ∈ N

«

P

(
‖θ̂n − θ‖ > δ|W ≥ a

)
≤ c2 exp

(
c′′γqδpb(n+ 1)

)
exp

(
−c′ (γqδpb)2

(
m2/2

)n+1
)

+An;

• � � 1 < mα <
√

2
«\£�©9�g¤ ∀n ∈ N

�g 9¡g©ì£�©ª¢6£
n > n0

«

P

(
‖θ̂n − θ‖ > δ|W ≥ a

)
≤ c2 exp

(
−c′ (γqδpb)2

(
m2/2

)n+1
)

+An;

• � � mα =
√

2
«\£�©9�g¤ ∀n ∈ N

�g 9¡g©�£�©ª¢6£
n > n0

«

P

(
‖θ̂n − θ‖ > δ|W ≥ a

)
≤ c2 exp

(
−c′ (γqδpb)2 (1/n)

(
m2/2

)n+1
)

+An;

• � � mα > √
2
«\£�©9�g¤ ∀n ∈ N

∗ �g 9¡g©�£�©ª¢6£ n > n0
«

P

(
‖θ̂n − θ‖ > δ|W ≥ a

)
≤ c2 exp

(
−c′ (γqδpb)2 α−2n

)
+An;

��©9�g�0�
An = c3 exp

(
c′ (γqδpb)2/3

)
exp

(
−c′′ (γqδpb)2/3 (tn/(n + 1)2

)1/3
) «

p ∈ {1/2, 1} « q ∈
{0, 1/2, 1} « c2

«
c3
«
c4
«
c′
¢P¤-�

c′′
¢P�0��°9�h�g�C£C��¨P��¡0�P¤9��£_¢P¤I£��"��©��w¡g©����_°>�g¤-�ì�P¤

c
«
m
«
α p1,0

«
p0
«
p1
«

µ1
¢P¤-�

µ2
¼

�DI,KN¡/¢>£F�PR^�-R½�3ÛPÖ0é�ÖjÝIÕhÖ3ÖjÝ>é"Ô�ÛP×>ÞjÖmÕh×�Ö0Þ
c2
ü
c3
ü
c4
ü
c′
Õh×>î

c′′
ñxÝ9Ð�Ô0Ý�Õhú9ú�ébÕhÓ3Ð�×oïFÓ0ÛPú�Û6ÞjÐ�ÖjÐ�ÛP×kZª¶ Å

ô(Õ�ð�îªÐT=Hé�ÓvÖ0é�Ójôûò�ð$Ö0é�Ójô�¶ ï�Ý>é�Ü6Õhå�Ò>é�ÞvÛhÑ
p
Õh×>î

q
î9é�ú�é�×>îáÛP×áÖjÝ>é�ô(ÕhØ6×9Ð�ÖjÒ>î9é�ÛhÑ

δ
Õh×>î

γ
¶58>ÛPÓ

égë>Õhô�ú9å�é6ü-ÑwÛPÓ
δ
Õh×>î

γ
Þjô(Õhå�åFé�×>ÛPÒ9Ø6ÝDü�ñNé ÝIÕ�ÜTé

p = 1
Õh×>î

q = 1
¶vç�é�Õhå�Þ0Û�ÞjÖjÓ0é�Þ0Þ3ÖjÝIÕhÖ�Õhå�å�ÖjÝ>é�Þ0é

Ô�ÛP×>ÞjÖmÕh×�Ö0Þ�ÔbÕh×�ò�é
ô(ÕPî9é�égëªú9å�Ð�Ô�Ð�Ötò�ð�Ö0é�îªÐ�ÛPÒ>Þ�ÔbÕhå�Ô�Ò9å�ÕhÖjÐ�ÛP×>Þb¶

? ¶½ò�ÉIÊ2Ê#é&¿(Ê#é$ÈPìm�Lí�¾2Î�Ç ÉP�3¿ÌmÀgÈP¿
? ¶ Å ¶�ð�¢>MPMcó�Mcó"	HGJI\Mc¢>I,Kô�-R^�-R9CDé�Ö

f ∈ Bb(S)
ÞjÒ>Ô0Ý�ÖjÝIÕhÖ 〈µ, f〉 = 0

¶�ç�é�ÕhÓ0é�ØTÛPÐ�×9Ø�Ö0Û�ÞjÖjÒ>îªð
ÞjÒ>Ô�Ô�é�Þ0ÞjÐ�ÜTé�å�ð

M̃H∗
r
(f)

ÑwÛPÓ
Hr = Gr

Õh×>î
Hr = Tr.�-��I\ñÄ�cRlCDé�ÖxÒ>Þl4>Ó0ÞjÖxî9ébÕhåHñxÐ�ÖjÝ

M̃G∗
r
(f)
¶FÏNð�à\Ý>é�Ój×>Û>=�Ð�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�Ö�ðTü9ñNé
ÝIÕ�ÜTé
ÑwÛPÓtÕhå�å

δ > 0
Õh×>î�ÑwÛPÓ

Õhå�å
λ > 0

P

(
M̃G∗

r
(f) > δ

)
≤ exp (−λδmr) E


exp


λ

∑

i∈G∗
r

f(Xi)




 . ß ? ¶ Å â

6 é�ÔbÕhå�åHÖjÝIÕhÖxÑwÛPÓ�Õhå�å
i ∈ G

∗
r−1

ü

E
[
f(X2i)1{2i∈T∗} + f(X2i+1)1{2i+1∈T∗}|Fr−1

]
= mQf(Xi).

ÏNð�ÞjÒ9ò9ÖjÓmÕPÔ�ÖjÐ�×9Ø�Õh×>î$ÕPî9îªÐ�×9Ø(Ö0é�Ójô�ÞtÐ�×ìégëªú�é�Ô�ÖmÕhÖjÐ�ÛP×ìÛhÑFÖjÝ>évÓjÐ�Ø6Ý�Ö�ÝIÕh×>î�ÛhÑ�ß ? ¶ Å âgü-Õh×>î�Ô�ÛP×>îªÐ�ÖjÐ�ÛP×9Ð�×9Ø
ñxÐ�ÖjÝ�Ó0é�Þjú�é�Ô�ÖxÖ0Û Fr−1,

ñNévØTé�Ö

E


exp


λ

∑

i∈G∗
r

f(Xi)




 = E


exp


λ

∑

i∈G∗
r−1

mQf(Xi)


 ß ? ¶ ö â

× E


exp


 ∑

i∈G∗
r−1

λ
(
f(X2i)1{2i∈T∗} + f(X2i+1)1{2i+1∈T∗} −mQf(Xi)

)


∣∣∣∣∣Fr−1




 .
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ý�ò>Þ0é�ÓjÜ<Ð�×9Ø(ÖjÝIÕhÖ

G
∗
r−1

Ð�Þ Fr−1
ô�ébÕPÞjÒ9ÓmÕhò9å�é6ü�Õh×>î�Ò>ÞjÐ�×9Ø(ÖjÝ>évÑ_ÕPÔ�Ö�ÖjÝIÕhÖ3Ô�ÛP×>îªÐ�ÖjÐ�ÛP×IÕhå�å�ð�Ö0Û Fr−1

ü9ÖjÝ>é
ÖjÓjÐ�ú9å�é�Ö0Þ {(∆i), i ∈ Gr−1}

ÕhÓ0évÐ�×>î9é�ú�é�×>î9é�×�Ö ß�ÖjÝ9Ð�ÞtÐ�ÞtîªÒ>é
Ö0Û�ÖjÝ>é�Ù�ÕhÓjÚTÛbÜ�ú9Ó0ÛPú�é�ÓjÖ�ð>âgü>ñNévÝIÕ�ÜTé

E


exp


 ∑

i∈G∗
r−1

λ
(
f(X2i)1{2i∈T∗} + f(X2i+1)1{2i+1∈T∗} −mQf(Xi)

)


∣∣∣∣∣Fr−1




ß ? ¶ ZTâ

=
∏

i∈G∗
r−1

E

[
exp

(
λ
(
f(X2i)1{2i∈T∗} + f(X2i+1)1{2i+1∈T∗} −mQf(Xi)

))
∣∣∣∣∣Fr−1

]
.

¸3ÞjÐ�×9Ø � ��Ò9ô(Õæ�Ï�é�×9×>é�ÖRæSB3Û<é�=HîªÐ�×9ØêÐ�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�Ö�ð1õ ?6÷ ü
õ �h÷ üvõ Å E ÷ ü�ñNéìØTé�Ö�ÕPÔ�Ô�ÛPÓ0îªÐ�×9ØêÖ0Û Ã +o�3Áü�ÑwÛPÓ�Õhå�å
i ∈ G

∗
r−1,

E

[
exp

(
λ
(
f(X2i)1{2i∈T∗} + f(X2i+1)1{2i+1∈T∗} −mQf(Xi)

))
∣∣∣∣∣Fr−1

]

≤ exp

(
c2λ2(2 +mα)2

2

)
.

89Ó0ÛPô ß ? ¶ ZTâgü9ÖjÝ9Ð�ÞtÐ�ô�ú9å�Ð�é�ÞtÖjÝIÕhÖ

E


exp


 ∑

i∈G∗
r−1

λ
(
f(X2i)1{2i∈T∗} + f(X2i+1)1{2i+1∈T∗} −mQf(Xi)

)


∣∣∣∣∣Fr−1




≤ exp

(
c2λ2(2 +mα)2|G∗

r−1|
2

)

≤ exp

(
c2λ2(2 +mα)2|Gr−1|

2

)
,

ñxÝ>é�Ó0é"ñNé�ÝIÕ�ÜTé"Ò>Þ0é�îìÖjÝ>é�Ñ_ÕPÔ�Ö3ÖjÝIÕhÖ |G∗
r−1| ≤ |Gr−1|

Ð�×ìÖjÝ>é"å�ÕPÞjÖ�Ð�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�Ö�ðT¶ 6 é�ÔbÕhå�å�Ð�×9Øáß ? ¶ ö âgü-ñNé
ÕhÓ0évå�é�î�Ö0Û

E


exp


λ

∑

i∈G∗
r

f(Xi)




 ≤ exp

(
c2λ2(2 +mα)2|Gr−1|

2

)

×E


exp


λ

∑

i∈G∗
r−1

mQf(Xi)




 .

6 é�ú9Ó0Û<îªÒ>Ô�Ð�×9Ø�ÖjÝ>é�ÞmÕhô�é
Ó0ébÕPÞ0ÛP×9Ð�×9Ø(ñxÐ�ÖjÝ
Qf

Õh×>î
G

∗
r−1

Ð�×>ÞjÖ0ébÕPî�ÛhÑ
f
Õh×>î

G
∗
r,
ñNévØTé�Ö

E


exp


λm

∑

i∈G∗
r−1

Qf(Xi)




 ≤ exp

(
c2λ2m2(2α +mα2)2|Gr−2|

2

)

×E


exp


λm2

∑

i∈G∗
r−2

Q2f(Xi)




 .

ÿ�Ö0é�ÓmÕhÖjÐ�×9Ø�ÖjÝ9Ð�Þxú9Ó0Û<Ô�é�îªÒ9Ó0é6ü>ñNévØTé�Ö
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E


exp


λ

∑

i∈G∗
r

f(Xi)




 ≤ exp


c

2λ2

2

r−1∑

q=0

(
2αq +mαq+1

)2
m2q2r−1−q




× E

[
exp (λmrQrf(X1))

]

≤ exp


c

2λ2(2 +mα)22r−1

2

r−1∑

q=0

(
α2m2

2

)q

× exp (λc(αm)r) ,

ñxÝ>é�Ó0é�ÖjÝ>é�å�ÕPÞjÖ�Ð�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�Ö�ðáñ�ÕPÞ"ÛPò9ÖmÕhÐ�×>é�îáÑCÓ0ÛPô Ã +o�3Á¶D89Ó0ÛPô ÖjÝ>é ÑwÛPÓ0é�ØTÛPÐ�×9Ø�Õh×>îáÑCÓ0ÛPô ß ? ¶ Å âgüYñNé
î9é�îªÒ>Ô�évÖjÝIÕhÖ

P

(
M̃G∗

r
(f) > δ

)
≤





exp

(
−λδmr +

c2λ2(2+mα)2(2r−(α2m2)r)
2(2−α2m2)

)

× exp (λc(αm)r)
ÐpÑ
α2m2 6= 2,

exp
(
−λδmr + c2λ2(2 +

√
2)2r2r−2

)
exp

(
λc(

√
2)r
)

ÐpÑ
α2m2 = 2.

�3Ûbñ�ü�ÖjÝ>é�Ó0é�ÞjÖvîªÐ�Ü<Ð�î9é�Þ3Ð�×�Ö0Û(ÑwÛPÒ9Ó
ÔbÕPÞ0é�Þb¶
ÿ�×$ÖjÝ>é Þ0é
	�Ò>é�å
c1
Õh×>î

c2
ñxÐ�å�åFî9é�×>ÛPÖ0é"ú�Û6ÞjÐ�ÖjÐ�ÜTé Ô�ÛP×>ÞjÖmÕh×�Ö0Þ

ñxÝ9Ð�Ô0Ý$î9é�ú�é�×>î�ÛP×
c
ü
m
ü>Õh×>î

α
¶

• ÿ_Ñ mα ≤ 1
üªÖjÝ>é�×DüªÑwÛPÓ�Õhå�å

r ∈ N
ü
(mα)r < 1

Õh×>î
2r − (α2m2)r < 2r ¶�ç�évÖjÝ>é�×�ÝIÕ�ÜTé

P

(
M̃G∗

r
(f) > δ

)
≤ exp (cλ) exp

(
−λδmr + λ2c12

r
)
.

ï2ÕhÚ<Ð�×9Ø
λ = (δmr)/(2r+1c1)

ü9ñNé�ÕhÓ0é
å�é�î�Ö0Û

P

(
M̃G∗

r
(f) > δ

)
≤ exp (c1δ) exp

(
−δ2c1

(
m2

2

)r)
.

• ÿ_Ñ 1 < mα <
√

2,
ÖjÝ>é�×Dü>ÞjÐ�×>Ô�é

2r − (α2m2)r < 2r ü9ñNévÝIÕ�ÜTé

P

(
M̃G∗

r
(f) > δ

)
≤ exp

(
−λδmr + λ2c12

r
)
exp (λc(mα)r) .

ï2ÕhÚ<Ð�×9Ø
λ = (δmr)/(2r+1c1)

ü9ñNé�ÕhÓ0é
å�é�î�Ö0Û

P

(
M̃G∗

r
(f) > δ

)
≤ exp

(
−c2δ(m2/2)r(δ − 2cαr)

)
.

8>ÛPÓ"Õhå�å
r ∈ N

ÞjÒ>Ô0Ý�ÖjÝIÕhÖ
r > log(δ/4c)/ log(α),

ñNé�ÝIÕ�ÜTé
δ − 2cαr > δ/2

Õh×>îáÐ�Ö�ÖjÝ>é�×áÑwÛPå�å�ÛbñtÞ
ÖjÝIÕhÖ

P

(
M̃G∗

r
(f) > δ

)
≤ exp

(
−c2δ2(m2/2)r

)
.

• ÿ_Ñ mα =
√

2
üªÖjÝ>é�×�ñNévÝIÕ�ÜTé

P

(
M̃G∗

r
(f) > δ

)
≤ exp

(
−λδmr + λ2c1r2

r−2)
)
exp

(
λc
(√

2
)r)

.

ï2ÕhÚ<Ð�×9Ø
λ = (δmr)/(c1r2

r−1)
üªñNévÝIÕ�ÜTévÑwÛPÓ�Õhå�å

r > log(δ/4c)/ log(
√

2/m)
ü

P

(
M̃G∗

r
(f) > δ

)
≤ exp

(
−c2δ2(1/r)(m2/2)r

)
.

• ÿ_Ñ mα > √
2
üªÖjÝ>é�×�ñNévÝIÕ�ÜTé

P

(
M̃G∗

r
(f) > δ

)
≤ exp

(
−λδmr + λ2c1(m

2α2)r
)
exp (λc(mα)r) .
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ï2ÕhÚ<Ð�×9Ø

λ = δ/(2c1(mα
2)r),

ñNévÝIÕ�ÜTé
ÑwÛPÓ�Õhå�å
r > log(δ/4c)/ log α

ü

P

(
M̃G∗

r
(f) > δ

)
≤ exp

(
−c3δ2α−2r

)
.

ï�Ý9Ð�Þté�×>î9ÞtÖjÝ>évú9Ó0Û<ÛhÑ2ÑwÛPÓ
Hr = Gr

¶
�-��I\ñõ�-R_CDé�Ö�Ò>Þ�å�Û<ÛPÚáÕhÖ

M̃T∗
r
(f)
¶�ÏNð�à\Ý>é�Ój×>Û>= Ð�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�Ö�ðTü�ñNé�ÝIÕ�ÜTé�ÑwÛPÓ"Õhå�å

δ > 0
Õh×>îáÑwÛPÓ"Õhå�å

λ > 0

P

(
M̃T∗

r
(f) > δ

)
≤ exp (−λδtr) E


exp


λ

∑

i∈T∗
r

f(Xi)




 . ß ? ¶ ? â

ø�ëªú�é�Ô�ÖmÕhÖjÐ�ÛP×�ñxÝ9Ð�Ô0Ý�Õhú9ú�ébÕhÓ0ÞtÐ�×�ÖjÝ>évÓjÐ�Ø6Ý�ÖtÝIÕh×>î�ÛhÑtß ? ¶ ? â�ÔbÕh×�ò�é
ñxÓjÐ�ÖjÖ0é�×$ÕPÞ

E


exp


λ

∑

i∈T∗
r

f(Xi)




 = E


exp


λ

∑

i∈T∗
r−2

f(Xi)


 ß ? ¶ � â

× exp


λ

∑

i∈G∗
r−1

(f +mQf)(Xi)




× E


exp


λ

∑

i∈G∗
r−1

(
f(X2i)1{2i∈T∗} + f(X2i+1)1{2i+1∈T∗} −mQf(Xi)

)


∣∣∣∣Fr−1




 .

ý�ò>Þ0é�ÓjÜ<Ð�×9Ø(ÖjÝIÕhÖ
G

∗
r−1

Ð�Þ Fr−1
ô�ébÕPÞjÒ9ÓmÕhò9å�é6ü�Õh×>î�Ò>ÞjÐ�×9Ø(ÖjÝ>évÑ_ÕPÔ�Ö�ÖjÝIÕhÖ3Ô�ÛP×>îªÐ�ÖjÐ�ÛP×IÕhå�å�ð�Ö0Û Fr−1

ü9ÖjÝ>é
ÖjÓjÐ�ú9å�é�Ö0Þ {(∆i), i ∈ Gr−1}

ÕhÓ0é�Ð�×>î9é�ú�é�×>î9é�×�ÖtÕh×>î � ��Ò9ô(Õæ�Ï�é�×9×>é�ÖRæSB3Û<é�=HîªÐ�×9Ø Ð�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�Ö�ðTüªñNé3ÛPò9ÖmÕhÐ�×

E


exp


λ

∑

i∈G∗
r−1

(
f(X2i)1{2i∈T∗} + f(X2i+1)1{2i+1∈T∗} −mQf(Xi)

)


∣∣∣∣Fr−1




=
∏

iG∗
r−1

E

[
exp

(
λ
(
f(X2i)1{2i∈T∗} + f(X2i+1)1{2i+1∈T∗} −mQf(Xi)

)) ∣∣∣∣Fr−1

]

≤ exp

(
c2λ2(2 +mα)2|G∗

r−1|
2

)

≤ exp

(
c2(2 +mα)2|Gr−1|

2

)
,

ñxÝ>é�Ó0é\ÖjÝ>é�å�ÕPÞjÖYÐ�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�Ö�ð�ñ�ÕPÞ2ÛPò9ÖmÕhÐ�×>é�î"Ò>ÞjÐ�×9Ø�ÖjÝ>éFÑ_ÕPÔ�ÖYÖjÝIÕhÖ |G∗
r−1| ≤ |Gr−1|

¶#89Ó0ÛPô ÖjÝ>éFÑwÛPÓ0é�ØTÛPÐ�×9Ø
Õh×>î�ÑCÓ0ÛPô ß ? ¶ � âgü9ñNé�î9é�îªÒ>Ô�é�ÖjÝIÕhÖ

E


exp


λ

∑

i∈T∗
r

f(Xi)




 ≤ exp

(
c2(2 +mα)2|Gr−1|

2

)

× E


exp


λ

∑

i∈T∗
r−2

f(Xi)


 exp


λ

∑

i∈G∗
r−1

(f +mQf)(Xi)






ó
ÛPÐ�×9Ø�ÖjÝ>é�ÞmÕhô�é
ÖjÝ9Ð�×9Ø�ñxÐ�ÖjÝ
(f +mQf)

Õh×>î
G

∗
r−1

Ð�×>ÞjÖ0ébÕPî�ÛhÑ
f
Õh×>î

G
∗
r,
ñNévØTé�Ö
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E


exp


λ

∑

i∈T∗
r−2

f(Xi)


 exp


λ

∑

i∈G∗
r−1

(f +mQf)(Xi)






= E


exp


λ

∑

i∈T∗
r−3

f(Xi)


× exp


λ

∑

i∈G∗
r−2

(f +mQf +m2Q2f)(Xi)




× E


exp


λ

∑

i∈G∗
r−2

(
(f +mQf)(X2i)1{2i∈T∗} + (f +mQf)(X2i+1)1{2i+1∈T∗}

− (mQf +m2Q2f)(Xi)

))∣∣∣∣Fr−1

]]

≤ exp

(
c2λ2(2 + 3mα+m2α2)2|Gr−2|

2

)

× E


exp


λ

∑

i∈T∗
r−3

f(Xi)


× exp


λ

∑

i∈G∗
r−2

(f +mQf +m2Q2f)(Xi)




 .

ÿ�Ö0é�ÓmÕhÖjÐ�×9Ø�ÖjÝ9Ð�Þxú9Ó0Û<Ô�é�îªÒ9Ó0é6ü>ñNé�ÕhÓ0évå�é�î�Ö0Û

E


exp


λ

∑

i∈T∗
r

f(Xi)




 ≤ exp


c

2(2 +mα)2λ2

2

r∑

q=1

(
q−1∑

k=0

(mα)k

)2

2r−q




× E


exp


λ

r∑

q=0

mqQqf(X1)






≤ exp


c

2(2 +mα)2λ2

2

r∑

q=1

(
q−1∑

k=0

(mα)k

)2

2r−q


 exp


λc

r∑

q=0

(mα)q


 ,

ñxÝ>é�Ó0é�ÖjÝ>é å�ÕPÞjÖvÐ�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�Ö�ð$ñ�ÕPÞ�ÛPò9ÖmÕhÐ�×>é�îáÒ>ÞjÐ�×9Ø�Ý�ð<ú�ÛPÖjÝ>é�ÞjÐ�Þ Ã +o�3Á¶ ÿ�×áÖjÝ>é�Þ0é
	�Ò>é�å_ü
c0
ü
c1
Õh×>î

c2ñxÐ�å�åDî9é�×>ÛPÖ0é�Þ0ÛPô�é
ú�Û6ÞjÐ�ÖjÐ�ÜTévÔ�ÛP×>ÞjÖmÕh×�Ö0ÞxñxÝ9Ð�Ô0Ýìî9é�ú�é�×>î�ÛP×
α
ü
m
ü>Õh×>î

c
¶�ï�Ý>é�ð(ô(Õ�ð�îªÐT=Hé�Ó�ÑCÓ0ÛPô ÛP×>é

å�Ð�×>é�Ö0ÛìÕh×>ÛPÖjÝ>é�Ób¶×8>ÛPÓ
mα 6= 1

Õh×>î
mα 6=

√
2
üDñNé(î9é�îªÒ>Ô�é�ÑCÓ0ÛPôûÖjÝ>é ÑwÛPÓ0é�ØTÛPÐ�×9Ø�Õh×>î�ÑCÓ0ÛPô ß ? ¶ ? â

ÖjÝIÕhÖ

P

(
M̃T∗

r
(f) > δ

)
≤ exp (−λδtr) exp

(
λc(1 − (mα)r+1)

1 −mα

)

× exp

(
c2(2 +mα)2λ2

2(1 −mα)2

(
(2r − 1) − 2mα(2r − (mα)r)

2 −mα

+
(mα)2(2r − (m2α2)r)

2 − (mα)2

))

≤ exp

(
−λδtr +

c2(2 +mα)2λ2

2(mα− 1)2

(
(2r − 1) +

(mα)2(2r − (m2α2)r)

2 − (mα)2

))

× exp

(
λc(1 − (mα)r+1)

1 −mα

)
.
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ï2ÕhÚ<Ð�×9Ø
λ =

δtr(mα− 1)2

c2(2 +mα)2
(
(2r − 1) + (mα)2(2r−(m2α2)r)

2−(mα)2

) üªñNé"ÕhÓ0é
å�é�î�Ö0Û

P

(
M̃T∗

r
(f) > δ

)
≤ exp


− δ2(1 −mα)2t2r

2c2(2 +mα)2
(
2r − 1 + (mα)2(2r−(m2α2)r)

2−(mα)2

)




× exp


 δ(1 −mα)2tr

c(2 +mα)2
(
2r − 1 + (mα)2(2r−(m2α2)r)

2−(mα)2

) × 1 − (mα)r+1

1 −mα


 .

�3Ûbñ�ü9ÖjÝ>évÓ0é�ÞjÖtÛhÑ�ÖjÝ>évú9Ó0Û<ÛhÑFîªÐ�Ü<Ð�î9é�ÞxÐ�×�Ö0Û54>ÜTé�ÔbÕPÞ0é�Þb¶
• ÿ_Ñ

mα < 1
üYÖjÝ>é�×DüHÑwÛPÓ"Õhå�å

r ∈ N
ü
(mα)r+1 − 1 ≤ mα − 1

Õh×>î
2r − (mα)2r < 2r ¶�ç�é�ÖjÝ>é�×

î9é�îªÒ>Ô�évÖjÝIÕhÖ

P

(
M̃T∗

r
(f) > δ

)
≤ exp (c2δ) exp

(
−c2δ2(m2/2)r+1

)
.

• ÿ_Ñ 1 < mα <
√

2
ü9ÖjÝ>é�×�ñNévÝIÕ�ÜTé

P

(
M̃T∗

r
(f) > δ

)
≤ exp

(
−c1δ2(m2/2)r+1

)
exp

(
c2δ

(mα)r+1 − 1

mα− 1

)

≤ exp
(
−δc2(m2/2)r+1(δ − c0α

r+1)
) ¶

�3Ûbñ�üªÑwÛPÓ�Õhå�å
r ∈ N

ÞjÒ>Ô0Ý�ÖjÝIÕhÖ
r + 1 > log(δ/2c0)/ log(α),

ñNé
ÝIÕ�ÜTé
δ − c0α

r+1 > δ/2
ü>Ð�×�ÞjÒ>Ô0Ý$Õ

ñ�Õ�ð�ÖjÝIÕhÖ

P

(
M̃T∗

r
(f) > δ

)
≤ exp

(
δ2c2(m

2/2)r+1
)
.

• ÿ_Ñ mα > √
2
üªÖjÝ>é�×�ÑwÛPÓ�Õhå�å

r ∈ N
ü
(m2α2)r > 2r ¶�ç�évÖjÝ>é�×�ÝIÕ�ÜTé

P

(
M̃T∗

r
(f) > δ

)
≤ exp

(
−c2δα−2r(δ − c0α

r+1)
)
.

�3Ûbñ�ÑwÛPÓ�Õhå�å
r ∈ N

ÞjÒ>Ô0Ý�ÖjÝIÕhÖ
r + 1 > log(δ/c0)/ log(α),

ñNévÝIÕ�ÜTé

P

(
M̃T∗

r
(f) > δ

)
≤ exp

(
−c2δ

2

α2r

)
.

• ÿ_Ñ mα = 1
üªÖjÝ>é�×

P

(
M̃T∗

r
(f) > δ

)
≤ exp

(
−λδtr + c12

rλ2
)
exp (λc(r + 1))

ï2ÕhÚ<Ð�×9Ø
λ = δtr/c12

r+1 üªñNé�ÕhÓ0évå�é�î�Ö0Û

P

(
M̃T∗

r
(f) > δ

)
≤ exp

(
c1δ

(r + 1)tr
2r+1

)
exp

(
−c2δ2(m2/2)r+1

)
.

• ÿ_Ñ mα =
√

2
üªÖjÝ>é�×

P

(
M̃T∗

r
(f) > δ

)
≤ exp

(
−λδtr + λ2c1(r + 1)2r

)
exp

(
λc1(

√
2)r+1

) ¶

ï2ÕhÚ<Ð�×9Ø
λ = δtr/(2c1(r + 1)2r)

ü9ñNé�ÕhÓ0évå�é�î�Ö0Û
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P

(
M̃T∗

r
(f) > δ

)
≤ exp


− c2δ

r + 1

(
m2

2

)r+1

δ − c0

(√
2

m

)r+1



 .

�3Ûbñ�üªÑwÛPÓ�Õhå�å
r ∈ N

ÞjÒ>Ô0Ý�ÖjÝIÕhÖ
r + 1 > log(δ/c0)/ log(

√
2/m)

ü9ñNévØTé�Ö

P

(
M̃T∗

r
(f) > δ

)
≤ exp

(
− c2δ

2

r + 1

(
m2

2

)r+1
)
¶

ï�Ý9Ð�Þté�×>î9ÞtÖjÝ>évú9Ó0Û<ÛhÑ2ÑwÛPÓ
Hr = Tr

¶

? ¶ ö ¶�ð�¢>MPMcólMcót	HGJI\Mc¢>I,Kö�-R`�PRfCDé�Ö
f ∈ Bb(S)

ÞjÒ>Ô0Ý�ÖjÝIÕhÖ 〈µ, f〉 6= 0
¶\ý�×>Ô�é�ÕhØ�ÕhÐ�×DüªñNé�ÕhÓ0é
ØTÛPÐ�×9Ø

Ö0Û�ÞjÖjÒ>îªð�ÞjÒ>Ô�Ô�é�Þ0ÞjÐ�ÜTé�å�ð
M̃G∗

r
(f)

Õh×>î
M̃T∗

r
(f)
¶

�-��I\ñ²�cRrCDé�ÖtÒ>Þl4>Ó0ÞjÖtî9ébÕhåDñxÐ�ÖjÝ
M̃G∗

r
(f)
¶»:<é�Ö

g = f − 〈µ, f〉. ï�Ý>é�×Dü 〈µ, g〉 = 0
Õh×>î

M̃G∗
r
(f) = M̃G∗

r
(g) + (|G∗

r |/mr)〈µ, f〉.
ç�évÝIÕ�ÜTé

P

(
M̃G∗

r
(f) − 〈µ, f〉W > δ

)
≤ P

(
M̃G∗

r
(g) > δ/2

) ß ? ¶ ETâ

+P

(∣∣∣∣
|G∗

r |
mr

−W

∣∣∣∣ >
δ

2|〈µ, f〉|

)
.

� Þ 〈µ, g〉 = 0,
ÖjÝ>é�ú9Ó0é�Ü<Ð�ÛPÒ>Þ�Ô�ÛPô�ú9Ò9ÖmÕhÖjÐ�ÛP×>Þ�ß�ú9Ó0Û<ÛhÑ
ÛhÑvï�Ý>é�ÛPÓ0é�ô ö ¶ ö â�Ø6Ð�ÜTé�Ò>Þ�Þ0ÛPô�é�ò�ÛPÒ9×>îêÑwÛPÓ

ÖjÝ>éº4>Ó0ÞjÖ Ö0é�Ójô ÛhÑ�ÓjÐ�Ø6Ý�Ö�ÝIÕh×>îäÛhÑ ß ? ¶ ETâgü\ÞjÐ�ô�Ð�å�ÕhÓ Ö0Û$ÖjÝ>Û6Þ0é�ÛPò9ÖmÕhÐ�×äÐ�× ï�Ý>é�ÛPÓ0é�ô ö ¶ ö ¶N�3Ûbñ�üFÒ9×>î9é�Ó
Ý�ð<ú�ÛPÖjÝ>é�ÞjÐ�Þ Ã +;�-Áü>ñNé�î9é�îªÒ>Ô�é6üªÑCÓ0ÛPô õ ö÷ ï�Ý>é�ÛPÓ0é�ô � üªÖjÝIÕhÖ

P

(∣∣∣∣
|G∗

r |
mr

−W

∣∣∣∣ >
δ

2|〈µ, f〉|

)
≤ c2 exp

(
−c3δ2/3mr/3

)
,

Õh×>î�ÖjÝ9Ð�Þté�×>î9ÞtÖjÝ>é
ú9Ó0Û<ÛhÑFÛhÑFï�Ý>é�ÛPÓ0é�ô ö ¶ Z ñxÝ>é�×
Hr = Gr

¶
�-��I\ñ÷�-RrCDé�ÖtÒ>Þxå�Û<ÛPÚ�ÕhÖ

M̃T∗
r
(f)
¶W8>ÛPÓ

f ∈ Bb(S),
Þ0é�Ö

g = f − 〈µ, f〉 ¶Fï�Ý>é�×Dü 〈µ, g〉 = 0
Õh×>î

M̃T∗
r
(f) = M̃T∗

r
(g) + (|T∗

r |/tr)〈µ, f〉.ç�évÝIÕ�ÜTé

P

(
M̃T∗

r
(f) − 〈µ, f〉W > δ

)
≤ P

(
M̃T∗

r
(g) > δ/2

) ß ? ¶ µ6â

+P

(∣∣∣∣
|T∗

r |
tr

−W

∣∣∣∣ >
δ

2|〈µ, f〉|

)
.

:�Ð�×>Ô�é 〈µ, g〉 = 0,
ÖjÝ>é�4>Ó0ÞjÖ�Ö0é�Ójô ÛhÑ�ÖjÝ>é�ÓjÐ�Ø6Ý�Ö
ÝIÕh×>î$ÛhÑ3ß ? ¶ µ6âtÔbÕh×$ò�é�ò�ÛPÒ9×>î9é�î�ÕPÞ�Ð�×$ÖjÝ>é�ú9Ó0é�Ü<Ð�ÛPÒ>Þ

Ô�ÛPô�ú9Ò9ÖmÕhÖjÐ�ÛP×>Þ�ß�ú9Ó0Û<ÛhÑ\ÛhÑ\ï�Ý>é�ÛPÓ0é�ô ö ¶ ö âg¶½�̧×>î9é�ÓvÕPî9îªÐ�ÖjÐ�ÛP×IÕhå2Ý�ð<ú�ÛPÖjÝ>é�ÞjÐ�Þ Ã +;�-ÁüIñNé�ÝIÕ�ÜTé6üIÑCÓ0ÛPô õ ö÷
ï�Ý>é�ÛPÓ0é�ô � ü

P

(∣∣∣∣
|T∗

r|
tr

−W

∣∣∣∣ >
δ

2|〈µ, f〉|

)
≤

r∑

q=0

P

(
mq

tr

∣∣∣∣
|G∗

q|
mq

−W

∣∣∣∣ >
δ

2(r + 1)|〈µ, f〉|

)

=
r∑

q=0

P

(∣∣∣∣
|G∗

q|
mq

−W

∣∣∣∣ >
δtr

2(r + 1)|〈µ, f〉|mq

)
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≤
r∑

q=0

c2 exp

(
−c3δ2/3

(
t2r

(r + 1)mq

)1/3
)

≤ c2 exp

(
−c3δ2/3

(
tr

(r + 1)2

)1/3
)(

1 + o(1)

)
,

Õh×>î�ÖjÝ9Ð�Þté�×>î9ÞtÖjÝ>é
ú9Ó0Û<ÛhÑFÛhÑFï�Ý>é�ÛPÓ0é�ô ö ¶ Z ñxÝ>é�×
Hr = Tr.

? ¶ Zª¶�ð�¢>MPMcóXMcó�	HGJI\Mc¢>I,Kø�-R^Ì-R9CDé�Ö
f ∈ Bb(S)

¶�ç±Ð�ÖjÝ>ÛPÒ9Ö"å�Û6Þ0Þ�ÛhÑtØTé�×>é�ÓmÕhå�Ð�Ö�ðTüFñNé�ÕPÞ0ÞjÒ9ô�é�ÖjÝIÕhÖ
〈µ, f〉 = 0

¶3ý�ÖjÝ>é�ÓjñxÐ�Þ0é6üIñNé�ÖmÕhÚTé
f − 〈µ, f〉 ¶�8>ÛPÓvÕhå�å δ > 0

ü9ÑwÛPÓ
Õhå�å
a > 0

Õh×>î�ÑwÛPÓ
Õhå�å
b > 0

ÞjÒ>Ô0Ý
ÖjÝIÕhÖ

b < a/(δ + 1),
ñNévÝIÕ�ÜTé

P
(
MH∗

r
(f) > δ|W ≥ a

)
= P

(
MH∗

r
(f) > δ,

|H∗
r |

hr
> b|W ≥ a

)

+ P

(
MH∗

r
(f) > δ,

|H∗
r |

hr
≤ b|W ≥ a

)

=
1

P (W ≥ a)

(
P

(
MH∗

r
(f) > δ,

|H∗
r|

hr
> b,W ≥ a

)

+ P

(
MH∗

r
(f) > δ,

|H∗
r |

hr
≤ b,W ≥ a

))

≤ paP

(
M̃H∗

r
(f) > δb

)
+ paP

(∣∣∣∣
|H∗

r|
hr

−W

∣∣∣∣ > W − b,W ≥ a

)

≤ paP

(
M̃H∗

r
(f) > δb

)
+ paP

(∣∣∣∣
|H∗

r|
hr

−W

∣∣∣∣ > δb

) ü

ñxÝ>é�Ó0é
pa = P (W ≥ a)−1 ¶��3Ûbñ�ü2ÖjÝ>é�4>Ó0ÞjÖ�Ö0é�Ójô ÛhÑxÖjÝ>é(å�ÕPÞjÖ�Ð�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�Ö�ð�ÔbÕh×�ò�é�ò�ÛPÒ9×>î9é�îäÕPÞ�Ð�×

ï�Ý>é�ÛPÓ0é�ô ö ¶ ö üIÕh×>î�ÖjÝ>é�Þ0é�Ô�ÛP×>î�Ö0é�Ójô Ð�Þxò�ÛPÒ9×>î9é�îìÕPÞtÐ�×�ÖjÝ>é��
��I\ñ²��Õh×>îìÕh×>î;�
��I\ñ÷��ÛhÑ�ÖjÝ>évú9Ó0Û<ÛhÑ
ÛhÑFï�Ý>é�ÛPÓ0é�ô ö ¶ Zª¶Fï�Ý9Ð�Þ�é�×>î9ÞxÖjÝ>évú9Ó0Û<ÛhÑj¶
? ¶ ? ¶�ð�¢>MPMcórMcó3	HGJI\Mc¢>I,Kö�-R`ÐPR9CDé�Ö

f ∈ Bb(S
3)
¶

�-��I\ñù�cRºCDé�ÖvÒ>Þ74>Ó0ÞjÖvî9ébÕhå�ñxÐ�ÖjÝ
M̃G∗

r
(f).

� Þ0ÞjÒ9ô�é"ÖjÝIÕhÖ 〈µ,P ∗f〉 = 0.
ÏNðáà\Ý>é�Ój×>Û>=äÐ�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�Ö�ðTü

ñNévÝIÕ�ÜTévÑwÛPÓ�Õhå�å
δ > 0

Õh×>î�ÑwÛPÓ�Õhå�å
λ > 0,

P

(
M̃G∗

r
(f) > δ

)
≤ exp (−λδmr) E


exp


λ

∑

i∈G∗
r

f(∆i)




 .

àNÛP×>îªÐ�ÖjÐ�ÛP×9Ð�×9Ø�ò�ð Fr,
Õh×>î�Ò>ÞjÐ�×9Ø>ü�Ô�ÛP×>îªÐ�ÖjÐ�ÛP×IÕhåIÐ�×>î9é�ú�é�×>î9é�×>Ô�é�ÛhÑ�ÖjÓjÐ�ú9å�é�Ö0Þ {∆i, i ∈ Gr}

ñxÐ�ÖjÝ�Ó0é�Þjú�é�Ô�Ö
Ö0Û Fr

ü � ��Ò9ô(Õæ�Ï�é�×9×>é�ÖRæSB3Û<é�=HîªÐ�×9Ø(Ð�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�Ö�ðìÕh×>î Ã +_�)Áü>ñNé�ÛPò9ÖmÕhÐ�×

E


exp


λ

∑

i∈G∗
r

f(∆i)






= E


exp


λ

∑

iG∗
r

P ∗f(Xi)


E


exp


λ

∑

i∈G∗
r

(f(∆i) − P ∗f(Xi))



∣∣∣Fr
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= E


exp


λ

∑

iG∗
r

P ∗f(Xi)


 ∏

i∈G∗
r

E

[
exp (λ(f(∆i) − P ∗f(Xi)))

∣∣∣Fr

]



≤ exp
(
2λ2‖f‖∞c1mr

)
E


exp


λ

∑

i∈G∗
r

P ∗f(Xi)




 .

ç�évÔ�ÛP×�ÖjÓ0ÛPåYÖjÝ>é
å�ÕPÞjÖtégëªú�é�Ô�ÖmÕhÖjÐ�ÛP×$ÕPÞ�Ð�×�ÖjÝ>é �-��I\ñÄ��ÛhÑ2ÖjÝ>évú9Ó0Û<ÛhÑ�ÛhÑFï�Ý>é�ÛPÓ0é�ô ö ¶ ö üIÕhú9ú9å�ð�Ö0Û
P ∗f.�3égëªÖbüªñNévØTé�ÖtÖjÝ>évÓ0é�ÞjÒ9å�ÖtîªÐ�Þ0Ô�Ò>Þ0ÞjÐ�×9Ø�ÕPÞxÐ�×�ÖjÝ>évú9Ó0Û<ÛhÑFÛhÑFï�Ý>é�ÛPÓ0é�ô ö ¶ ö ¶

ÿ_Ñ 〈µ,P ∗f〉 6= 0,
ñNé�Þ0é�Ö

g = f − 〈µ,P ∗f〉. ï�Ý>é�×Dü9ñNévÝIÕ�ÜTé

P

(
M̃G∗

r
(f) − 〈µ,P ∗f〉W > δ

)
≤ P

(
M̃G∗

r
(g) > δ/2

) ß ? ¶ ·Tâ

+P

(∣∣∣∣
G

∗
r

mr
−W

∣∣∣∣ > δ/2|〈µ,P ∗f〉|
)
.

ï�Ý>éY4>Ó0ÞjÖ�Ö0é�Ójô ÛhÑxÖjÝ>é�ÓjÐ�Ø6Ý�Ö"ÝIÕh×>î�ÛhÑ�ß ? ¶ ·TâvÔbÕh×�ò�é�ò�ÛPÒ9×>î9é�îêÕPÞ�ú9Ó0é�Ü<Ð�ÛPÒ>Þjå�ðáÞjÐ�×>Ô�é 〈µ,P ∗g〉 = 0.ï�Ý>é Þ0é�Ô�ÛP×>î$Ö0é�Ójô ÔbÕh×áò�é�ò�ÛPÒ9×>î9é�îáÕPÞ
Ð�×��-��I\ñù��ÛhÑNÖjÝ>é"ú9Ó0Û<ÛhÑNÛhÑNï�Ý>é�ÛPÓ0é�ô ö ¶ ö ¶�ï�Ý9Ð�Þvé�×>î9Þ3ÖjÝ>é
ú9Ó0Û<ÛhÑ2ÑwÛPÓ

M̃G∗
r
(f).

�-��I\ñà�-RlCDé�ÖNÒ>Þ�×>Ûbñ±ÖjÓ0ébÕhÖ
M̃T∗

r
(f).

82Ð�Ó0ÞjÖbü�ñNé3ÕPÞ0ÞjÒ9ô�étÖjÝIÕhÖ 〈µ,P ∗f〉 = 0.
8>ÛPÓxÕhå�å

δ > 0,
ñNé�ÝIÕ�ÜTé

P

(
M̃T∗

r
(f) > δ

)
≤ P


 1

tr

∑

i∈T∗
r

(f(∆i) − P ∗f(Xi)) > δ/2


 + P

(
M̃T∗

r
(P ∗f) > δ/2

)
.

ÏNð�Ô0Ý>é�Ój×>Û>=áÐ�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�Ö�ðTü>ñNévÝIÕ�ÜTévÑwÛPÓ�Õhå�å
λ > 0,

P


 1

tr

∑

i∈T∗
r

(f(∆i) − P ∗f(Xi)) > δ/2


 ≤ exp

(
−λδtr

2

)

×E


exp


λ

∑

i∈T∗
r

(f(∆i) − P ∗f(Xi))






àNÛP×>îªÐ�ÖjÐ�ÛP×9Ð�×9Ø3ÞjÒ>Ô�Ô�é�Þ0ÞjÐ�ÜTé�å�ð
ñxÐ�ÖjÝvÓ0é�Þjú�é�Ô�ÖDÖ0Û
(Fq)0≤q≤r,

Ò>ÞjÐ�×9ØtÔ�ÛP×>îªÐ�ÖjÐ�ÛP×IÕhå�Ð�×>î9é�ú�é�×>î9é�×>Ô�é\ÛhÑªÖjÓjÐ�ú9å�é�Ö0Þ
{∆i, i ∈ Gq}

ñxÐ�ÖjÝ"Ó0é�Þjú�é�Ô�ÖDÖ0Û Fq
Õh×>î Õhú9ú9å�ð<Ð�×9Ø3ÞjÒ>Ô�Ô�é�Þ0ÞjÐ�ÜTé�å�ð � ��Ò9ô(Õæ�Ï�é�×9×>é�ÖRæSB3Û<é�=HîªÐ�×9Ø
Ð�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�Ö�ð

Õh×>î�ÖjÝ>é3Ñ_ÕPÔ�ÖtÖjÝIÕhÖ |G∗
q| ≤ |Gq|

ÑwÛPÓ�Õhå�å
q ∈ {0, · · · , r} ü9ñNévØTé�Ö

E


exp


λ

∑

i∈T∗
r

(f(∆i) − P ∗f(Xi))






= E


exp


λ

∑

i∈T∗
r−1

(f(∆i) − P ∗f(Xi))


E


exp


λ

∑

i∈G∗
r

(f(∆i) − P ∗f(Xi))



∣∣∣Fr






= E


exp


λ

∑

i∈T∗
r−1

(f(∆i) − P ∗f(Xi))


 ∏

i∈G∗
r

E

[
exp (λ(f(∆i) − P ∗f(Xi)))

∣∣∣Fr

]
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≤ exp
(
2λ2‖f‖2

∞|Gr|
)

E


exp


λ

∑

i∈T∗
r−1

(f(∆i) − P ∗f(Xi))






¶¶¶
≤ exp

(
2λ2‖f‖2

∞|Tr|
)
.

�3égëªÖbü9ÛPú9ÖjÐ�ô�Ð(��Ð�×9Ø�ÛP×
λ
üªñNé�ÛPò9ÖmÕhÐ�×

P


 1

tr

∑

i∈T∗
r

(f(∆i) − P ∗f(Xi)) > δ/2


 ≤ exp

(
−c1δ2

(
m2

2

)r+1
)
,

ÑwÛPÓ(Þ0ÛPô�é�ú�Û6ÞjÐ�ÖjÐ�ÜTéìÔ�ÛP×>ÞjÖmÕh×�Ö
c1
¶þï�Ý>é�Ö0é�Ójô

P

(
M̃T∗

r
(P ∗f) > δ/2

) ÔbÕh× ò�é�ò�ÛPÒ9×>î9é�î±ÕPÞ(Ð�× ÖjÝ>é
ú9Ó0Û<ÛhÑ
ÛhÑvï�Ý>é�ÛPÓ0é�ô ö ¶ ö üNÕh×>îäÖjÝ9Ð�Þ�é�×>î9Þ�ÖjÝ>é�ú9Ó0Û<ÛhÑ3ñxÝ>é�× 〈µ,P ∗f〉 = 0.

ý�× ÖjÝ>é�ÛPÖjÝ>é�Ó�ÝIÕh×>îHü\ÐpÑ
〈µ,P ∗f〉 6= 0,

ñNévÝIÕ�ÜTé

M̃T∗
r
(f) − 〈µ,P ∗f〉W = M̃T∗

r
(g) +

( |T∗
r|
tr

−W

)
〈µ,P ∗f〉.

ç�évÖjÝ>é�×�ú9Ó0Û<Ô�é�é�îìÕPÞ�ÑwÛPÓ�ß ? ¶ ·TâgüIÕh×>î�ÖjÝ9Ð�Þté�×>î9ÞxÖjÝ>évú9Ó0Û<ÛhÑ2ÑwÛPÓ
M̃T∗

r
(f).�-��I\ñû�PR(øFÜTé�×�ÖjÒIÕhå�å�ðTüDñNé ò�ÛPÒ9×>î

P
(
MH∗

r
(f) > δ − 〈µ,P ∗f〉 > δ

)
,
Ò>ÞjÐ�×9Ø��-��I\ñù�$Õh×>îê�-��I\ñ��Hü

ÕPÞxÐ�×�ÖjÝ>é
ú9Ó0Û<ÛhÑFÛhÑFï�Ý>é�ÛPÓ0é�ô ö ¶ � ¶
? ¶ � ¶�ð�¢>MPMcófMcófð�¢>McñMc���^����M)���PR��cR
ç�é ÕhÓ0é"ØTÛPÐ�×9Ø�Ö0Û�ÖjÓ0ébÕhÖ

α̂n
0 − α0

¶3ó
é�Ü<Ð�ÕhÖjÐ�ÛP×�Ð�×>é
	�ÒIÕhå�Ð�ÖjÐ�é�Þ3ÑwÛPÓ
α̂n

1 − α1
ü
β̂n

η − βη
ü
α̂

′n
η − α

′

η

ü
β̂

′n
η − β

′

η

ü
η ∈ {0, 1} ü�ÔbÕh×$ò�é�ÖjÓ0ébÕhÖ0é�îìÐ�×ìÖjÝ>é"ÞmÕhô�é�ñ�Õ�ðT¶ 6 é�ÔbÕhå�å�Ð�×9ØÖjÝIÕhÖvÖjÝ>é ÞjÖmÕhÖ0é ÞjúIÕPÔ�é�ÛhÑNÖjÝ>é"ú9Ó0Û<Ô�é�Þ0Þ

(Xi, i ∈ T
∗)
üDî9é�×>ÛPÖ0é�î�ò�ð

S
ü�Ð�Þ�ÕPÞ0ÞjÒ9ô�é�î$Ö0Û�ò�é Õ�Ô�ÛPô�úIÕPÔ�Ö

ÞjÒ9ò>Þ0é�ÖtÛhÑ
R
¶

CDé�Ö
g1
ü
g2
ü
h1
Õh×>î

h2
ÖjÝ>é3ÑCÒ9×>Ô�ÖjÐ�ÛP×>Þ�î9é�4>×>é�îìÛP×

S3 Ó0é�Þjú�é�Ô�ÖjÐ�ÜTé�å�ð�ò�ð

g1(x, y, z) = (xy − x(α0x+ β0))1S3(x, y, z)
ü

g2(x, y, z) = (y − α0x− β0))1S3(x, y, z)
ü

h1(x, y, z) = x1S3(x, y, z)
ü

h2(x, y, z) = x2
1S3(x, y, z)

¶
ÿ�Ö�Ð�Þ�ébÕPÞjð Ö0Û�Þ0é�éxÖjÝIÕhÖ

P ∗g1(x) = 0
ü
P ∗g2(x) = 0

ü
P ∗h1(x) = p1,0x

Õh×>î
P ∗h2(x) = p1,0x

2 ñxÝ>é�Ó0é
P ∗ î9é�×>ÛPÖ0é ÖjÝ>é"ÖjÓmÕh×>ÞjÐ�ÖjÐ�ÛP×�ÚTé�Ój×>é�å\ÕPÞ0Þ0Û<Ô�Ð�ÕhÖ0é�î$Ö0Û�ÖjÝ>é�Ï �76 ß Å âtú9Ó0Û<Ô�é�Þ0Þ
ñxÐ�ÖjÝ�ô�Ð�Þ0ÞjÐ�×9Ø�î>ÕhÖmÕª¶�ç±Ð�ÖjÝ
ÖjÝ>é�Þ0év×>ÛPÖmÕhÖjÐ�ÛP×>Þbü9ñNé�ÔbÕh×�Ó0é�ñxÓjÐ�Ö0é

α̂n
0 − α0

ÕPÞ

α̂n
0 − α0 =

|T∗
n|−1|T1,0

n |
(
|T∗

n|−1
∑

i∈T∗
n
g1(∆i)

)

Bn

−

(
|T∗

n|−1
∑

i∈T∗
n
h1(∆i)

)(
|T∗

n|−1
∑

i∈T∗
n
g2(∆i)

)

Bn

ü

ñxÝ>é�Ó0é
Bn = |T∗

n|−1|T1,0
n |


|T∗

n|−1
∑

i∈T∗
n

h2(∆i)


 −


|T∗

n|−1
∑

i∈T∗
n

h1(∆i)




2

¶
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6 é�ÔbÕhå�å�Ð�×9Ø$ß Å ¶ ·Tâgü9ñNévÖjÝ>é�×�ÝIÕ�ÜTévÑwÛPÓ�Õhå�å

δ > 0
Õh×>î

a > 0

P (|α̂n
0 − α0| > δ|W ≥ a) ≤ P

(
|T∗

n|−1|T1,0
n ||MT∗

n
(g1)|

|Bn|
>
δ

2

∣∣∣W ≥ a

)
ß ? ¶ <Tâ

+P

(
|MT∗

n
(h1)||MT∗

n
(g2)|

|Bn|
>
δ

2

∣∣∣W ≥ a

)
.

8>ÛPÓtÖjÝ>éf4>Ó0ÞjÖxÖ0é�Ójô ÛhÑ�ÖjÝ>évÓjÐ�Ø6Ý�ÖtÝIÕh×>î�ÛhÑtß ? ¶ <Tâgü>ÞjÐ�×>Ô�é |T∗
n|−1|T1,0

n | ≤ 1
üªñNé�ÝIÕ�ÜTé
ÑwÛPÓ�Õhå�å

γ > 0

P

(
|T∗

n|−1|T1,0
n ||MT∗

n
(g1)|

|Bn|
>
δ

2

∣∣∣W ≥ a

)
≤ P (|Bn| < γ|W ≥ a)

+P

(
|MT∗

n
(g1)| >

δγ

2

∣∣∣W ≥ a

)
.

�3ÛPÖjÐ�Ô�évÖjÝIÕhÖ

Bn − (p2
1,0µ2 − p2

1,0µ
2
1) = p1,0µ2

(
|T1,0

n |
|T∗

n|
− p1,0

)
+

|T1,0
n |

|T∗
n|
MT∗

n
(h2 − p1,0µ2)

−
(
MT∗

n
(h1 − p1,0µ1)

)2 − 2p1,0µ1MT∗
n
(h1 − p1,0µ1)

Õh×>î

{|Bn| < γ} ⊂
{
|Bn − (p2

1,0µ2 − p2
1,0µ

2
1)| > |p2

1,0µ2 − p2
1,0µ

2
1| − γ

} ¶

ç�évÖjÝ>é�×�ÝIÕ�ÜTé
ÑwÛPÓ�Õhå�å
0 < γ <

2|p2
1,0µ2 − p2

1,0µ
2
1|

2 + δ

ü

P

(
|T∗

n|−1|T1,0
n ||MT∗

n
(g1)|

|Bn|
>
δ

2

∣∣∣W ≥ a

)

≤ P (|Bn| < γ|W ≥ a) + P

(
|MT∗

n
(g1)| >

δγ

2

∣∣∣W ≥ a

)

≤ P

(
|Bn − (p2

1,0µ2 − p2
1,0µ

2
1)| >

γδ

2

∣∣∣W ≥ a

)
+ P

(
|MT∗

n
(g1)| >

δγ

2

∣∣∣W ≥ a

)

≤ P

(
|MT∗

n
(g1)| >

δγ

2

∣∣∣W ≥ a

)
+ P

(
|MT∗

n
(h2 − p1,0µ2)| >

γδ

8

∣∣∣W ≥ a

)

+ P

(
|MT∗

n
(h1 − p1,0µ1)| >

√
γδ

2
√

2

∣∣∣W ≥ a

)
+ P

(∣∣∣∣∣
|T1,0

n |
|T∗

n|
− p1,0

∣∣∣∣∣ >
δγ

8p1,0µ2

∣∣∣W ≥ a

)

+ P

(
|MT∗

n
(h1 − p1,0µ1)| >

γδ

16p1,0µ1

∣∣∣W ≥ a

) ¶

89Ó0ÛPô õ Å Z ÷ üc:<é�Ô�ÖjÐ�ÛP× � üªñNévÝIÕ�ÜTé

P

(∣∣∣∣∣
|T1,0

n |
|T∗

n|
− p1,0

∣∣∣∣∣ >
δγ

8p1,0µ2

∣∣∣W ≥ a

)
= P



∣∣∣∣∣∣

1

|T∗
n|

|T∗
n|∑

j=1

(Tj − p1,0)

∣∣∣∣∣∣
>

δγ

8p1,0µ2

∣∣∣W ≥ a


 ,

ß ? ¶ Å UTâ
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ñxÝ>é�Ó0é

(Tj)j≥1

Ð�Þ�Õ�Þ0é
	�Ò>é�×>Ô�évÛhÑ�Ð_¶ Ð_¶ îH¶�Ï�é�Ój×>ÛPÒ9å�å�ÐYÓmÕh×>î9ÛPô Ü6ÕhÓjÐ�Õhò9å�é�Þ�ÞjÒ>Ô0Ý�ÖjÝIÕhÖ

p1,0 = P (Tj = 1) = 1 − P (Tj = 0) .
ïYÛ ô(Õ�üjÛPÓjÐ(�bé3ÖjÝ>é3ÓjÐ�Ø6Ý�ÖxÝIÕh×>î�ÞjÐ�î9é3ÛhÑxß ? ¶ Å UTâgüªñNé3Ò>Þ0é
égë>ÕPÔ�Öjå�ð(ÖjÝ>é
ÞmÕhô�é3Ð�î9ébÕPÞ�ÖjÝIÕhÖNÑwÛPÓ�ÖjÝ>é3ú9Ó0Û<ÛhÑ2ÛhÑ
ï�Ý>é�ÛPÓ0é�ô ö ¶ � Õh×>îÖ:�Ö0é�ú ö ÛhÑ�ÖjÝ>évú9Ó0Û<ÛhÑFÛhÑFï�Ý>é�ÛPÓ0é�ô ö ¶ ö ¶
8>ÛPÓtÖjÝ>é�Þ0é�Ô�ÛP×>î�Ö0é�Ójô ÛhÑ�ÖjÝ>évÓjÐ�Ø6Ý�Ö�ÝIÕh×>î�ÛhÑtß ? ¶ <Tâgü9ñNévÝIÕ�ÜTé

P

(
|MT∗

n
(h1)||MT∗

n
(g1)|

|Bn|
>
δ

2

∣∣∣W ≥ a

)
≤ P

(
|MT∗

n
(g2)|

|Bn|
>

δ

4p1,0µ1

∣∣∣W ≥ a

)

+ P

(
|MT∗

n
(g2)|

|Bn|
>

√
δ

2

∣∣∣W ≥ a

)
+ P

(
|MT∗

n
(h1 − p1,0µ1)| >

√
δ

2

∣∣∣W ≥ a

)
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	�ÒIÕhå�Ð�Ö�ð�ÔbÕh×�ò�é
ÖjÓ0ébÕhÖ0é�î$ÕPÞ
ÖjÝ>éf4>Ó0ÞjÖxÖ0é�Ójô ÛhÑ�ÖjÝ>évÓjÐ�Ø6Ý�ÖtÝIÕh×>î�ÛhÑtß ? ¶ <Tâg¶
82Ð�×IÕhå�å�ðTü9Ö0Û�ØTé�ÖxÖjÝ>évÓ0é�ÞjÒ9å�Öbü�üRÒ>ÞjÖ�Õhú9ú9å�ð�ï�Ý>é�ÛPÓ0é�ô ö ¶ E Ö0Û"ÑCÒ9×>Ô�ÖjÐ�ÛP×>Þ

g1
ü
g2
ü
h1
Õh×>î

h2
¶
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Õh×>î�ÞjÒ9Ø6ØTé�ÞjÖjÐ�ÛP×>ÞtîªÒ9ÓjÐ�×9Ø(ÖjÝ>é
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