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Résumé

Cet exposé présente quelques résultats récents obtenus par 'auteur en collaboration avec Olivier Glass,
Christophe Lacave, Ayman Moussa, Gabriela Planas et Takéo Takahashi, sur ’analyse théorique de la
dynamique de corps solides immergés dans un fluide incompressible.

1 Introduction

Commencons par quelques rappels sur la dynamique d’un solide, puis sur deux modeles classiques en
mécanique des fluides, donnés respectivement par les équations de Navier-Stokes et d’Euler, et enfin sur les
équations newtoniennes qui régissent la dynamique d’un solide immergé.

1.1 Dynamique d’un solide

Considérons un corps solide occupant initialement un sous-ensemble fermé borné connexe et simplement
connexe .%) C R avec une frontiere réguliere. Il se déplace de maniére rigide de telle sorte qu’au temps ¢
il occupe un domaine noté . (¢) isométrique a .. Plus précisément, notant A(z) la position du centre de
masse du solide au temps 7, alors il existe une rotation Q(t) € SO(3), telle que la position 7(f,x) € .7 () au
temps ¢t du point attaché au solide avec une position initiale x € .% est

(1, %) := h(z) + Q(r) (x — h(0)). (1)

Evidemment Q(0) = Id. De plus comme (Q7 Q’)(t) est anti-symétrique il existe un et un seul #(t) € R? tel que
pour tout x € R?, (QTQ')(t)x = 7(t) Ax. Par conséquent la vitesse (eulérienne) dans le solide est donnée par

s (t,5) 1= (37) (1, 7(t, )" (x) = £(t) + r(£) A (x — h(z)) avec £(r) = K (t) et r(t) := Q(t)(t).

Etant donné une fonction strictement positive p.»,, disons dans L*(#;R), décrivant la densité initiale
dans le solide, la densité p.(f,-) dans le solide au temps ¢ est donnée pour tout x € .7 (t) par py(t,x) =
p.#(t,7(t,-) " (x)). La masse du solide m > 0, le centre de masse h(t) et la matrice d’inertie _# () peuvent
étre calculés comme les premiers moments :

mi= [ prtdi= [ palxdr>0,
L(1) 2
mh(t) ::/ xp. (t,x)dx,
(1)
F()= /m P (1,%) (| — h(t) 21ds — (x — (1)) @ (x — h(¢)) ) dx.
Il s’ensuit que _Z (¢) est symétrique définie positive et satisfait la loi de Sylvester : _# (1) = Q(r) %00 (t),

ol o est la valeur initiale #y:= #(0) de _#. De la méme maniére nous notons kg := h(0) la position
initiale du centre de masse.



L’énergie cinétique du solide est donnée par

1 1

6r0):= 3 [ e = b0+ 5 A7) 70) = gme(0R 43 7 Orl0)-r(0). (2)

1.2 Modeles fluides considérés

Dans la suite nous étudions le cas d’un solide immergé dans un fluide newtonien incompressible homogene,
de densité pr = 1, de telle sorte que le systeme fluide-corps rigide occupe un ensemble Q de R? qui est soit un
ouvert borné contenant .%, soit R* tout entier. Le fluide occupe donc au temps ¢ 'ouvert . (t) := Q\ .7(¢)
et initialement 'ouvert %, := Q\ .%.

Suivant que nous prenons en compte la viscosité cinématique ou non, nous sommes amenés a considérer
soit les équations de Navier-Stokes soit les équations d’Euler. Plus précisément si nous désignons respecti-
vement par

u:(t,x) € Fr SRet p: (t,x) € Fr = R,

la vitesse et la pression dans le fluide, ot Fr := Ucor{t} X F () avec T > 0, ces équations s’écrivent :

31:+(M-V)M+VPZVAM pour x € Z(t), (3)

divu=0 pour xe€.Z(t), (4)

dans le cas visqueux, ce sont les équations de Navier-Stokes incompressible ; et

gb;+(u-V)u—|—Vp:0 pour x € .Z(t), (5)

divu=0 pour xe .Z(t), (6)

dans le cas non-visqueux ou parfait, ce sont les équations d’Euler incompressible.

La différence tient donc dans le terme supplémentaire dans le membre de droite de qui traduit effet
dissipatif de la viscosité et ou v est un coefficient strictement positif. La contrainte d’incompressibilité est
quant a elle traduite par les équations et @ qui sont des formes dégénérées de la loi de conservation de
la masse.

Les équations d’Euler correspondent au cas limite ou le coefficient v est nul. Cependant cette limite
est singuliere, en particulier, parce que l'ordre du systeme dégénere, les différences de comportement des
solutions peuvent étre conséquentes, en particulier au voisinage d’un bord solide.

Notamment les conditions aux limites sur un bord solide sont différentes suivant que nous considérons
le cas v > 0 ou v = 0. Commencons par évoquer le cas d’'un bord fixe, cela est utile notamment dans le cas
ol nous considérons que le systeme est contenu dans un ouvert borné Q.

Dans le cas des équations d’Euler, il y a peu d’équivoque : il est naturel de prescrire la condition de
non-pénétration sur dQ : u-n =0, ou n(x) désigne la normale, disons unitaire sortante, du domaine fluide.

En revanche, pour les équations de Navier-Stokes, il s’agit d’avantage d’un choix. Les conditions les plus
courantes sont

— la condition d’adhérence : u =0,

— la condition de Navier u-n=0 et (D(u) 1) = —QUsgn, ot & > 0 est le coefficient de frottement, D(u)

est le tenseur des deformations

D(u) = %(Vu—i— (Vi) = (%(ajuﬁa,uj))i, B (7)
et I'indice “tan” indique que nous considérons la composante tangentielle.
Si nous considérons maintenant le cas du bord d’un solide .(f) en mouvement avec un champ de vitesse
eulérien u o (t,x), alors les conditions précédentes doivent étre adaptées de la fagon suivante pour
— la condition de non-pénétration : u-n=uy -n,
— la condition d’adhérence : u=uy,



— la condition de Navier : u-n=uy -net (D(u) -n)pm =—ct(u—uy).
Notons que la normale n = n(z,x) dépend ici évidemment encore de la position x sur le bord mais aussi du
temps.

1.3 Dynamique d’un solide immergé

Considérons maintenant la dynamique d’un solide immergé dans un fluide incompressible. Nous suppo-
sons que la seule force agissant sur le solide est la force exercée par le fluide a sa surface, de sorte que les
lois newtoniennes de conservation des quantités de mouvement linéaire et angulaire s’écrivent :

h”t:—/ Tnds, 8
mil') =~ [ nds ®

(7Y (1)=— /a g ) AT )

Nous notons ds la mesure de surface sur d.(r). Evidemment cette mesure dépend du temps mais nous
choisissons ici délibérément de ne pas mettre d’indice de temps pour ne pas trop alourdir les notations.
Dans le membre de droite des équations et @]) apparailt la quantité X, c’est le tenseur de Cauchy, qui
est défini par
Y:=X(u,p) :=—pld+2vD(u).

Dans le cas des équations d’Euler, le coefficient v ci-dessus s’annule et nous constatons donc que seule
la pression du fluide intervient dans les membres de droite des équations ci-dessus.

Dans cet exposé nous n’évoquons pas la limite v — 0, pour laquelle nous renvoyons aux articles [67] et
[56] respectivement pour les conditions de de Dirichlet et pour celles de Navier. Mentionnons ici seulement
que cette problématique est liée a I’analyse des couches limites et que les équations de Navier-Stokes sont
plus proches des équations d’Euler dans le cas des conditions de Navier que dans celui des conditions de
Dirichlet.

Dans la suite, nous fixons, dans le cas visqueux, v = 1 pour simplifier.

2 Solutions faibles dans le cas visqueux

2.1 Existence de solutions

Dans le cas des fluides visqueux, régis par les équations de Navier-Stokes incompressible, nous disposons
de la théorie des solutions faibles de Leray, cf. [45] 46], qui utilise de manieére cruciale I’énergie du fluide

E5(1) = % /y (t)u(t,x)zdx. (10)

Cette théorie s’adapte tres bien au cas d’un solide immergé dans un fluide en considérant I’énergie totale
du systeme &»(t) + &% (t). En particulier il est tout & fait notable que I'on puisse donner une formulation
faible globale, au sens ou les équations du solide et du fluide se trouvent condensées en une seule égalité
variationnelle ou la vitesse solution comme la vitesse test sont des vitesses solénoidales définies dans tout
I’espace avec la contrainte d’étre rigides sur le domaine occupé par le solide. Nous considérons donc une
vitesse initiale dans le systeme appartenant a l’espace suivant :

H = {ucL*(Q)/ divu=0 dans Q et D(u) =0 dans .%}.

Dans le cas ou nous considérons la condition de Dirichlet a I'interface fluide-solide, nous disposons main-
tenant d’une théorie complete d’existence de solutions faibles u € C,,([0,T]; ) NL*(0,T; H' ()), notamment
grace aux contributions de Judakov [43], de Serre [62], de Desjardins et Esteban [12], de Conca, San Martin
et Tucsnak [9], de San Martin , Starovoitov et Tucsnak [58], et de Feireisl [15].

Le cas o une condition de Navier est considérée a 'interface fluide-solide a été abordé récemment dans
[56], dans le cas oit Q = R3, et par Gérard-Varet et Hillairet dans [23] dans le cas ot1 Q est un domaine borné
de R3. Dans ce dernier cas l'existence est assurée tant qu’il n’y a pas de collision.



2.2 Une propriété de régularité dans le cas des conditions de Navier

Avec Gabriela Planas nous avons montré dans [56], dans le cas ot Q = R? et avec des conditions de Navier
a linterface fluide-solide, que la dynamique du solide bénéficie d’une remarquable propriété de régularité :
alors que la théorie faible ne donne a priori que des vitesses £ et r de translation et de rotation du solide
faiblement continues, il est en fait possible de montrer que celles-ci sont H'.

Proposition 1 ([56]). Soit ug € 7 et T > 0. Soit une solution faible u du systéme “Navier-Stokes+solide”
associée a ug sur [0,T]. Alors £ et r sont dans H'(0,T;R3).

La preuve de cette propriété repose sur la constatation que dans la force qu’exerce le fluide sur la
paroi du solide, nous pouvons isoler une contribution qui a pour effet d’augmenter, virtuellement, 'inertie
du solide. Cela traduit le phénomene de “masse ajoutée”, qui correspond a l’idée intuitive qu’'un solide en
mouvement dans un fluide incompressible semble avoir une inertie plus grande puisque le fluide environnant
doit également étre accéléré pour faire place au solide. Ce phénomeéne est d’ailleurs crucial a plusieurs
reprises dans cet exposé. Pour mettre ceci en équations, nous introduisons les fonctions ®;, souvent appelées
potentiels de Kirchhoff, comme les solutions de —A®; = 0 dans %, avec pour conditions aux limites ®; — 0
pour |x| — +oo et ‘?;l" =K;pour x € d.,ouK;:=n;sii=1,2,3 et K; := [xAn];_3 sii=4,5,6. Nous introduisons
alors la fonction v;, définie dans %y par v; := V®; et dans .S par v;:=e¢;sii=1,2,3, et v;:=e¢;_3Axsii=4,5,6.
Ces fonctions ne dépendent que du compact 9, et le point clé ici est que ces fonctions v; sont dans ’espace
des fonctions tests associé a la formulation faible dans le cas des conditions de Navier (en revanche elles
ne sont pas dans l’espace des fonctions tests correspondant & la condition de Dirichlet car la composante
tangentielle de v; est discontinue & l'interface). Il est alors judicieux de réécrire les équations du solide en
faisant intervenir la matrice

mld; 0

0 %

Cette matrice ., qui est symétrique définie positive, dépend de la masse, de l'inertie et de la géométrie,
s’interpréte alors comme 'inertie ajoutée du solide. Cette expression de I'inertie ajoutée est d’ailleurs bien
connue dans le cas d'un solide immergé dans un fluide parfait incompressible irrotationnel cf. [8]. Il n’est
en revanche pas clair que la Proposition [1| puisse étre étendue au cas des conditions de Dirichlet, car le
phénomene de masse ajoutée semble plus subtile, notamment par une contribution retardée, cf. [19] 21].

///;:[ ]+[ vq:i.vq>jdx}
Zo

lJ€{1776}

2.3 Unicité en dimension 2

Comme Leray a montré I'unicité des solutions faibles des équations de Navier-Stokes dans le cas de la
dimension 2, il est naturel de se demander si cela est encore vrai dans le cas ot un solide est immergé dans
le fluide.

Lorsque le fluide n’est pas borné extérieurement, c’est-a-dire quand Q = R?, il est alors possible de
réécrire le systeme dans un référentiel indépendant du temps par un changement de variable “rigide” (cf.
[62]), qui conserve en grande partie la structure du systeme. La preuve de 'unicité de Leray s’adapte alors
tres facilement. Rappelons que I'un des points clés est que u € L*(Fr;R?).

Dans le cas ot Q est un ouvert borné de R?, la question est plus délicate. Rappelons d’abord la forme
que prennent les équations en deux dimensions, dans cas des conditions de Dirichlet. Notons que le nombre
de degrés de liberté du solide est diminué de moitié : la position h(r) du centre de masse est un vecteur
de R?, la matrice de rotation du solide Q(t) est alors un élément de SO(2), la vitesse de rotation r(t) est
un scalaire défini par (Q’Q7)(t)x = r(t)x*. Ici la notation x* désigne x* := (—x2,x1), quand x = (x1,x2). La
vitesse dans le solide est donnée par

7 (t,%) = 0(1) +r(r)(x— h(1))

avec la encore £(t) := ' (t)

, Iinertie _#j est un scalaire indépendant du temps et 1’énergie cinétique du solide
s'écrit alors &y (1) 1= Tml(t

g Sor(e).

~—



Le systeme s’écrit alors :

(;t+(u~V)u—Au+Vp:O pour x € Z(t), (11)
divu=0 pour xe€ Z(t), (12)
u=uy pour xcd.”(1), (13)
(14)
(15)

u=0 pour x€ JQ,

ml'(t) = —/ Ynds,
PYZ0

ot (1) = — / (x—h)* -Ends. (16)

d.7(1)

Avec Olivier Glass nous avons montré le résultat d’unicité suivant.

Théoréme 1 ([30]). Soit T >0 et (¢,r,u) une solution faible de — sur [0,T]. Supposons que pour
tout t €[0,T], dist(#(t),dQ) > 0. Soit ({,F,d) une autre solution faible de (TI))-(I6) sur [0,T] associée a la
méme donnée initiale. Alors (¢,F,i) = (£,r,u).

Le théoreme [1| prouve donc 'unicité des solutions faibles tant qu’il n’y a pas de collision. Ceci améliore
le résultat [68] de Takahashi ot il est supposé de plus que la vitesse initiale du fluide est H'.

Notons que pour certaines géométries il est possible de déterminer si une collision arrive ou pas, voir
par exemple l'article [39] de Hillairet, la these de doctorat de Hesla [38], et l'article [22] de Gérard-Varet et
Hillairet.

D’un autre coté les résultats de [40], 64] prouvent que de telles solutions faibles ne peuvent pas étre
uniques s’il y a une collision.

Donnons quelques éléments de la preuve du théoreme ci-dessus. Cherchant & comparer deux solutions
(¢,7,ii) et (£,r,u), nous utilisons d’abord un changement de variables, introduit dans [42] par Inoue et Wa-
kimoto, pour que les deux champs de vitesse considérés soient rigides au méme endroit. Ce changement de
variable raccorde en quelque sorte de maniere réguliere le changement de variable “rigide” évoqué plus haut,
dans le cas ott Q = R?, au voisinage du solide & la transformation identité au voisinage du bord extérieur du
systeme, tout en conservant, partout, le caractere solénoidal des champs de vecteurs vitesses.

Nous obtenons alors une nouvelle équation a 'intérieur du fluide avec quelques termes supplémentaires
qui peuvent sembler, & premiere vue, disqualifier la méthode d’énergie. Cependant, les termes parasites,
créés par le changement de variables, dépendent, de la différence des positions solides. Comme la méthode
d’énergie consiste ici a comparer la différence des vitesses des deux solutions, supposées issues de la méme
donnée initiale, nous pouvons faire apparaitre dans ces termes parasites la différence des vitesses solides et
gagner au passage un facteur ¢.

Les pires de ces termes contiennent aussi des facteurs, a priori trés singuliers, comme diu, Vp et Au.
Comme la méthode d’énergie consiste & multiplier I'équation par u— i € L*(.#7;R?), le point clé est d’obtenir
une estimée de ces facteurs pour 'exposant d’intégrabilité conjugué. C’est ce que permet justement le facteur
t, grace a leffet régularisant de la viscosité :

Proposition 2 ([30]). Soit T >0 et ({,r,u) une solution faible de (11)-(16) sur [0,T] telle que pour tout
t €10,7T], dist(-(t),dQ) > 0. Alors

(tdu,tVp,tAu) € L3 (Fr;R).

Ebauche de preuve de la Proposition[d La preuve repose de maniére cruciale sur le systéme auxiliaire sui-



vant d’inconnue (I,t,v) :

d
a—:—Av—i—Vq:g pour x € Z(t), (17)
divv=0 pour x€ .Z(t), (18)
v=vgy pour xE€ d.L(t), (19)
v=0 pour x€ dQ, (20)
mi() =~ [ T(ugndstme, (21)
2.7(t)

O == [ s () ds+ S e (22)
o (t,x) = [ e(x—h()", (23)

ou g, g1 et g, sont des termes sources et ou les domaines fluides et solides .7 (¢) et (t) sont associés a la
solution de Leray considérée et sont donc prescrits.

Expliquons comment ce systéeme entre en jeu. En utilisant les équations — nous obtenons que
(I,x,v) := (t€,tr,tu) est solution de (I7)-(23), en un sens faible avec des données initiales nulles et des termes
sources

gi=u—t(u-Viu et (g1,82):=(r) c L (0,T;RY).

En utilisant que Q est borné, I'inégalité de Holder et le théoreme de plongement de Sobolev nous obtenons
4 4
facilement ((u-V)u,u) € L3 (Fr;R*), et donc g € L3 (F7;R?).
Or nous avons le résultat suivant d’existence de solutions régulieres au systeme ([17))-(23).

Lemme 1 ([30]). Il eziste une unique solution de (17)-[22) sur [0,T] avec données initiales nulles qui
satisfait

(9, Vq,Av) € L3 (F;RS),  (L,v) e Wh3((0,T);RY).

Le Lemme [1| est essentiellement une adaptation d’un résultat obtenu par Geissert, Gotze et Hieber, cf.
[21, Théoreme 2.4).

Finalement nous prouvons un résultat d’unicité pour les solutions faibles du systéme — de telle
sorte que (I,t,v) satisfait donc aussi les estimées données par le Lemme |1} ce qui termine la preuve de la
Proposition [2} O

3 Solutions fortes et faibles dans le cas non visqueux

Comme les équations d’Euler ne bénéficie pas de l'effet régularisant de la viscosité, le traitement des
non-linéarités est plus délicat et une démarche naturelle est de commencer par examiner les solutions clas-
siques, puis de voir si la structure particuliere des non-linéarités permet, par des propriétés de compacité,
de construire des solutions plus faibles.

3.1 Solutions classiques en dimension 3
3.1.1 Caractére bien posé

Les premiers résultats concernant les fluides non irrotationnels sont ceux d’Ortega, Rosier et Takahashi
[54]-[55] en dimension deux avec énergie finie, de Rosier et Rosier [57] pour le cas d’un solide sphérique
immergé dans R? et plus récemment de Wang et Zang [70] qui traite le cas d'un solide de forme quelconque.
Dans le cas ol le systeme “fluide 4 solide” occupe un ouvert borné Q de R? 'existence et 1'unicité d'une
solution classique ont été obtenus par Houot, San Martin et Tucsnak dans le travail [41]. Avec Olivier Glass



et Takéo Takahashi, nous avons donné dans l’appendice de [32] une autre preuve de ce résultat, que nous
énongons maintenant. Pour cela introduisons, pour (/,A) € N x (0,1), l’espace :

Cél(go,ho) = {(fo,r(),u()) € R3 X R3 X Cl’l(ﬂ\o) /diVI/t() =0 dans fo,

up-n=0sur dQ et up-n= lo+roN(x—hp))-n sur 85’0}.

Théoreme 2 ([32]). Il existe une constante Cy > 0 telle que pour tout (Lo, ro,up) dans Cf;ruL (%o, ho),

C.

T>T, = , (24)
[1(€0, 70) lre xes + lluollera ()
tel que le systeme “Euler+solide” :

du
E%—(u-V)u—l—Vp:O pour x € F(t), (25)
divu=0 pour xe€ .Z(t), (26)
u-n=uy-n pour x€ds(t), (27)
u-n=0 pour xe€dQ, (28)
mh” (t) :/ pnds, (29)

d.(1)

(0= [ plc—n)Ands (30)
uli—o = uo, hli—o = ho, h'|i—o = 4o, rli=o = ro. (31)
admette une unique solution
(¢,r,u) € C([0,T);R3) x C([0, T);R?) x L=([0,T];CH 1A (Z (1))).
De plus
(¢,r) € CH([0, TR x C ([0, T R), w € Cul([0,T;C A (F (1)) et we C([0, T (F (1)),

pour A" € (0,4) ; et la méme chose est vraie pour du au lieu de u avec l a la place de 1+ 1.

Ci-dessus, C,, désigne la continuité par rapport a la topologie faible-* de C!*14.

Le résultat ci-dessus n’est que local en temps, l’existence globale en temps de solutions classiques en
trois dimensions est une question ouverte. Insistons sur le fait que la constante C, ci-dessus ne dépend que
de la géométrie, c’est-a-dire de Q et de ¥, et de l'inertie initiale du solide. En particulier, le temps de vie
donné par ne dépend de ug qu’a travers sa norme dans C'* (%), quelle que soit la valeur de [ dans N.
Cependant le temps de vie peut étre aussi limité par la géométrie, en particulier par une collision entre le
solide et le bord extérieur dQ. En fait en dimension deux une telle collision est la seule limitation possible
du temps de vie des solutions classiques.

Nous pourrions bien str aussi considérer d’autres types d’espaces comme, disons, les espaces de Sobolev
H* pour s > 5/2 ou des espaces de Besov inhomogenes B, ,, avec 1 < p,q < +oo et avec s > %—i— lous> %—F 1
si ¢ =1 (de sorte que B), , s'injecte continiment dans I'espace des fonctions lipschitziennes).

Notre analyse étend en quelque sorte la stratégie de Lichtenstein [47, [48], de Giinter [35] et de Wolibner
[71] pour le cas d’un fluide seul. En particulier elle repose sur le transport de la vorticité et sur le point
de vue lagrangien, qui consiste a suivre 1’évolution des particules du fluide. Nous associons au champ de
vecteurs vitesse u le flot 1 défini comme solution de

an(t,x) =u(t,n(t,x)) et n(0,x) =x.



Alors n(t,x) indique la position occupée au temps ¢ par une particule de fluide initialement en x. C’est donc
I’analogue pour le fluide de la fonction 7 introduite en pour la dynamique du solide. Notons qu’une
conséquence de I'incompressibilité est que, pour tout ¢, la fonction 1(¢,-) préserve le volume et 'orientation.

En fait cette analyse donne non seulement l’existence et I'unicité d’une solution classique mais aussi la
dépendance continue des données initiales. Pour 1’énoncer, introduisons pour R > 0, I’ensemble

Cola(Fosho) i={ (to, r0,0) € C (Fosho) [ 11060, o)l + oz ) < R}

de facon a disposer d’un temps de vie
C.
T*7R = i >0
commun pour les solutions issues de ces données initiales.

Proposition 3. Sous les hypothéses du Théoréme|d, soit R > 0. Alors il existe une constante K > 0 telle que
pour tout couple de données initiales (£),r},ud) et (63,13, u3) dans C?I%’l(ﬁo,ho), les solutions correspondantes
('t u) et (2,0 u?) du systéme “Euler+solide” dans [0,T], avec T = T, g, vérifient l’estimation suivante,

oun' et n? désignent les flots associés respectivement a u' et u?,

1) = () =0, rmosrs) + 11 = P mo,rcimra gy + i (6,01 (1)) =@ (00 () | =072 (7))

<K 106 — 6,70 = 75) s s + g — gl i 7, |-

3.1.2 Régularité des trajectoires

Une propriété qualitative, assez surprenante, du systeme “Euler+solide” est que la trajectoire du solide
immergé peut étre réguliere méme si le champ des vitesses dans le fluide n’est lui que tres peu régulier. C’est
ce que nous montrons avec Olivier Glass et Takéo Takahashi dans l'article [32]. Au départ, nous savions
notamment grace a des travaux de Chemin [5], [6], de Serfati [60], [59], [61], et de Gamblin [20] que, pour
les solutions classiques des équations d’Euler incompressible dans R3, les trajectoires des particules sont
analytiques en temps (mentionnons aussi les preuves récentes de Shnirelman [63] et de Frisch et Zheligovsky
[18]). 11 était alors tentant d’espérer qu'un solide immergé se comporte de la méme maniere, bien qu’il ne
soit pas ponctuel et possede une masse strictement positive. C’est l'intuition qui a conduit a ’écriture de
[32].

Pour énoncer notre résultat, introduisons, pour 7 >0,/ € N et A € (0,1),

ATH(T) = C2(0,T:SE(3) x CH (Fy: RY))

Iespace des fonctions réelles analytiques de [0,7] & valeurs dans SE(3) x C'*(.Zp; R?).
Nous avons alors le résultat suivant.

Théoreme 3 ([32]). Supposons que les bords dQ et 0.7y sont analytiques et que les hypothéses du Théoréme
Ia sont satisfaites. Alors (T,m) € dé};l’l(ﬂﬂ).

En fait la preuve de ce théoreme montre que le mouvement du solide et les trajectoires des particules du
fluide sont au moins aussi régulieres que les bords dQ et d.%. Il est donc possible d’énoncer des variantes
du Théoreme [3] avec une régularité limitée.

La preuve du Théoreme (3| est assez technique. Elle repose en particulier sur une décomposition de la
pression en deux parties qui permet d’exploiter 'effet de masse ajoutée ; et une étude combinatoire fine des
défauts de commutation entre les dérivées matérielles itérées et des systemes de type div-rot posés dans le
domaine fluide et qui sont justement des problemes satisfaits par les deux contributions de la pression.

Notons que notre analyse permet aussi d’améliorer le résultat [44] de Kato, qui prouve le caractére C* des
trajectoires d’un fluide remplissant un domaine borné régulier, puisqu’elle permet de montrer 'analyticité
des trajectoires, quand la frontiere est analytique.

Nous avons aussi le corollaire suivant du Théoréme [3], qui affirme que les flots dépendent de maniére C*
des données initiales.



Corollaire 1 ([32]). Sous les hypothéses du Théoréme @ Soit R > 0. Alors Uapplication
(o, 70,10) € Cy' g™ (Fo, ho) =+ (2.1) € /(T2 )

est C™.

3.1.3 Une interprétation en terme de géodésique

Depuis l'article [2] d’Arnold, de nombreux travaux considérent les fluides parfaits incompressibles avec
un point de vue géométrique, réinterprétant les solutions des équations d’Euler incompressible comme les
géodésiques d’une variété riemannienne de dimension infinie. Dans le travail [28] en collaboration avec Olivier
Glass, nous avons appliqué cette idée au cas ol un corps est immergé dans le fluide, le systeme “fluide+solide”
étant contenu dans un domaine borné Q € R3 ; nous montrons I’équivalence des notions de solution classique
du systeme d’équations aux dérivées partielles et de géodésique au sens ou elles sont les points critiques
d’une action, qui est I'intégrale en temps de 1’énergie cinétique totale du systeme.

Tout d’abord définissons I’ensemble des configurations possibles du systéme pour un temps fixé par

C = { (7,1m) € SE(3) x C'"*(F; R?) tel que 1(%) C Q, 1 est un difféomorphisme qui préserve le volume

et lorientation de %y sur Q\ [7(-#)] }

Nous avons montré, en utilisant notamment a nouveau le changement de variable d’Inoue et Wakimoto, que
% est une sous-variété d'une variété modelée sur I'espace de Banach se(3) x C1*(.Zp;R?), et que son espace
tangent en (7,Mm) € € est

Tie) € = {(u(yor,uon) ol uy € SE(3) et u € C'*(F;R3) vérifie divu =0 dans .Z, u-n =0 sur 9Q et
u-n=ugy-nsur d.; ou .y :=1(5) et ﬂ::Q\Y}.

Considérons maintenant la dépendance en temps. Etant donné T > 0, (70,M0) et (71,7M1) dans € nous intro-
duisons
£ :={(7,n) €C'([0,T];%) tel que 7(0) = %, N(0) =m0, ©(T) =7 et N(T) =m},

et lorsque (7,Mm) € .Z, nous associons univoquement (u.,u) a (9,7,0n), et tout aussi univoquement (¢,r) &
.. Nous définissons alors 'action suivante sur la variété £ :

T
A (en)i= [ (E0)+E50)an,

avec les notations de et . Comme P'action est une forme quadratique continue sur T; )2, nous en
déduisons que &7 est différentiable sur .Z et nous disons, par définition, que (7,Mm) € £ est une géodésique
sur .Z si la différentielle de &7 en (7,m) est nulle.

Nous avons alors :

Théoréme 4 ([28]). Le triplet (¢,r,u) des vitesses eulériennes est une solution classique de ([25))-(30) sur
[0,T] si et seulement si le couple (T,n) des flots correspondants est une géodésique sur £ .

3.2 Solutions faibles en dimension 2

En dimension deux, non seulement les solutions classiques existent globalement mais en plus, les équations
d’Euler sont propices a une théorie de solutions plus faibles, comme I’a montré Yudovich en donnant dans
[72] un résultat d’existence et d’unicité pour une donnée initiale de vorticité bornée. La recherche de solutions
faibles a ensuite été redynamisée, sous I'impulsion notamment de Di Perna et Majda, cf. [13], qui ont obtenu
I'existence de solutions faibles & vorticité L' NLP, avec p > 1.



En dimension 2 la vorticité du fluide est une quantité scalaire définie par @ :=rotu := dyu; — dhu; et qui
satisfait I’équation de transport
o0+ (u-V)o=0 dans Z(r).

La vitesse dans le fluide peut se déduire de la vorticité, de la position et de la vitesse du solide, en résolvant
le systéme :

rotu =@ dans .Z(t),

divu=0 dans Z(r),

u-n=uy-n sur 9.7(t), (32)
u-n=0 sur dQ ou limy_ ,u(t,x) =0, suivant que Q est borné ou que Q = R2,
Josyult,x) - tds = [5.5 uo(x) - Tds.

La derniere égalité affirme la conservation de la circulation du fluide autour du solide ; ¢’est la loi de Kelvin.
Notons que si nous appliquons la formule de Green dans %, en s’imaginant que cet ensemble est rempli de
fluide, plutot que par le solide, nous pouvons alors interpréter cette circulation comme la vorticité qui se
cache a l'intérieur du solide.

Dans [30], toujours avec Olivier Glass, nous étendons ’existence et 1'unicité de solutions a la Yudovich
des résultats précédents au cas ou le systeme “fluide + solide” occupe un domaine borné plan.

Théoreme 5 ([30]). Pour tout uy € C°(Z;R?), (fo,r0) € R?> x R, vérifiant ug-n = (bo+ro(x —ho)*) -n sur
3%, up-n=0 sur dQ, et @y :=rotuy € L7 (%), il existe T >0 et une unique solution correspondante

(6,r,u) € C([0, T R X B) x [L=(0,T3. 2.2 (F (1)) n €0, TEW'(F ()], Ve € [1,420),
du systeme “Euler+solide” sur [0,T]. De plus si T < +oo est mazimal, alors dist(-#(t),0Q) — 0 quand t — T~ .

La notation .Z.Z ci-dessus désigne 'espace des fonctions log-Lipschitz sur %y, c’est-a-dire des fonctions
bornées qui admettent |x(1+In" |x|)| comme module de continuité.

Notons que les solutions données par le Théoreme [5| bénéficient elles-aussi d’une propriété de régularité
des trajectoires. En particulier nous avons montré avec Olivier Glass dans [29, B0] que si le bord dQ du
domaine est C* (respectivement Gevrey d’ordre M > 1) alors les trajectoires des particules du fluide sont
C> (resp. Gevrey d’ordre M +2) en temps. Ce résultat étend au cas d’un domaine borné des résultats de
Gamblin [20] et Serfati [60], [59], [61] dans le cas d’un fluide occupant le plan tout entier. Nous constatons
dans I’énoncé une perte d’indice Gevrey entre 'hypothese de régularité du bord et la conclusion concernant
la régularité du flot. Notons qu’en particulier, dans le cas M = 1, nous avons, si nous supposons que le bord
est analytique, que le flot est Gevrey d’ordre 3. C’est d’ailleurs aussi un flot Gevrey d’ordre 3 qu’obtiennent
Gamblin et Serfati dans le cas d’un fluide occupant tout le plan. Cependant il n’est pas clair si cette régularité
est optimale ou non.

Avec Olivier Glass dans [29] et avec Olivier Glass et Christophe Lacave dans I’appendice de [27] nous
avons aussi défini des solutions plus faibles en dimension deux d’espace, adaptant au cas d’un solide immergé
les travaux de Di Perna et Majda, cf. [13], et de Di Perna et Lions, cf. [49], pour un fluide seul. Autrement
dit nous considérons des fluides dont la vorticité est L' NL? avec p € (1,+o0).

Notons que ces travaux portent sur le cas ou le systéeme “fluide + solide” n’est pas borné extérieurement,
et occupe donc Q = R%. A l'instar du cas d’un fluide seul occupant tout le plan, supposer que I’énergie
cinétique est finie est alors assez restrictif. Ceci est relié au fait que 'unique champ de vecteurs régulier H
qui tend vers 0 a l'infini et tel que

divH = 0 pour x € %, rotH =0 pour x € %y, H-n=0 pour x € 0.7, / H-tds=1,
2%
n’est pas dans L?(.%).
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Il est en fait plus naturel de considérer des vitesses initiales dans la famille des espaces (Eg z,)gcr avec
Ep 7, = BH +L%(F), on LL(F) désigne I'espace des champs de vecteurs & divergence nulle dans L?(.%)
et tangent au bord 9.%5.

Nous pouvons alors montrer que ces espaces (E/37 Z) per sont préservés par I'équation, la partie L? pouvant
croitre au plus exponentiellement au cours du temps.

Pour démontrer 'existence d’une solution du systeme “Euler+solide” associée a une donnée initiale
up € Eg, z,, pour un réel f§ et avec une vorticité @y := rotug € LY (Zy), olt p > 1, nous utilisons une stratégie
trées générale qui consiste a régulariser la donnée initiale de sorte que nous avons une suite de données
initiales régulieres auxquelles nous pouvons associer des solutions classiques, puis a exploiter les propriétés
de compacité qu’entrainent des estimations a priori uniformes par rapport au parametre de régularisation,
pour pouvoir passer a la limite dans 1’équation, ou du moins dans sa formulation faible. Le point clé est que,
grace & l'effet de masse ajoutée, le controle de la partie L? de I’énergie suffit & controler I'accélération du
solide.

La question de I'unicité de ces solutions faibles est, comme dans le cas d’un fluide seul, encore ouverte.

Avec un peu de symétrie il est possible d’affaiblir encore I’hypothese de régularité de la donnée initiale
jusqu’au cas ou la mesure est une vorticité diffuse, c’est le résultat de [65] qui étend le travail [11] de Delort
qui traitait le cas d’un fluide dans un domaine fixe. Plus précisément nous supposons que le solide occupe un
disque et que les vitesses initiales £y et ug ont la propriété de symétrie miroir par rapport a I’axe horizontal.
Ici la propriété de symétrie miroir pour un champ de vecteurs v(x) := (vi(x),v2(x)) signifie que pour tout
x= (x1,x2), (v1,v2)(%) = (v,—v2)(x) avec & := (x;, —x2). Pour la vitesse solide £y € R? cela signifie qu’elle est
de la forme £y = ({o,1,0). De plus la vorticité @ du fluide est impaire par rapport a la variable x, et par
conséquent son intégrale sur le domaine fluide .%( s’annule. Aussi la circulation de la vitesse initiale autour
du solide s’annule. Dans un tel cas il est naturel de considérer des solutions d’énergies finies. Nous obtenons
alors 'existence de solution faible du systeme “Fuler+solide”. De plus cette solution préserve la symétrie
miroir et satisfait I'inégalité d’énergie et I’accélération du solide est bornée par une fonction de la masse m
et de I’énergie initiale. Cette borne est obtenue en exploitant ’effet de masse ajoutée.

Mentionnons que comme la régularité de la pression est treés faible dans le résultat de Delort, I'étude
de la dynamique d’un solide immergé, qui est précisément déterminée par les forces qu’exercent la pression
du fluide sur sa frontiere, semble a priori délicate. Cependant dans une formulation faible globale, analogue
a celle évoquée dans la Section pour le cas visqueux, la pression disparait. Le désavantage de cette
formulation est qu’elle utilise des fonctions tests qui ne s’annulent pas a l'interface fluide-solide, ce qui est
inusuel dans 'approche de Delort, ol la formulation faible utilise des fonctions tests a support compact dans
le domaine ouvert occupé par le fluide et ou la condition aux limites est prescrite au sens de la trace.

L’hypothese de symétrie permet de combler une partie du chemin : lorsque nous considérons une fonction
test tangente au bord il est possible de suivre une stratégie “a la Delort” c’est-a-dire de réexprimer cette
contribution en terme de la vorticité, de symétriser et d’utiliser un argument de non-concentration de la
vorticité jusqu’au bord du solide.

Nous complétons alors la preuve en montrant que pour une fonction test non-tangente au bord, il existe
un relevement de sa valeur au bord du solide par un champ de vecteurs solénoidal régulier a support compact
et variant arbitrairement lentement. Celui-ci conduit a une erreur arbitrairement petite dans la formulation

faible.
4 Petit, nombreux et légeres

Dans cette section, nous considérons uniquement le cas de la dimension 2 et nous supposons que le fluide
est régi par les équations d’Euler. L’énallage du titre fait référence a trois passages a la limite successifs :

nous considérons d’abord le cas d’un petit corps rigide immergé et la limite ou celui-ci n’est plus qu’'une
particule ponctuelle. Nous généralisons ensuite le systeme limite obtenu au cas de plusieurs solides, et pour
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décrire la limite de champ moyen nous introduisons un systeme qui couple les équations d’Euler et de Vlasov.
Enfin nous étudions la limite de ce systéme lorsque la masse individuelle des particules tend vers 0.

4.1 Cas d’un petit solide

Nous abordons ici la question du comportement limite du systeme quand le solide immergé se réduit a une
particule ponctuelle. Considérons donc kg € R? et .% un domaine fixe, fermé non vide régulier connexe, et
pour € > 0, notons .7; le domaine donné par .75 — ho = €(.#p — ho). Prenons ./ comme domaine initialement
occupé par le solide, et .7 := Rz\yo‘g celui occupé par le fluide. Il faut aussi prescrire des données initiales
pour les vitesses fluides et solides. Nous pourrions étre tenté de les prendre indépendantes de € pour isoler
I'influence de la taille du solide. Cependant ces vitesses doivent étre compatibles a 'interface entre le fluide
et le solide, et cette interface dépend de €. Une maniere de préserver une certaine uniformité en € est de se
donner les membres de droite du systeme (32)), indépendamment de €, et de considérer les vitesses fluides
associées.

Plus précisément nous nous donnons une vorticité initiale @y dans LZ(R?) avec p € (2,+), ¥ et ry dans
R, et £y dans R? indépendamment de €. II existe alors, pour chaque €, un unique champ de vecteurs vitesse
u§ € CO(ZE;R?) tel que

divu§ =0, rotuf = ©f dans %5, u§-n=uy, n sur 0.7, |)}|iinm|u8(x)| =0, /3908 up-tds =y,
<0

ol ug (x) := Lo+ ro(x—ho)* et @f = oy ¢ Nous introduisons I'angle de rotation 6°(z) du solide que nous
prenons nul a ¢t =0, autrement dit nous définissons

0% (1) = /0 " (s)ds.

Nous nous intéressons a un régime particulier ou la masse me et l'inertie _Z¢ du solide sont de la forme
me =m et Je = g? Ho, ot m et 7y sont des constantes fixées. C’est le cas par exemple pour un solide
homogene avec une masse constante quand € — 0.

Comme mentionné précédemment il existe alors, pour chaque €, une solution (h%,60% uf) du systeme
“Euler+solide”, c’est-a-dire des équations

aab;—l—(u‘g-V)u‘g—i—Vp‘9 =0 et divu® =0 pour x € F¢(1),
ut-n=u,-n pourxe d.S1),
hgﬂz‘:/ €nds et 98//1‘:/ —hgtL-Sd,
w0 = [ pnds et o0V 0= [ i) piuds
uSy (1,x) = (h°)'(£) + (6%)' (1) (x — H* (1)),
utli—o = ufy dans Z;, h®(0) = hy, (h®)'(0) =4y, (6%)'(0) = ro.

Nous nous intéressons & la limite du systéme quand € — 0". Avec Olivier Glass et Christophe Lacave
nous avons obtenu dans [27] le résultat suivant.

Théoréme 6 ([27]). Quand € — 0", a une sous-suite pres,
~ (h%,€0%) converge vers (h,0) faiblement-+ dans W>=(0,T;R?),
— ®f converge vers ® dans C,([0,T];LP(R?)),
Y (x—h()"

— u® converge vers ii+ 27 = h()® dans C([0,T); L] (R?)) pour g <2,
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- on a

X— 1
%?—I—div<[ﬁ—|— zfrﬂx_};fé)))‘z] a)> =0 dans [0,T] xR, (33)
mi@) = y( ()~ (e, (1)) (34)

(D|,:() = )y, h(O) = h(), h/(O) = fo, (35)

i=K[o] (36)

Ci-dessus la convergence de @f et de uf doit étre comprise comme la convergence de leur extension
par 0 a lintérieur du solide. Par ailleurs, nous avons utilisé la notation K[-] pour désigner l'opérateur de
iot-Savar n n donné r nvolution, en v
Biot-Savart dans le plan donnée par la convolution, en espace, avec

i

H(.x) = %W

L’équation décrit I’évolution de la vorticité du fluide : celle-ci est transportée par une vitesse qui
est obtenue en appliquant la loi de Biot-Savart, mais a une vorticité qui est la somme de celle du fluide et
d’un point vortex placé & la position A(t) ot le solide se rétrécit, avec une amplitude égale a la circulation y
autour du solide.

L’équation signifie que la particule est accélérée par une force similaire a la force de portance mises en
lumiere par Kutta et Joukowski pour la théorie irrotationnelle : la particule est accélérée dans une direction
perpendiculaire a la différence entre sa vitesse et la vitesse virtuelle du fluide a ’endroit occupée par la
particule (obtenue par la loi de Biot-Savart appliquée cette fois seulement & la vorticité du fluide), avec un
facteur de proportionalité égale a la circulation y autour de la particule. Nous renvoyons ici aux livres de
Childress [8] et de Marchioro et Pulvirenti [51] pour une discussion de la force de Kutta-Joukowski, et a
larticle de Grotta-Ragazzo, Koiller et Oliva [34].

La preuve du Théoreme [6] est assez complexe. Essayons d’en expliquer brievement les grandes lignes.

Nous commencgons par réécrire le systeme avec un changement de variables qui fixe le domaine occupé
par le solide. Nous établissons ensuite diverses estimations a priori, en particulier pour la vorticité et pour
I’énergie cinétique totale du systeme. Pour cette derniere il s’agit d’une énergie renormalisée car ’énergie
sous sa forme la plus usuelle n’est pas finie dans ce contexte (si bien que sa conservation n’apporte aucune
information!). Un des soucis de cette renormalisation est que la quantité conservée obtenue n’est plus la
somme de contributions positives. Puisqu’en 'occurrence on espére en tirer un controle de la vitesse du
solide, il est nécessaire de controler par un autre argument les contributions dues au fluide. Il s’avere que
c’est le controle de la taille du support de la vorticité qui est crucial, et comme celle-ci peut étre en retour
estimée par les vitesses fluides et solides, nous réalisons vite que nous avons un systeme d’inégalités qui se
combinent pour donner d’assez bonnes estimations a priori.

Nous travaillons ensuite ’expression des forces de pression qui agissent sur le solide, en découplant des
effets dus a la masse ajoutée, a la circulation et a la partie distribuée de la vorticité du fluide. Comme c’est
un travail bien compris dans la littérature dans le cas de fluides irrotationnels, nous essayons de nous en
rapprocher en introduisant une approximation irrotationnelle bien choisie du champ de vitesse fluide. Les
contributions de ’écart a 'approximation sur la frontiere du solide sont de plus en plus négligeable au fur
et a mesure que le solide se rétrécit.

L’idée est alors comme dans la théorie irrotationnelle d’appliquer le lemme de Blasius qui exploite les
structures holomorphes sous-jacentes a ce cadre.

Cependant un certain nombre de soucis liés a la rotation se posent encore a la sortie de cette étape. Par
chance, nous parvenons, grace a un lemme de phase stationnaire/instationnaire, & découpler suffisamment
ces effets de la rotation des équations pour passer a la limite.

13



4.2 Limite de champ moyen

Généralisons maintenant le systeme f au cas de N particules ponctuelles de masse m;, de circu-
lation ¥; et de position h;(¢), pour i =1,...,N, en mouvement dans un fluide parfait incompressible plan :

N
0,0 + divy(wu) =0, avec u(t,x) = K[o](t,x) + Z YiH(x—hj(t)), et @|—o = wy,

Jj=1

et pouri=1,...,N,

il (1) = % (i(1) ~ vl-(t,hi(t)))l, avee v(t,x) = K[o](1,x) + ;YJH(X— hi(1)), et (hi HE)(0) = (hio,hi).
JFi

Soulignons que, dans les équations des particules ponctuelles, ’auto-interaction est omise puisque 'indice de
sommation ne parcourt que les j 7 i. En particulier si les masses m; sont nulles le systeme ci-dessus dégénere
en le systeme “Euler+ points vortex” de Marchioro et Pulvirenti, cf. [51].

Avec Ayman Moussa nous nous sommes intéressés a une limite de type champ moyen des équations
précédentes, ce qui veut dire que nous considérons le “scaling” suivant :

N
3w+ dive(ou) = 0, avee u(t,x) = K[o](t,x) + % Y Hix—hj(t)), et o]0 = o,
=
n!(t) = (h;(t) —V,-(l‘,hi(t)))l7 avec v;(t,x) = K[o](t,x) + % ZH(x—hj(t)), et h;(0) = hy, h:(0) = hiq,

J#i

dans la limite ou N — 4-oco.

Suivant I’approche initiée par Dobrushin [I4] (mentionnons aussi Braun et Hepp [3], Neunzert [53] et plus
récemment Hauray et Jabin [37]) dans le cas du systéme de Vlasov-Poisson, nous régularisons le systéme en
substituant a K et H la loi de Biot-Savart régularisée

Klgl@) = | H(x=y)g()ay,

ot H est dans W'=(R?) avec H(0) = 0.
En introduisons la mesure empirique

ot (x,&) € R? x R?, nous obtenons le systeme

o w+divy(owu) = 0, (37)
Of +divi(fE) +dive (f(E—u)t) = 0, (38)
u:=Klw+p] etp::/szdé. (39)

A Dinstar de la régularisation du systeme de Vlasov-Poisson, le systeme —— est bien posé dans
I’espace des mesures.

Théoréme 7 ([52]). (a) Soit (ax,fo) dans .4 (R*) x 21(R> x R?). Alors il existe une solution (@, f;) et
une seule dans C,,([0,00);.21(R?) x 2, (R* xR?)) de [37)-B8)-B9) avec (a, fo) comme donnée initiale.
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(b) De plus nous avons la propriété de stabilité suivante. Soit deuz solutions W = (@1, f1) et Uy := (@, f2)

du systeme (37)-(38)-([39) associées aux données initiales p := (@, f3) et ut := (0, f3) dans 41 (R*) x
P21 (R? xR?). Alors, pour tout t >0,

Wi (11 (1), 12(1)) < €< Wi (g, 145),

ot C >0 dépend seulement de ||H||pip et de |wp|(R?).
(c) Enfin, si (6, fo) € Lip(R?) x Lip(R? x R?), alors la solution correspondante (ay, f;) satisfait :

(@1, ;) € L ([0,%); Lip(R?) x Lip(R* x R?)).

Ci-dessus . (R?) désigne l'espace des mesures bornées, Z(R?) désigne le sous-ensemble des mesures
de probabilité, pour tout p € [1,0[, .#,(R?) (respectivement 2,(R¢)) désigne le sous-espace des mesures
de Radon signées (resp. des mesures de probabilité) qui ont un moment d’ordre p fini et W) désigne la
distance de Wasserstein. La preuve du Théoréme [7]repose essentiellement sur les propriétés maintenant bien
comprises de cette distance (cf. [, [69]), notamment la dualité de Kantorovitch.

Nous pouvons alors déduire du Théoréme [7|le résultat suivant & propos de la limite de champ moyen du

systeme ——.

Corollaire 2 ([52]). Soit (@, fo) € #1(R?) x 2, (R*> x R?). Soit (), hl)en- € (Rz X RZ)N tel que fV =

LYN 80,10 € P1(R? x R?), satisfait Wi(fY, fo) = 0 quand N — 4oo. Soit py := (@, fN)yen-, p:= (@, f
N &i=1%(h},h;) 0
les solutions respectivement associées a (@, 3 )ven+, (@, fo). Alors pour tout t > 0, pour tout N > 1,

1
N !

™M=

N = S (1)1 (1)

I
—_

i

ot, pouri=1,...,N,
~N L u 0
Wiy (o) = (i (0) =@ (1 hin(0)) i = Z = hin(0)), (i (0), ] (0)) = (H}):

et pour tout T >0, Uy — W quand N — +oo dans C,,([0,T); .4, (R?) x 2(R? x R?)).

Malheureusement les résultats précédents semblent pour l'instant hors de portée sans régularisation
du systeme. Il est cependant légitime de conjecturer que I'on obtient a la limite un systéme composé des
équations (37))-(38]) ol u est cette fois donné par

=K[w+p] et p toujours par p := /zfdi. (40)
R

4.3 Probleme de Cauchy pour le systéeme Euler-Vlasov

Dans cette section nous donnons des résultats d’existence et d’unicité de solutions au probleme —

(B3)-ED-

Théoreme 8 ([52]). 1) Si (wy, fo) € (L3 NLY(R2) x (L™ NLYR2 X R2) et [oo, g folx,&)|EPdxdE < oo,

alors pour tout T > 0 il existe au moins une solution faible

(@.)€e N C(o T); L4/3(R2)><LP(R2><R2))

PE(L]
des équations ([37)-([38)-(40). De plus pour tout t € [0,T], [payge f(t,%,&)|E [P dxdE < +oo.
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2) Si ay est dans WH (R NWH=(R?) et fy est dans W (R? x R%;R ) et vérifie
(1+ 872 (fol + Vg fol) € L™ (R* x R?),
pour un réel Y > 2, alors, pour tout T > 0, il existe une solution
(o, f) € L([0,T];WHH(R?)) x L= ([0, T]; WH (R? x R?))

des équations —— qui, de plus, satisfait
(L+IEP) (1 fol + Ve fol) € L7([0, T]; L™ (R* x R?)).

3) Si @y est dans (L NL")(R?) et fo est dans 4, (R* x R?) alors, pour tout T >0 il existe au plus une
solution
(@,f) €C, ([o, T]: (L° NLY)(R?) x4+ (R? ]R2)>

des équations ([37)-(38)-(40) telle que p est dans L((0,T) x R?).

La premiere partie du théoreme se démontre classiquement par compacité en utilisant d’une part des
estimations a priori qui utilisent les propriétés de transport et ’évolution de 1’énergie cinétique de la phase
dispersée, et d’autre part une suite de solutions approchées qui sont obtenues comme solutions exactes de
régularisés du systeme.

La deuxiéme partie s’inspire du travail de Degond [I0] sur les solutions classiques de ’équation de
Vlasov-Poisson en deux dimensions.

La troisitme partie du théoreme étend les résultats [72] de Yudovich sur les équations d’Euler incom-
pressible et [50] de Loeper a propos du systéme de Vlasov-Poisson. Elle se démontre en suivant la méme
méthode que Loeper dans [50] c’est-a-dire en utilisant des propriétés de transport optimal. Notons que cette
partie unicité s’applique en particulier a des solutions monocinétiques.

4.4 Spray gyroscopique de particules légeres

Une question naturelle est de savoir ce qui se passe quand nous faisons tendre vers 0 la masse individuelle
des particules immergées dans le fluide. Cela revient a regarder le comportement, quand € — 0 du systeéme

0,0° +div,(0u®) = 0, (41)
1
8,f£+divx(f£<§)+gdiv5(f£(<§ —u)t) = 0, (42)
ou
u® =Ko+ pf] et p®:= /szgdé. (43)

Dans la derniere partie de I'article [52], nous montrons que le systéme ci-dessus dégénere vers les équations
d’Euler incompressible :
du—+divy(u®u)+Vp=0 et divyu=0, (44)

les particules ayant, dans la limite ou leur masse individuelle est nulle, la méme vitesse que le fluide. Ce
probleme est tres proche de celui de la limite gyrocinétique considerée entre autres par Brenier dans [4] et
par Golse et Saint-Raymond dans [33] avec ici la difficulté supplémentaire du couplage avec les équations
d’Euler incompressible.

La encore le cas d’un fluide d’énergie finie semble restrictif puisque pour une fonction réguliere a support
compact g de R? vers R, nous avons que K|[g] est dans L? si et seulement si [p> g(x)dx = 0. Ainsi, pour traiter
le cas de vorticités qui ne satisfont pas cette condition, nous considérons, pour & € R,

o0
ga € C7(]0,0[;R) telle que 27r/0 ga(r)rdr=a, Hy:=K[go(||- |g2)] et Eq := Hy + L2 (R?),
ot L% (R?) désigne 'espace des champs de vecteurs & divergence nulle dans L?(R?).
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Théoréme 9 ([52]). Soit a € R et ug € E, 2. Soit (0f, f€)e des solutions réguliéres, avec f€ suffisamment
décroissante quand |&| tend vers +oo, des'équations —— correspondant a des données initiales
(@f, f&)e régulieres a support compact et telles que (0F)e est bornée dans L*(R?) et (p§ := [pe f§d§)8 est
bornée dans L' (R?) et que quand € — 0,

€ [ EPR G E)AdE 0. [l —uofdx 0. o1 uf:= Kla +p]
R2xR2 R2

Alors, a une extraction de sous-suite pres, la suite (u®)e converge dans Cy([0,T];Eyg2) vers une solution
dissipative des équations d’Euler incompressible avec condition initiale ugy, i.e. pour tout champ de vecteurs

vEC([0,T];Eqr2) avec A(v) :=dv+v-Vve L'((0,T);L*(R?)) et D(v) € L'((0,T);L*(R?)),

et pour presque tout t € [0,T],

/IRZ lu(t,x) —v(t,x)|?dx < /]RZ |uo(x) —v(O,x)\zdxexp/ot2||d(v(9))Hd9
+2/(:/RZA(V)(S,X)(V—u)(s,x)exp{[2||d(v(9))”de}dxds,

ou ||d(v(0))]| est le supremum en x du rayon spectral de D(v)(6,x).

Notons que le Théoreme [J] implique en particulier que si ug est régulier avec une vorticité bornée alors
toute la suite (uf)e converge vers I'unique solution réguliere des équations d’Euler incompressible avec condi-
tion initiale ug.

La preuve de ce théoreme s’inspire grandement de la méthode d’énergie modulée utilisée par Brenier
dans [4].
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