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1 Introduction

En recherche opérationnelle stochastique certains problemes de contréle optimal peuvent
étre résolus grace a une formulation en processus de décision markovien (MDP) [5]. Ainsi,
pour certains d’entre eux, nous pouvons montrer que la politique optimale de gestion est
caractérisée par un ou plusieurs seuils (points, courbes, surfaces de commutation) [2, 7].

Dans ce qui suit, nous présentons un systeme de file d’attente modélisant un probleme
de production et de stockage a deux étages [7, 8|, afin d’illustrer l'effet des variations des
parameétres de ce systéeme sur la politique optimale de celui-ci. Ce systéme est décrit figure 1.

Fabrication 1 Fabrication 2
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FIG. 1 — Systeme de production et de stockage a deux étages, avec production pour le stock.

Les serveurs M; et M, produisent les articles un par un avec des délais de traitement dis-
tribués selon des lois exponentielles, de taux respectivement pq et po. Un article produit au
serveur ¢ est stocké dans le stock B;. Le stock final By voit les demandes des clients arrivées
selon un processus de Poisson de taux . Nous supposons que les commandes insatisfaites sont
différées et que la préemption est autorisée. L’état du systeme est décrit par (z1,x2) avec x1 le
nombre de produits en cours de production dans le stock B; et xo le nombre de produits finis
dans un stock B moins le nombre de demande en attente. Le systeme paye un coiit h; par
unité de temps et unité de produit dans le stock B; et un cofit b par unité de temps et unité de
demande en attente. L’objectif est de minimiser I’espérance de cofit actualisé sur un horizon
infini. D’apres [7] nous savons que la politique optimale existe et qu’elle est caractérisée par
deux courbes de commutation Sq(z2) et Sa(z1).

La figure 2a (resp. 2b) montre I'influence du taux de demande A (resp. taux de service ps)
sur la courbe de commutation S;(z2). Nous observons que la courbe Si(z2) a un comportement
homogene (augmentation) quand A augmente, ce qui n’est pas le cas pour une augmentation
de ps2. Dans ce travail nous adressons la question suivante : pouvons-nous prédire 'effet de la
variation d’un parametre d’un systéme modélisé en MDP sur la politique optimale de celui-ci?



(a) Effet de A. (b) Effet de po.

FIG. 2 — Effet des parameétres du systéme sur la courbe de commutation Si(x2) pour I'instance
de base {\ =1, 1y =2, uo = 1.3, hy =1, hg =3, b = 2}.

A notre connaissance, dans la littérature, seuls les travaux de [1] s’intéressent a la méme
problématique. Cependant leur étude se limite aux MDP dont I'espace d’état n’est décrit que
par une seule variable (MDP mono-dimensionnels). Dans ce travail nous étendons leur étude
a une classe de MDP multidimensionnels.

Dans la section 2 nous présentons la classe des MDP dans laquelle nous faisons notre étude.
Dans la section 3 nous présentons le lien entre I'analyse de sensibilité et certaines propriétés,
notamment la supermodularité. Enfin dans la section 4 nous concluons sur ces travaux et
présentons quelques perspectives de recherche.

2 Formulation générique

Nous nous plagons dans le cadre de la programmation dynamique basée sur les évenements [3]
permettant de modéliser de fagon standard une grande majorité des systemes de file d’attente.
Dans ce cadre nous nous intéressons aux MDP ou I’équation d’optimalité peut s’écrire :

1
v =Tv*, telque Tv=0C+ ZpiAiv, (1)

i=1

avec X un vecteur quelconque de dimension n, v et C' des fonctions de cofit sur x a valeurs
réelles, p; la probabilité d’occurrence de 1’événement i, et A; l'opérateur sur v représentant
I’événement i. Un opérateur A; pouvant étre de deux formes (avec a un vecteur de dimension
n) :

— un opérateur de translation

Thy(x) = v(x+a) six+acX,
a v(x)+r sinon.

— un opérateur de choix

[ min{o(x),v(x+a)+c} six+aeX.
(x) { v(x)+r sinon.



L’opérateur de translation permet de modéliser des actions systématiques dans 1’espace
d’état, comme par exemple des arrivées de clients non controlées ou encore des départs de pro-
duits. Notons que le cofit r sert a modéliser des ruptures de stock ou des capacités maximales
atteintes. De la méme facon l'opérateur de choix permet de modéliser des actions contrdlées
comme la décision de démarrer/arréter un serveur ou la décision d’accepter un client. Plus
généralement ces deux opérateurs généralisent la majorité des opérateurs présentés par [4].

3 Analyse de sensibilité

Supposons que l'opérateur 7 est composé d'un opérateur de choix 7§, alors la politique
optimale sera fonction de la quantité Agv*(x) = v*(x +d) — v*(x) ; car pour un systéme dans
létat x, si Aqu*(x) < ¢, alors il est optimal de faire évoluer le systéme vers I'état x + a et si
Aqv*(x) > ¢, alors il est optimal de ne pas changer d’état.

Donc s’il existe un seuil séparant 1’espace d’état en deux entre les états ou le systeme doit
évoluer et les états ou le systeme ne doit pas évoluer, alors 1’évolution de ce seuil sera fonction
de I’évolution de la quantité Aqu(x) quand le systéme est soumis a une perturbation. Ainsi,
une augmentation (resp. diminution) de Agqv(x) pour tout x quand le systéme est perturbé
induit une diminution (resp. augmentation) homogene du seuil dans le direction d.

En redéfinissant 'espace d’état et en incorporant les parametres du systeme dans celui-
ci, nous montrons que le comportement homogene de la courbe de commutation peut étre
démontré analytiquement en montrant que la fonction de valeur optimale v* est supermodulaire
dans les directions d et € [6]. La propriété de supermodularité sur v est notée Sq . et est vraie
si et seulement si AgAev > 0.

Pour montrer que v* est supermodulaire dans les directions d et €, nous utilisons la dé-
marche suivante. Premiérement nous montrons que 7 est contractant [4], donc que toute suite
vF*tl = Tw¥* converge vers v*, I'unique solution de 1'équation v* = Tv*. Ainsi, si T propage
une propriété de supermodularité alors v* sera supermodulaire. Ensuite, nous trouvons des
conditions sur les opérateurs T% et T pour que T propage la propriété de supermodularité
dans les directions d et €. Plus précisément, sachant que AgA¢v > 0, nous déterminons des
conditions suffisantes pour avoir

AdA T > 0, (4)
Aq[Tiv —v] >0, (5)
AgqAT v >0, (6)
Ag[T3v —v] >0, (7)

quel que soit 'espace d’état, quel que soit la perturbation € et quel que soient les vecteurs a
et d (de dimension n). L’expression de ces conditions constitue notre principal théoréme.

Les conditions que nous obtenons sont écrites sous forme booléenne pour faciliter leur lec-
ture. La limitation de page ne nous permet pas de présenter l'intégralité de ces résultats,
cependant dans le but d’illustrer leur structure, nous présentons la condition obtenue pour que
I’équation (4) soit vérifiée :

(Sd—a,e- ‘67" Z O’ + Ra,d)-(sd+a,e~ ’67” S O’ + Ra,—d) (8)

w»

Dans cette équation, et “47 représentent respectivement les opérateurs booléens “et” et
“ou”, e, > 0| est une condition sur la perturbation agissant sur le parametre r, Ry g est une
condition sur la forme de I'espace d’état et Sq_a e est une condition de supermodularité sur v.

Gréace a ce théoreme, nous montrons pour l'exemple présenté en introduction, I'influence
des variations des parametres sur les courbes de commutation optimales S;(z2) et Sa(xy).
Ces résultats sont donnés dans le tableau 1. Notons qu’ils justifient le comportement observé
figure 2a.

Bien que nouveaux, les résultats présentés dans le tableau 1 ne sont qu'un exemple d’appli-
cation de nos travaux et nous insistons sur le fait que les résultats obtenus dans nos théorémes



Paramatre (p) | Augmente (e, > 0) Diminue (e, < 0)

A Augmente Diminue
hy Diminue si ep, < min{ep,, —€,} Augmente si €5, > max{ep,, —€}
ho Diminue Augmente
b Augmente Diminue

TAB. 1 — Evolution des courbes de commutation Si(x2) et Sa(x1) en fonction des variations
des parametres p

s’appliquent pour tous les MDP se formulant comme une combinaison convexe d’opérateur de
translation et d’opérateur de choix (voir section 2).

4 Conclusion

Nous observons que des outils de la programmation dynamique stochastique permettent la
caractérisation de la politique optimale dans de nombreux problémes. Les travaux présentés
dans ce document visent a développer ces outils. Nous présentons un cadre général pour étudier
leffet des parametres d’un systeme formulé en MDP sur la politique optimale de celui-ci.
Nos contributions dans ce travail sont diverses, tant d’un point de vue de la généricité de la
formulation adoptée que des résultats obtenus. Les pistes de recherches sont nombreuses. Parmi
elles, I'étude d’un opérateur générique permettant de modéliser des fréquences d’occurrence
d’événements fonction de 'espace d’état du systéme nous parait particulierement prometteuse.
Ceci nous permettrait notamment de modéliser des problemes comportant plusieurs serveurs
en parallele ou encore de faire de la tarification variable de produit. Pour d’autres pistes de
recherche envisagées, comme par exemple I'étude d’un opérateur de choix avec trois choix
possibles, les démonstrations nécessaires a notre étude semble tres longues et répétitives. C’est
pourquoi 'automatisation de ces preuves semble une approche intéressante pour les traiter.
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