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JUTRO

Jak dlugo mozna zwlekac, jesli ma sie do wykonania n zadan,
z ktorych i-te zajmuje d; kolejnych dni i musi zosta¢ wykonane
przed upltywem t; dni?

Obserwacja: dla dowolnego uporzgdkowania zadan, w ktérym
zadania o pdzniejszych terminach wystepuja pdzniej, istnieje
rozwigzanie optymalne, w ktérym wykonujemy zadania w tej
kolejnosci.

» Zatem sortujemy, a nastepnie wykonujemy zadania od
najpdzniejszych, kazde zadanie préobujac wykonac jak
najpdznie;j.

» Jesli przez c; oznaczymy dzief, po ktérym zaczynamy
zadanie i-te w kolejnosci, to ¢; = min(t;, ¢;41) — d;.
Wynikiem jest c;.

Czas dziatania O(nlogn).
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INWERSJE

Dana jest permutacja a4, ..., a, liczb od 1 do n.

Chcemy wyznaczy¢ liczbe spdjnych sktadowych grafu

o n wierzchotkach, w ktérym wierzchotlki a;, a; sa polaczone
krawedzig jesli ©« < 7 oraz a; > a;.

» Przegladamy kolejne elementy i utrzymujemy liste
dotychczas napotkanych spéjnych sktadowych. Wystarczy,
ze dla kazdej spdjnej sktadowej pamietamy jej najwiekszy
element. Te elementy trzymamy na stosie — na czubku
stosu najwiekszy z nich.

» Gdy przychodzi nowy element, §ciagamy ze stosu wszystkie
elementy od niego wigksze i lgczymy wszystko
(find-union) w jedna spéjna sktadows. Nastepnie
odkladamy ja na stos i idziemy dalej.

Cato$¢ dziata w czasie O(nlog® n) lub O(nlogn) w zaleznosci
od tego, jak wykonamy sortowanie odpowiedzi.



INWERSJE

Prostsze rozwigzanie uzyskamy, zauwazajac, ze kazda spdjna
sktadowa bedzie spéjnym fragmentem ciggu oraz spdjnym
przedzialem numerow wierzchotkow.

» Przegladamy kolejne elementy i zgtaszamy znalezienie
nowej spéjnej sktadowej, jesli maksymalny dotychczas
wczytany element jest réwny liczbie wezytanych elementéw.

Czas dziatania O(n).
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IDJA

Mamy n-literowe stowo s nad alfabetem {A,C, G, T} i chcemy
znalezé n-literowe stowo s’ takie, zeby najdiuzszy wspdlny
podciag tych stéw byt jak najkrétszy.

Zalézmy, ze litera G wystepuje najrzadziej w s (k razy).
Wtedy dla stowa s’ = GG...G mamy NWP(s,s') = k.
N——’

n

Dlaczego nie da sie lepiej?

Kazda litera ma co najmniej k wystapien w s. Poniewaz

k < n/4, wiec dla dowolnego stowa s’ istnieje litera, ktéra
wystepuje co najmniej k razy w s’. Tak wiec NWP(s,s') > k.
Czas dziatania O(n).
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Ile minimalnie liczb nalezy zmieni¢ w ciggu a4, as, . .., an, zeby
kazdy spdéjny fragment dlugosci k mial parzysta sume?

k

a; Q41 Q42 Qj+k—1 Qi+ k

Rozwazajac dwa kolejne fragmenty, zauwazamy,
Ze Wyrazy a; oraz a;.j muszg mieé te sama parzystos¢.

Poza tym pierwszy fragment musi mie¢ parzysta sume.



a; | az ag

Ak +1|Ak+2 Aok

an

Wyrazy w kazdej kolumnie muszg mie¢ te sama parzystos¢ oraz
w pilerwszym wierszu musi by¢ parzyscie wiele nieparzystych
Wyrazow.
Niech p;, n; oznaczaja liczbe parzystych i nieparzystych
wyrazéw w i-tej kolumnie.
» W kazdej kolumnie zmieniamy min(p;, n;) wyrazéw.
» Jesli wskutek tego pierwszy wiersz uzyskat nieparzysta
sume, to poprawiamy kolumne o minimalnym
max(p;, ns) — min(pi, ;).
Czas dziatania O(n).
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HyDRA

Niech u;, 2; beda liczba machnie¢ miecza potrzebnych do
uciecia i do zmasakrowania gltowy 1, za§ G; — zbiorem gléw,
ktére powstaja po ucieciu glowy :.

Niech koszt[:| oznacza minimalng liczbe machnieé potrzebnych
do uémiercenia glowy 2. Mamy rekurencje:

koszt[i] = min(z;, u; + Z koszt[j (1)
JEG;

Wynikiem zadania jest koszt[1].

Pytanie: w jakiej kolejnosci oblicza¢ rekurencje?



HyDRA

Przez C oznaczymy zbidr tych wierzchotkéw 2, dla ktérych
obliczyliSmy juz koszt[:]. Bedziemy utrzymywac niezmiennik:

jesli G, C C, to i€ C.

Algorytm sktada sie z kolejnych faz. Na poczatku fazy
znajdujemy wierzchotek ¢ ¢ C, o najmniejszej wartosci z;.
Ustalamy koszt[i] = z; i dodajemy ¢ do zbioru C. W drugiej
czedci fagy przywracamy niezmiennik, tzn. dopdki znajdujemy
taki wierzchotek 2, ze G; C C, 1 ¢ C, to obliczamy koszt[i] ze
wzoru (1) i dodajemy 7 do C.

Cato$¢ mozemy wykonaé w czasie O(nlogn + >, ki), gdyz
sortujemy wierzcholki po z; oraz przechodzimy graf
transponowany.
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KROLIKI

Prostszy problem: ile strzaléw potrzeba, by przepedzié
wszystkie kroéliki, ktére na poczatku staly na pozycjach
z pewnego spdjnego przedziatu grzadek o dtugosci m.

P N N

X X X X

Wystarczy zatem [%J + 1 strzatéw. Tyle tez potrzeba, bo
miedzy kolejnymi strzatami nie moze by¢ wiecej niz jedna
grzadka przerwy.

Ponadto nie oplaca sie mie¢ jednogrzadkowej przerwy pomiedzy
kolejnymi przedziatami. Zatem przedzialy mozna przepedzac
niezaleznie.



KROLIKI

Wystarczy wiec wybraé¢ zbidér maksymalnych przedzialéw,
z ktoérych chcemy przepedzié¢ kroliki.

Zastosujemy programowanie dynamiczne. Stanem bedzie:
» liczba rozwazonych grzadek,
» liczba wykonanych strzatéw,
» status dwdéch ostatnio rozwazonych grzadek.

Poniewaz rzecz dzieje sie na kétku, warto wybraé a prior:
status dwdch ostatnich grzadek w calym koétku i tez go trzymac
w stanie.

Czas dziatania O(nk).
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BIURO PODROZY

Tworzymy wazony graf: wierzchotkami sg pola z atrakcjami,
a krawedzie taczg atrakcje o réznych wspélczynnikach
ciekawosci (WC) i sg skierowane w kierunku wigkszych WC.
» waga krawedzi to odleglo$¢ w metryce miejskiej miedzy
atrakcjami,
» waga wierzcholka to cena za odwiedzenie atrakcji.

Zadanie polega na znalezieniu $ciezki o najwiekszej wadze
w DAG-u.

Programowaniem dynamicznym kolejno dla kazdego WC
(rosnaco) bedziemy oblicza¢ maksymalne wagi Sciezek, ktdre
koncza sie w atrakcjach o danym WC. Kluczowa operacja to
wyznaczanie wynikéw dla wierzchotkéw o WC réwnym a + 1 na
podstawie wierzchotkéw o WC réwnym a. Chcemy to zrobi¢

w czasie O(N, + N,1) (gdzie N; to liczba wierzchotkéw o WC
réwnym 1), wtedy cate rozwigzanie bedzie dziataé w O(nm).



BIURO PODROZY

Pomiedzy kazdymi dwiema atrakcjami przechodzimy zawsze na
jeden z czterech ,skoséw”; rozpatrujemy kazdy z tych
kierunkéw niezaleznie.
Ustalmy pewien kierunek, powiedzmy ,,w prawo i do géry”.
Chcemy teraz obliczy¢ wyniki dla wszystkich pol o WC réwnym
a + 1 na podstawie wynikéw dla pdl o WC a, przy zaltozeniu ze
przemieszczamy sie tylko w prawo i do gory.
» budujemy tablice zawierajaca jedne i drugie pola
i sortujemy je rosngco po sumzie ich wspdlrzednych,
» za pomocg prostej petli mozemy dla kazdego punktu o WC
a + 1 znalez¢ najlepszy dla niego punkt o WC a —
przegladamy kolejne pola i utrzymujemy aktualnie
najlepsze pole o WC réwnym a.
W ten sposdb znajdziemy optymalne sposoby dojscia do pdl, do
ktérych w ostatnim kroku idziemy w prawo i w gére. Co wiecej,
dla wszystkich innych pdl uzyskany wynik bedzie na pewno nie
wiekszy niz wynik prawidtowy.
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AUTOMAT

Jak juz ustalimy, ktére rodzaje batondéw chcemy kupic, nalezy
je kupowa¢ od najmniejszych rodzajow.

Rozwiazanie opiera sie na programowaniu dynamicznym:

» Tablica zysk[, [, k] okresla, jaki najwigkszy zysk mozna
uzyskaé z 1 pierwszych rodzajéw batondéw, jesli wydamy na
nie kwote k, a takze kupimy [ batonéw o numerach
wyzszych.

» Aby obliczy¢ zysk[: + 1,-, ] z zysk[z, -, ], iterujemy po
liczbie kupionych batonéw rodzaju 7 + 1.

Zlozonosé czasowa to O(nkl?). Dla danych z zadania jest to
okoto 40° - 64000 ~ 4 - 10%, czyli troche za duzo.



AUTOMAT

Rozwiazanie jest za wolne. Mamy dwie mozliwo$ci:

» Przyspieszy¢ obliczanie wartodci dla stanéw (da sie je
oblicza¢ w zamortyzowanym czasie staltym).

> Zmniejszyl liczbe standw. Zauwazmy, ze aby wykupic
caly automat, nie potrzebujemy wcale wydawaé k& = nlc.
Wystarczy nam kwota k = lc — wykupujemy od
najwiekszych rodzajow. Zatem tak naprawde mamy
k ~ 40°.
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Zgtoszenia: 17 z 775 (2%)
Zaakceptowane przez 2 z 54 druzyn (3%)

(27 GHENNNHNNNNS 727 ®)
AC TLERE



BEwWALUACIA

Na poczatku parsujemy wyrazenie i budujemy drzewo
wyrazenia. Jest to o tyle proste, ze wszystkie elementy
wyrazenia s3 W nawiasach, a zmienne i stale sg jednoznakowe.
Czas O(n).

Na przyktad dla wyrazenia ((x~2)+(5*y)) mamy drzewo

+
7\
~y .
\ /\
x 5 ¥

Teraz w kazdym wezle drzewa chcemy obliczy¢ ciag
al0],...,a[p — 1], w ktérym a[z] oznacza liczbe sposobéw
uzyskania reszty ¢ z podwyrazenia odpowiadajacego temu
weztowi. Istotnie korzystamy z faktu, ze kazda zmienna
wystepuje w wyrazeniu co najwyzej raz.



BEwWALUACIA

I tak:

1 dla = dmod p,
0 dla:# d mod p,

» zmiennej z odpowiada cigg a[:] = 1 dla wszystkich 1,

» stalej d odpowiada ciag a[z] = {

» wyrazeniu a + b odpowiada ciag c, taki ze
clk] = <Zi+jzk (mod p) @[] - b[ﬂ) mod p,

» wyrazeniu a - b odpowiada ciag c, taki ze
c[k] = (Zijzk (mod p) [2] - b[ﬂ) mod p,

» wyrazeniu a’ odpowiada ciag c, taki ze
clk] = (Siv=k (mod ) a[i]) mod p.

Rozwiazanie oparte na podanej metodzie dziala w czasie
O(np?) ze wzgledu na operacje dodawania i mnozenia.



BEwWALUACIA

Wystarczy przyspieszy¢ dodawania i mnozenia.

Dodawanie mozemy zaimplementowa¢ za pomocg mnozenia
wielomianéw o wspdtczynnikach a[¢] i b[j], co robimy w czasie
O(plogp) za pomocg FFT.

Mnozenie mozemy wykonac tak samo, musimy jednak osobno
obliczy¢ ¢[0] w czasie O(p), a osobno reszte, wybierajac
dowolny generator g grupy Z; i traktujac mnozenie liczb

i =g" oraz j = ¢’ jako dodawanie wykladnikéw i’ oraz ;'
modulo p — 1.

Generator mozemy wyznaczy¢ brutalnie, sprawdzajac kazda
kolejng wartos¢ 1,2, 3, ... i podnoszac jg do wszystkich
mozliwych poteg.

Ostatecznie czas O(np log p).
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GENERAL KONTRA GAWIEDY

Obszar chroniony przez zolnierzy jest wypukta otoczka
punktow, w ktérych stoja zolnierze.

Dla kazdego z m nieobsadzonych punktéow p; chcemy
wyznaczy¢ pole otoczki wypuklej dla n obsadzonych punktow

1 punktu p;. 4
i

.....,::’pi

B;

Wyznaczamy wypuktla otoczke dla n obsadzonych punktéw.
Wyznaczamy dla kazdego punktu p; punkty A; oraz B;. Majac
obliczone sumy czesciowe dla pola wielokata, wyznaczamy
chronione pole w czasie O(1).



GENERAL KONTRA GAWIEDY

Aby znalezé¢ B; dla punktu

p;, chcemy wiedziec, do ktérego
.z obszaréw wyznaczonych

przez polproste przedtuzajace

boki wielokata nalezy p;.

Zamiatamy

wszystkie punkty katowo
wzgledem jakiego$ punktu

s wewnatrz wypuktlej otoczki.

Teraz dla kazdego odcinka sp; znamy bok wielokata, ktory go
przecina. Aby wyznaczy¢ obszar, wyszukujemy binarnie,
sprawdzajac, ktora potprosta jako ostatnia przecina odcinek sp;.
Czas dziatania O((n + m)log(n + m)).
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ForMUEA 1

Cgzy istnieje wyscig, w ktérym startuje n samochoddéw
i samochdd startujacy z ¢-tego miejsca wykona a; wyprzedzan?

Przyktad: a4 =1,a5 = 3,ac = 1.

Al B3 C1
Al CO0 B3
Al B2 CO
B1 A1 COoO
A0 Bl CO
B0 A0 CO

Kolejno$¢ wyprzedzania: C, B, B, A, B.



ForMUEA 1

Niech s bedzie maksymalng liczbg wyprzedzan, ktére moze
wykonal k-ty samochdéd, pod warunkiem, ze wszystkie
pozostale samochody wykonaja zadang liczbe wyprzedzan.
Wyznaczamy sy = Ay + Bg, osobno rozpatrujac samochody,
ktére startujg przed i za k-tym samochodem.

» dla samochodéw przed tatwo pokazal, ze

k—1

A = Z(ai + l),

1=1

» aby samochdd k-ty mdgt wyprzedzi¢ samochody startujace
za nim, musi poczekaé, az one go wyprzedzg najpierw, co
nie zawsze bedzie mozliwe.



ForMUEA 1

Niech b; bedzie minimalng liczbg wyprzedzan, ktére musi
wykonal i-ty samochdd, aby znalezé sie tuz za samochodem
k-tym, pod warunkiem, ze samochody pomiedzy nimi
wyprzedza samochdd k-ty, jesli mogg. Mamy:

be+1 =0, bir1 = b; +[a; — b; < 0],

gdyz samochdd 7 + 1 musi wykonaé tyle samo wyprzedzan co
1-ty, plus dodatkowo musi wyprzedzi¢ samochdd :-ty, jesli ten
ma za mate a;, zeby wyprzedzi¢ samochdd k-ty.

Sumarycznie:
n

B, = Z max(0, a; — b;).
i=k+1

Mozemy wyznaczy¢ jedno s; w czasie O(n).



ForMUEA 1

Twierdzenie (nietatwe): wyscig da sie zrealizowaé wtedy i tylko
wtedy, gdy dla wszystkich k£ mamy s; > ai.

» Daje nam to algorytm o czasie O(n?).

» Uwazna analiza wzoréw pozwala nam wyliczac kolejne si
w sumarycznym czasie O(n logn) na drzewie
przedziatowym.

Da sie lepiej:

Rozwazmy ostatn: samochdéd m, dla ktérego A,, < ap,, czyli

albo ,,zuzywa” on wszystkie wyprzedzania samochoddéw, ktore
sg przed nim, albo musi go wyprzedzi¢ jaki§ samochdd, ktory
startowal za nim.

Twierdzenie: dla wszystkich k& # m mamy s > a.

» Zatem wyznaczamy tylko s,,, co daje algorytm O(n).
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