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Jutro

Jak długo można zwlekać, jeśli ma się do wykonania n zadań,
z których i -te za jmuje di kolejnych dni i musi zostać wykonane
przed upływem ti dni?

Obserwacja: dla dowolnego up orządkowania zadań, w którym
zadania o p óźniejszych terminach występują p óźniej, istnieje
rozwiązanie optymalne, w którym wykonujemy zadania w tej
kolejności.

I Zatem sortujemy, a następnie wykonujemy zadania o d
na jp óźniejszych, każde zadanie próbując wykonać jak
na jp óźniej.

I Jeśli przez ci oznaczymy dzień, p o którym zaczynamy
zadanie i -te w kolejności, to ci = min(ti ; ci+1)� di .
Wynikiem jest c1 .

Czas działania O(n log n).
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Inwersje

Dana jest p ermutacja a1; : : : ; an liczb o d 1 do n .
Chcemy wyznaczyć liczb ę sp ó jnych składowych grafu
o n wierzchołkach, w którym wierzchołki ai , aj są p ołączone
krawędzią jeśli i < j oraz ai > aj .

I Przeglądamy kolejne elementy i utrzymujemy listę
dotychczas nap otkanych sp ó jnych składowych. Wystarczy,
że dla każdej sp ó jnej składowej pamiętamy jej na jwiększy
element. Te elementy trzymamy na stosie — na czubku
stosu na jwiększy z nich.

I Gdy przycho dzi nowy element, ścią gamy ze stosu wszystkie
elementy o d niego większe i łączymy wszystko
(find-union) w jedną sp ó jną składową. Następnie
o dkładamy ją na stos i idziemy dalej.

Całość działa w czasie O(n log� n) lub O(n log n) w zależności
o d tego, jak wykonamy sortowanie o dp owiedzi.



Inwersje

Prostsze rozwiązanie uzyskamy, zauważa jąc, że każda sp ó jna
składowa b ędzie sp ó jnym fragmentem cią gu oraz sp ó jnym
przedziałem numerów wierzchołków.

I Przeglądamy kolejne elementy i zgłaszamy znalezienie
nowej sp ó jnej składowej, jeśli maksymalny dotychczas
wczytany element jest równy liczbie wczytanych elementów.

Czas działania O(n).
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DNA

Mamy n -literowe słowo s nad alfab etem fA; C; G; Tg i chcemy
znaleźć n -literowe słowo s 0 takie, żeby na jdłuższy wsp ólny
p o dcią g tych słów był jak na jkrótszy.

Załóżmy, że litera G występuje na jrzadziej w s (k razy).
Wtedy dla słowa s 0 = GG : : : G| {z }

n

mamy NWP(s ; s 0) = k .

Dlaczego nie da się lepiej?
Każda litera ma co na jmniej k wystą pień w s . Ponieważ
k 6 n=4, więc dla dowolnego słowa s 0 istnieje litera, która
występuje co na jmniej k razy w s 0. Tak więc NWP(s ; s 0) > k .
Czas działania O(n).
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Ciąg

Ile minimalnie liczb należy zmienić w cią gu a1; a2; : : : ; an , żeby
każdy sp ó jny fragment długości k miał parzystą sumę?

ai ai+1 ai+2 : : : ai+k�1 ai+k

k

k

Rozważa jąc dwa kolejne fragmenty, zauważamy,
że wyrazy ai oraz ai+k muszą mieć tę samą parzystość.

Poza tym pierwszy fragment musi mieć parzystą sumę.



Ciąg
a1 a2 ak

ak+1 ak+2 a2k

an

Wyrazy w każdej kolumnie muszą mieć tę samą parzystość oraz
w pierwszym wierszu musi być parzyście wiele nieparzystych
wyrazów.
Niech pi , ni oznacza ją liczb ę parzystych i nieparzystych
wyrazów w i -tej kolumnie.

I W każdej kolumnie zmieniamy min(pi ;ni ) wyrazów.
I Jeśli wskutek tego pierwszy wiersz uzyskał nieparzystą

sumę, to p oprawiamy kolumnę o minimalnym
max(pi ;ni )� min(pi ;ni ).

Czas działania O(n).
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Hydra

Niech ui , zi b ędą liczbą machnięć miecza p otrzebnych do
ucięcia i do zmasakrowania głowy i , zaś Gi — zbiorem głów,
które p owsta ją p o ucięciu głowy i .
Niech koszt [i ] oznacza minimalną liczb ę machnięć p otrzebnych
do uśmiercenia głowy i . Mamy rekurencję:

koszt [i ] = min(zi ;ui +
X

j2Gi

koszt [j ]): (1)

Wynikiem zadania jest koszt [1].

Pytanie: w jakiej kolejności obliczać rekurencję?



Hydra

Przez C oznaczymy zbiór tych wierzchołków i , dla których
obliczyliśmy już koszt [i ]. Będziemy utrzymywać niezmiennik:

jeśli Gi � C ; to i 2 C :

Algorytm składa się z kolejnych faz. Na p o czątku fazy
zna jdujemy wierzchołek i 62 C , o na jmniejszej wartości zi .
Ustalamy koszt [i ] = zi i do da jemy i do zbioru C . W drugiej
części fazy przywracamy niezmiennik, tzn. dop óki zna jdujemy
taki wierzchołek i , że Gi � C , i 62 C , to obliczamy koszt [i ] ze
wzoru (1) i do da jemy i do C .

Całość możemy wykonać w czasie O(n log n +
P

i ki ), gdyż
sortujemy wierzchołki p o zi oraz przecho dzimy graf
transp onowany.
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Króliki

Prostszy problem: ile strzałów p otrzeba, by przep ędzić
wszystkie króliki, które na p o czątku stały na p ozycjach
z p ewnego sp ó jnego przedziału grządek o długości m .

Wystarczy zatem
�m

2

�
+ 1 strzałów. Tyle też p otrzeba, b o

między kolejnymi strzałami nie może być więcej niż jedna
grządka przerwy.

Ponadto nie opłaca się mieć jednogrządkowej przerwy p omiędzy
kolejnymi przedziałami. Zatem przedziały można przep ędzać
niezależnie.



Króliki

Wystarczy więc wybrać zbiór maksymalnych przedziałów,
z których chcemy przep ędzić króliki.

Zastosujemy programowanie dynamiczne. Stanem b ędzie:
I liczba rozważonych grządek,
I liczba wykonanych strzałów,
I status dwó ch ostatnio rozważonych grządek.

Ponieważ rzecz dzieje się na kółku, warto wybrać a priori
status dwó ch ostatnich grządek w całym kółku i też go trzymać
w stanie.
Czas działania O(nk).
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Biuro podróży

Tworzymy ważony graf: wierzchołkami są p ola z atrakcjami,
a krawędzie łączą atrakcje o różnych wsp ółczynnikach
ciekawości (WC) i są skierowane w kierunku większych WC.

I waga krawędzi to o dległość w metryce miejskiej między
atrakcjami,

I waga wierzchołka to cena za o dwiedzenie atrakcji.

Zadanie p olega na znalezieniu ścieżki o na jwiększej wadze
w DAG-u.

Programowaniem dynamicznym kolejno dla każdego WC
(rosnąco) b ędziemy obliczać maksymalne wagi ścieżek, które
kończą się w atrakcjach o danym WC. Kluczowa op eracja to
wyznaczanie wyników dla wierzchołków o WC równym a + 1 na
p o dstawie wierzchołków o WC równym a . Chcemy to zrobić
w czasie O(Na + Na+1) (gdzie Ni to liczba wierzchołków o WC
równym i ), wtedy całe rozwiązanie b ędzie działać w O(nm).



Biuro podróży
Pomiędzy każdymi dwiema atrakcjami przecho dzimy zawsze na
jeden z czterech „skosów”; rozpatrujemy każdy z tych
kierunków niezależnie.
Ustalmy p ewien kierunek, p owiedzmy „w prawo i do góry”.
Chcemy teraz obliczyć wyniki dla wszystkich p ól o WC równym
a + 1 na p o dstawie wyników dla p ól o WC a , przy założeniu że
przemieszczamy się tylko w prawo i do góry.

I budujemy tablicę zawiera jącą jedne i drugie p ola
i sortujemy je rosnąco p o sumie ich wsp ółrzędnych,

I za p omo cą prostej p ętli możemy dla każdego punktu o WC
a + 1 znaleźć na jlepszy dla niego punkt o WC a —
przeglądamy kolejne p ola i utrzymujemy aktualnie
na jlepsze p ole o WC równym a .

W ten sp osób zna jdziemy optymalne sp osoby do jścia do p ól, do
których w ostatnim kroku idziemy w prawo i w górę. Co więcej,
dla wszystkich innych p ól uzyskany wynik b ędzie na p ewno nie
większy niż wynik prawidłowy.
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Automat

Jak już ustalimy, które ro dza je batonów chcemy kupić, należy
je kup ować o d na jmniejszych ro dza jów.

Rozwiązanie opiera się na programowaniu dynamicznym:
I Tablica zysk [i ; l ; k ] określa, jaki na jwiększy zysk można

uzyskać z i pierwszych ro dza jów batonów, jeśli wydamy na
nie kwotę k , a także kupimy l batonów o numerach
wyższych.

I Aby obliczyć zysk [i + 1; �; �] z zysk [i ; �; �], iterujemy p o
liczbie kupionych batonów ro dza ju i + 1.

Złożoność czasowa to O(nkl 2). Dla danych z zadania jest to
około 403 � 64000 � 4 � 109 , czyli tro chę za dużo.



Automat

Rozwiązanie jest za wolne. Mamy dwie możliwości:

I Przyspieszyć obliczanie wartości dla stanów (da się je
obliczać w zamortyzowanym czasie stałym).

I Zmniejszyć liczbę stanów. Zauważmy, że aby wykupić
cały automat, nie p otrzebujemy wcale wydawać k = nlc.
Wystarczy nam kwota k = lc — wykupujemy o d
na jwiększych ro dza jów. Zatem tak naprawdę mamy
k � 402 .
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Ewaluacja

Na p o czątku parsujemy wyrażenie i budujemy drzewo
wyrażenia. Jest to o tyle proste, że wszystkie elementy
wyrażenia są w nawiasach, a zmienne i stałe są jednoznakowe.
Czas O(n).
Na przykład dla wyrażenia ((x^2)+(5*y)) mamy drzewo

+

^2 *

x 5 y

Teraz w każdym węźle drzewa chcemy obliczyć cią g
a [0]; : : : ; a [p � 1], w którym a [i ] oznacza liczb ę sp osob ów
uzyskania reszty i z p o dwyrażenia o dp owiada jącego temu
węzłowi. Istotnie korzystamy z faktu, że każda zmienna
występuje w wyrażeniu co na jwyżej raz.



Ewaluacja

I tak:

I stałej d o dp owiada cią g a [i ] =

(
1 dla i = d mo d p;
0 dla i 6= d mo d p;

I zmiennej x o dp owiada cią g a [i ] = 1 dla wszystkich i ,
I wyrażeniu a + b o dp owiada cią g c, taki że

c[k ] =
�P

i+j�k (mo d p) a [i ] � b[j ]
�

mo d p,

I wyrażeniu a � b o dp owiada cią g c, taki że
c[k ] =

�P
i �j�k (mo d p) a [i ] � b[j ]

�
mo d p,

I wyrażeniu ab o dp owiada cią g c, taki że
c[k ] =

�P
ib�k (mo d p) a [i ]

�
mo d p.

Rozwiązanie oparte na p o danej meto dzie działa w czasie
O(np2) ze względu na op eracje do dawania i mnożenia.



Ewaluacja

Wystarczy przyspieszyć do dawania i mnożenia.
Do dawanie możemy zaimplementować za p omo cą mnożenia
wielomianów o wsp ółczynnikach a [i ] i b[j ], co robimy w czasie
O(p log p) za p omo cą FFT.

Mnożenie możemy wykonać tak samo, musimy jednak osobno
obliczyć c[0] w czasie O(p), a osobno resztę, wybiera jąc
dowolny generator g grupy Z�

p i traktując mnożenie liczb
i = g i 0

oraz j = g j 0

jako do dawanie wykładników i 0 oraz j 0

mo dulo p � 1.
Generator możemy wyznaczyć brutalnie, sprawdza jąc każdą
kolejną wartość 1; 2; 3; : : : i p o dnosząc ją do wszystkich
możliwych p otęg.

Ostatecznie czas O(np log p).
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Generał kontra gawiedź

Obszar chroniony przez żołnierzy jest wypukłą oto czką
punktów, w których sto ją żołnierze.
Dla każdego z m nieobsadzonych punktów pi chcemy
wyznaczyć p ole oto czki wypukłej dla n obsadzonych punktów
i punktu pi .

pi

Bi

Ai

Wyznaczamy wypukłą oto czkę dla n obsadzonych punktów.
Wyznaczamy dla każdego punktu pi punkty Ai oraz Bi . Ma jąc
obliczone sumy częściowe dla p ola wielokąta, wyznaczamy
chronione p ole w czasie O(1).



Generał kontra gawiedź

pi

Bi

s

Aby znaleźć Bi dla punktu
pi , chcemy wiedzieć, do którego
z obszarów wyznaczonych
przez p ółproste przedłuża jące
b oki wielokąta należy pi .

Zamiatamy
wszystkie punkty kątowo
względem jakiegoś punktu
s wewnątrz wypukłej oto czki.

Teraz dla każdego o dcinka spi znamy b ok wielokąta, który go
przecina. Aby wyznaczyć obszar, wyszukujemy binarnie,
sprawdza jąc, która p ółprosta jako ostatnia przecina o dcinek spi .
Czas działania O((n + m) log(n + m)).
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Formuła 1

Czy istnieje wyścig, w którym startuje n samo cho dów
i samo chó d startujący z i -tego miejsca wykona ai wyprzedzań?

Przykład: aA = 1; aB = 3; aC = 1.

A 1 B 3 C 1
A 1 C 0 B 3
A 1 B 2 C 0
B 1 A 1 C 0
A 0 B 1 C 0
B 0 A 0 C 0

Kolejność wyprzedzania: C ;B ;B ;A;B .



Formuła 1

Niech sk b ędzie maksymalną liczbą wyprzedzań, które może
wykonać k -ty samo chó d, p o d warunkiem, że wszystkie
p ozostałe samo cho dy wykona ją zadaną liczb ę wyprzedzań.
Wyznaczamy sk = Ak + Bk , osobno rozpatrując samo cho dy,
które startują przed i za k -tym samo cho dem.

I dla samo cho dów przed łatwo p okazać, że

Ak =
k�1X
i=1

(ai + 1);

I aby samo chó d k -ty mógł wyprzedzić samo cho dy startujące
za nim, musi p o czekać, aż one go wyprzedzą na jpierw, co
nie zawsze b ędzie możliwe.



Formuła 1

Niech bi b ędzie minimalną liczbą wyprzedzań, które musi
wykonać i -ty samo chó d, aby znaleźć się tuż za samo cho dem
k -tym, p o d warunkiem, że samo cho dy p omiędzy nimi
wyprzedzą samo chó d k -ty, jeśli mogą. Mamy:

bk+1 = 0; bi+1 = bi + [ai � bi 6 0];

gdyż samo chó d i + 1 musi wykonać tyle samo wyprzedzań co
i -ty, plus do datkowo musi wyprzedzić samo chó d i -ty, jeśli ten
ma za małe ai , żeby wyprzedzić samo chó d k -ty.
Sumarycznie:

Bk =
nX

i=k+1

max(0; ai � bi ):

Możemy wyznaczyć jedno sk w czasie O(n).



Formuła 1

Twierdzenie (niełatwe): wyścig da się zrealizować wtedy i tylko
wtedy, gdy dla wszystkich k mamy sk > ak .

I Da je nam to algorytm o czasie O(n 2).
I Uważna analiza wzorów p ozwala nam wyliczać kolejne sk

w sumarycznym czasie O(n log n) na drzewie
przedziałowym.

Da się lepiej:
Rozważmy ostatni samo chó d m , dla którego Am 6 am , czyli
alb o „zużywa” on wszystkie wyprzedzania samo cho dów, które
są przed nim, alb o musi go wyprzedzić jakiś samo chó d, który
startował za nim.
Twierdzenie: dla wszystkich k 6= m mamy sk > ak .

I Zatem wyznaczamy tylko sm , co da je algorytm O(n).



koniec
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