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INTRODUCTION

Ce mémoire est consacré a I'étude d’un revétement de la variété de Calogero-
Moser associée par Etingof et Ginzburg a un groupe de réflexion complexe. La
ramification de ce revétement donne lieu a des partitions du groupe de réflexion
dont nous conjecturons qu’elles coincident avec les cellules de Kazhdan-Lusztig,
dans le cas d"un groupe de Coxeter.

Ftant donné un groupe fini de (pseudo-)réflexion W non trivial agissant sur un
espace vectoriel complexe de dimension finie V, la variété quotient (V x V*)/AW
par l'action diagonale de W est une variété singuliere. C’est un revétement ram-
ifié de la variété lisse V/W x V*/W, qui est en fait un espace affine. Etingof et
Ginzburg ont construit une déformation Y : Z — 2 de ce revétement. La variété
% est 'espace de Calogero-Moser, construit comme spectre du centre de la C[Z]-
algebre de Cherednik rationelle H en t =0 associée a W. La variété & est produit
de V/W x V*/W par un espace vectoriel ¢ de parameétres de base I'ensemble des
classes de conjugaison de réflexions de W. La spécialisation en 0 € ¢ de H est
'algebre C[V & V¥ x W.

Le revétement T, de degré |W/|, n’est pas galoisien (sauf si W = (Z/2)"). L' objet
de notre travail est ’étude d’une cloture galoisienne # de ce revétement et de la
ramification au-dessus des sous-variétés fermées 0x0, 0x V*/W et V/W x0 de V/W x
Ve /W,

Soit G le groupe de Galois de Z# — Z. En 0 € 6, le revétement (V x V*)/AW —
V/W x V*/W admet (V x V*)/AZ(W) comme cloture galoisienne. Nous montrons
comment en déduire un plongement de G comme groupe de permutations de W.

Ceci se reformule en termes de représentations de H: la C(&? )-algebre semi-simple
C(2)®ci» Hn'est pas déployée et C(Z) est un corps de déploiement. Les C(2)®c»)
H-modules simples sont en bijection avec W. Notre travail consiste alors en 1’étude
de la répartition en blocs de ces modules, selon le choix d’un idéal premier de C[Z].

Soit X une sous-variété fermée irréductible de #. Nous définissons les X-cellules
de W comme les orbites du groupe d’inertie de X. Etant donné un choix de
parametre ¢ € 6, nous étudions les c-cellules bilateres, définies pour un X com-
posante irréductible de 1'image inverse de X = ¢ x 0 x 0. Nous étudions aussi les
c-cellules a gauche (cas X =c x V/W x 0) et a droite (cas X =c¢ x 0 x V*/W).
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Lorsque W est un groupe de Coxeter, nous conjecturons que ces c-cellules coinci-
dent avec les cellules de Kazhdan-Lusztig, définies par Kazhdan-Lusztig [KaLu] et
Lusztig [Lus1], [Lus3]. Ceci dépend d"un choix approprié de X dans une G-orbite.

Nous analysons le cas ot W est cyclique (dimV =1) : c’est le seul cas o1 nous
disposons d"une description compléte de tous les objets étudiés dans ce mémoire.
Nous étudions aussi en détail le cas ou W est un groupe de Weyl de type B, : le
groupe de Galois est un groupe de Weyl de type D, et nous démontrons que les
cellules de Calogero-Moser coincident avec les cellules de Kazhdan-Lusztig. Notre
approche repose sur une étude détaillée de la variété Z et de la ramification, sans
toutefois construire la variété 2.

Etingof et Ginzburg ont introduit un élément de C[%Z] qui déforme I'élément
d’Euler. Nous démontrons que G est le groupe de Galois de son polyndéme min-
imal. Cet élément joue un rdle important pour 1’étude de la ramification, mais ne
suffit pas a séparer les cellules.

Nous montrons que 1’ensemble des c-cellules bilatéres est en bijection avec
’ensemble des blocs de 1'algebre de Cherednik réduite H., spécialisation de H
en (¢,0,0) € ¢ x V/W x V*/W = 2. Cet ensemble est en bijection avec T~!(c,0,0).
A tout CW-module simple E est associé une représentation indécomposable de
type Verma (aussi appelée “Baby Verma”) .#.(E) de H, d'unique quotient simple
%.(E) [Gorl]. La partition en blocs de ces modules donne une partition de Irr(W)
en familles de Calogero-Moser, qui sont conjecturalement reliées aux familles de
'algebre de Hecke de W (voir [Gor2, GoMa, Bel5, Marl, Mar2]). Nous démon-
trons que, dans une famille de Calogero-Moser donnée, la matrice des multiplicités
[ (E): £.(F)] est de rang 1, une propriété conjecturée par Ulrich Thiel.

Nous introduisons une notion de module simple cellulaire, associé a une cellule
a gauche. Nous conjecturons que la multiplicité d"un tel module simple dans un
module de Verma a gauche associé a une représentation irréductible E de W est la
méme que la multiplicité de E dans la représentation cellulaire de Kazhdan-Lusztig,
lorsque W est un groupe de Coxeter. Nous étudions le cas d'une cellule bilatere
associée a un point lisse de T~1(¢,0,0) : dans ce cas, Gordon a démontré que le bloc
correspondant contient un unique bébé module de Verma (voir la section 9.2 pour
la définition). Nous démontrons que la multiplicité d"un module simple cellulaire
dans le module de Verma a gauche correspondant est égale a 1 (pour une cellule
a gauche contenue dans la cellule bilatere donnée) : ceci constitue notre meilleur
argument en faveur de nos conjectures.

COMMENTAIRE - Cette introduction a été écrite dans un langage géométrique, car
il s’Tadapte mieux a un présentation rapide. Le mémoire est quant a lui écrit plutot
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dans un langage algébrique, méme si les références a la géométrie sous-jacente sont
nombreuses.
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ENGLISH INTRODUCTION

This memoir is devoted to the study of a covering of the Calogero-Moser space
associated with a complex reflection group by Etingof and Ginzburg. The ramifica-
tion of this covering gives rise to partitions of the set of elements of the reflection
group. We conjecture that these partitions coincide with the Kazhdan-Lusztig cells,
in the case of a Coxeter group.

Given a non-trivial finite group acting on a finite-dimensional complex vector
space V and generated by (pseudo-)reflections, the quotient variety (V x V*)/AW by
the diagonal action of W is singular. It is a ramified covering of the smooth variety
V/W x V*/W, which is actually an affine space. Etingof and Ginzburg have con-
structed a deformation Y : Z — & of this covering. The variety Z is the Calogero-
Moser space, defined as the spectrum of the center of the rational Cherednik C[Z]-
algebra H associated with W at ¢ =0. The variety & is the product of V/W x V*/W
by a vector space 6 of parameters with basis the set of conjugacy classes of reflec-
tions of W. The specialization at 0 € 6 of H is the algebra C[V® V*] x W.

The covering T, of degree |W|, is not Galois (unless W = (Z/2)"). Our work is a
study of a Galois closure 2 of this covering and of the ramification above the closed
subvarieties 0 x 0, 0 x V*/W and V/W x 0 of V/W x V*/W.

Let G be the Galois group of Z — 2. At 0 <€ €, a Galois closure of the covering
(VX VAW — V/W x V*/W is given by (V x V*)/AZ(W). We show that this provides
an embedding of G as a group of permutations of W.

This can be reformulated in terms of representations of H: the semi-simple C(#)-
algebra C(2 )®c|»H is not split and C(2) is a splitting field. The simple C(2)®¢»H-
modules are in bijection with W. Our work is devoted to the study of the partition
into blocks of these modules, given a prime ideal of C[Z].

Let X be an irreducible closed subvariety of 2. We define the X-cells of W as the
orbits of the inertia group of X. Given a parameter c € ¢, we study the two-sided
c-cells, defined for X an irreducible component of the inverse image of X = ¢ x0x 0.
We also study the left c-cells (where X = ¢ x V/W x 0) and the right c-cells (where
X=cx0xV/W).

When W is a Coxeter group, we conjecture that the c-cells coincide with the
Kazhdan-Lusztig cells, defined by Kazhdan-Lusztig [KaLu] and Lusztig [Lusl],
[Lus3]. This depends on the choice of an appropriate X in a G-orbit.
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We analyze in detail the case W cyclic (dim V' =1): this is the only case where we
have a complete description of the objects studied in this memoir. We also provide
a detailed study of the case of a Weyl group W of type B,: the Galois group is a
Weyl group of type D, and we show that the Calogero-Moser cells coincide with
the Kazhdan-Lusztig cells. Our approach is based on a detailed study of Z and of
the ramification of the covering, without constructing explicitely the variety #.

Etingof and Ginzburg have introduced a deformation of the Euler vector field.
We show that G is the Galois group of its minimal polynomial. This element plays
an important role in the study of ramification, but is not enough to separate cells.

We construct a bijection between the set of two-sided c-cells and the set of blocks
of the restricted rational Cherednik algebra H, (the specialization of H at (¢,0,0) €
6 x V/W x V*/W =2). This latter set is in bijection with Y~!(c,0,0). Given a simple
CW-module E, there is an indecomposable representation of Verma type (a “Baby-
Verma” module) ./Z*%(E) of H with a unique simple quotient Z*%(E) [Gorl]. The
partition into blocks of those modules gives a partition of Irr(W) into Calogero-Moser
families, which are conjecturally related to the families of the Hecke algebra of W (cf
[Gor2, GoMa, Bel5, Mar1, Mar2]). We show that, in a given Calogero-Moser family,
the matrix of multiplicities [.#*%(E): £!*(F)] has rank 1, a property conjectured by
Ulrich Thiel.

We introduce a notion of simple cell module associated with a left cell. We con-
jecture that the multiplicity of such a simple module in a left Verma module is the
same as the multiplicity of E in the cell representation of Kazhdan-Lusztig, when
W is a Coxeter group. We study two-sided cells associated with a smooth point of
T-!(c,0,0): in that case, Gordon has shown that the corresponding block contains a
unique Verma module. We show that the multiplicity of any simple cell module in
that Verma module is 1 (for a left cell contained in the given two-sided cell). This is
the main general result we have obtained.



RESUME

Partie I. Groupes de réflexions, algebres de Hecke. Dans cette partie, nous rap-
pelons les définitions et notions classiques associées aux groupes de réflexions com-
plexes : algebre d’invariants, algebre des coinvariants, degrés fantdmes, algebres de
Hecke, familles de Hecke... Nous fixons entre autres un corps k de caractéristique
zéro, un k-espace vectoriel V' de dimension n et un sous-groupe fini W de GLi(V)
engendré par 'ensemble Réf(W) de ses réflexions. Le chapitre 3 s’intéresse plus
particulierement aux groupes de Coxeter, et propose un résumé de la théorie des
cellules de Kazhdan-Lusztig : nous rappelons la notion de famille Irry"(W) de car-
acteres irréductibles associés a une cellule bilatere I', ainsi que la notion de caractere
cellulaire [ C]"" associé a une cellule a gauche C.

Partie II. Algebres de Cherednik. Nous rappelons dans cette partie les propriétés
essentielles des algébres de Cherednik : décomposition PBW, algebre sphérique,
élément d’Euler. Si le chapitre 4 se place dans le cadre général, avec un parametre
t générique, nous nous plagons deés le chapitre 5 dans le cas ot1 t =0, cas que nous
ne quittons plus jusqu’a la fin de ce mémoire. Le parti pris dans ce chapitre, essen-
tiel pour les méthodes que nous développons, est de travailler génériguement. Si on
note ¢ l'espace vectoriel des fonctions ¢ : Réf(W) — k invariantes par conjugaison,
alors H désignera 1'algébre de Cherednik en t = 0 générique : comme k-espace vecto-
riel, H est isomorphe a k[6] @ k[V] @ kW ®@ k[V*], avec les régles de commutations
usuelles faisant intervenir les parametres génériques de 1’algebre k[6] des fonctions
polyndmiales sur 6. Si c € 6, alors la spécialisation en ¢ de H sera notée H,.

Le centre Z de cette algebre H jouit de nombreuses propriétés (on note ici e =

ﬁ ZWGW LU) :
(Z1) Z contient la sous-algebre P=k[€¢] k[ V]V @ k[V*]".
(Z2) Z=Endyx(He)~ eHe et H=End,(He).
(Z3) Z est un P-module libre de rang |W| et est integre et intégralement clos.
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Si on note Z. la spécialisation en ¢ de Z, alors Z. est égal au centre de H, et vérifie
aussi les analogues de (Z1), (Z22) et (Z3).

Une autre particularité de cette algebre H est 1’existence de nombreux automor-
phismes naturels : si on note .4" le normalisateur de W dans GLi(V), alors le groupe
k* x k* x (W"x /) agit sur H. L'action de k* x k* équivaut a la donnée de la bigrad-
uation sur H pour laquelle les éléments de V ont pour degré (0,1), les éléments de
V* ont pour degré (1,0), les éléments de W ont pour degré (0,0) et les éléments de €
ont pour degré (1,1).

Nous abordons aussi les spécificités des groupes de Coxeter, pour lesquels
I'isomorphisme de kW-modules V ~ V* induit un nouvel automorphisme de H.

Partie III. L'extension Z/P. Cette partie est le cceur de notre mémoire : nous y
construisons les cellules de Calogero-Moser a travers 1’étude de la ramification de
’extension d’anneaux Z/P. Pour nos besoins, nous introduisons une copie Q de la
P-algebre Z munie d’un isomorphisme de P-algebres cop : Z — Q. Notons K (re-
spectivement L) le corps des fractions de P (respectivement Q) et fixons une cloture
galoisienne M de l'extension L/K : nous noterons G = Gal(M/K), H=Gal(M/L) et R la
cloture intégrale de P dans M. Il découle de (Z2) que

() |G/H|=|W|.

Par spécialisation en ¢ = 0, nous construisons un morphisme de groupes ¢ : W x
W — G, dont le noyau est A(Z(W)) (ou A: W — W x W, w — (w, w) est 'injection
diagonale) et vérifiant

<) ((WxW)NH=1(A(W)) et (WxW)-H=H-1(WxW)=0aG.

Cette construction est faite dans la sous-section 6.1.B : c’est la clé de notre définition

des cellules de Calogero-Moser. Si on identifie W et le sous-groupe (W x 1) de G,

alors les propriétés (<) impliquent :

(V) G/H est en bijection avec W. Ainsi, G s’identifie avec un sous-groupe de Sy et, vu
comme sous-groupe de G, W = (W x 1) s’identifie avec le groupe des permutations de
W induites par les translations a gauche.

Tout ceci est fait dans le chapitre 6. Nous y montrons aussi que 1’action de k* x k* x
(W" % .A4) sur H induit une action sur R qui normalise G.

Un autre aspect essentiel de ce chapitre 6 est de commencer I’étude des représen-
tations de l'algebre H, ou plutdt de I'algebre MH=M®, H. Il y est démontré que :

(&) MH est semi-simple, déployée, et ses modules simples sont en bijection avec G /H c’est-
a-dire, in fine, avec W. Cette bijection sera notée W S Irf(MH), w — %,

Le chapitre 7 livre une rapide version géométrique des précédentes construc-
tions : en effet, toutes les algebres impliquées (P, Q, R) sont de type fini et peuvent
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donc étre vues comme des algebres de fonctions polynomiales sur des k-variétés.
Rappelons que Spec(Z,) est appelé l'espace de Calogero-Moser associé a (W, c).

Nous définissons dans le chapitre 8 la notion de cellule de Calogero-Moser. Si v est
un idéal premier de R, on note D, (respectivement I;) le groupe de décomposition
(respectivement d’inertie) de v dans G et kg(t) le corps résiduel de R en t, c’est-a-dire
le corps des fractions de R/r. Autrement dit,

D.={geG|gt)=t} et I,={geG|VreR, g(r)Y=r modrt}.

Alors I est un sous-groupe distingué de D, et D,/I. s’identifie au groupe de Galois
de I'extension (galoisienne) kg(t)/kp(t N P).

Définition 1. On appellera v-cellule de Calogero-Moser toute I -orbite
dans W.

Une grande partie de ce chapitre 8 est consacrée a relier cette notion avec la théorie
des représentations de H. Le résultat essentiel est le suivant :

Théoréme 1. Les idempotents primitifs centraux de R-H (qui sont en bijec-
tion, via la réduction modulo v, avec les idempotents primitifs centraux de
kr(v)H) sont en bijection avec les v-cellules de Calogero-Moser : un idempo-
tent primitif central b de R.H est associé i une v-cellule de Calogero-Moser
C si et seulement si b, = %, pour un (ou, de maniere équivalente, pour
tout) w e C.

Partie IV. Cellules et modules de Verma. Dans la définition précédente, une
grande latitude est laissée quant au choix de 1'idéal premier ¢ de R. Nous nous fo-
calisons dans cette partie sur certains idéaux premiers, susceptibles de donner lieu
a des généralisations des cellules de Kazhdan-Lusztig, et pour lesquels la théorie
des représentations de kg(t)H est plus avancée : en particulier, pour tous nos choix,
il existera une notion de module de Verma associé a un caractere irréductible de W.

Voyons P comme l'algebre des fonctions polynomiales sur la k-variété 6 x V/W x
V*/W. Fixons maintenant c € 6 et notons p'*"* (respectivement prcight, respectivement
pc) l'idéal premier de P correspondant a la sous-variété fermée irréductible {c} x
V/W x {0} (respectivement {c} x {0} x V*/W, respectivement {(c,0,0)}). On fixe un
idéal premier t. de R au-dessus de p. ainsi que deux idéaux premiers tléft et v
au-dessus de plceﬁ et prcight respectivement, et contenus dans ..

Définition 2. On appelle c-cellule de Calogero-Moser bilatere (respec-

tivement a gauche, respectivement a droite) toute t.-cellule (respective-

ment v't-cellule, respectivement 8" _cellule) de Calogero-Moser.
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Bien stir, cette définition comporte une part d’ambigiiité, car le choix de I'idéal pre-
mier de R au-dessus d’un idéal premier de P n’est absolument pas unique.

Dans le chapitre 9, nous rappelons la contruction de Gordon des modules simples
de l'algebre kp(p.)H (souvent appelée algebre de Cherednik restreinte) : cette algebre
est déployée et ses modules simples sont naturellement paramétrés par les carac-
teres irréductibles de W. Si y € Irr(W), nous noterons Z,(y) le module simple de
kp(p.)H ou kg(t.)JH correspondant. Nous poursuivons 1’étude de ces modules sim-
ples en intégrant notamment 'action du groupe k* x k* x (W x /).

Définition 3. On appelle c-famille de Calogero-Moser toute partie de
Irr(W) ~ Irr(kg(¥.JH) correspondant a un bloc de kg(t.)H.

Dans le chapitre 10, nous rappelons la conjecture de Martino prédisant que les
c-familles de Calogero-Moser sont des unions de familles de Hecke.

Le chapitre 11 étudie les c-cellules de Calogero-Moser bilatéres. En vertu du
théoreme 1 et de la définition 3, on peut associer a toute c-cellule de Calogero-
Moser bilatere une c-famille de Calogero-Moser Irrt™(W). Entre autres propriétés
établies dans ce chapitre, nous montrons que

(acm) r= >z~
(w)

CM
x Elrry:

Le chapitre 12 étudie les cellules de Calogero-Moser a gauche (ou a droite : par
symétrie, seul le cas “a gauche” est traité). Par des résultats généraux établis dans
la partie III, un bloc de I'algébre kg(t'™)H (qui correspond donc a une c-cellule de
Calogero-Moser a gauche C en vertu du théoreme 1) ne possede qu'un seul mod-
ule simple (que nous noterons Z!%(C)), de dimension |[W/|. Il est aussi possible
d’associer a un caractere irréductible y de W un module de Verma a gauche /!"(y),
de dimension |W|y(1). On note multg\f( la multiplicité de £(C) dans une série de
Jordan-Holder de ./ (y).

Définition 4. Si C est une c-cellule de Calogero-Moser a gauche, on notera
[CIM le caractere de W défini par

[CIM= Z multg\f{ .

2 E€lrr(W)

Nous démontrons dans ce chapitre les propriétés suivantes. Si C est une c-cellule
de Calogero-Moser a gauche, alors

(bow) Cl= Y muk. (D).

y €lrr(W)
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Si y est un caractere irréductible de W, alors

(cem) 2= mukd,
C

ou C parcourt I'ensemble des c-cellules de Calogero-Moser a gauche.

Le chapitre 14 est consacré a la preuve du résultat le plus important que nous
ayons démontré sur les cellules de Calogero-Moser : il s’applique aux cellules bi-
latéres associées a un point lisse de 1'espace de Calogero-Moser Spec(Z.). Intro-
duisons pour cela quelques notations : I'injection Z — Q < R induit un morphisme
de variétés p : Spec(R) — Spec(Z). L'idéal premier t. étant maximal, il correspond
a un point de cette variété et, si w € W, nous noterons p(w(%.)) son image dans
Spec(Z,).

Théoréme 2. Soit I une c-cellule de Calogero-Moser et supposons que le
point p(w~(t.)) est un point lisse de Spec(Z.) pour un w €T (ou, de maniere
équivalente, pour tout w €T'). Il découle alors d'un résultat de Gordon que
Irrt™(W) est un singleton (notons y son unique élément). Si C une c-cellule
de Calogero-Moser a gauche contenue dans T, alors

[CIM=.

Partie V. Groupes de Coxeter : Calogero-Moser vs Kazhdan-Lusztig. Dans le
chapitre 15, nous proposons les conjectures suivantes :

Conjecture 1. Si (W, S) est un systéeme de Coxeter et si c(s) €Rs o pour tout
seS, alors:
(a) Les c-cellules de Kazhdan-Lusztig (a gauche, a droite, bilateres) et les
c-cellules de Calogero-Moser (a gauche, a droite, bilateres) coincident.
(b) Supposant (a) vrai, si I est une c-cellule bilatere, alors Irry (W) =
IrrtM(W).
(c) Supposant (a) vrai, si C est une c-cellule a gauche, alors [C ]IfL =
[CI™.

Si on reste au niveau des caracteres, les énoncés (b) et (c) de la conjecture 1 im-
pliquent la conjecture suivante :

Conjecture 2. S5i (W, S) est un systeme de Coxeter, alors :
(a) Les c-familles de Kazhdan-Lusztig et les c-familles de Calogero-Moser
coincident (Gordon-Martino).
(b) L'ensemble des KL-caracteres c-cellulaires et l'ensemble des CM-
caracteres c-cellulaires coincident.
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Le chapitre 16 est une succession de résultats corroborant ces conjectures. Si les
propriétés numériques (acm), (beum) et (com) sont aussi satisfaites par les cellules de
Kazhdan-Lusztig, les familles de Kazhdan-Lusztig et les KL-caracteres c-cellulaires,
notre résultat le plus probant est le suivant, qui découle du théoreme 2 et du fait
que Spec(Z.) est lisse si (W,S) est de type Aet c #0:

Corollaire 3. Supposons que (W, S) soit de type A et que ¢ #0. Alors :
(a) Les c-familles de Calogero-Moser coincident avec les c-familles de
Kazhdan-Lusztig (Gordon) : ce sont des singletons.
(b) Les CM-caracteres c-cellulaires coincident avec les KL-caractéres c-
cellulaires : ce sont les caracteres irréductibles de W.
(c) Il existe une bijection ¢ : W — W qui envoie les c-cellules de Calogero-
Moser (a gauche ou bilateres) sur les c-cellules de Kazhdan-Lusztig.

Partie VI. Exemples. Le chapitre 18 traite du premier exemple de groupe de réflex-
ions complexe qui ne soit pas un groupe de Coxeter, a savoir le cas ou dimy V = 1.
Alors W est cyclique (notons d = |W|). Fixons alors un générateur s de W et no-
tons ¢ : W — k* la restriction du déterminant (ainsi, Irr(W) = {1, ¢, €2,...,£971}). Nous
montrons dans ce chapitre 18 que

(*) G= 6W >~ Gd
et que, si on note k; le scalaire via lequel I’élément d’Euler agit sur Z,(¢?), alors :

Proposition 4. Soient i et j dans Z. Alors :
(a) &' et &/ sont dans la méme c-famille de Calogero-Moser si et seulement
si ki =k;j.
(b) s’ et s/ sont dans la méme c-cellule de Calogero-Moser (a gauche, a
droite ou bilatére) si et seulement si k; = k;.
(c) Si T est une c-cellule de Calogero-Moser bilatere (c’est aussi une c-
cellule de Calogero-Moser a gauche en vertu de (b)), alors
IrMW)={e" |s'eT} et [I]M= Z e,
0<i<d-1
stel’
Le chapitre 19 traite du plus petit groupe de Coxeter irréductible dans lequel il
y a deux classes de conjugaison de réflexions, a savoir le cas du type B,. C’est
I'occasion d’y vérifier les conjectures 1 et 2. Supposons donc que (W,S) soit un
systeme de Coxeter de type B,. On note w, =—Idy € W. Notons 2y, le groupe des
permutations paires de W. Alors, apres un calcul explicite d’une présentation du
centre Z de H, nous montrons dans ce chapitre que

() G=AynfoceGy |YweW, cwyw)=wyo(w)}.
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Notons que {oc € Gy |V w e W, o(wow) = woo(w)} est un groupe de Weyl de type
B, et que

G est un groupe de Weyl de type D,.
Une fois ce résultat établi, et en utilisant les résultats numériques (acm), (bem) et
(ccm), la vérification des conjectures 1 et 2 est facile pour ce qui concerne les cel-
lules bilateres et les familles, alors que, pour les cellules a gauche et les caracteres
cellulaires, cette vérification est plus délicate.

Appendices. Nous concluons ce mémoire par une série d’appendices constitués de
rappels de résultat classiques : théorie de Galois, graduations et blocs d’algebres de
dimension finie...






PARTIE 1

GROUPES DE REFLEXIONS,
ALGEBRES DE HECKE



Consacrée essentiellement a des rappels, cette partie a pour but d’introduire
diverses notions attachées a la donnée d’un groupe de réflexions : arrangement
d’hyperplans, théorie des invariants, algebres de Hecke, familles de Hecke, théorie
de Kazhdan-Lusztig.



CHAPITRE 1

GROUPES DE REFLEXIONS

Dans tout ce mémoire, nous fixons un corps commutatif k de carac-
téristique 0, un k-espace vectoriel V de dimension finie n ainsi qu’un
sous-groupe fini W de GL(V). Tout au long de ce mémoire, la no-
tation ® remplacera ®y. L'algebre de groupe de W sur k sera notée
kW. Posons

Réf(W)={se W | dimIm(s —Idy) =1},

de sorte que Réf(W) est I'ensemble des réflexions de W. Nous sup-
poserons que W est engendré par REf(W).

1.1. Déterminant, racines, coracines

Nous noterons
e: W — k>
w — dety(w).

La dualité parfaite entre V et son dual V* sera notée
(,): VxV"—k

Si s € Réf(W), nous noterons a; et ! des éléments non nuls de V* et V respective-
ment tels que

Ker(s —Idy)=Kera; et Im(s—Idy)=ka;
ou, de maniere équivalente,
Ker(s —Idy+)=Kera; et Im(s—Idy-)=kas.

Notons que, puisque k est de caractéristique nulle, tous les éléments de Réf(W) sont
diagonalisables et donc

(1.1.1) (@!,a;) #0.
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Ainsi, si x € V*et y € V, alors

e y.as)
(1.1.2) s(y)=y-(Q1 E(S))(a;,as)as
et
ey x)
(1.1.3) s(x)=x—(1—-¢e(s))——a,.
{a!, a)

1.2. Invariants

Nous noterons k[V] (respectivement k[V*]) l'algebre symétrique de V* (respec-
tivement V), que nous identifierons avec 'algebre des fonctions polynomiales sur
V (respectivement V*). Nous noterons

K[V, ={fek[V]| f(0)=0} et k[V'].={fek[V']]|f(0)=0}

Le groupe W agit naturellement sur les algebres k[V] et k[V*] : les algebres
d’invariants seront notées respectivement k[V]" et k[V*]". Nous appellerons
algebres des coinvariants, et nous noterons k[V]©W) et k[V*]«°") les k-algebres de
dimension finie

k[V]CO(W):k[V]/<k[V]_‘:’> et k[V*]CO(W):k[V*]/<k[V*]KV>.

En vertu du théoreme de Shephard-Todd-Chevalley, le fait que W soit engendré
par ses réflexions a de nombreuses conséquences sur la structure de k[V]". Nous
en donnons ici une version agrémentée de résultats quantitatifs (nous 1'énongons
a travers ses conséquences sur l’action de W sur la k-algebre k[ V], mais les mémes
énoncés restent valables en remplacant k[V] par k[V*]) :

Théoréme 1.2.1 (Shephard-Todd, Chevalley). — Rappelons que n = dimy V. Alors :

(a) 1l existe des polynomes homogenes fi,..., f, dans k[V]V, algébriquement indépen-
dants, et tels que k[V]W =K[f,..., fn]. Si on note d; le degré de f;, alors

Wi=dy-d, et [R(W)= (d;~1).
i=1

(b) Le k[V]W[W]-module k[ V] est libre de rang 1. En particulier, il existe une k[V]"-base
(b1, by, ..., b)) du k[V]Y-module k[ V] formée d’éléments homogenes.

(c) Le kW-module k[ V]« est libre de rang 1 ; en particulier, dimy k[ V]°W) = |W/|.

(d) Si dy <---<dy, alors la suite (d,,...,d,) ne dépend pas du choix des f; : elle est
uniquement déterminée par W. Nous l'appellerons suite des degrés de W.

Démonstration. — Voir par exemple [Bro, théoreme 4.1]. O
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Remarque 1.2.2. — Gréace a la formule de Molien (voir [Bro, Lemme 3.28]), la suite
des degrés pour 'action de W sur V (telle qu’elle est définie dans le théoreme 1.2.1)
coincide avec la suite des degrés de W pour son action sur V*. &

1.3. Hyperplans, sous-groupes paraboliques

Notation. Nous noterons &(k) I'ensemble des entiers naturels non
nuls e tels que k contienne une racine primitive e-ieme de 'unité.
Nous fixons une famille ({,)eesuq 0it, pour tout e € &(k), {. est une
racine primitive e-ieme de I'unité. Nous choisissons cette famille
de fagon “cohérente”, c’est-a-dire que, si e € £(k) et si dle, alors
Ca=Ed"

Nous noterons .¢/ I'ensemble des hyperplans de réflexion de W :
.o/ ={Ker(s —Idy) | s e Réf(W)}.
Si X est une partie de V, nous noterons W le fixateur de X, c’est-a-dire

Wy={weW|VxeX, wkx)=x}

Théoréme de Steinberg. — Si X C V, alors Wy est engendré par des réflexions.

Démonstration. — Voir par exemple [Bro, théoreme 4.7]. ]

Si H € .¢/, nous noterons ey l'ordre du sous-groupe cyclique Wy de W. Nous
noterons sy le générateur de Wy de déterminant ., (c’est une réflexion d’hyperplan
H). On a alors

Réf(W)={s/, | HE .o/ et 1< j < ey—1}.

Le lemme suivant est immédiat :

Lemme 1.3.1. — s}, et sg, sont conjugués dans W si et seulement si H et H' sont dans la
méme W-orbite et j=j’.

Si Q2 est une W-orbite d’hyperplans de .</, nous noterons eq la valeur commune
de tous les ey, ou H € Q. Ainsi, le lemme 1.3.1 nous fournit une bijection en-
tre 'ensemble @y, des couples (©,j) ot Q € .&//W et 1<j<eq—1 et 'ensemble
REf(W)/W.
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1.4. Caracteres irréductibles

Une conséquence du fait que W est engendré par Réf(W), dont la preuve repose
sur la classification des groupes de réflexions (voir [Ben] et [Bes]), est la suivante
(notons que la semi-simplicité est évidente, puisque k est de caractéristique zéro) :

Théoréme 1.4.1 (Benard, Bessis). — Soit k' un sous-corps de k contenant les traces des
éléments de W. Alors l'algebre K’ W est semi-simple déployée. En particulier, kW est semi-
simple déployée.

Nous noterons Irr(W) ’ensemble des caracteres irréductibles de W (sur le corps
k) que nous identifierons avec 'ensemble Irr(kWW) des classes d’isomorphie de k-
modules simples. Nous identifierons le groupe de Grothendieck #,(kW) avec le
Z-module libre de base Irr(W) que nous noterons ZIrr(W). Si M est un kW-module
de dimension finie, nous noterons [ M ], son image dans .#(kW). Nous noterons
(,)w le produit scalaire sur #,(kW) qui fait de Irr(W) une base orthonormale. Le
groupe Hom(W,k*) des caracteres linéaires de W a valeurs dans k* sera noté W*
(ainsi, W" CIrr(W), avec égalité si et seulement si W est abélien).

1.5. Séries de Hilbert

Soient t et u deux indéterminées et soit k[[t,u]] la k-algebre des séries formelles
en deux variables t et u. Si M est une k-espace vectoriel (N x N)-gradué (de dé-
composition associée M =D, jjcnxn Mi ;) dont les composantes homogenes sont de
dimension finie, on notera dimiigr(M ) sa série de Hilbert bi-graduée définie par

dimp®(M)= Y dimy(M;;) ' .
(i,j)ENXN

Bien sfir, si N est un autre k-espace vectoriel (N x N)-gradué dont les composantes
homogenes sont de dimension finie, alors

(15.1) dim,®' (M & N) = dim, *(M) + dim, * (N)
et

(15.2) dim}®(M ® N) = dim, ® (M) dim, ¥ (N).
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1.5.A. Invariants. — L’algebre k[V x V*] = k[V] ® k[V*] admet une bi-graduation
standard, en attribuant aux éléments de V* C k[V] le bi-degré (0,1) et a ceux de
V ck[V*] le bi-degré (1,0). On a

1

.___bigr
(1.5.3) dim>® (K[ V x V*]) = T

grace notamment a 1.5.2.
En reprenant les notations du théoréme 1.2.1(a), on obtient, toujours grace a 1.5.2,

1
—e(I—u)

(1.5.4) dimXE (k[ V x V] W) = ]:1[ q

D’autre part, la série de Hilbert bi-graduée de 1’algebre des invariants diagonaux
k[V x V*]W est donnée par une formule a la Molien

1
= det(1 — wt) det(1 - wlu)’

(1.5.5) dmYE (K[V x V") = ] - Z

dont la preuve copie presque mot pour mot la preuve de la formule de Molien pour
la série de Hilbert graduée.

1.5.B. Degrés fantomes. — Si M =,_, M; est un k-espace vectoriel Z-gradué et si
d € Z, on notera M(d) le k-espace vectoriel gradué obtenu en décalant la graduation
de d, c’est-a-dire M(d); = M;.4. Si M; est nul pour i <0, on définit aussi la série de
Hilbert de M par

dim® (M) = Zdlmk(M )t e k(1))

i€Z

Il est immédiat que dim{ (M(d))=t=¢ dim(M).

Notons #o(kW)[t,t7!] 'anneau des polyndomes de Laurent a coefficients dans
Ho(kW). C’est un Z[t,t~1]-module libre de base Irr(W).

Si M =@,., M; est un kW-module Z-gradué de dimension finie, on notera [ M ¥,
I’élément de #,(kW)[t, t~!] défini par

(M5, =D [Mil t'.
i€EZ

I est clair que [ M ],y est 'évaluation en 1 de [M]¥,, et que [M(n)], =t [M]¥,
Si M est un kW-module bi-gradué, on définit de fagon similaire [M ]blgr
élément de #(kW)[t,u, t=1, u!].

Soit (f,(t))yemw) I'unique famille d’éléments de N[t] telle que

(1.5.6) [KIVIMIRE= > £, .

y €lrr(W)

: C'est un
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Définition 1.5.7. — Le polynome f,(t) est appelé le degré fantome de y. Sa t-valuation
sera notée b, et sera appelée le b-invariant de y.

Le degré fantome de y vérifie

(1.5.8) £,(0)= (1),

Remarquons aussi que

(1.5.9) (VIS = 3" f,(w) 7
y €lrr(W)

(ici, y* désigne le caractére dual de y, c’est-a-dire y*(w) = y(w™!)). Notons aussi
que, si 1y désigne le caractere trivial de W, alors

[K[V*]°M 18 =1, mod tto(kW)[t]
et [K[V]CM P =1, mod u.(kW)[u].
On en déduit :
Lemme 1.5.10. — [k[V]<cMW¥ et [K[V*]°M ¥ ne sont pas des diviseurs de 0 dans

Ao(kW)[t,u, t,u].

Remarque 1.5.11. — A contrario,

(VI gy = [V Ly = (kW gy = Y 2(Dy

x (W)

est un diviseur de 0 dans #,(kW) (dés que W #1). B

Nous pouvons alors donner une autre formule pour dim{®(k[V x V*]W):

: S A0 £
B : : L (1) [ (u).
[T, —t*)(1—u®) yel(W)
Démonstration. — Soit # un supplémentaire W-stable et gradué de <k[V]" > dans
k[V]. Alors, puisque k[V] est un k[V]"-module libre, on a des isomorphismes de
k[W]-modules gradués

Proposition 1.5.12. — dimiigr(k[V x VW) =

k[V]~k[V]Y®x et  Kk[V]°M .

De méme, si #* est un supplémentaire W-stable et gradué de < k[V*]" > dans k[ V*],
alors on a des isomorphismes de k[W]-modules gradués

K[V ]~k[V IV es* et k[VI]OW
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En d’autres termes, en tant que k[W]-modules bi-gradués, on a

k[V] ~k[ V]V @ k[V]©W) et  k[V*]~k[V]" @k[V*]®W),
On en déduit un isomorphisme de k-espaces vectoriels bi-gradués

KVIQK[V])"Y ~(k[V]" @ k[V]")® (k[ V] @ k[ V] M)Y.
Mais, d’apres 1.5.6 et 1.5.9,

dim* (K[ VM@KV M)W= N f,0)f,)(ry" 1w)w.

2 AP Er(W)

La formule annoncée s’obtient maintenant en remarquant que (y y* 1w) = (y,{)w.
O

En conclusion, nous pouvons regrouper dans une méme formule la formule de
Molien 1.5.5 et la proposition 1.5.12:
1 1
[W| L;v det(1 — wt) det(1 — w~'u)

1
_ > 10 )
[T-, (-t —u) xelrzrww o

dim® (k[V x V]V) =







CHAPITRE 2

ALGEBRES DE HECKE

Notation. Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de ce mémoire, nous
fixons un corps de nombres F, contenu dans k, galoisien sur Q, con-
tenant toutes les traces des éléments de W et nous noterons 0 la clo-
ture intégrale de Z dans F. Nous fixons aussi un plongement F — C.
Par le théoreme de Benard-Bessis, la F-algebre FW est semi-simple
déployée : il existe donc un sous-F-espace vectoriel W-stable Vi de
V tel que V =k®p Vp. On notera a — a la conjugaison complexe
(elle stabilise F car F est Galoisien sur Q). Pour finir, on notera p,,
le groupe des racines de 'unité du corps engendré par les traces des
éléments de W.

L’existence d"un tel corps F est facile : il suffit de prendre le corps engendré par
les traces des éléments de W (c’est une extension galoisienne de Q car elle est con-
tenue dans un corps cyclotomique). Notons aussi que F contient toutes les racines
de l'unité de la forme ¢,,, ou He .¢/.

2.1. Définitions

2.1.A. Groupe de tresses. — Posons Vi = C®p Vr et, si H € ./, notons He = C®p
(HN V). On définit alors

Vcrég =1\ U Hc
He.o/

et on fixe un point vc € V8. Si v € I, on note 7 son image dans la variété \./W. Le
groupe de tresses associé a W, noté By, est alors défini par

By = ﬂl(‘{crég/w, Uc).
Le groupe de tresses pures associé & W, noté Py, est lui défini par

Py = ﬂl(‘(crég, ve).
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Le revétement V¥ — /W étant non ramifié (en vertu du théoréme de Steinberg),
on obtient une suite exacte

(2.1.1) 1— Py — By 25 W — 1.

Si H € .¢/, nous noterons oy un générateur de la monodromie autour de 'hyperplan
H, tel que défini dans [BrMaRo, §2.A], et tel que pw(o n) = sy. Rappelons [BrMaRo,
théoreme 2.17] que

(2.1.2) By est engendré par (0 p)ne.q -
Nous noterons 7 le lacet dans V\® défini par

T [0,1] — X{Crég
I — e?imlyg,

Alors [BrMaRo, Lemme 2.22],

2.1.B. Algebre de Hecke générique. — Rappelons que 02y est 'ensemble des cou-
ples (2,j) tels que Qe.o/ /W et1<j <eq—1 (voir §1.3).

Notation. Nous noterons ¥, I'ensemble des couples (S, j) tels que
Qe .d/Wet 0<j<eqg—1. Fixons une famille d'indéterminées
Qeen = (qq, ])(Q jen, algébriquement indépendantes sur 0. On
notera O|qg,] l'anneau commutatif integre et intégralement clos
ﬁ[(qﬂd)(g,])enw] : son corps des fractions sera noté F(qQgen). Si
Ned /W, HeQet0< j<ey—1=eq—1,0n posera qu,; =qo,;-

L'algebre de Hecke générique associée a W, notée #5™", est le quotient de 1’algebre
de groupe 0[qg,] Bw par l'idéal engendré par les éléments de la forme

eg—1

(2.1.4) l_[(o' ~ qih,

ou H parcourt .¢/. Par conséquent, en notant Ty l'image de oy dans %ﬁ,é " alors,
d’apres 2.1.2,
(2.1.5) %ﬁ’,én est engendrée par (Ty)pe.,

et, si H €.o/, alors
eg—1

(2.1.6) | [era—2i, dih=o.
j=0
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Notons que
(2.1.7) Ty, est inversible dans A"

Le lemme suivant découle immédiatement de [BrMaRo, proposition 2.18] :

Lemme 2.1.8. — A travers la spécialisation qo; — 1, on a un isomorphisme de 0-algebres
O Qgig ) Ay — OW.
gén

Notons par a — a 'unique automorphisme de la Z-algebre 0 [qggn] étendant la
conjugaison complexe sur 0 et tel que q,,; = qg,;. Lorsque nous parlerons d’algebres

de Hecke, nous travaillerons le plus souvent sous I'hypothese suivante [BrMaMil,
§2.A]:

Hypothese (Lib-Sym).
(a) SE" est un ﬁ[q;téln]—module libre de rang |W|.
(b) Il existe une unique forme symétrisante =, : A5 — A telle que :
(1) Apres la spécialisation du lemme 2.1.8 (i.e. qq; — 1), T, se spé-
cialise en la forme symétrisante canonique de OW (i.e. w — 8,1,
oii &, est le symbole de Kronecker).

(2) Si b € By, alors
T ()T (b~1) =7, (br).

Ici, ©,,(b) désigne l'image par 7., de I'image de b dans 5"

COMMENTAIRE - Il est conjecturé [BrMaMil, §2.A] que I'hypothese (Lib-Sym) est
toujours vérifiée. Elle est connue dans de nombreux cas, incluant les sous-familles
infinies suivantes :

e W groupe de Coxeter.
e W de type G(de,e,r) dans la classification de Shephard-Todd.

D’autre part, notons que, si ’hypothése (Lib-Sym) est vérifiée, alors 7,.(7) # 0 car, en
vertu du point (1) de 'assertion (b) et de 2.1.3, 7,,(7) se spécialiseen 1 via q,; — 1. H
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2.1.C. Algebre de Hecke cyclotomique. — Nous n’utiliserons pas ici les défini-
tions usuelles d’algebre de Hecke cyclotomique [BrMaMil, §6.A], [Chl4, Défini-
tion 4.3.1], car nous aurons besoin de travailler sur un anneau assez gros permettant
de faire varier les parametres autant que possible.

Notation. Suivant [Bonl], [Bon2] et [Bon3], nous utiliserons
une notation exponentielle pour I'algebre de groupe O[R], que nous
noterons O[q¥] : O[q®| =D,z 0 q", avec q'q” =q"*". Puisque O
est integre et R est sans torsion, O[q¥] est integre et nous noterons
F(q®) son corps des fractions. Si a =Y, _.a.q’, nous noterons
deg(a) (respectivement val(a)) son degré (respectivement sa valu-
ation), c’est-a-dire I'élément de RU{—oo} (respectivement RU{+oo})
défini par
deg(a)=max{reR | a, #0}
(respectivement  val(a)=min{r €R | a, #0}).

On prend deg(a) = —oo (respectivement val(a) = +00) si et seulement si a =0. Les
propriétés usuelles des degrés et valuations (vis-a-vis de la somme et du produit)
sont bien str vérifiées. Commengons par une remarque facile :

Lemme 2.1.9. — L'anneau O[q¥] est intégralement clos.

Démonstration. — Cela résulte du fait que 0[q*] = [ J,z ©1q"], oit A parcourt les
sous-groupes de type fini de R, et que, si A est de rang e, alors 0[q"] ~ 0[t;",..., ]
est intégralement clos. O

Fixons une famille k = (kq ;) jjce;, de nombres réels (comme d’habitude, si H€Q
et 0<i<ey—1, alors on posera ky; = ko;). On appellera algébre de Hecke cyclo-

k £
tomique (de parametre k), et on notera (k) la 0[q®]-algebre O[q®] ®, 1| H
gén
k

ou Boqtl désigne le produit tensoriel effectué en voyant 0[q¥] comme une 0 [qggn]—
algebre a travers le morphisme

0. : Olgg,] — OIq¥]

qQo; — g i

Si le contexte est suffisamment clair, nous noterons ®gq:1; le produit tensoriel
k
®giq1)- Notons Ty (ou T, s'il peut y avoir une ambiguité) I'image de Ty dans
#,)°(k) ; alors

(2.1.10) A (k) est engendrée par (Ty)pe.q
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et,si He .o/, alors

eg—1
(2.1.11) [ [z -, gty =o.
j=0
Remarque 2.1.12. — Il découle dulemme 2.1.8 qu’apreés la spécialisation 0[q*] — 0,

q" — 1 (c’est le morphisme d’augmentation pour le groupe R), on obtient 0 ®gq7
A (k)~O0W.
De méme, ., (0)~ O [q*]W. m

Notation. On notera 6 le R-espace vectoriel des familles k =
(ko) jen;, de nombres réels telles que Z]e.iglkg,j = 0 pour tout
Qe.o/W.

Remarque 2.1.13. — Soit (Aq)e.syw une famille de nombres réels et, si H € Q, posons
An = Aq. Soit k, i = kaj+ Aq et notons k' = (kéyj)(g,j)en‘ev. Alors 'application T}Ik) —
q 71 T\ s’étend en un isomorphisme de Olq®-algebres ) (k) ~ 74, (k).

Ainsi, si on prend Aq = —(kao+ ka1 + -+ ko,eq-1)/ €0, alors #,) (k) ~ 7, (k"), avec
ke 6r. 1

2.2. Représentations

Hypothese. Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de ce chapitre, nous
supposerons que I’hypothese (Lib-Sym) est satisfaite.

2.2.A. Cas générique. — Le résultat suivant est dtt a Malle [Mal, théoreme 5.2] (la
difficulté réside dans le déploiement) :

Théoréme 2.2.1 (Malle). — La F(qgen)-algebre F(qgén)jfﬁ,é " est semi-simple et déployée.

Puisque I’algebre FW est elle aussi semi-simple et déployée (théoreme de Benard-
Bessis 1.4.1), il découle du théoréme de déformation de Tits [GePf, théoréeme 7.4.6]
que l'on a une bijection

Irr(W) — Irr(F(qgén)%”ﬁén)
¥ — 8
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définie par la propriété suivante : y est la spécialisation de y&" par qq; — 1.
D’apres [GePf, théoreme 7.2.6], il existe une unique famille (s5 "), er(w) d’éléments

de 0lq,] telle que
1 .
Ty = E — 5,
gén

yE€lrr(W) O

L’élément sién est appelé l'élément de Schur générique associé a y. Les éléments de
Schur ont été calculés, au cas par cas, par de nombreux auteurs (Alvis, Benson,
Geck, lancu, Lusztig, Malle, Mathas, Surowski,. . . ) et cette description a été achevée
par M. Chlouveraki qui en a déduit une propriété uniforme des éléments de Schur
(voir [Chl1, théoreme 3.2.5] ou [Chl4, théoreme 4.2.5]). Ce résultat a été démon-
tré indépendamment par le second auteur par un argument général utilisant les
algebres de Cherednik [Rou].

Théoreme 2.2.2. — Soit y € Irr(W). Alors il existe un entier naturel non nul m, un
élément g}g;“ € 0\ {0}, des monomes M, o, M, ,..., M, ,, dans ﬁ[qgen] et des polyndmes
F-cyclotomiques U, ,,..., ¥, ,, tels que

Sgen §genM;{ Olp)( I(M;( 1) ){ m(M)(,m)-

De plus, @, ;(t) #t— 1.

Remarque 2.2.3. — Un polyndme F-cyclotomique est un polyndme minimal, sur F,
d’une racine de 1'unité. Par exemple, sur Q(v2), t* — v2t+1 est un polynéme F-
cyclotomique (c’est le polyndme minimal d"une des racines primitives huitiemes
de l'unité).

La derniere assertion découle du théoreme de déformation de Tits [GePf,
théoreme 7.4.6] : en effet, d’apres le lemme 2.1.8, la spécialisation qq; — 1 nous
donne l'algébre de groupe kW qui est semi-simple déployée. B

Notons wgen Z(F (qgén)%ﬁ,é ") — F(qgen) le caractere central associé au caractere y :
size Z(F(qgen)jﬁf,e "), alors wgen(z) est 'élément de F(qgn) par lequel z agit sur un
module simple de caractere y#n. C’est un morphisme de F(qgen)-algebres. Puisque

0 [qgen] est intégralement clos, 5™ se restreint en un morphisme de @ [q;z,]-algebres

WE Z(HET) — 01g2L ).

Pu1sque € Z( By), son image dans 5" appartient au centre de cette algebre. On
peut donc évaluer w¥" en 7. Avant de donner la formule qui décrit cette évaluation,
nous aurons besoin de la notation suivante : si (2, j) €2}, et H €, posons

mQ] (ResW 2 det! )y,
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Alors, on a [BrMi, 4.17]

ml .|Qle
(2.2.4) ML)
x(1)
et [BrMi, proposition 4.16]
mé Qe
én =5
(2.2.5) o' (m= [] aq,
Q)
2.2.B. Cas cyclotomique. — Le corollaire suivant découle facilement de la forme

des éléments de Schur donnée par le théoreme 2.2.2 :
Corollaire 2.2.6. — Si y €lrr(W), alors @;yc(s)g(én) #0.

Le résultat suivant découle du théoreme de Malle 2.2.1 et du corollaire 2.2.6
(voir [Chl4, théoreme 2.4.12 et proposition 1.4.1] et [Chl4, proposition 3.2.1]).

Corollaire 2.2.7. — La F(q®)-algebre F(q®).#,; (k) est semi-simple déployée.

Par le théoreme de déformation de Tits [GePf, théoreme 7.4.6], on obtient encore
une suite de bijections
(W) — Ir(F(qR)AD (k) —  Ir(F(qgen) 5™
P x — 7 En
telles que .’ =07 o y#. On notera 7 la spécialisation de la forme symétrisante
7, en une forme symétrisante sur 5, (k) et, si y € Irr(W), on notera s, (k) I'élément
de Schur associé a y,” : on a alors

(2.2.8) SY(k) = O (s4)
et
1
(229) T;Cyc = v < Z;yc-
2,

Compte tenu du théoréme 2.2.2, il découle de (2.2.8) que :

Corollaire 2.2.10. — Soit y € Irr(W). Alors il existe un entier naturel non nul m, un
élément ijfyz € 0\ {0}, un nombre réel ry, des nombres réels non nuls ry,..., 1y, et des
polynomes F-cyclotomiques W, ,,..., U, », tels que

S)C(},’lcc = g?ﬁcqmlpﬂbl(qu ) o lIJ)(,m(qrm)-
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Remarque 2.2.11. — L'entier m du corollaire 2.2.10 et I'entier m du théoreme 2.2.2
ne sont pas forcément les mémes, de méme que les polyndomes F-cyclotomiques
v, ;i . en effet, il se peut que certains des monémes M, ; du théoréme 2.2.2 se spé-
cialisent en 1 =q° via le morphisme ©;'°. Dans ce cas, ¥, ;(1) devient un élément de
O et est intégré dans la constante &7} : cela montre aussi que 5 et &7} peuvent

, 7
étre différents. On peut simplement dire que &8 divise &', dans 0. m

cyc

Pour finir, notons %" : Z(#,(k)) — O[q*] le caractere central associé a y;*°.

ks
Posons
z
mleﬂleQ
c, (k)= ko ————.
(Q,]%cw x(1)
Alors il découle de (2.2.5) que
(2.2.12) ) () =g,
2.2.C. Familles de Hecke. — On appelle anneau anti-cyclotomique, et on note

0%°[q®], 'anneau
0%[q"]=0[q"][((1 - qr)_l)rER\{O}]'
Si b est un idempotent central (pas nécessairement primitif) de 0<°[q®].#,,) (k),

nous noterons Irr,»(W,b) I'ensemble des caracteres irréductibles y de W tels que
2 el(F(qR)s4, (k)b).

Définition 2.2.13. — On appellera k-famille de Hecke toute partie de Irt(W) de la forme
It (W, b), ot b est un idempotent primitif central de 0%°[q®] 5, (k).

Les k-familles de Hecke forment donc une partition de Irr(W).

Lemme 2.2.14 (Broué-Kim). — Si y et y’ sont dans la méme k-famille de Hecke, alors
¢, (k)= c (k).

Démonstration. — On pourrait appliquer I'argument contenu dans [BrKi, proposi-
tion 2.9(2)]. Cependant, notre cadre est légerement différent et nous proposons une
preuve différente, reposant sur la forme particuliere de w}’; (7) (voir 2.2.12).

Notons & ={r,12,...,1}, avec r; # r; si i # j, 'image de I'application Irf(W) - R,
Z =y lc, (k). Sil < j < m,nous noterons

F; =1y €I(W) | [y lc, (k) =r;}.
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Si y eIrr(W), nous noterons e, ; I'idempotent primitif central de F(q*),) (k) asso-

cié. On pose
bj = Z €y k-
YET;
Pour montrer le lemme, il suffit de montrer que b; € 09°[q¥].#,)°(k). Si on note &
'image de = dans £, (k), alors

ﬁ:qubl+qr2b2+"'+qrmbm.

Ainsi,
b+ b ek by =]
qnbl + qrzb2 + -+ qrmbm = 7T
q(m—l)r1b1 + q(’”‘”’sz + e+ q(m—l)rmbm = a"

Or, le déterminant de ce systéme est un déterminant de Vandermonde égal a
[] @-av
1<i<j<m
qui est inversible dans 'anneau de Hecke 0%¢[q*] par construction. De plus, 1,
&,..., 7" e, (k), d’ ot le résultat. O

2.3. Cas des réflexions d’ordre 2

Hypothese. Dans cette section, et dans cette section seulement,
nous supposerons que toutes les réflexions de W sont d’ordre 2.

Notons 0lqy, ] — Olqz,,], f— f" 'unique automorphisme involutif de 0-algebre
échangeant qq et qo,; pour tout Q €.<//W. Notons encore ﬁ[qgn]BW — ﬁ[qgﬂ]BW,
a — a' I'unique automorphisme semi-linéaire (pour l'involution f — f' de ﬁ[qgcgn])
tel que BT = e(pw(pB))B pour tout B € By. Les relations (2.1.4) sont stables par cet
automorphisme. Il induit donc un automorphisme semi-linéaire 5" — #5™, h —
h' de I'algebre de Hecke générique.

Cet automorphisme, apres la spécialisation qq; — 1, devient 'unique automor-
phisme O-linéaire de 0 W qui envoie w € W sur ¢(w)w. En d’autres termes, c’est
I"automorphisme induit par le caractere linéaire «.

De méme, puisque kq+ ko1 =0, si on note encore 0[q®] — O[q¥], f — f' I'unique
automorphisme de 0-algebre tel que (q")' =q7, alors la spécialisation qq,; — q** in-
duit un automorphisme 0[q¥]-semi-linéaire de 1'algebre ., toujours noté h — h'.
Si y eIrr(W), notons (y#)" (respectivement (y,”“)") la composition de y#" (respec-
tivement y,”*) avec 'automorphisme 1 : ¢’est un nouveau caractere irréductible de
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F (qgén)%ﬁ,é " (respectivement F(qR)s#,)°(k)). Puisqu’il est déterminé par sa spéciali-
sation via qq ; — 1 (respectivement q" — 1), on a

(2.3.1) E =(gep™ et () =(re)"

L’automorphisme f — f de 0[q¥] s’étendant a 'anneau 0¢[q*], le lemme suivant
découle immédiatement de ces observations :

Lemme 2.3.2. — Supposons que toutes les réflexions de W sont d’ordre 2. Si F est une
k-famille de Hecke, alors F ¢ est une k-famille de Hecke.

2.4. Commentaire sur le choix de ’anneau

Il peut paraitre étrange de travailler avec un anneau de coefficients aussi énorme
(tres loin d’étre noethérien notamment). Tout d’abord, comme cela a été remarqué
dans la preuve du lemme 2.1.9, cet anneau est une réunion croissante d’anneaux
noethériens raisonnables, ce qui permet souvent de raisonner comme s’il était
noethérien.

D’autre part, ce choix nous permet de travailler avec un anneau fixe, quel que
soit notre choix de parametre k : comme nous aurons besoin de faire varier k dans
un espace de parametres réels, ce choix s’est imposé. Comme cela a été vu dans
le corollaire 2.2.7, le fait qu’il soit possible d’extraire des racines quelconques de
toutes les “puissances” de q entraine le déploiement de toutes les algebres de Hecke
cyclotomiques sur ce méme anneau fixe.

Pour finir, cet anneau est de la forme O[I'], ou T est un groupe abélien totalement
ordonné, ce qui permet, grace aux notions de degrés et de valuation, de définir
les invariants a et A associés aux caractéres irréductibles de W. Comme nous le
verrons aussi dans le chapitre 3, c’est le cadre général de la théorie de Kazhdan-
Lusztig, dont nous souhaitons proposer une possible généralisation aux groupes
de réflexions complexes.

2.5. Autres choix d’anneaux de base

Soit B une @’[quté}n]—algébre commutative intégre, de corps des fractions Fz. On
pose #'p=B®qz HE".

Soit Ly le sous-groupe de B* engendré par les 15qn;. C’est un quotient de Z%.
On suppose que Ly n’a pas de torsion, que O[Lz] s’injecte dans B, et que Fy(;,,NB=
O[Lg].
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Comme dans le corollaire 2.2.7, la Fz-algebre Fp.# 5 est semi-simple déployée et
on obtient une bijection Irr(W)iso, Irr( Fz # 5).

Exemple 2.5.1. — Soit A un groupe abélien sans torsion. On note, comme dans
le lemme 2.1.9, que O[A] est intégralement clos. Considérons une application ¢ :
2, — A. Elle s’étend en un morphisme de groupes Z% — A et en un morphisme
entre algebres de groupes 0[qy, ] — O[A]. L'algebre B = 0[A] satisfait les hypotheses
précédentes. B

Soit B¢ = B[(1~v),.; ] (nous notons additivement les groupes abéliens dans
cette section). On définit comme dans §2.2.C la notion de B-famille de Hecke.

Proposition 2.5.2. — Les B-familles de Hecke coincident avec les O[Lg]-familles de
Hecke.

Démonstration. — Soit A = Lg. On a B%Y°N Fypa = O[A]%¢. On en déduit que, si
b est un idempotent primitif central de Fyi € o1 tel que b € BY#g, alors b €
OA]VH g1y W

La proposition précédente ramene 1'étude des familles de Hecke au cas ou B =
O[A] et A est un groupe abélien sans torsion quotient de Z%w.

Soit # 1'ensemble des mondmes M,,; donnés par le théoreme 2.2.2, pour y €
Irr(W) et i #0. C’est un sous-ensemble fini de Z%w.

Considérons maintenant un groupe abélien sans torsion A et une application g :
2, — A comme dans I'exemple 2.5.1.

Soit A’ un groupe abélien sans torsion et f : A — A’ un morphisme surjectif de
groupes.

Proposition 2.5.3. — Si q(.#)Nker f = {0}, alors les O[A]-familles de Hecke coincident
avec les O[A’]-familles de Hecke.

Démonstration. — Le morphisme f induit un morphisme surjectif entre algebres de
groupes O[A] — O[A’] qui s’étend en un morphisme d’algebres surjectif entre local-
isations f: O[AI(1—v), 2, ior f] — O[A]9¢. Le théoreme 2.2.2 fournit des polyndmes
F-cyclotomiques ¥, ;. Soit
h € FIA][§9,i(q(M,)) " }u,, dcerq)-
Si he 0[A]9¢, alors h e f~1(O[A]9°).
Il résulte du théoreme 2.2.2 que les idempotents de Z(F(A)H ;1)) sont dans

'algebre F[A][{¥, (q(M, ) "}m, #kerq]#€ o14). Par conséquent, tout idempotent de
Z(O[A]YH g14)) est contenu dans O[A][(1 — v);éA_kerf],%’g[A]. La proposition C.1.2
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montre que les idempotents centraux de O[A][(1—v).L, .. 7€ a1a sont en bijection
avec ceux de O[A']YH 141 et la proposition en découle. O

Ftant donnés A et g comme ci-dessus, il existe un morphisme de groupes f: A —
Z tel que ker f Nnq(#4) = {0}. La proposition 2.5.3 ramene donc l'étude des O[A]-
familles de Hecke (et donc celle des B-familles de Hecke d’apres ce qui précede)
au cas de O[r*!]-familles de Hecke, pour un choix d’entiers mg,; € Z définissant un
morphisme de groupes Z% — t%, qq; — ™.



CHAPITRE 3

SPECIFICITES DES GROUPES DE COXETER

3.1. Groupes
3.1.A. Groupe de réflexions. — Rappelons les équivalences classiques suivantes :
Proposition 3.1.1. — Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe une partie S de REf(W) telle que (W, S) soit un systeme de Coxeter.

(2) V~V* comme kW-modules.

(3) 1l existe une forme bilinéaire symétrique non dégénérée et W-invariante Vx V —k.

(4) II existe un sous-corps kg de k et un sous-kg-espace vectoriel W-stable W, de V tels
que V =k®x, WY, et kg est isomorphe a un sous-corps de R.

Lorsque 1'une des (ou toutes les) assertions de la proposition 3.1.1 sont vérifiées,
nous dirons que W est un groupe de Coxeter. Lorsque ce sera le cas, le texte sera
accompagné d’un liseret gris sur la gauche, comme ci-dessous.

Hypothese, choix. Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de ce chapitre,
nous supposerons que W est un groupe de Coxeter. Nous fixons alors
un sous-corps Kz de FNR contenant les traces des éléments de W,
un sous-Fz-espace vectoriel W-stable Vi, de V tel que V =k®p, Vg,,
un élément vy de Vg, tel que s(vg) # vr pour tout s € REf(W) (et
nous supposerons que ve = vg) et nous choisirons a; de sorte que
(v, as) > 0 pour tout s € Réf(W). Nous noterons alors S I'ensemble
des s € Réf(W) tels que Kery,(a;) soit le seul hyperplan séparant
vr de s(vr). Ainsi (W,S) est un systéme de Coxeter. Ces notations
seront en vigueur dans tout le reste de ce mémoire, dés que W est un
groupe de Coxeter.

I1 découle du théoreme 1.4.1 que:
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Lemme 3.1.2. — La Fy-algeébre Fx W est déployée. En particulier, les caracteres de W sont
a valeurs réelles, c’est-a-dire que y = y* pour tout caractere y de W.

Rappelons aussi que, par la force des choses,
Lemme 3.1.3. — Si s e Réf(W), alors s est d’ordre 2 et g(s)=—1.
En particulier, tous les résultats de §2.3 s’appliquent.

Corollaire 3.1.4. — L'application Réf(W) — .o/, s — Ker(s —Idy) est bijective et W-
équivariante. En particulier, |.of | = |Réf(W))| :Z?zl(di —1)et|.of /W|=|Ref(W)/~]|.

Notations. Notons ¢ : W — N la fonction longueur par rapport a S.
Siw=s,5,--5;avec s; € Set | ={(w), on dit alors que w = s+ 5,
est une décomposition réduite de w. Nous noterons wy I'élément
le plus long de W : on a {(w,) = |Ref(W)| =|.</|.

Remarque 3.1.5. — Si —1dy € W, alors wy = —1dy. Réciproquement, si w, est central
et VW =0, alors wo=—1dy. &

3.1.B. Groupe de tresses. — Pour s, t €S, notons m;, 'ordre de st dans W. Pour
s €S et H=XKer(s —Idy), notons o ; = o y le lacet image dans V-"/W du chemin

0,1 — Vi
Vg — S(UR) VR"'S(VR))
2 2
de vg vers s(vg). Avec ces notations, By admet la présentation suivante [Bri] :

t —_ eim‘(

Générateurs: (0;)ses,
(3.1.6) By Relations : Vs, te§ o,0,0,--=0,0,0;.

ms, fois ms, fois

Si w = s152---5; est une décomposition réduite de w, on pose o, = 0,0, 0, : il
est classique que o, ne dépend pas du choix de la décomposition réduite. D’autre
part,

(3.1.7) n=0?.
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3.2. Algebres de Hecke

3.2.A. Cas générique. — Pour s €S, posons q;,; = qxer(s—1dy),;j- 11 découle de 3.1.6 que
I'algebre de Hecke générique 45" admet la présentation suivante, ou T, désigne
I'image de o, dans #5™ :
Générateurs :  (T;)ses,
Relations : Vses, (T, — qio)(Ts + qil) =0,
Vs, teS T, T,T;---=T,T,T;---.
—_—— Y—

mg; fois mg; fois

(3.2.1) S

Si w = s15;---5; est une décomposition réduite de w, posons T,, = T, Ts,--- T, : cest
I'image de o, dans # " et donc T,, ne dépend pas du choix de la décomposition
réduite. De plus,

(3.2.2) 25" =D olqEL] T,

weW
Notons que T, T,s = Ty si l(ww’) =l(w)+£¢(w’). Remarquons aussi que la base
(Tw)wew de 55" dépend fortement du choix de S, c’est-a-dire de vg.

3.2.B. Cas cyclotomique. — Fixons dans cette section k = (kq,j)oc.o/w,jcfo1} € Cr :
la remarque 2.1.13 montre que supposer koo + ko1 = 0 ne restreint pas la classe
d’algebres a laquelle on s’intéresse. Pour H € .</, on posera cy,, = ko — kp) =2kpo=
—2kp, : cette notation sera justifiée dans le chapitre 4. Ainsi, 'algebre de Hecke
cyclotomique . (k) est la 0[q®]-algebre admettant la présentation suivante :

Générateurs :  (T;)ses,
Relations : VseS, (T;,—q%)Ts+q%)=0,
Vs,teS LT, T =T, T, T;---.
—_— Y

my; fois ms, fois

(3.2.3) AI(k)

3.3. Cellules de Kazhdan-Lusztig

Hypothese. Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de ce chapitre, nous
fixons une famille k = (kq,j)oc.a/w,jefo; € €r. Nous noterons c :
Réf(W)—R, s — c;.

La donnée de la fonction ¢ : REf(W) — R constante sur les classes de conjugaison
est équivalente a la donnée de k.
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3.3.A. Base de Kazhdan-Lusztig. — L’involution a — a de 0[q®] s’étend en une
involution @[q¥]-semilinéaire de 'algebre 7, (k) en posant

Tw=T,.
Si X est une partie de R, nous noterons 0[q*] =&, 0 q". Nous poserons
Ay (K)so= EP 01d*] T,,.
wew

Le théoreme suivant est démontré dans [KaLu].

Théoreme 3.3.1 (Kazhdan-Lusztig). — Pour w € W, il existe un unique élément C,, €
(k) tel que

Ew =Cy,
Cw =T, mod 5, (k)so.
La famille (Cy,)wew est une O[qR]-base de 4, (k).

Notons que C,, dépend de k (i.e., de c¢). Par exemple, si s €8S, alors

Ts—q% sics>0,
C,=1 T, sic; =0,
Ts+q=¢ sicg<O.

De méme, tout comme T,,, C,, dépend du choix de S. La base (Cy)wew sera appelée
la base de Kazhdan-Lusztig de 5, (k) : si nécessaire, C,, sera noté ct,

3.3.B. Cellules de Kazhdan-Lusztig. — Pour x, y € W, nous écrirons x &L y s’il
existe h € 5,)°(k) tel que C, apparait avec un coefficient non nul dans la décom-
position de de hC, dans la base de Kazhdan-Lusztig. Nous noterons < la cloture
transitive de cette relation ; c’est un pré-ordre et nous noterons ~}° la relation
d’équivalence associée.

P A R,c R T) N . . .
On définit de méme «— en multipliant & droite par & ainsi que <§, et ~,*°. Nous
c . » . , . P c c KL,C
noterons <¢, la relation réflexive et symétrique engendrée par < et <§, et ~;;

désignera la relation d’équivalence associée.

Définition 3.3.2. — On appellera c-cellule de Kazhdan-Lusztig a gauche (respective-
ment a droite, respectivement bilatére) de W une classe d’équivalence pour la relation
~ v (respectivement ~y¢, respectivement ~y¢). Si 2 € {L, R, LR}, on notera X-Celli(W)
I"'ensemble correspondant de c-cellules de Kazhdan-Lusztig de W.
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Si?e{L,R,LR} etsil estune classe d’équivalence pour la relation ~; (c’est-a-dire
une c-cellule de Kazhdan-Lusztig du bon type), posons

Hy (K)er= P 0@ Co et A (k)= P 019 Cu,
w<kber w<<ber
ainsi que
M = Ay (k) gever | A () e
Par construction, ) “(k)aa.. et #)(k)_x.e. sont des idéaux (& gauche si ?=1, a
droite si 2= R ou bilateres si 2= LR) et ./ est un #°(k)-module a gauchesi?=1,
a droite si 2= R ou un (56, °(k), #,; (k))-bimodule si 2= LR. Notons que

(3.3.3) M est un O[q*]-module libre de base I'image de (Cy)wer.

Définition 3.3.4. — Si C est une c-cellule de Kazhdan-Lusztig a gauche de W, on notera
[CIX" la classe de k®gqr) AL dans le groupe de Grothendieck Ao(kW) = ZIre(W) (ici, le
produit tensoriel k ® gqx) — est vu a travers la spécialisation q” — 1). On appellera KL-
caractere c-cellulaire de W tout caractere de la forme [C]fL, oit C est une c-cellule de
Kazhdan-Lusztig a gauche.

Si T est une c-cellule de Kazhdan-Lusztig bilatere de W, on notera Irr?L(W) I'ensemble
des caracteres irréductibles de W apparaissant dans k ® g(qz) AR, v comme kW -module
a gauche. On appellera c-famille de Kazhdan-Lusztig toute partie de Irr(W) de la forme
Irrf{(W) oit T est une c-cellule de Kazhdan-Lusztig bilatere. Nous dirons que Irry (W) est
la c-famille de Kazhdan-Lusztig asociée a I', ou que T est la c-cellule de Kazhdan-Lusztig
bilatere recouvrant Irrf (W),

Puisque kW est semi-simple et que k®(qz " est un quotient d’idéaux bilateres
de kW, les k-familles de Kazhdan-Lusztig forment une partition de Irr(W)

(3.3.5) Irr(W) = U Irrf (W)
TeKLlCell¢ (W)
et, puisque kW est déployée,
(3.3.6) r= > 207
2 E€lrfH(w)
D’autre part, si C est une c-cellule de Kazhdan-Lusztig a gauche de W, posons
[CI= > mud g,
x (W)

ol multIéLx eN. Alors :

Lemme 3.3.7. — Avec les notations précédentes, on a :
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(a) Si CeXCells(W), alors > mults, 4(1)=|C|.
g €lrr(W)
(b) Si y €lre(W), alors > mults, = (1),

CENLCeLS (W)
Démonstration. — L'égalité (a) exprime simplement que la dimension de [C]{"
est égale a |C| d’apres 3.3.3. L'égalité (b) traduit le fait que, puisque W est la
réunion disjointe des c-cellules de Kazhdan-Lusztig a gauche, on a [kW ], =
ZCeKICeug(W) [CIc" U

3.3.C. Autres propriétés des cellules. — L’algebre (k) est muni d’un anti-
automorphisme 0[q®]-linéaire qui envoie T, sur T, : il sera noté h — h*. Il est
immédiat que

(338) C;ku - Cw—ly

ce qui implique que, si x et y sont deux éléments de W, alors

(3.3.9) x <$ y si et seulement si x ' <5y
et donc
(3.3.10) x ~KL¢ y si et seulement si x ™' ~K€ 71,

En d’autres termes, I’application X-Cell; (W) — XCell,(W), I —I'!, est bien définie et
bijective.

Moins évidente est la propriété suivante [Lus3, corollaire 11.7]
(3.3.11) x <; y si et seulement si woy <; wox si et seulement si y wy <; X w.

Il en découle que

(3.3.12) X~y y siet seulement si wox ~; woy si et seulement si xwo ~; y wo.

c
L

(3.3.13) [woCT" =[Cuwy " =[C] "¢

Par ailleurs, si C € KtCell; (W), alors [Lus3, proposition 21.5]

De méme, si I' € K'Cell; ,(W), alors [Lus3, proposition 21.5]
(3.3.14) IrrI;I;r(W) = IrrELLUO(W) =Irrp"(W)-e.
Cela montre en particulier que

(3.3.15) wol'wy=T.

La tensorisation par ¢ induit donc une permutation des c-familles de Kazhdan-
Lusztig et des c-caracteres cellulaires.

Siy: W — k* est un caractere linéaire (notons que 7y est a valeurs dans {1,—-1}),
on note y-c : REf(W) - R, s — y(s)c;. Le lemme suivant est démontré dans [Bon2,
corollaire 2.5 et 2.6] :
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Lemme 3.3.16. — Soit y € W et soit 2€ {L,R, LR}. Alors :

(a) Les relations <§ et < © coincident.
. KLyc .
(b) Les relations ~;~° et ~, 7 coincident.

(c) Si C e Celly(W) = Cell (W), alors [CIT" =7y-[CIy;.
Le résultat suivant est facile [Lus3, lemme 8.6] :

Lemme 3.3.17. — Supposons c; # 0 pour tout s € Réf(W). Alors :

(a) {1} et {w,} sont des c-cellules de Kazhdan-Lusztig (a gauche, a droite et bilateres).
(b) Notons y: W — k* 'unique caractere linéaire tel que y(s)=1si c; >0et y(s)=—1si
cs <0. Alors [1],w =71 et [wo lkw =7E.

Remarque 3.3.18. — En fait, [Lus3, lemme 8.6] est démontré lorsque ¢; > 0 pour
tout s. Pour passer a I'énoncé général du lemme 3.3.17, il suffit alors d"appliquer le
lemme 3.3.16. B

Le dernier lemme exprime une forme de compatibilité entre les notions de cel-
lules de Kazhdan-Lusztig a gauche (ou a droite) et les sous-groupes paraboliques
standard : il faut noter qu’il n'y a pas de résultat analogue pour les cellules de
Kazhdan-Lusztig bilateres. Nous aurons besoin de la notation suivante : pour I C S,
notons W; le sous-groupe de W engendré par I (c’est un sous-groupe parabolique stan-
dard de W) et notons W' I'ensemble des éléments x € W qui sont de longueur min-
imale dans xW; (rappelons que l'application W’ — W/W,, x — xW; est bijective).
Notons c; la restriction de ¢ a Réf(W;) =Réf(W)n ;.

Lemme 3.3.19. — Soit I S. Alors :

(a) SiT est une c;-cellule de Kazhdan-Lusztig a gauche de Wy, alors W' -T est une union
de c-cellules de Kazhdan-Lusztig a gauche de W.
(b) Si w, w' € W; et x € W sont tels que w <$' w’ (respectivement w ~\"°" w’), alors

wx~1<§' w'x (respectivement wx=' ~17 w'x1).

Démonstration. — (a) est dt a Geck [Gel, théoreme 1] tandis que (b) est dG a
Lusztig [Lus3, proposition 9.11]. O

Pour finir, rappelons que Lusztig a proposé de nombreuses conjectures concer-
nant les cellules et sa fonction a [Lus3, §14.2, conjectures P1-P15]. Nous ne les rap-
pellerons pas toutes ici mais mentionnons simplement les deux suivantes :
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Conjectures 3.3.20 (Lusztig). (a) Toute c-cellule de Kazhdan-Lusztig a

gauche contient une involution. Ainsi, si w € W, alors w ~} 3¢ w='.

(b) Si x ~ =y et x <6y, alors x ~1 7 y.
KL,c et ~KLe

() ~yi¢ est la relation d’équivalence engendrée par ~'; R

Exemple 3.3.21 (Parameétres nuls). — Si ¢ =0 (i.e. si ¢; =0 pour tout s), alors C,, =
Ty, #,°(0) = O[q¥][W] et il n'y a qu'une seule 0-cellule de Kazhdan-Lusztig (a
gauche, a droite, ou bilatere), c’'est W. On a alors Irryy (W) = Irr(W) et [W] 0 =

kw
Z)(elrr(W) Z(I)Z u



PARTIE II

ALGEBRE DE CHEREDNIK






CHAPITRE 4

ALGEBRE DE CHEREDNIK GENERIQUE

Notons € le k-espace vectoriel des fonctions ¢ : REf(W) — k, s — ¢, qui sont con-
stantes sur les classes de conjugaison. Nous l'appellerons espace des parametres et
nous l'identifions avec I'espace des fonctions Réf{ W)/ W — k.

Si s € REf(W) (ou s € Réf(W)/W), nous noterons C; la forme linéaire sur 6 corre-
spondant a I’évaluation en s. L'algebre k[6] des fonctions polynomiales sur 6 est
alors 1’algebre de polyndmes en les indéterminées (Cy)sersw)w :

k[ €] =K[(Cs)seretowyw]-

Notons € le k-espace vectoriel k x 6 et notons T': 6 >k, (t,c)—t. Ainsi, T e G et

k[%] = k[Tr(Cs)seRéf(W)/W]-

4.1. Définition

Nous appellerons algebre de Cherednik générique rationnelle (ou plus simplement
algebre de Cherednik générique) la k[€]-algebre H quotient de k[%] ® (Ti(V & V*) x
W) par l'idéal engendré par les relations suivantes (ici, Ti(V @ V*) désigne 1’algebre
tensorielle de Ve V*) :

[x,x']=1[y,y'1=0,
(4.1.1) (y,a5)- (@, x)

[y, x]=T(y,x)+ Y, (e(s)-1) C,

SEREE(W)

y

pour tous x, x’ € V¥ety, y’ e V.

Remarque 4.1.2. — Gréace a (1.1.2), la deuxiéme relation peut aussi s’écrire
(4.1.3) y,x]=Tx)+ D>, Cdsk)-yx)s,
SER&f(W)

ce qui évite d’utiliser les a, etles a’. B
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4.1.A. Décomposition PBW. — Compte tenu des relations 4.1.1, les faits suivants
sont immédiats :

e Il existe un unique morphisme de k-algebres k[V] — H qui envoie y € V* sur la
classe de y € Ti(V ® V*) x W dans H.

e Il existe un unique morphisme de k-algebres k[V*] — H qui envoie x € V sur la
classe de x € Ti(V @ V*)x W dans H.

e 1l existe un unique morphisme de k-algebres kW — H qui envoie w € W sur la
classe de w € Ty (V& V¥)x W dans H.

e L'application k-linéaire k[¢]1®k[V]®kW ®k[V*] — H induite par les trois mor-
phismes précédents et par la multiplication est surjective. Elle est de plus k[6]-
linéaire.

Cette derniere propriété est en fait grandement améliorée par le résultat fondamen-
tal suivant :

Théoréme 4.1.4 (Etingof-Ginzburg). — La multiplication k| 6]®k[V]®kW ®k[V*] —
H est un isomorphisme de k[€]-modules.

Démonstration. — Dans [EtGi, théoreme 1.3], ce théoreme n’est pas énoncé dans
cette version “générique”. Néanmoins, il s’en déduit aisément de la fagon suiv-
ante. Soit (B;)ie; une k-base de k[V] ® kW ® k[V*] et soit f un élément du noyau de
I'application linéaire de I'énoncé. Il existe alors une unique famille & support fini
(fi)ier d’éléments de k[€] tels que f = > ie; [i ® Bi. Mais, d’aprés [EtGi, théoreme
1.3], la spécialisation en tout (t,c) € 6 du théoréme est vraie. Par conséquent,
fi(t,c) = 0 pour tout i € I et tout (¢,c) € ¢, ce qui montre que f; = 0 (car k est
infini) et donc que f=0. O

4.1.B. Hyperplans, changement de variables, conventions. — Rappelons que
(Cs)sererw)yw st une k-base de 6*. Nous allons construire ici une nouvelle base de
6¢*. Pour cela, posons C; =0€ ¢~

Nous notons (Ko j),j)en;, 1'unique famille d’éléments de 6™ telle que, pour tout
He o etpourtoutie€{0,1,...,ey— 1}, on ait

eg—1

o i(j—1)
Cypy= D ™K.
=0

Ici, Ky ; désigne la variable K, j, ou1 2 est la W-orbite de H. L'existence et l'unicité de
la famille (Kq,;),j)e,, découle de I'invertibilité du déterminant de Vandermonde, et
on obtient également, en se restreignant aux éléments de 2,y C 9, ,

(4.1.5) (Ko,j),j)eny est une k-base de 6*.



59

Notons que Ko est déterminé par I'équation Koo+ Ko,1 + -+ Kq,e,—1 = C; = 0. Pour
finir, notons 1'égalité suivante :

eH—l

(416) Z 8(8) Cs = Z eHKH'O = — Z Z eHKH',-.

sER&f(W) He.d Hed i=1

Si H € ./, on note ay € V* une forme linéaire telle que H = ker(ay) et aj; € V un
vecteur tel que V = H @ kaj, et tel que la droite kaj},; soit stable par Wy. Avec les
conventions ci-dessus, la deuxiéme relation de (4.1.1) s’écrit

eg—1

o) - {as, x
(4.1.7) [y, x]=T(y,x) +1;y ; en(Kp,i — KH,i+l)<y (52’2[5 i Hi
pourxeV*ety eV, ol ey, = e;Z%WH e(w)w.

COMMENTAIRE - La convention utilisée ici dans la définition de 1’algebre de
Cherednik n’est pas celle de [GGOR, §3.1] : en effet, nous avons rajouté un coef-
ficient £(s) — 1 devant le terme C;. En revanche, c’est la méme que celle de [EtGi,
§1.15], avec ¢; = ¢, (lorsque W est un groupe de Coxeter). D’autre part, les ky,;
de [GGOR] sont reliés aux Ky; ci-dessus par ky,; = Kyo— Kp,;. B

4.1.C. Spécialisation. — Si (¢,c) € 6, nous noterons ¢, . I'idéal maximal de k[¢]
défini par e ={f €kl€]| f(t,c) =0} : 'est 'idéal engendré par T —t et (Cs —
Cs)serefiw)w- Posons alors

ﬁt,c = k[%]/’ét,c ®k[‘Z’] H= ﬁ/at,cﬁ-

La k-algeébre H, . est le quotient de Ty(V & V*) x W par l'idéal engendré par les rela-
tions suivantes :

[x,x]1=[y,y'1=0,

(4.1.8) (y, ) - (e, x)

)

yxl=ty,x)+ Y, (e(s)=1)c

\
sEREf(W) { s’ as)

pour x, x’€V*ety,y’ €V.

Exemple 4.1.9. — 1l est immédiat que Hyo=k[V® V¥]x W. R
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4.2. Graduations

L’algébre H posséde une N x N-graduation naturelle, grace a laquelle on peut as-
socier, a chaque morphisme de monoides NxN — Z (ou NxN — N), une Z-graduation
(ou une N-graduation).

On bi-gradue (sur N x N) I'algébre tensorielle étendue k[6]® (Ti(V & V*) x W) en
décrétant que les éléments de V ont pour bi-degré (1,0), les éléments de V* ont
pour bi-degré (0,1), les éléments de &" ont pour degré (1,1) et ceux de W ont pour
degré (0,0), alors les relations 4.1.1 deviennent homogeénes. Ainsi, H hérite d’une
(N x N)-graduation dont nous noterons HYN[], j] la composante homogene de bi-
degré (i,j). Alors

A= @ H"[,j] et HM0,0]=kW.
(i,j)ENXN

D’autre part, chaque composante homogene est de dimension finie sur k.

Si ¢ : NxN — Z est un morphisme de monoides, alors H hérite d"une Z-graduation
dont nous noterons H¢[i] la composante homogene de degré i :
B¢lil= € H™[a,bl.
vla,b)=i
Dans cette graduation, les éléments de V ont pour degré ¢(1,0), les éléments de V*
ont pour degré ¢(0,1), les éléments de €~ ont pour degré ¢(1,1) et ceux de W ont
pour degré 0.

Exemple 4.2.1 (Z-graduation). — Le morphisme de monoides NxN—Z, (i,j)— j—i
induit une Z-graduation sur H pour laquelle les éléments de V ont pour degré —1,
les éléments de V* ont pour degré 1 et les éléments de 6" et W ont pour degré 0.
Nous noterons H%[i] la composante homogene de degré i. Alors
A= a".
I€Z

Par spécialisation en tout (¢,c) € <z, 'algebre ﬁm hérite d’une Z-graduation dont la
composante homogene de degré i sera notée HZ [i]. ®

Exemple 4.2.2 (N-graduation). — Le morphisme de monoides N x N — N, (i,j) —

i +j induit une N-graduation sur H pour laquelle les éléments de V ou de V* ont

pour degré 1, les éléments de %" ont pour degré 2 et les éléments de W ont pour

degré 0. Nous noterons HV[i] la composante homogene de degré i. Alors
A=PH"[i] et H[0]=kW.

ieN
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Notons que dim HY[i] < 0o pour tout i. Cette graduation ne s’hérite pas par spécial-
isation en tout (z,c) € € : elle s’hérite seulement par la spécialisation en (0,0) : on
retrouve la N-graduation usuelle sur Hyo =k[V x V*] x W (voir I'exemple 4.1.9). m

4.3. Filtration

Munissons ’algebre tensorielle étendue k[€]® (Tu(Ve® V*)x W) de la graduation
pour laquelle les éléments de V et V* ont pour degré 1, tandis que les éléments de
" et W ont pour degré 0. Si n €N, notons Z,H 'image dans H de I'espace formé
des éléments de degré < n. Alors

FH=k[€¢]kW c FHc Z,Hc---cH et U F.,H=H.

mz=0
Ona
FH-F,HC T,
ce qui définit sur H une filtration Z. Nous noterons gr,(H) l’algebre graduée asso-
ciée : le théoréme 4.1.4 fournit un isomorphisme de k[%]-algébres

(4.3.1) K[6]® K[V x V] x W) — gr,(H).

Par spécialisation en (¢, c) € ¢, 1a filtration # de H induit une filtration (que nous
noterons encore .Z) de H, ., et

(4.3.2) gr,(H; )~ k[V x V] x W.

4.4. Elément d’Euler

Soit (x1,...,x,) une k-base de V* et soit (y,...,,) sa base duale. Posons
n n
eu= —nT+Zy,-x,~+ Z Css :Zx,-y,-+ Z e(s)C,s €H.
i=1 SEREE(W) i=1 SEREH(W)

Alors eu est appelé 1'élément d’Euler générique de H. 11 est facile de vérifier que €u ne
dépend pas du choix de la base (x;,...,x,) de V*. Notons que

(4.4.1) &t e A1, 1]

et rappelons le lemme classique suivant [GGOR, §3.1(4)] :

Lemme 4.4.2. — SixeV*, ye Vet weW,alors

[eu,x]=Tx, [eu,y]=—-Ty et [eu, w]=0.
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Dans [GGOR], I'élément d’Euler joue un role primordial dans 1’étude de la caté-
gorie 0 associée a H, .. Nous verrons dans ce mémoire le role que joue cet élément
dans la théorie des cellules de Calogero-Moser.

Proposition 4.4.3. — Si heH%[i], alors [eu,h]=iTh.

4.5. Algebre sphérique

Notation. Tout au long de ce mémoire, nous noterons e l'idempotent
primitif central de kW défini par

1
e=— > w.
W]

weWw

La k[€]-algebre eHe sera appelée I algébre sphérique générique.

Par spécialisation en (t, c), et puisque eﬁme est un facteur direct du k[¢]-module
H, on obtient que

(4.5.1) eH, e = (k[6]/C, ) ®q eHe.

Puisque e est de degré 0, la filtration .# induit une filtration (que nous noterons
encore .7) de l'algebre sphérique générique

e(Fi)e=k[%]Ce(FH)ece(FHec - et | ] e(F,He=ecHe.

m =0
On vérifie aisément que
e(Zn,H)e=Z,HneHe
et que
(4.5.2) gr,(eHe)=egr,(H)e ~k[€]®k[V x V*]".

Il en découle le théoreme suivant, dont la preuve apres spécialisation se trouve
dans [EtGi, théoreme 1.5] mais dont tous les arguments s’adaptent ici mot pour
mot au cas générique :

Théoréme 4.5.3 (Etingof-Ginzburg). — Soit € un idéal premier de k[6] et notons Hg =
H/CH. Alors :
(a) L'algebre eHge est une k-algebre de type fini et sans diviseur de 0.
(b) Hge est un eHge-module a droite de type fini.
(c) L'action naturelle a gauche de Hg sur le module projectif Hge induit un isomorphisme
Hz — End,j_.(Hge).
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(d) Si k[€]/€ est Gorenstein (respectivement Cohen-Macaulay), alors il en est de méme
de I'algebre eHge ainsi que du eHge-module a droite Hge.

4.6. Quelques automorphismes de H

Notons Auty.,,(H) le groupe des automorphismes de la k-algebre H.

4.6.A. Bi-graduation. — De maniére équivalente, la bi-graduation sur H peut se
voir comme une action du groupe k* x k* sur H. En effet, si (£,&) € k< x k%, on
définit 'automorphisme bigr; ., de H par la formule suivante :

V(i,j))eNxN, V heB""[i,]], bigr; -(h)=&'E"h.
Alors
(4.6.1) gr: kK x K — Autyqo(H)

est un morphisme de groupes. Concretement,

VyeV, bigr: «(y)=2y,

V x € V¥, bigr, ..(x)=&'x,
VCe%’, bigr..(C)=EEC,
V we W, bigr, .(w)=w.

Par spécialisation, pour tout £ € k* et pour tout (¢,c) € %, I'action de (&, &) fournit
un isomorphisme de k-algebres

(4.6.2) H, . — H;, .

4.6.B. Caracteres linéaires. — Soit y: W — k* un caractere linéaire. Alors y induit
un automorphisme de ¢ par multiplication : si ¢ € ¢, on définit y - ¢ comme la
fonction Réf(W) — k, s — y(s)c;. Cela induit un automorphisme 7« : k[6] — k[4],
f—(c— f(r7!-c)), qui envoie en particulier C; sur y(s)"!C;. On l’étend en un
automorphisme 7 de k[€] en posant y(T)=T.

D’autre part, y induit aussi un automorphisme de 1’algebre de groupe kW, en-
voyant w € W sur y(w)w. Ainsi, y induit un automorphisme de la k[%]-algébre
k[¢]® (Tu(V @ V*) x W) agissant trivialement sur V et V*: nous le noterons y1. Bien
sar,

(ry e =7rrys.
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Les relations 4.1.1 étant clairement stables par l'action de yr, ce dernier induit par
passage au quotient un automorphisme 7. de la k-algebre H. Iapplication
WA —  Autyqg(H)

ro— I
est un morphisme injectif de groupes. Par spécialisation en (t,c) € 6 et si y € W*,
alors 7, induit un isomorphisme de k-algebres

(4.6.3)

~ ~

(4.6.4) Hl’,C — ﬁt,rc-

4.6.C. Normalisateur. — Notons .4 le normalisateur, dans GLy(V), de W. Alors :

e ./ agit naturellement sur V et V*;
e ¥ agit sur W par conjugaison ;
e l'action de .4 sur W stabilise Réf(W) et donc A agitsur 6 :sige N etce 6,
alors 8c:Réf(W) —k, s — cg154.
e l'action de .4 sur ¢ induit une action de .4/" sur 6™ (et donc sur k[¢]) telle que,
si ge N et s eREf(W), alors 8Cs = Cgsg-1.
e ./ agit trivialement sur T.
En conséquence, ./ agit sur la k[€]-algebre k[4] ® (Ti(V & V*) x W) et il est facile
de vérifier, grace aux relations 4.1.1, que cette action induit une action sur H: si
g €./ et h € H, nous noterons ¢h 'image de h par l'action de g. Par spécialisation
en (t,c) € 6, un élément g € .4 induit un isomorphisme de k-algebres

~ ~

(4.6.5) H, . — H, .

Exemple 4.6.6. — Si & € k*, alors on peut voir £ comme un automorphisme de
V (par homothétie) normalisant (et méme centralisant) W. On retrouve alors
'automorphisme de H induisant la Z-graduation (au signe pres) : si h € H, alors
*h=bigr; ..(h). W

4.6.D. Compilation. — Les automorphismes induits par k* xk* et ceux induits par
W* commutent. D’autre part, le groupe 4" agit sur le groupe W* et sur la k-algebre
H. On vérifie facilement que cela induit une action de W x.4" sur H. De plus, cette
action respecte la bi-graduation, c’est-a-dire commute avec 'action de k* x k*. Si
y € WA et g € 4, nous noterons y X g I'élément de W" x .4 correspondant. On a
donc un morphisme de groupes

K x kK< x (WAx./) — AUty qq(H)
(&,&,rxg) —  (h— bigr; ., 0 7.(8h)).
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Sit=(, & rxglek* xk*x (WrxA)etsih € H, nous poserons
“h=ry.(bigr: -(8h)).

Le lemme suivant est immédiat :

Lemme 4.6.7. — Soit T =(&,&,y x g)ek* xk* x (W"x.A). Alors :
(a) T stabilise les sous-algebres k[€6], k[ V], k[ V*] et kW.
(b) 7 respecte la bi-graduation.
(c) "feu=<E¢’eun

(d) e =e siet seulement si y =1.

4.7. Spécificité des groupes de Coxeter

Hypothese. Dans cette section, et seulement dans cette section,
nous supposons que W est un groupe de Coxeter, et nous reprenons
les notations du chapitre 3.

D’apres la proposition 3.1.1, il existe une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée W-invariante 8 : V x V — k. Nous noterons o : V A I'isomorphisme
induit par B :siy, y’ €V, alors

¥ oy N=B,y)
La W-invariance de B implique que o est un isomorphisme de kW-modules et la
symétrie de B implique que

(4.7.1) (y,x)=(0"'(x),0(y))

pour tous x € V* et y € V. Par suite, notons o : Ti(V & V*) — Ti(V & V¥)
I'isomorphisme d’algebres induit par I’”automorphisme de 1'espace vectoriel V& V*
défini par (y,x) — (—o~'(x),0(y)). Il est W-invariant donc il s’étend en un auto-
morphisme de Ty (V@ V*) x W, en agissant trivialement sur W. Ce dernier s’étend
ensuite par extension des scalaires en un automorphisme, toujours noté o, de
k[€6]®(Tu(V & V¥)x W). 1l est facile de vérifier que o induit un automorphisme o
de H. On a donc montré la proposition suivante :

Proposition 4.7.2. — Il existe un unique automorphisme de k-algebres o de H tel que

oia(y)=0o(y) siyeV,

ogi(x)=—0"Yx) sixeV¥
o(w)=w siweWw,
ox(C)=C siceg’.
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Proposition 4.7.3. — On a les propriétés suivantes :

(a) oy stabilise les sous-algebres k[€] et KW et échange les sous-algebres k[ V] et k[V*].

(b) Si he HYN[], j], alors og(h) € HN*N[j, 1].

(c) Si h e HV[i] (respectivement h € HZ[i]), alors o(h) € HV[i] (respectivement og(h) €
HZ[-i]).

(d) o commute i I'action de W sur H.

(e) Si(t,c) € €, alors oy induit un automorphisme de H, ., toujours noté oy (ou O,,)
Ssi nécessaire).

(f) oylea)=nT —eu.

b

Remarque 4.7.4 (Actions de GL,(k) et SL,(k)). — Soit p = (Z d

) € GLy(k). Alors
"application k-linéaire

Ve — Ve v

y®x — ay+bol(x)®co(y)+dx
est un automorphisme du kW-module V& V*. Elle s’étend donc en un automor-
phisme de la k-algebre Ty (V@ V*)x W et en un automorphisme pr de k[€]® (T (Ve
V*)x W) par p1(C)=det(p)Csi Ce G .

1l est alors facile de vérifier que pr induit un automorphisme pz de H. De plus,

(pp" )i = pi o pj pour tous p, p’ € GLy(k), ce qui définit une action de GL,(k) sur H.
Cette action respecte la N-graduation HY.

. . 0
Pour finir, notons que, pour p = ), onapf=0opet sip= (5 ), alors

1 0 0 &
Pi = bigr: . On a ainsi étendu l'action de k* x k* x (W” x .4') en une action de
GL,(K) x (W% .A). W



CHAPITRE 5

ALGEBRE DE CHEREDNIK EN =0

Notation. Nous posons H = H/TH. La k-algebre H est appelée
I'algebre de Cherednik générique en t =0.

5.1. Généralités

Nous rassemblons ici toutes les propriétés qui se déduisent immédiatement de
ce que nous avons établi dans le chapitre précédent 4. Nous en profitons pour fixer
quelques notations.

Tout d’abord, les relations 4.1.1 s’écrivent maintenant ainsi. L’algebre H est la
k[6]-algebre quotient de k[6]® (T(V® V*)x W) par I'idéal engendré par les relations
suivantes :

[x,x'] = [y’y/] =0,
(5].1) <y’as> . (a;,x>
(ay, as)

yxl= > (Es)-1)C

sSER&f(W)

)

pour x, x’€V*ety,y’eV.
La décomposition PBW (théoreme 4.1.4) se réécrit ainsi :

Théoreme 5.1.2 (Etingof-Ginzburg). — L’application k[6]-linéaire k[ € ]Qk[V]QkW ®
k[V*] — H induite par la multiplication est un isomorphisme de k-espaces vectoriels.

Si ¢ € 6, nous noterons ¢, I'idéal maximal de k[¢] défini par €, ={f €k[€] | f(c)=
0} : c’est I'idéal engendré par (Cs — ¢;)serefow)w. Posons alors

H, = (k[6]/¢,.)® H=H/C H=H,,.
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La k-algebre H, est le quotient de la k-algébre Ti(V & V*) x W par 1'idéal engendré
par les relations suivantes :

[x,x']=[y,y’]=0,

(5].3) <y,as> . (av x)
[y, x]= (e(s)—1) ¢ — ,
s%w) (ay, as)

pour x, x'€V*ety, y'eV.

Puisque T est bi-homogene, la k-algébre H hérite de toutes les graduations, fil-
trations de l'algebre H : nous utiliserons les notations évidentes HN*N[i, j], HY[i] et
H”[i] sans les définir. Nous noterons eu 'image de eu dans H. Alors eu est appelé
'élément d’Euler générique de H. Notons que

(5.1.4) euc H'"[1,1]

L'idéal engendré par T est aussi stable par l'action de k* x k* x (W" x /), donc H
hérite d’une action de k* x k* x (W" x .4) qui sera toujours notée “h, si h € H et
T ek xkXx(W"x. ). Le lemme suivant se déduit immédiatement du lemme 4.6.7 :

Lemme 5.1.5. — Soit T =(£,&,y x g)ek* xk* x (WA x.A). Alors :

(a) 7 stabilise les sous-algebres k[6], k[ V], k[V*] et kW.
(b) 7 respecte la bi-graduation.
(c) "eu=£&¢&’ eu.

Terminons par 'algebre sphérique. Le théoreme 4.5.3 implique :

Théoréme 5.1.6 (Etingof-Ginzburg). — Soit € un idéal premier de k[€] et notons He =
H/¢H. Alors :

(a) L'algebre eHce est une k-algebre de type fini, Gorenstein et sans diviseur de 0.

(b) Si k[€]/€ est Gorenstein (respectivement Cohen-Macaulay), alors le eHee-module a
droite de type fini Hee I'est aussi.

(c) L'action naturelle a gauche de He sur le module projectif Hee induit un isomorphisme
He — Enden,o(Hee).
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5.2. Centre

Notation. Tout au long de ce mémoire, nous noterons Z = Z(H) le
centre de H. Si ¢ € €, nous noterons Z. = Z/€.Z. Nous noterons P
la k[6]-algebre obtenue par produit tensoriel d’algébres P=k[6]®
k[VIW k[ V*]W.

5.2.A. Une sous-algébre de Z. — Le premier résultat, fondamental, concernant le
centre Z(H) de H, est le suivant [EtGi, Proposition 4.15] (voir aussi [Gor1, Proposi-
tion 3.6] pour une preuve plus directe) :

(5.2.1) PcZ.

Le lemme suivant est immédiat. Bien sir, le centre Z est stable par 1’action de k* x
k* x (W x /) et hérite en particulier des graduations de H. Il est facile de vérifier
qu’il en est de méme de P:

Lemme 5.2.2. — P est une sous-algebre du centre stable par I'action de k* xk* x(W"x.¥).
En particulier, elle est N x N-graduée.

Corollaire 5.2.3. — La décomposition PBW est un isomorphisme de P-modules. En par-
ticulier, on a des isomorphismes de P-modules :

(a) H~k[€]Qk[V]®kW @k[V*].

(b) He ~k[€¢]@k[V]®k[V*].

(c) eHe ~k[€]QKk[V x V*]W,
En particulier, H (respectivement He, respectivement eHe) est un P-module libre de rang
|W 3 (respectivement |W|?, respectivement |W|).

Le theme principal de ce mémoire est 1'étude de 1'algebre H, vue comme P-
algebre : ainsi, si p est un idéal premier de P, nous nous intéresserons aux représen-
tations de la kp(p)-algebre de dimension finie |[W[? égale a kp(p) ®» H (déploiement,
modules simples, blocs, éventuellement modules standard, matrice de décomposi-
tion...).

Remarque 5.2.4. — Soit (b;): < i <jw) une k[V]"-base de k[V] et soit (b)), <i <jw une
k[V*]"-base de k[V*]. Le corollaire 5.2.3 montre que (biwb)i<ij<w estune P-base
weWw

de H et que (bibje)l <ij <|w| est une P-base de He. B
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Posons
P =k[V]V @k[V*]".
Sice ¢, alors
P~ K[6]/€, @) P=P/C.P

On déduit du corollaire 5.2.3 le corollaire suivant :

Corollaire 5.2.5. — On a des isomorphismes de P,-modules :

(a) H. ~k[V] kW @Kk[V*].

(b) Hee ~k[V]@k[V*].

(c) eH.e ~Kk[V x V¥]W,
En particulier, H. (respectivement H.e, respectivement eH.e) est un P.-module libre de
rang |W13 (respectivement |W ?, respectivement |W|).

5.2.B. Isomorphisme de Satake. — Il découle du lemme 4.4.2 que
(5.2.6) euc/.

Si ¢ € 6, nous noterons eu, I'image de eu dans H..

Exemple 5.2.7. — Puisque Hy=k[V@V*|xW,onaZ(H,)=k[VxV*]W et P, =k[V/W x
V*/W] C Zy. De plus, il découle du théoreme 1.2.1 que Z; est un P.-module libre de
rang |W|. D’autre part, eu, = Z:’:l x;y; (en reprenant les notations de la section 4.4).
On peut alors vérifier facilement (voir par exemple [BoKe, proposition 1.1]) que le
polynéome minimal de eu, sur P, est de degré |W| et donc que le corps des fractions
k(V x V*)W est engendré, sur k(V/W x V*/W), par euy.

Le théoreme de structure suivant est au cceur de tous les résultats concernant la
théorie des représentations de H. Nous proposons ici une preuve différente de celles
contenues dans la littérature, reposant uniquement sur I'exemple 5.2.7 ci-dessus et
le fait que Pleu] C Z.

Théoréme 5.2.8 (Etingof-Ginzburg). — Le morphisme d’algébres Z — eHe, z — ze
est un isomorphisme d’algebres (N x N)-graduées. En particulier, eHe est commutative.

Démonstration. — Commengons par un lemme préparatoire classique :

Lemme 5.2.9. — Soient A et B deux anneaux et soit M un (A, B)-bimodule tel que
Ends(M) = B°PP et A=Endg(M). Alors on a un isomorphisme Z(A) = 7Z(B).



71

Démonstration. — La multiplication a gauche sur M induit un morphisme
d’anneaux «a : Z(A) — Z(B) tel que zm = ma(z) pour tous z € Z(A) et m € M.
De méme, la multiplication a droite fournit un morphisme d’anneaux f :
Z(B) — Z(A) tel que mz = f8(z)m pour tout z € Z(B) et m € M. Ainsi, si z € Z(A)
et m € M, alors zm = fB(a(z))m, et donc 8 o a =1Idy,) car 'action de A sur M
est fidele par hypothese. De méme a o § =Idyp). O

Tout d’abord, puisque Endy(He) = (eHe)°?? et Endcn.yrr(He) = H, 'application
7. : Z(H) — Z(eHe), z — ze est un isomorphisme d’algebres d’apres le lemme 5.2.9.
Il suffit donc de montrer que eHe est commutative.

Notons aussi que 7, est un morphisme de P-algébres. Puisque eHe est un P-
module libre de rang |[W| (voir le corollaire 5.2.3(c)), le polyndme minimal de eu sur
P, qui est le méme que le polyndme minimal de 7.(eu) sur 7.(P)~ P, est de degré
inférieur ou égal a |[W|. Mais la spécialisation eu, de eu en 0 € ¢* a un polynome
minimal sur Py de degré |W| (voir 'exemple 5.2.7) On en déduit donc que

(5.2.10) Le polyndme minimal de eu sur P est de degré |W|.

On a alors
n.(Pleu]) C m.(Z)=Z(eHe) C eHe.

Il découle de 5.2.10 que 7.(P[eu]) est un sous-P-module de rang |[W| du P-module
eHe, qui est lui aussi de rang |W/|. Si on note Kle corps des fractions de P (rappelons
que P est integre), alors K®p7.(Pleu]) =K®p(eHe). Ainsi, K®peHe est commutative,
ce qui montre que eHe l'est aussi. U

Corollaire 5.2.11. — Ona:

(a) Endy(He)=Z7 et End;(He)=H.

(b) H=Z®eH(1—e)®(1—e)He® (1 —e)H(1 —e). En particulier, Z est un facteur direct
du Z-module H.

(c) Z est un P-module libre de rang |W|.

(d) Z est integre, intégralement clos et Cohen-Macaulay.

(e) He est un Z-module de Cohen-Macaulay.

Démonstration. — Notons que H= eHe ® eH(1 —e)® (1 —e)He ®(1 —e)H(1 —e) et
que l'isomorphisme de Satake nous dit que 1'application Z — eHe, z — eze = ze,
est un isomorphisme, dott (a). A part le fait que Z est intégralement clos, tout le
reste découle des propriétés correspondantes de eHe. Le fait que Z ~ eHe est in-
tégralement clos découle de ce que gr,(eHe) ~k[€¢]@k[V x V]V l'est (voir [EtGi,
Lemme 3.5]). O
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Puisque Z est un facteur direct de H, Z, est un facteur direct de H,. De plus,
Z. CZ(H.). Mieux, le corollaire 5.2.11 reste valide aprés spécialisation :

Corollaire 5.2.12. — Z,=7(H.) et I'application Z, — eHe, z — ze est un isomorphisme.

Démonstration. — D’apres le théoreme 5.1.6 et le lemme 5.2.9, on a Z(H.) ~Z(eH_e).
Mais d’apres l'isomorphisme de Satake, eH.e est commutative. Donc I’application
Z(H.)— eH_.e, z — ze est un isomorphisme. On en déduit que

H.=7ZH.,)®eH. (1—e)®(1—e)H,ed(1—e)H.(1—e).
De plus, d’apres le corollaire 5.2.11(b),
H.=Z. ®eH,(1—e)®(1—e)H,ed(1—e)H.(1—e).

Puisque Z, C Z(H,), I'égalité Z. = Z(H,) devient évidente. O

Corollaire 5.2.13. — Ona:

(a) Endy,(H.e)=Z. et End, (H.e)=H,.

(b) Ho=Z.®eH,(1-e)®(1—e)H.e®(1—e)H.(1—e). En particulier, Z, est un facteur
direct du Z,-module H,.

(c) Z. est un P,-module libre de rang |W|.

(d) Z. est integre, intégralement clos et Cohen-Macaulay.

(e) Hce est un Z.-module de Cohen-Macaulay.

Corollaire 5.2.14. — Si ¢ € 6, alors le polynome minimal de eu, sur P, est de degré |W| :
c’est la spécialisation en ¢ du polyndome minimal de eu sur P.

Démonstration. — Notons Fey(t) le polyndme minimal de eu sur P, et notons Fey ((t) €
P.[t] sa spécialisation en c. Alors P.[eu.] C Z, estintegre et P.[eu.] =~ P[t]/Fuy,.(t). Donc
Feu,c(t) est irréductible et est bien le poyndme minimal de eu, sur R. O
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5.3. Equivalence de Morita

D’apreés le corollaire 5.2.11, on a H = End,(He) et Z = Endy(He). De plus, He est
un H-module projectif. Pour que He induise une équivalence de Morita entre Z
et H, il faut et il suffit que He soit un Z-module projectif : or, ce n’est pas le cas
en général, mais He est un Z-module de Cohen-Macaulay. Puisqu'un module de
Cohen-Macaulay sur un anneau régulier est projectif [Ser, chapitre 4, corollaire 2],
on obtient le résultat suivant (si U est une partie multiplicative de Z, nous notons
Z[U™ '] le localisé de Z en U et nous posons H{U™ ] =Z[U"!]®, H) :

Proposition 5.3.1. — Si U est une partie multiplicative de Z telle que Z[U™'] soit un
anneau régulier, alors les algebres H{U '] et Z[U~'] sont Morita équivalentes (I’équivalence
de Morita est induite par le bimodule H{U']e).

5.3.A. Localisation en V™, — Rappelons que

v =V\ | ] H={ve V| Stabs(v)=1}.
He.d/
On note P8 =k[€]k[ V™8]V xKk[V*|W, Zré8 = P8®, 7 et H8 = P8®@,H = Z"¢®,H. Si
s € Réf(W), notons eV =11, .,y w(a,) € P, de sorte que P8 (resp. Z™8) est le localisé
de P (resp. Z) en la partie multiplicative engendrée par (a!)serew). Il s’en suit que

(5.3.2) a, est inversible dans H™8,

En effet, [ | w(a,) € (Pres)*,

wew

Proposition 5.3.3 (Etingof-Ginzburg). — Il existe un unique isomorphisme de k[6]-
algebres
O:H* S k(€] (k[V™ x V] x W)

tel que
O(w)=w siweWw,
Oy)=y— Z £(s)C, LD s siyevV,
SEREA(W) S
Ox)=x si x € V*,

Démonstration. — Voir [EtGi, proposition 4.11]. ]
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Remarque 5.3.4. — En termes des variables Ky ;, on a
eoy)=y- Z eHZ_l . @) enKu,i€n,i
flew im0 GH S
pouryeV.
Corollaire 5.3.5. — O se restreint en un isomorphisme de k[6]-algebres Z'¢8 S K6 ®

k[ V™8 x V¥|W. En particulier, Z*¢ est réqulier.

Démonstration. — La premiere assertion découle simplement de la comparaison
des centres de H™s et k[V™ x V*] x W. La deuxieme résulte du fait que W agit
librement sur V8 x V*, O

Si ¢ € 6, notons Z~¢ la localisation de Z, en P8 = k[V']" @ k[V*]". Le corol-
laire 5.3.5 montre que

(5.3.6) Z18 ~ K[ V™8 x V¥V est un anneau régulier.

5.3.B. Corps des fractions. — Notons K le corps des fractions de P et posons KZ =
K®pZ: alors, puisque Z est integre et entier sur P,

(5.3.7) KZ est le corps des fractions de Z.

En particulier, KZ est un anneau régulier.

Théoreme 5.3.8. — Les K-algebres KH et KZ sont Morita équivalentes, I'équivalence de
Morita étant induite par KHe. Plus précisément,

KH ~ Mat|w|(KZ).

Démonstration. — Compte tenu de la proposition 5.3.1, il ne reste qu’a montrer la
derniére assertion: il suffit donc de montrer que KHe est un KZ-espace vectoriel
de dimension |[W/|. Or, He est un P-module libre de rang |W/* tandis que Z est un
P-module libre de rang |W|, d’ot le résultat. O
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5.4. Compléments

5.4.A. Structure de Poisson. — La décomposition PBW fournit un isomorphisme
de k-espaces vectoriels k[ T|®H — H. Si h € H, notons h 'image de 1®h € k[ T]®H dans
H via cet isomorphisme. Si z, z’ € Z, alors [z,2’] =0, ce qui signifie que [Z,Z'] € TH.
On note {z,z’} I'image de [2,2]/T € H dans H=H/TH. 1l est facile de vérifier que
{z,z2’} €Z et que

(5.4.1) (=} ZXZ—Z
est un crochet de Poisson k[€¢]-linéaire. Si ¢ € €, alors il induit un crochet de Poisson

(5.4.2) = —}:Ze X Zoe — Z,.

5.4.B. Forme symétrisante. — Fixons une k[V]"-base (b;)<i<w de k[V] for-
mée d’éléments homogenes ainsi qu'une k[V*]W-base (b})i<i<w de k[V*] elle
aussi formée d’éléments homogenes. 1l est bien connu [Bro, proposition 4.16]
que, parmi la base homogene (b;); <i<w;, un seul élément est de degré |Réf(W)|,
tous les autres étant de degré strictement inférieur. Nous supposerons que
degb, = degb; = |Réf(W)|. Notons

Ty - H— P
I"'unique application P-linéaire telle que

1 sii=j=letw=1,
0 sinon.

’cH(biwb;): {

Alors [BrGoSt, théoreme 4.4]

(5.4.3) Ty est une forme symétrisante sur la P-algebre H.

Soit (1)1 < <jwp une P-base de H et soit (1)), < ; <|wp la P-base duale (pour la forme
symétrisante 7,). Posons

i=1
L’élément cas, de H est appelé 1'élément de Casimir central de H (ou (H,7y)) : il est
indépendant du choix de la P-base (h;); < <wp (il ne dépend que du couple (H, 7))
et il vérifie

casy €7
(voir par exemple [Chl2, définition 2.2.4 et lemme 2.2.6]).
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5.5. Comment calculer Z ?

Nous allons ici donner quelques ingrédients permettant d’aider au calcul du cen-
tre Z de l'algebre H : nous ne donnerons pas d’algorithme, mais juste quelques
principes permettant de résoudre les petits cas. Nous les mettrons en ceuvre dans
les chapitres 18 (le rang 1) et 19 (le type B,). Un des ingrédients essentiels est la
bi-graduation de Z.

5.5.A. Séries de Hilbert. — Nous allons ici calculer les séries de Hilbert bi-
graduées de H, P, Z et eHe. Tout d’abord, remarquons que

. bigr
dim,

(k[€]) = (1 — tu)ReAW)/ W’

ce qui permet de déduire facilement le résultat pour H, en utilisant (1.5.2) et la
décomposition PBW :

(Wi

(5.5.1) dimiigr(H) = (1—1)" (1 —u)" (1 — tu)REEW)/WI*

D’autre part, en reprenant les notations du théoréme 1.2.1, on obtient, grace a (1.5.4),

1

_ :
(1 — ey wi T (1 — )1 —u)
i=1

(5.5.2) dim, ¥ (P) =

Pour finir, notons que la décomposition PBW est un isomorphisme W-équivariant
de k[6¢]-modules bi-gradués, d’ot1 I'on déduit que He ~k[¢]® k[V] ® k[V*] comme
kW-modules bi-gradués et donc que

(5.5.3) les k-espaces vectoriels bi-gradués Z et k{61 @k[V x V¥V sont isomorphes.
p 4 P

Ainsi, dimiigr(Z )= dimiigr(k[‘g D- dimiigr(k[V x V*]") ce qui, en vertu de (1.5.5) et de la
proposition 1.5.12, nous donne

(5.5.4) dim}®(2) = W[ (- til)lRéf(W)/Wl u;y det(1— wt) cllet(l ~ v a)
et

Z [ ()
(5.5.5) dimiigr( 7)= 2 €lr(W)

(1= tw)re/w T (1 - 91 - u)

i=1
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5.5.B. Comparaison de Z et Z,. — Si z € Z, nous noterons z, son image dans Z.
Rappelons que Z, = Z/&,Z, ou €, est I'unique idéal homogene maximal de k[%€]
(¢ est méme bi-homogene, par rapport a la (N x N)-graduation). Le lemme de
Nakayama gradué permet immédiatement d’obtenir le résultat suivant :

Lemme 5.5.6. — Soient z\,.. ., z\") des éléments N-homogenes (par exemple, des éléments
(NxN)-homogenes) de Z. Alors Z =k[€][zW,...,z"] si et seulement si Zy = k[zf)l), e zg)].

Si le lemme 5.5.6 peut aider a trouver des générateurs de Z, le probléme du cal-
cul de Z n’est pas encore totalement résolu a ce stade, car il faut déterminer les
relations entre ces générateurs. Fixons donc des éléments z(,..., z(7 de Z qui
soient N-homogenes (notons e;,..., e, leurs degrés) et tels que Z =k[€¢][zW,...,z(].
Graduons l'algebre k[6][x;,...,X,] en attribuant a x; le degré e;. Alors le morphisme
naturel de k[¢]-algebres

0 k[€][x,....x,] —Z

qui envoie x; sur z() est surjectif et gradué. On notera
Yo :k[xlr--- rxr] _>ZO

le morphisme surjectif gradué de k-algebres déduit de ¢ par réduction modulo
¢ (c'est-a-dire par spécialisation en ¢ = 0). Supposons trouvés des éléments
homogenes fW,..., f™ dans Kery et notons I (respectivement I;) l'idéal de

k[€][x),...,x,] (respectivement k[xi,...,X,]) engendré par f),..., f") (respective-

ment fél),..., fém)). Ici, si f € k[6][x,,...,x,], alors f, désigne son image dans

k[x,,...,x,] par spécialisation en ¢ =0.

Proposition 5.5.7. — Supposons que k[6€][x,,...,X,]/I soit un k[6]-module libre. Alors :

(@) Ipy=1/¢1
(b) I =Kery si et seulement si I, =Ker .

Démonstration. — Notons A la k[¢]-algebre k[€][x,...,X,] et posons Ag = A/CyA =
k[x,...,X;].

(a) La suite exacte de k[¢]-modules
0—I—A—A/I—0
induit une suite exacte
TorX"™“ (K[6]/€o, A/ T) — /€T — Ag — (A/1)/€o(A/T) — 0.

Mais, par hypothese, A/I est libre donc Tory “/(k[6]/&,,A/I) = 0 ce qui montre que
1/€,1 s’identifie a 'image de I dans A, c’est-a-dire I,. D’ot1 (a).
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(b) Puisque A/Kery ~ Z est un k[‘¢]-module libre, I'argument précédent montre
que (Ker p)/&y(Ker ¢) s'identifie a son image dans A, c’est-a-dire a Ker ¢,. Le résultat
découle alors encore du lemme de Nakayama gradué. O

Exemple 5.5.8. — Supposons ici que n = dimy(V) =1 et posons d = |W|. Soit y €
V\ {0} et soit x € V* tel que (y,x) =1. Alors P. =k[x%,y4], euy = xy et il est facile
de vérifier que Z, =k[x?,y4,xy], c'est-a-dire Z, = P.[euy]. Il découle donc du lemme
5.5.6 que Z = P[eu].

Cela peut se montrer d"une autre maniére. En effet, Irf(W)={¢' |0<i<d —1} et
fei()=t pour 0 < i <d —1. Par conséquent, la formule 5.5.5 montre que

1+ (tu)+---+ (tu)?—!
(1—-tu)? 1 (1-t%)(1—u?)
tandis que, puisque Pleu] = P® Peu® - & Peu’~! (d’apres (5.2.10)), on a

. bigr . 1+ (tu)+---+ (tu)?!
dlmk (Pleu]) = (1 _tu)d—l (1 _td) a _ud).

dim. ¥ (2) =

Ainsi, dimiigr(P[eu]) = dimiigr(Z ), ce qui force 1’égalité Z = Pleu]. m

En fait, il n’arrive pratiquement jamais que Z = P[eu], comme le montre la
proposition suivante (dont nous ne nous servirons pas, mais dont nous intégrons
la preuve pour montrer 'efficacité des calculs de séries de Hilbert) :

Proposition 5.5.9. — On a Z = Pleu] si et seulement si W est engendré par une seule
réflexion.
Démonstration. — Si W est engendré par une seule réflexion, alors un argument

immédiat permet de se ramener au cas ou dim, V = 1. Dans ce cas, 'exemple 5.5.8
montre que Z = Pleu].

Réciproquement, si Z = Pleu], alors

wWi-1

7= EB Peu’

i=0
puisque le polyndme minimal de eu sur P est de degré [W| (d’apres (5.2.10)). On en
déduit, a 'aide de (5.5.2) que
wi-1
D (tuy
Jj=0

dim,¥(Z) = . .
(1 — ey wi T (1 —¢9)(1 —u)
i=1
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I1 découle donc de (5.5.4) que

(Wi-1

D (wy

(1-9" j=0

3 =
|W]| det(1 — wt) det(1 —w=u) ’
wew [Ja+t++tvHa—u)

i=1

En spécialisant t — 1 dans cette égalité, le terme de gauche ne contribue que lorsque
w =1 et on obtient (car |W|=d,---d, d’apres le théoreme 1.2.1(a))

wi-1

ou encore
W|-1

ﬁ(l +u+-+uti )= Z w.
i=1 j=0

Par comparaison des degrés, on obtient
n
W|-1 :Z(di -1).
i=1

Mais, toujours d’apres le théoreme 1.2.1(a), on a |REf(W)| = Z:’:l(d i —1), ce qui mon-
tre que

Réf(W) =W\ {1}.
Par suite, si w, w’ € W, alors ww’w~'w’"! est de déterminant 1, donc ne peut étre
une réflexion. Donc ww’ = w’w, c’est-a-dire que W est abélien, donc diagonalisable.
La proposition en découle. O

5.6. Spécificité des groupes de Coxeter

Hypothese. Dans cette section, et seulement dans cette section,
nous supposons que W est un groupe de Coxeter, et nous reprenons
les notations du chapitre 3.

En lien avec les problemes évoqués dans ce chapitre, une des particularités
de cette situation est que l'algébre H admet un autre automorphisme oy, induit
par l'isomorphisme de W-modules o : V — V*. Cest la réduction modulo T de
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'automorphisme o de H défini dans la section 4.7. Les propositions 4.7.2 et 4.7.3
deviennent alors :

Proposition 5.6.1. — Il existe un unique automorphisme oy de H tel que

ou(y)=0(y) siyeV,

ou(x)=—0c7(x) sixeV¥
ou(w)=w siwew,
ou(C)=C siCe6”.

Proposition 5.6.2. — De plus,

(a) oy stabilise les sous-algebres k[6] et kW et échange les sous-algebres k[V] et k[V*].

(b) Si he HYN[i, j1, alors ou(h) e HYN[j, i].

(c) Si h € HY[i] (respectivement h € HZ[i]), alors owu(h) € HY[i] (respectivement h €
HZ[—i]).

(d) ou commute a 'action de W» sur H.

(e) Si ¢ € 6, alors oy induit un automorphisme de H,, toujours noté oy (ou on,) si
nécessaire).

(f) ou(eu) = —eu.

De méme, il existe une action de SL,(k) sur H, qui s’obtient par réduction modulo
T de l'action sur H définie dans la remarque 4.7 4.



PARTIE III

L’EXTENSION Z/P



Notation importante. Tout au long de ce mémoire, nous fixons une
copie Q de la P-algebre Z, ainsi qu'un isomorphisme de P-algeébres
cop : Z — Q. Cela signifie que P sera vu comme sous-k-algebre de
Z et Q simultanément, mais que Q et Z seront considérées comme
différentes.

Nous notons alors K = Frac(P) et L = Frac(Q) et nous fixons une
cloture galoisienne M de ’extension L/K. Posons G = Gal(M/K) et
H = Gal(M/L). Nous notons R la cloture intégrale de P dans M. On
a ainsi P C Q C R et, d’apreés le corollaire 5.2.11, Q = R* et P = R°.
On peut alors utiliser les résultats de I'appendice A.

Rappelons que KZ =K®pZ est le corps des fractions de I'algebre Z
(voir (5.3.7)). Nous noterons encore cop : Frac(Z) — L I'extension
de cop aux corps des fractions.

Notons ZNN, ZN et ZZ respectivement la (N x N)-graduation, la
N-¢raduation, la Z-graduation induite par celle correspondante de H
(voir §4.2, et les exemples 4.2.2 et 4.2.1). Par transport a travers
cop, on obtient des graduations Q™*N, QN et Q% sur Q.

L'objet essentiel de ce mémoire est I'étude de cette extension galoisienne, no-
tamment des groupes d’inertie des idéaux premiers de R en lien avec 'étude des
représentations de H. Nous commencons cette étude dans ce chapitre.



CHAPITRE 6

THEORIE DE GALOIS

6.1. Action de G sur I’ensemble W

Puisque Q est un P-module libre de rang |W|, I'extension de corps L/K est de
degré [W| :
(6.1.1) [L:K]=|W|.

Rappelons que le fait que M soit la cloture galoisienne de L/K implique que

(6.1.2) (eH=1.

geG

Il résulte de (6.1.1) que
(6.1.3) |G/H|=|W]|.

Cette égalité établit un premier lien entre le couple (G, H) et le groupe W. Nous
allons ici construire une bijection de nature galoisienne (dépendant de choix) entre
G/H et W,

6.1.A. Spécialisation. — Fixons ¢ € 6. Rappelons que ¢, est I'idéal maximal de
k[6] formé des fonctions qui s’annulent en ¢. On pose

p.=C€.P et 4 =C€.Q=p.Q.

Puisque P, = P/p. ~k[V]" @ k[V*]W est integre et Q. = Q/q. I'est aussi (voir le corol-
laire 5.2.13(d)), on en déduit que p. et q. sont des idéaux premiers de P et Q re-
spectivement. Fixons un idéal premier t. de R au-dessus de p. et notons R, = R/x..
Notons alors D, (respectivement I.) le groupe de décomposition (respectivement
d’inertie) G? (respectivement G/ ). Posons

K. =Frac(R,), L. =Frac(Q.) et M, =Frac(R,).

En d’autres termes, K, = kp(p.), L = ko(q.) et M = kg(t.).
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Remarque 6.1.4. — Ici, le choix de 'idéal premier t. n’est pas anodin. Ce genre de
probleme nous poursuivra tout au long de ce mémoire. B

Puisque q. = p.Q est premier, on obtient que Y~!(p.) est réduit a un élément (ici,
qc) ce qui permet de déduire de la proposition A.3.5 que

(6.1.5) G=H-D,=D,-H.

On obtient aussi que Q est nette sur P en g, (par définition). Le théoreme A.2.5 nous
dit alors que I. € H. Puisque I, est distingué dans D., on déduit de (6.1.2) et (6.1.5)
que Ic €[ yep, “H=[,cq 8H=1 et donc

(6.1.6) I.=1.

I1 découle alors de la proposition A.3.10 que

(6.1.7) M, est la cloture galoisienne de I’extension L. /K..
Pour finir, d’apres (6.1.6) et le théoréme A.2.3, on a

(6.1.8) GalM./K.)= D, et GalM./L.)=D.NH.

Nous noterons cop, : Z. — Q. la spécialisation de cop en ¢ et nous noterons encore
cop, : Frac(Z,;) — L. 'extension de cop, aux corps de fractions.

Remarque 6.1.9. — Nous allons dans la section suivante étudier le cas ou ¢ =0, et
obtenir alors une description explicite de Dy. En revanche, donner une descrip-
tion explicite de D, en général se révele étre une tache insurmontable, comme le
montreront les quelques exemples traités dans le chapitre 18 (qui étudie le cas ou
dim,(V)=1): voir §18.5.C. m

6.1.B. Spécialisation en 0. — Rappelons que Py =P, =k[V]V k[V*]W et Qy ~ Z, =
Z(Hy) ~ k[V x V*]AW (voir 'exemple 5.2.7), oU A: W - WXx W, w — (w,w) est le
morphisme diagonal. Ainsi,

Ky =k(V x V¥)WW et Lo =k(V x V¥)AW,

D’autre part, 'extension k(V x V*)/K, est galoisienne de groupe W x W tandis que
I'extension k(V x V*)/L, est galoisienne de groupe AW. Puisque AZ(W) est le plus
grand sous-groupe distingué de W x W contenu dans AW, il découle de (6.1.7) que

My ~ k(V x V¥)A4AW),



Choix fondamental. Nous fixons une fois pour toutes un idéal
premier vy de R au-dessus de qo = €,Q ainsi qu’'un isomorphisme de
corps

isog : k(V x V¥)A4W) _—, M,
dont la restriction a k(V x V¥)AW est ['isomorphisme canonique
k(V x V¥)AW — Frac(Z,) — Ly. Ici, I'isomorphisme Frac(Zy) — Ly
est cop,.

Convention. L’action du groupe W x W sur le corps k(V x V*)
s’effectue ainsi : 'V x V* sera vu comme un sous-espace vectoriel
de k(V x V*) et engendrant ce corps, et I'action de (w,, w,) envoie
(y,x) € V x V* sur (un(y), wo(x)).
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Remarque 6.1.10. — L’action de W x W sur k(V x V*) décrite ci-dessus n’est pas celle
obtenue en faisant agir W x W sur la variété V x V* et induisant une action par

précomposition sur le corps des fonctions k(V x V*) : on passe de I'une a 'autre a
travers l'isomorphisme W x W WX W, (wy, ws)— (ws, w;). Cette distinction aura
son importance (voir la remarque 19.7.25). B

Ces choix étant effectués, on obtient un isomorphisme canonique Gal(M,/K;) —
(W x W)/AZ(W) induisant un isomorphisme Gal(M,/Lo) = AW/AZ(W). Puisque
D, =Gal(M,/K,) d’apres (6.1.8), on obtient un morphisme de groupes

L:WxW—G

vérifiant les propriétés suivantes :

Proposition 6.1.11. — (a) Kert=AZ(W).
(b) Imt¢ = D,.
(c) .Y (H)=AW.

En vertu de (6.1.5), cette proposition fournit une bijection

(6.1.12)

(W x W)/AW < G/H.

On peut bien stir mettre (W x W)/AW en bijection avec W par injection a gauche ou
a droite. Nous en fixons une :

Identification. Le morphisme W — W x W, w — (w,1) composé
avec le morphisme 1 : W x W — G est injectif, et nous identifierons le
groupe W avec son image dans G.
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Ainsi, w € W C G est I'unique automorphisme de P-algebre de R tel que, pour
tout r €R,

(6.1.13) (w(r) modty)=(w,1)(r modt,) dansk(V x V*)A4W),
On a alors, d’apres 6.1.12,

(6.1.14) G=H-W=W-H e HNW=1.

Corollaire 6.1.15. — Pour tout c € 6, l'application naturelle D, — G/H — W induit une
bijection D./(D.NH)— W.

Démonstration. — Cela découle de (6.1.5) de (6.1.14). O

6.1.C. Action de G sur W. — Notons maintenant Gy, le groupe des bijections de
I’ensemble W. Nous identifierons le groupe Gy y1; des bijections de ’ensemble W'\
{1} avec le stabilisateur de 1 dans &,,. L'identification G/H «—— W et ’action de G
par translation a gauche sur G/H permet d’identifier G a un sous-groupe du groupe
Sw des bijections de I’ensemble fini W. Ainsi,

(6116) GEGW et H:GHGW\{H.

Si g € G et w e W, nous noterons g(w) 'unique élément de W tel que giu(w,1)H =
((1,g(w))H. A travers cette identification de G comme sous-groupe de Gy,
I'application ¢ : W x W — G se décrit ainsi : si (w;,w,)e W x W et w € W, alors

(6.1.17) Ww, wo)(w)=w ww, .

C’est I'action naturelle de W x W sur 'ensemble W par translation a gauche et a
droite. Puisque AW est le stabilisateur de 1 € W pour cette action, on obtient

(6.1.18) LAW) =W X W)NSwqy,

ce qui est bien stir compatible avec la proposition 6.1.11(c) et (6.1.16).

Pour finir, le choix de l'injection de W dans G a travers w — ((w, 1) revient a iden-
tifier W comme sous-groupe de Gy, a travers l'action sur lui-méme par translation
a gauche.
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6.1.D. Elément d’Euler et groupe de Galois. — Posons eu = cop(eu). Puisque le
polyndme minimal de eu sur P (donc sur K) est de degré |[W| (voir (5.2.10)), on
déduit de (6.1.1) que

(6.1.19) L=K[eul.

Le calcul du groupe de Galois G = Gal(M/K) est donc équivalent au calcul du groupe
de Galois du polyndme minimal de eu (ou eu). Les méthodes classiques (réduction
modulo un idéal premier notamment, voir par exemple la section A.5) nous serons
utiles dans de petits exemples.

Revenons au calcul de I'injection W — G € Sy. Si w € W, posons eu,, = w(eu) € M.
Rappelons que G est vu comme un sous-groupe de &y, (voir (6.1.16)) : si g €G et
w € W, alors g(w) est défini par 1'égalité g(w)H = gwH. Puisque H agit trivialement
sur eu, on en déduit que

(6.1.20) gleu,)=-eug)
et dong, si (w, w,) € W x W,
(6.1.21) Hwr, wy)(euy) = Uy, ww;! -

Cela étend 1'égalité

(6.1.22) wi(eu,)=-euy,,

qui est une conséquence immédiate de la définition de eu,. En particulier,
d’apres (6.1.14),

(6.1.23) Le polyndme minimal de eu sur P est l_[ (t—euy).

wew
Notons aussi que, d’apres (6.1.13) et la convention choisie pour l'action de W x W
sur k(V x V*), on a

iso,'(eu,, mod to)= Z w(y)x; ek[V x VA4,

i=1

6.2. Déploiement de KH

Rappelons que, d’apres le théoreme 5.3.8, 1'équivalence de Morita induite par
KHe montre l'existence d’un isomorphisme

KH ~ Mat|w|(KZ).

Rappelons aussi que KZ est le corps des fractions de Z (voir (5.3.7)) et que cop :
KZ — L désigne encore 'extension de cop : Z — Q. En particulier, KH est semi-
simple, mais n’est pas K-déployée en général.
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Si g €G, le morphisme KZ — M, z — g(cop(z)) obtenu par restriction de g a L (a
travers l'isomorphisme cop) est K-linéaire et il s’étend en un unique morphisme de
M-algebres

g7 M@K/ — M

m®gz +—— mg(cop(z)).

Bien str, gz = (gh); pour tout h € H et c’est un fait classique (voir la proposi-
tion A.3.12) que

(82)gnec/n - M@k KZ — l_[ M

gHeG/H

est un isomorphisme de M-algebres. Compte tenu de (6.1.14), ceci peut se réécrire
ainsi : on a un isomorphisme de M-algebres

Mexkz — [, M
x — (Wz(x))wew

(6.2.1)
Fixons une KZ-base ordonnée 8 de KHe : rappelons que |#8| = |W|. Ce choix

fournit un isomorphisme d’algébres
p”? :KH — Mat;;y(K2).

Maintenant, si w € W, notons p? le morphisme de M-algebres MH — Mat;(M)
défini par
p2(m®ph)=m-w(cop(p?(h))

pour tous m € M et h € H. Alors p” est une représentation irréductible de MH : via
’équivalence de Morita de la proposition 5.3.1, elle correspond au M®x KZ-module
simple défini par w. On notera .%,, le MH-module simple dont le M-espace sous-
jacent est MI"! et sur lequel 'action de MH s’effectue via p .

Si on note Irr(MH) I’ensemble des classes d’isomorphie de MH-modules simples,
alors on a une bijection

w - IrMH
w — ZLw

(6.2.2)

est bijective et un isomorphisme de M-algebres

(6.2.3) [ 1,2 M= | | Matw ).

wew wew

Par conséquent,
(6.2.4) la M-algebre MH est semi-simple déployée.

De plus, la bijection (6.2.2) nous permet d’identifier son groupe de Grothendieck
#o(MH) avec le Z-module ZW :

(6.2.5) Ho(MH) — ZW.
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Puisque I’algebre MH est semi-simple déployée, il découle de [GePf, théoreme 7.2.6]
qu’il existe une unique famille d’éléments (schy, ) ew de R telle que

car,
Tvu = E
schy,’

weW

ou car, : MH — M désigne le caractére du MH-module simple .%,, et Ty, : MH — M
désigne 1l'extension de la forme symétrisante 7, : H — P. L’élément sch, de
R est appelé l'élément de Schur associé au module simple £,. D’apres [GePf,
théoreme 7.2.6], sch,, est égal au scalaire par lequel 1'élément de Casimir casy € Z
défini dans la section 5.4.B agit sur le module simple £,,. Ainsi,

(6.2.6) sch,, = w(cop(casy)).

Remarque 6.2.7. — Dans la théorie générale des algébres symétriques, I'élément de
Schur sch,, est un invariant important, qui peut étre trés utile pour déterminer les
blocs d"une réduction de RH modulo un idéal premier de R. Ici, la formule (6.2.6)
montre que ce calcul est équivalent a la résolution des deux probléemes suivants :

(1) Calculer I’élément de Casimir casy.
(2) Comprendre 'action de W (ou de G) sur 'image de casy dans Q C R.

Sile probleme (1) semble attaquable (et sa solution serait intéressante car elle fourni-
rait, apres I’élément d"Euler, un nouvel élément du centre Z de H), il est en revanche
peu probable que I’on puisse obtenir des informations précises concernant le prob-
leme (2), tant les calculs de I'anneau R et du groupe de Galois G semblent hors de
portée. Tout au plus peut-on espérer pour le moment comprendre leur réduction
modulo v, par exemple, ou d’autres idéaux premiers bien choisis.

6.3. Graduations sur R

La (N x N)-graduation sur Z ~ Q induit deux N-graduations, associées aux mor-
phismes de monoides ¢, et ¢, définis par ¢,, : NxN — N, (iy,i2) — in. Nous
noterons Q =&, 5 ,Q¥~[i] la graduation associée a ¢,,. Notons p; : k* — Autyqe(Q),
¢ — bigr:, et pr 1 kX — Autycag(Q), £ — bigr, - les morphismes associés respectivement
aux graduations Q¥' et Qv=.

D’apres la proposition B.2.8, la graduation Q¥ s’étend en une graduation R =
@D, . o R"VIi] a laquelle correspond un morphisme de groupes p,, : k* — Auticag(R)
tel que p(E)(q) = pm(&)(g) pour tous & € k* et g € Q. Maintenant, si £ € k*, alors
p1(&) et po(&’) commutent pour tout £’ € k¥, donc p(£) est un automorphisme de R
qui stabilise Q et respecte la graduation Q¥2 de Q. D’apres le corollaire B.2.2, 5,(£)
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stabilise la graduation R® de R, ce qui signifie que p:(&) et p,(&’) commutent. En
conclusion :

Proposition 6.3.1. — Il existe une unique (N x N)-graduation sur R (nous la noterons
R=ED; jyenxn RVN(i, j1) étendant celle de Q.

Elle induit un morphisme de groupes bigr" : k* x k* — Autiag(R), (£,E) — p1(£)p2(E) =
p2(E1)p1(&) tel que, pour tout (£,&) e k* x k*, bigrgg, stabilise Q et coincide avec bigr; -/
sur Q.

Le groupe de Galois G stabilise cette (N x N)-graduation.

Démonstration. — Seules 'unicité et la stabilité sous l’action de G n’ont pas été
montrées. Elles découlent respectivement de la proposition B.2.1 et du corol-
laire B.2.2. O

Nous noterons R = @; j e RVN[i, j] la (N x N)-graduation étendant celle de Q.
De méme, R= &, R"[i] (respectivement R =,_, R%[i]) désignera la N-graduation
(respectivement Z-graduation) étendant celle de Q : en d’autres termes,

RYlil= P R™M[iy,ip] et R%il= € R™Viy,is).

i1+ix=i i1+i2=i

Corollaire 6.3.2. — L'idéal premier v, de R choisi dans la sous-section 6.1.B est bi-
homogene (en particulier, il est homogene).

Démonstration. — Si ¢ : N x N — Z est un morphisme de monoides, nous noterons
R¢ la Z-graduation associée. Puisque t,NQ = qo est bi-homogene, il découle du
corollaire B.2.10 que t, est R*-homogene pour tout morphisme de monoide ¢ : N x
N — Z. Cela force t; a étre bi-homogeéne. O

La sous-algebre R™N[0,0] de R étant intégre et entiere et de type fini sur
PNN[0,0] =k, c’est une extension finie de k.

Corollaire 6.3.3. — Si R, désigne I'unique idéal bi-homogene maximal de R, alors G sta-
bilise Ry (ce qui signifie que le groupe de décomposition de R, dans G est G lui-méme).

Démonstration. — Cela découle de la proposition 6.3.1. ]

Corollaire 6.3.4. — On a RVN[0,0] =k, .
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Démonstration. — D’apres 6.3.2, on a vy C R,. Par conséquent, R"*N[0,0] est isomor-
phe a la composante homogene de bi-degré (0,0) de R/ty. Mais kg(ty) ~ k(V x V*)AZW)
et R/, est entier sur Qo =k[V x V*]AW donc R/to Ck[V x V*¥]A4W) et cette inclusion
respecte la bi-graduation, par unicité de la bi-graduation sur R/t, étendant celle de
Qo =Kk[V x V¥]AW (voir la proposition B.2.1). D’ot1 le résultat. O

Corollaire 6.3.5. — Soit D, (respectivement 1) le groupe de décomposition (respective-
ment inertie) de R, dans G. Alors D, =1, =G.

Démonstration. — Notons p, = R. N P. Alors kgr(Ry)/kp(p;) est une extension ga-
loisienne de groupe de Galois D, /I, (voir le théoreme A.2.3) et, d’aprés le corol-
laire 6.3.4, kgr(Ry) = k = kp(p,), donc D, /I, = 1. Puisque D, = G d’apres le corol-
laire 6.3.3, le corollaire 6.3.5 est démontré. O

6.4. Action sur R des automorphismes naturels de H

La section précédente 6.3 étudiait I’extension a R des automorphismes de Q in-
duits par k* x k*. Dans la section 4.6, nous avons aussi introduit une action de
W" x4 sur H qui stabilisait Z (forcément), P mais aussi p, et poZ : cette action se
transporte a Q ~ Z et stabilise encore qo = p,Q. Nous allons montrer comment éten-
dre cette action a R, et en tirer les conséquences sur le groupe de Galois G. Pour
cela, nous nous placerons dans un cadre relativement général :

Hypothese. Dans cette section, et seulement dans cette section,
nous fixons un groupe ¢ agissant a la fois sur Z et sur k[V x V*] et
vérifiant les propriétés suivantes :
(1) ¢ stabilise P et py.
(2) L'action de 9 sur K[V x V*] normalise l'action de W x W et
celle de AW.
(3) L'isomorphisme canonique de k-algebres Z, 5 K[V x VHAW
est Y-équivariant.

On transporte, a travers l'isomorphisme cop, I’action de ¢ sur Z en une action de
¢ sur Q. Si T € ¥, on note 7° 'automorphisme de k[V x V*] induit par 7 : d’apres
(2), 7° stabilise k[V x V*]24W) K[V x V*]AW et k[V x V*]WxW,

Proposition 6.4.1. — Soit T € 9. Alors il existe une unique extension 7 de v a R vérifiant
les deux propriétés suivantes :
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(1) T(vo)=to;
(2) L'automorphisme de R/vy induit par % est égal a v°, via l'identification iso, : k(V x
V¥)AUW) =5 M, de §6.1.B.

Démonstration. — Commencons par montrer ’existence. Tout d’abord, M étant une
cloture galoisienne de 1'extension L/K, il existe une extension 7y de 7 a M. Puisque
R est la cloture intégrale de Q dans M, Ty stabilise R. De plus, puisque (o) = qo, il
existe h € H tel que Tm(ty) = h(ry). Posons donc Ty =h~'oTy. Ainsi

Tm(ro) =10 et (Tmh=T.
Notons Tm, l'automorphisme de R/t induit par Tu.
Par construction, la restriction de Tm,0 a Q/qo est égale a la restriction de isogo7°0
isogl. Par suite, il existe d € DyN H tel que Ty = d o(isog© T Oisogl). On pose alors
T=d 1oTy il est clair que T vérifie (1) et (2).

Montrons maintenant 'unicité. Si 7, est une autre extension de 7 a R satisfaisant
(1) et (2), posons o =7717,(ry). Alors o €G et, d’apres (1), o stabilise ro. Donc o € D
De plus, d’apres (2), o induit sur R/t, 'automorphisme identité. Donc o € I, = 1.
Donc 7 =17;. O

L’existence et 1'unicité dans 1’énoncé de la proposition précédente 6.4.1 im-
pliquent le corollaire suivant :

Corollaire 6.4.2. — L'action de ¢ sur Q s’étend (de maniere unique) en une action de ¢
sur R qui stabilise v, et est compatible avec I'isomorphisme iso.

Par la suite, on notera encore 7 I'extension 7 définie dans la proposition 6.4.1.
Puisque ¥ stabilise P, Q, po, 4o =poQ et ty, on obtient :

Corollaire 6.4.3. — L’action de % sur R normalise G, H, Dy = t((W x W) et DyN H =
LAW)=W/Z(W).

Du corollaire 6.4.3, on déduit que ¥ agit sur I'ensemble G/H ~ W et que
(6.4.4) l'image de ¢ dans Sy normalise G.

Exemple 6.4.5. — Le groupe ¢ =k* xk* x (W" x /) agit sur H et stabilise P et p, ;
par les mémes formules, il agit sur k[V x V*] en normalisant W x W et AW (en
fait, k* x k* x Hom(W,k*) commute avec W x W et seul .4" agit non trivialement sur
W x W).

Il découle des résultats précédents que I'action de k* xk* x(W" x.4") sur Q s’étend
de maniere unique en une action sur R qui stabilise v, et qui est compatible avec
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I'isomorphisme iso,. Par 1'unicité, I’extension de 1’action de k* x k* x W* a R com-
mute avec l'action de G tandis que celle de .4/" rend le morphisme G — &y équiv-
ariant pour l'action de ..

Pour finir, toujours par unicité, I’extension de l’action du sous-groupe k* xk* cor-
respond a l’extension a R de la (NxN)-graduation décrite dans la proposition 6.3.1. B

6.5. Une situation particuliére : réflexions d’ordre 2

Hypothese et notation. Dans cette section, et dans cette sec-
tion seulement, nous supposons que toutes les réflexions de W sont
d’ordre 2 et que —1dy € W. Nous noterons wy = —Idy et 79 =
(—1,1,e) e k* x k* x WA,

Par construction, la restriction de 7, a k[6] est égale a I'identité. Puisque —Idy €
W, la restriction de 7y a k[V]" est égale a I'identité. De plus, la restriction de 7, a
k[V*]" est aussi égale a 'identité. En conclusion,

(6.5.1) VpeP top)=p.

Rappelons que 7, désigne aussi 1'automorphisme de R défini par la proposi-
tion 6.4.1. Par définition du groupe de Galois, on a 7o € G. Plus précisément :

Proposition 6.5.2. — Supposons que toutes les réflexions de W sont d’ordre 2 et que wo =
—Idy e W. Alors v est un élément central de G. Son action sur W est donnée par ©o(w)=
wow (ce qui signifie que To = wo = t(wo, 1), via I'injection canonique W — G) et, a travers
U'injection G — Gy, on a

Gcioe6Gy |YweW, o(wow)=wyo(w)}.

De plus, si w € W, alors
Toleuy,) =—eu, =euy,,.

Démonstration. — D’aprés le lemme 4.6.7(c), on a 7o(eu) = —eu. De plus, d’apres
I'exemple 6.4.5, 'action de 7, sur R commute a 'action de G. Ainsi, si w € W,
Toleu,)=—euy.

Mais d’autre part, il existe w; € W tel que 7o(eu) =eu,,. Comme —eu, = wy(euy), il
résulte de la caractérisation de 1’action de W sur L que 7¢(eu) = eu,,, = —eu. Puisque
w, est central dans W, on a wy(eu,, ) = eu,,,, = €uy,, = w(eu,,) = —eu,. Donc 7o = wy
car M=KJ[(euy)wew]-

Maintenant, le fait que G C {oc € Gy |V w € W, o(wow)= woo(w)} découle du fait
que 7o = w, commute avec 'action de G. O
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Notons que wyw =—w et donc I'inclusion de la proposition 6.5.2 peut se réécrire
(6.5.3) GcioeGy |YweW, o(—w)=—-0c(w)}.

Vu ainsi, cela montre que, sous les hypotheses de cette section, G est contenu dans
un groupe de Weyl de type Bjwy».

6.6. Spécificité des groupes de Coxeter

Hypothese. Dans cette section, et seulement dans cette section,
nous supposons que W est un groupe de Coxeter, et nous reprenons
les notations du chapitre 3.

En lien avec les problemes évoqués dans ce chapitre, une des particularités de
cette situation est que l'algebre H admet un autre automorphisme oy, induit par
l'isomorphisme de W-modules o : V — V*. Cet automorphisme stabilise P, et
induit un automorphisme de k[V x V*] qui normalise W x W et AW. Plus précisé-
ment, notons 0, : V@ V¥ — Ve V*, (y,x) — (-0~ (x),0(y)) I'automorphisme du
kW-module V& V*. Alors

6.6.1) ox(w, wo,' =(w', w)

pour tout (w, w’) € W x W. En vertu de la proposition 6.4.1, oy s’étend de maniere
unique en un automorphisme de R, toujours noté oy, qui stabilise v, et qui est com-
patible avec isoy. Or, oy normalise G et son sous-groupe (W x W) (voir (6.4.4)) et,
compte tenu de (6.6.1), son action sur les éléments de W C G vérifie

(6.6.2) MwH=w"'H et H"w=Hw™!

pour tout w € W. Il découle alors de (6.4.4) que :

Corollaire 6.6.3. — Si geGC Sy et we W, alors (“ug)w)=g(w=1)""

6.7. Problémes, questions

Voici quelques problémes soulevés par ce chapitre.

Probléme 6.7.1. — Calculer les groupes de Galois G = Gal(M/K) et H = Gal(M/L) comme
sous-groupes de Sy.
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Une piste a explorer pour résoudre le probleme 6.7.1 est la suivante : soit W’
un sous-groupe parabolique de W et notons G’ le groupe de Galois associé a W’
de la méme fagon que G est associé a W. Notons aussi H’ le sous-groupe de G’
correspondant a H.

Probléme 6.7.2. — Relier G et G/, H et H'.

Il est a peu pres exclus d’espérer que R soit lisse (c’est faux par exemple des le
rang 1 comme on le montrera dans le chapitre 18). Il semble plus raisonnable de se
poser les questions suivantes :

Question 6.7.3. — Est-ce que R est d'intersection complete, de Gorenstein, de Cohen-
Macaulay ? Est-ce R est un P-module plat ? un Q-module plat ?

Nous n’avons aucune idée de la réponse. En revanche, si on note E* un sup-
pémentaire (N x N)-gradué et G-stable de (R,)? dans R, et si on note E son dual
(comme dans la section B.3), alors la question suivante devient raisonnable, sachant
que R¢ = P est lisse (voir la proposition B.3.7) :

Question 6.7.4. — Est-ce que G est un sous-groupe de GLi(E) engendré par des réflex-
ions ?

Remarque. — Notons I le noyau du morphisme canonique (surjectif) k[E] — R.
Si R est d’intersection complete et G agit trivialement sur I/k[E],I, alors G est un
sous-groupe de GLi(E) engendré par des réflexions (voir la proposition B.3.7). B

Plus délicat est le probléeme qui suit :

Probléme 6.7.5. — Calculer une présentation de R ou, du moins, donner un algorithme
permettant de calculer une telle présentation.

Nous avons vu dans la preuve du corollaire 6.3.4 que R/to Ck[V x V*]24W) tandis
que, par construction, kg(to) =k(V x V¥)A4W) et k[V x V*]A4W) est intégralement clos
et entier sur R/v. Il est naturel de se poser la question suivante :

Question 6.7.6. — Est-ce que R/vo=k[V x V*]A%W) ? De maniere équivalente, est-ce que
R/vq est intégralement clos ?






CHAPITRE 7

GEOMETRIE

7.1. Géométrie de I’extension Z/P

Les algebres P, Z, P, et Z. étant de type fini, on peut leur associer des k-variétés
algébriques que nous noterons 2, Z, 2, et Z.. Notons que

P=CxVIWxVI/W et P.=V/WxV/W

et que Zo=(VxVH/W.
I1 découle des corollaires 5.2.11(d) et 5.2.13(d) que
(7.1.1) les variétés % et % . sont irréductibles et normales.

Puisque tous les énoncés algébriques des chapitres précédents ne dépendent pas
du corps de base, 1'énoncé (7.1.1) peut étre entendu au sens “géométrique”. Les
inclusions P C Z et P, C Z, induisent des morphismes de variétés

YT —P=6xV/WxV /W

et Yo% —P.=V/WxV*/W.

Les surjections P — P/&, P~ P, et Z — Z, induisent des immersions fermées j.: Z. —
Zetic: P — P, p—(cp) Parailleurs, l'injection canonique k[¢] — P induit la



98

projection canonique 7 : %2 — %6 et, dans le diagramme

%7, Je %
T, T
(7.1.2) V/W x VW =——= P,C e P =G xV/Wx VW

fc}¢ — € = AREEW)/W

)

tous les carrés sont cartésiens. Notons que, d’apres les corollaires 5.2.11 et 5.2.13,

(7.1.3) les morphismes Y et Y. sont finis et plats.
De plus,
(7.1.4) 7 est lisse,

car V/W x V*/W est lisse.

Exemple 7.1.5. — D’apres 'exemple 5.2.7, ona Zo=(Vx V¥)/W et To: (VX V*)/W =
Zo— P.=V/W x V*/W est le morphisme canonique. B

Notons Z™ 'ouvert Spec(Z™¢) de %. Le corollaire 5.3.5 montre que

(7.1.6) F8 ~ (V™8 x V) /W x € est lisse.

7.2. Géométrie de I’extension R/P

Puisque R et Q ~ Z sont aussi des k-algebres de type fini, on peut leur associer des
k-variétés # et 2 ~ % : 'isomorphisme cop*: 2 — % est induit par cop:Z — Q.
Alors l'inclusion P — R (respectivement Q — R) définit un morphisme de variétés
PG : R — P (respectivement py : Z — £) et les égalités P = R¢ et Q = R montrent
que pg et py induisent des isomorphismes

(7.2.1) R|G— P et R/H— 2.

Dans cette optique, le choix d’un idéal premier t. au-dessus de q. équivaut au choix
d’une composante irréductible Z. de p;;'(2.) (dont v, est 'idéal de définition). De
méme, I'argument conduisant a la proposition 6.1.11 implique par exemple que le
nombre de composantes irréductibles de p;'(£2,) est égal a |G| - |AZ(W)|/|[W[2. 11
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montre aussi que ((W x W) est le stabilisateur de #, dans G et Z,/((W x W)~ 2,
que ((AW) est le stabilisateur de #Z, dans H et que Z,/L(AW) ~ £,. On a donc un
diagramme commutatif

R R

Pu
Qc(j—c> 2 Pc
(7.2.2) Y. T
VIWX VW — Bl gxviwxvew
m

a————%%

complétant le diagramme 7.1.2 (en identifiant £ et Z via cop*). Seuls les deux carrés
inférieurs du diagramme 7.2.2 sont cartésiens.

7.2.A. Automorphismes. — Le groupe k* x k* x (W x.#) (qui agit sur H par au-
tomorphismes de k-algebres) stabilise les k-sous-algebres k[6], P et Q de H. Ainsi,
7 induit des automorphismes des k-variétés ¢, 2 et £ et les morphismes Y et 7 du
diagramme 7.1.2 sont équivariants pour cette action.

De méme, cette action s’étend en une action sur #Z (voir le corollaire 6.4.2) qui
rend py et pg équivariants.

7.2.B. Composantes irréductibles de Z x5 Z. — Si w € W, on pose

Rw=1{(r,cop’(pu(w(r))) | TERYC R x» Z.

Lemme 7.2.3. — Si w € W, alors R, est une composante irréductible de R x5 %, iso-
morphe a R. De plus,
RxpZ=|] R
weW

et R, =R, sietseulement si w=uw’.
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Démonstration. — C’est seulement la traduction géométrique du fait que le mor-
phisme
R®pZ —> l_[ wew R
x o (wz(x))wew
défini par restriction du morphisme 6.2.1 est fini et devient un isomorphisme par
extension des scalaires a K. O

7.3. Problémes, questions

Probléme 7.3.1. — Déterminer le lieu singulier de % (et de %), ou au moins sa codimen-
sion.
Question 7.3.2. — Soit c € 6 et z € % .. Est-ce que z est un point lisse de % si et seule-

ment si c’est un point lisse de Z . ? Plus précisément, est-ce que les singularités de Z et Z .
en z sont équivalentes ?

Probléme 7.3.3. — Déterminer le lieu de ramification de Y et de Y.



CHAPITRE 8

CELLULES DE CALOGERO-MOSER

Notation. Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de ce chapitre, nous
fixons un idéal premier v de R et posons q=tNQ et p=rNP. Nous
noterons D, (respectivement I.) le groupe de décomposition (respec-
tivement d'inertie) de v dans G.

8.1. Définition, premieres propriétés

Rappelons que, maintenant que 'on a choisi une fois pour toutes un idéal pre-
mier t, ainsi qu’un isomorphisme kg(to) 5 K(V x V¥)AZW) | on peut identifier les
ensembles G/H et W (voir §6.1.B). Ainsi, le groupe G agit sur l'ensemble W.

Définition 8.1.1. — On appelle t-cellule de Calogero-Moser toute orbite du groupe
d’'inertie I, dans I'ensemble W. Nous noterons ~M la relation d’équivalence correspon-
dant a la partition de W en v-cellules de Calogero-Moser.

L’ensemble des v-cellules de Calogero-Moser sera noté “MCell (W).

Rappelons que W s’identifie a 1'ensemble Homp_,4(Q, R) = Homg_,4(L,M). En
vertu de la proposition A.3.5, si w et w’ sont deux éléments de W, alors

(8.1.2) w ~Mw’ si et seulement si w(q)=w'(q) mod r pour tout g €Q.

Remarque 8.1.3. — Si ¢ et v/ sont deux idéaux premiers de R tels que v C v/, alors
I, C I et donc les v'-cellules de Calogero-Moser sont des réunions de t-cellules de
Calogero-Moser. B

Exemple 8.1.4 (Réflexions d’ordre 2). — Si toutes les réflexions de W sont d’ordre 2
et si wo=—1Idy € W, alors il découle de la proposition 6.5.2que GC{oc Gy |V we
W, o(wow) = woo(w)}. Par conséquent, si I" est une t-cellule de Calogero-Moser,
alors wol' =T'w, est une t-cellule de Calogero-Moser. B
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L’action de G étant compatible avec la bi-graduation de R, le résultat suivant n’est
pas étonnant :

Proposition 8.1.5. — Soit R=,., R; une graduation G-stable de R. Notons ¥ =@P,, N
R;. Alors I. = I; et donc les ¥-cellules de Calogero-Moser coincident avec les t-cellules de
Calogero-Moser.

Démonstration. — Cela découle du corollaire B.2.12. O

Exemple 8.1.6. — Le groupe de Galois G stabilisant la bi-graduation naturelle de R
(voir la proposition 6.3.1), il stabilise toutes les graduations induites par des mor-
phismes de monoides ¢ : N x N — Z comme dans la section 4.2. B

8.2. Cellules et blocs

Si w € W, on notera e,, € MH l'idempotent primitif central de MH (qui est semi-
simple déployée d’apres (6.2.4)) associé au module simple .Z,, : c’est'unique idem-
potent primitif central de MH qui agit comme 1'identité sur le M-module simple .%Z,,.
Si b € Idemy,(R.Q), nous noterons CM,(b) l'unique partie de W telle que

(8.2.1) b= > e

WECM.(D)
En d’autres termes, la bijection W «— IrrMH se restreint en une bijection CM,(b) «—

IrrMHb. Il est évident que (CM.(Db))perdem,,(r. 1) €st une partition de W. En fait, cette
partition coincide avec la partition en cellules de Calogero-Moser :

Théoreme 8.2.2. — Soient w, w’ € W et notons b et b’ les idempotents primitifs centraux
de R.H tels que w € CM,(Db) et w’ € CM,(b’). Alors w ~¢,\, w’ si et seulement si b=Db’.

Démonstration. — Notons w,, : Z(RH) = R®pZ — R le caractere central associé au
MH-module simple .%,, (voir la sous-section C.2.A). Au vu de la définition de %,
on a

wu(r®pz)=rw(cop(z))

pour tous r € R et g € Q. Par conséquent, d’apres (8.1.2), on a w ~¢,, w’ si et seule-
ment si w,, = w,, mod t. Le résultat d’ecoule alors du corollaire C.2.4. O
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Autrement dit, on a construit des bijections
(8.2.3) MCell (W) «— Idemy,(R.Z) «— Idemy,(kz(v)Z).

Puisque MZ est le centre de MH, la semi-simplicité et le déploiement de MH im-
pliquent immédiatement que

(8.2.4) dimp(MZb) = |CM,(b)|.

Rappelons que, puisque Z est un facteur direct de H, alors kg(r)Z s’identifie a son
image dans kg(t)H : cependant, cette image peut ne pas coincider avec le centre de
kg(t)H.

Corollaire 8.2.5. — Notons b I'image de b dans kr(v)H= R.H/tRH. Alors
dim kz(v)Zb = |CM.(D)|.

Démonstration. — Le R.-module R.Z est libre (de rang |W|) donc le R.-module R.Zb
est projectif, donc libre car R, est local. En vertu de (8.2.4), le R.-rang de R.Zb est
|CM,(b)|. D’ot le résultat. O

Exemple 8.2.6 (Spécialisation). — Soit ¢ € 6. Choisissons un idéal premier t. de
R au-dessus de p, et notons, comme dans §6.1.A, D, = Gg et I, = Gr’c. Alors I, =1
d’apres 6.1.6 et donc

Les v.-cellules de Calogero-Moser sont des singletons. O

8.3. Lieu de ramification

Nous noterons t,,m 1'idéal de définition du lieu de ramification du morphisme
fini Spec(R) — Spec(P) : en d’autres termes, R est étale sur P en t si et seulement si
tam € t. Rappelons [SGA1, exposé I, corollaire 9.11 et exposé V, corollaires 2.3 et 2.4]
aussi que R est étale sur P en t si et seulement si I, # 1 et que R est étale sur P en ¢ si
et seulement si R est net sur P en r. Comme G agit fidélement sur W «— G/H, on a
donc montré le résultat suivant (compte tenu du théoreme 8.2.2) :

Proposition 8.3.1. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) I #1.
(2) R n'est pas étale sur P en t.
(3) R n'est pas net sur P en t.
(4) ttam C v
(5) |Idemy,(R.Q)| < |W].
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Il faut cependant noter que t;,;,m n'est pas forcément un idéal premier de R. En
revanche, le théoréme de pureté [SGA1, exposé X, théoréme 3.1] nous dit que
Spec(R/tram) est vide ou purement de codimension 1 dans Spec(R) (car R est inté-
gralement clos et P est régulier). D’apreés le corollaire 6.3.5 et la proposition précé-
dente 8.3.1, le morphisme Spec(R) — Spec(P) n’est pas étale (sauf si W =1). Ainsi,

(8.3.2) Spec(R/tram) est purement de codimension 1 dans Spec(R).
Bien stir, 1'idéal t;,m est tellement naturel que I’on en déduit que
(8.3.3) tram €5t stable sous 'action de k* x kK* x (W" x G)x /).

S’il est difficile de calculer 1'idéal t,m (on ne sait méme pas calculer I’anneau R), il
est nettement plus facile de déterminer 'idéal pram = tram N P. Le résultat suivant est
classique :

Lemme 8.3.4. — Notons disc(Q/P) l'idéal discriminant de Q dans P. Alors pram =

4/ disc(Q/P).

Remarque 8.3.5. — Nous avons fait découler le fait que Spec(R/t;am) €st purement
de codimension 1 dans Spec(R) du théoréme de pureté. En vertu de 'équivalence
entre (4) et (5) dans le lemme 8.3.1, nous aurions aussi pu invoquer la proposi-
tion C.2.11. m

8.4. Cellules et lissité

Notons Zng le lieu singulier de % = Spec(Z) et 3sing son idéal de définition.
Puisque Z est intégralement clos,
(8.4.1) Z ing st de codimension > 2 dans Z.

Bien s, il est possible que 3sing Ne soit pas un idéal premier. Puisque T : Z — & est
un morphisme fini et plat, on en déduit que

(8.4.2) Y(Z sing) est fermé et de codimension > 2 dans 2.
L'idéal de définition de Y(Z ing) €St /3sing N P.

Hypotheése. Dans cette section, et uniquement dans cette section,
nous supposerons que Spec(P/p) (qui est une sous-variété fermée ir-
réductible de &) n’est pas contenue dans Y (% qng). En d’autres ter-
1mes, 0N SUppose que 3sing NP & p.
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Par conséquent, il existe p € 3sing N P tel que p & p. Ainsi, Z[1/p] = P[1/p]®pZ C
Z, =P, ®pZ et Spec(Z[1/p]) est régulier. Il découle alors de la proposition 5.3.1 que
P[1/p]l®pH et Q[1/p] sont Morita équivalentes (grace au bimodule P[1/p]®pHe) et,
par extension des scalaires, on obtient :

Proposition 8.4.3. — Le (H,,Z,)-bimodule H,e est projectif a droite et a gauche et induit
une équivalence de Morita entre H, et Z,.

Par réduction modulo p, on obtient :

Corollaire 8.4.4. — Le (kp(p)H, kp(p)Z)-bimodule kp(p)He est projectif a droite et a
gauche et induit une équivalence de Morita entre kp(p)H et kp(p)Z.

Par extension des scalaires, on en déduit :

Corollaire 8.4.5. — Le (kr(v)H, kg(v)Z)-bimodule kr(v)He est projectif a droite et a gauche
et induit une équivalence de Morita entre kgp(v)H et kg(v)Z.

Théoreme 8.4.6. — La kg(v)-algébre kr(v)H est déployée. Chaque bloc de kr(v)H admet
un unique module simple, qui est de dimension |W|. En particulier, les kr(v)H-modules
simples sont paramétrés naturellement par les v-cellules de Calogero-Moser, c’est-a-dire par
les I.-orbites dans W.

Démonstration. — Montrons tout d’abord que kz(t)Z = kr(t)®pZ = kr(t)®p,Z, est une
kr(v)-algebre déployée. Soient 3;,. .., 3; les idéaux premiers de Z au-dessus de p : en
d’autres termes, kp(p)31,- .., kp(p);; sont les idéaux premiers (et donc maximaux) de
kp(p)Z=2,/pZ,. Alors kp(p)(31N---N3;) est le radical de kp(p)Z. De plus,

kp(p)Z > k7(31) X -++ X kz(31).
Ainsi,
kr(0)Z > (kp(t) ®pp) kz(51)) X -+ X (Kr(¥) ®rpip) k2 (31))-

Mais kg(r) est une extension galoisienne de kp(p) (de groupe D./I;) contenant k(3;)
(pour tout i), ou du moins son image via cop~!, et donc kg(r) ®x,q) kz(3:) est une
kg(r)-algebre déployée (voir la proposition A.3.12). On a donc montré que kg(v)Z
est déployée : grace a 1’équivalence de Morita avec kg(t)H, cela montre que kg(v)H
est elle aussi déployée.

D’autre part, puisque kg(r)Z est commutative, chaque bloc de kg(r)Z admet un
unique module simple. Par équivalence de Morita, il en est de méme de kg(v)H.
Pour finir, puisque le Z,-module projectif H,e est de rang |W/|, il en est de méme du
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kr(v)Z-module projectif kr(v)He, et donc les kg(t)H-modules simples sont de dimen-
sion |W|.
La derniere assertion du théoreme devient alors évidente. O

Exemple 8.4.7. — Compte tenu du corollaire 5.3.5, la condition 3sng NP & p est au-
tomatiquement satisfaite si Spec(P/p) rencontre l'ouvert "¢ = € x V'é&/W x V*/W
ou bien, par symétrie, 'ouvert ¢ x V/W x V*¢¢/W. ®

8.5. Cellules et géométrie

D’apres le lemme 7.2.3, les composantes irréductibles de Z x» % sont de la forme

R ={(r,cop(pu(w(r)) | r e #}.
Ainsi, le morphisme Ty : Z X5 Z — 2 obtenu a partir de T : Z — & par changement
de base induit un isomorphisme entre la composante irréductible Z,, et 2.
Par conséquent, I'image inverse par Y, de la sous-variété fermée irréductible
2 (t) = Spec(R/t) est une réunion de sous-variété irréductibles
T (2= Z.(v),
wew

de sorte que #,(v) ~ Z(r) soit 'image inverse de Z(t) dans 2.

Lemme 8.5.1. — Soient w et w' € W. Alors R ,(v)= R ./(¢) si et seulement si w ~M w’.

Démonstration. — En effet, 2 ,(t) = Z./(r) si et seulement si, pour tout r € Z(v),
pu(w(r)) = py(w’(r)). Traduit au niveau des anneaux Q et R, cela est équivalent a
dire que, pour tout g €Q, on a w(q)=w’(q) mod . L]

En d’autres termes, le lemme 8.5.1 montre que les r-cellules de Calogero-Moser
parametrent les composantes irréductible de I'image inverse de 2(r) dans le produit
fibré # x» Z.



PARTIE IV

CELLULES ET MODULES DE
VERMA



Notations. Fixons dans cette partie un idéal premier € de k[€].
Nous notons 6(¢) le sous-schéma irréductible fermé de 6 défini par
¢:en d’autres termes, 6(¢) = Speck[€6]/C et nous notons p¢ (resp.
Pl resp. pie™) I'idéal premier de P correspondant au sous-schéma
fermé irréductible 6 (€) x {0} x {0} (resp. €(€) x V/W x {0}, resp.
6(€) x {0} x V*/W). On pose Pe = P/pe ~K[6]/€, Pt = P/pltt ~
k[€]/CQKk[V]W et Pé‘ght = P/prisht ~ k[6]/CQK[V*]W, ce qui permet
de déﬁnir la Pe-algebre He = H/peH, la Pi-algebre HE™ = H/pls"H
et la PY®"-algebre HY™™ = H/p*""H. On définit aussi Ke = kp(pe),
Kleft k (pleft) et Krlght — kp(pflght).

Pour simplifier les notations, si € est l'idéal nul, alors l'indice
¢ sera omis dans toutes les notations précédentes (P, p, p'eft, Hright,
Keft, ) et, si c€ € et €=C,, alors l'indice €, sera remplacé par c
(poe™ Heft, K:*", K.,...). Notons par exemple que pe =5+ ¢ P (et

de méme pour p'e™ et pie™) et que K, ~k.

Définition. — szons un idéal premier Te (resp. v, resp. tég ‘) de R au-dessus de pe
(resp. pt, resp. pi¥™).  On appelera €-cellule de Calogero—Moser bilatére (resp.
gauche, resp. & droite) toute Te-cellule (resp. v'"-cellule, resp. ¢x¥"-cellule) de Calogero-
Moser.

Si € =0, elles seront aussi appelées cellules de Calogero-Moser (bilatéres, a gauche
ou a droite) génériques. Si c € 6 et € =C,, elles seront appelées c-cellules de Calogero-
Moser (bilateres, a gauche ou a droite).

Remarque. — Bien siir, la notion de ¢-cellule de Calogero-Moser (bilatere, a gauche
ou a droite) dépend fortement du choix de I'idéal ¢, t'" ou ti¥" ; cependant, comme
tous les idéaux premiers de R au-dessus d’un idéal premier de P sont G-conjugués,

changer 'idéal revient a transformer les cellules par I’action d"un élément de G. B

Remarque (Semi- continuité) — D’autre part, il est bien stir possible de choisir les
idéaux T, v ou ¢i¥" de sorte que . contienne v et ¢i¥" : dans ce cas, en vertu de
la remarque 8.1.3, les ¢-cellules de Calogero-Moser bilateres sont des réunions de
¢-cellules de Calogero-Moser a gauche (resp. a droite).

De méme, si ¢’ est un autre idéal premier de k[¢] tel que € c ¢, alors on peut
choisir les idéaux t,, vleft & Je sorte qu’ils contiennent respectivement ¢, vt

Q/
ou tp*". Ainsi, les @’-cellules de Calogero-Moser bilatéres (resp. a gauche, resp. a

ri
ou Ty



109

droite) sont des réunions de ¢-cellules de Calogero-Moser bilateres (resp. a gauche,
resp. a droite). B

Avec la définition des cellules de Calogero-Moser bilateres, a gauche ou a droite
donnée ci-dessus, le premier objectif de ce mémoire est atteint. L'objet de cette par-
tie est ’étude de ces cellules particuliéres, en lien avec la théorie des représentations
de H : dans chaque cas, une famille de modules de Verma viendra renforcer 1’arsenal
mis a notre disposition. Ainsi :

— Dans le chapitre 11, nous associerons une famille de Calogero-Moser a chaque
cellule de Calogero-Moser bilatere : les familles de Calogero-Moser forment
une partition de I'ensemble Irr(W).

— Dans le chapitre 12, nous associerons un CM-caractere cellulaire a chaque cel-
lule a gauche.

Nous conjecturons que, lorsque W est un groupe de Coxeter, toutes ces notions
coincident avec les notions analogues définies par Kazhdan-Lusztig dans le cadre
des groupes de Coxeter. Ces conjectures seront énoncées précisément dans la par-
tie suivante V (voir le chapitre 15) et des arguments théoriques en faveur de ces
conjectures y seront développés (voir le chapitre 16).






CHAPITRE 9

BEBES MODULES DE VERMA

Notations. Rappelons que P = k[€¢] et K=k(€). On fixe dans
ce chapitre une extension K du corps K¢ = kp(pe). Le morphisme
naturel obtenu par la composition k[6] — k[6]/pe — K¢ — K sera
noté Ox :k[6] — K. Son noyau est €.

Le but de ce chapitre est de rappeler les résultats de I. Gordon [Gorl] sur les
représentations de la K-algebre KH = KH. Il n'y aura qu’une légere différence : 1.
Gordon travaillait avec un corps algébriquement clos, tandis qu’ici K n’est pas sup-
posé algébriquement clos. Cela ne posera pas de difficulté (grace a un résultat facile
de déploiement), mais aura quelques conséquences utiles concernant la partition en
cellules de Calogero-Moser bilatéres (voir le chapitre 11).

9.1. Algebre de Cherednik restreinte

9.1.A. Décomposition PBW. — Nous appellerons algebre de Cherednik restreinte
générique la k[6]-algebre H définie par
H=H/pH=k[¢]|®p,H.

On déduit immédiatement du théoréme 5.1.2 que :

Proposition 9.1.1. — L'application k[6]@k[V]°W @kW ®k[V*]<°W) — H induite par le
produit est un isomorphisme de kK[6]-modules. En particulier, H est un k[6]-module libre
de rang |W 3.
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Nous noterons A~ (respectivement A°, respectivement A") la sous-k[‘¢]-algebre
k(6] ®@k[V*]<W) (respectivement k[6] ® kW, respectivement k[6] @ k[V]®W)) de H.
Alors

(9.1.2) A, A° et A" sont des k[6]-modules libres de rang |W|
et I’application
(9.1.3) A" QK[ A° QA — H

induite par le produit est un isomorphisme de k[¢]-modules (d’apres la proposi-
tion 9.1.1).

Posons maintenant H ~ = A~A? = A’A~ et H* = A*A® = A’A*. Ce sont des sous-
k[6]-algebres de H. On obtient alors des isomorphismes de k[6]-algebres

(9.1.4) H* ~k[6]® (k[V]©W) x W) et H ™ ~k[6]® (k[V]°M x W).
En particulier,
(9.1.5) H ~ et H* sont des k[6]-modules libre de rang |W|.

Pour finir, on notera Z 1'image de Z dans H (c’est un facteur direct de H).

9.1.B. Automorphismes. — Rappelons que le groupe k* xk* x (W"x.4") agit sur H
par automorphismes de k-algebres. D’apres le lemme 5.2.2, P est stable sous cette
action et il est facile de vérifier que l'idéal premier p l'est aussi. Ainsi, H hérite
d’une action de k¥ x k* x (WA x A): si T € k* xk* x (WA x .A4) et h € H, on notera
encore “h I'image de h par 'action de 7. Rappelons toutefois que 7 n’induit pas un
automorphisme de la k[6]-algebre H (en effet, "C; = E&y(s) ' Cpspr si 7 =(&,&, 7y X
n)).

Lemme 9.1.6. — Les sous-algebres kW, P=Xk[€6], Z, H*, H~, A*, A® et A~ sont stables
sous l'action de k* x K* x (W" x ).

En particulier, I’algebre H hérite de la N x N-graduation. Cette bi-graduation sera
notée
A= @ #,jl.
(i,j)eNxN
Nous définissons alors, comme pour H, une Z-graduation

0= A"

i€Z

=P
ieN
La Z-graduation possede les propriétés suivantes :

ainsi qu'une N-graduation
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Lemme 9.1.7. — L’anneau de coefficients k[6] est en Z-degré 0 et les sous-k[6]-algebres
A~, AT et A sont des sous-k[6]-algebres graduées. De plus :

(a) A~ ck[6]® (D, AZ[i]).
(b) A* Ck[%]® (D,., HZ[1]).
(c) A° c AZ[0)].

9.2. Bébés modules de Verma, modules simples

Il résulte de (9.1.3) et du lemme 9.1.7 que :

e KA, KA® et KA* sont des sous-K-algebres graduées de KH et le produit
induit un isomorphisme de K-espaces vectoriels KA~ ® x KA’ ®x KA* - KH.

e KA~ Cc K& (P, , KH”[i]) et KA* Cc K & (P,., KHZ[i]).

o (KA-)(KA®)=(KA%)(KA-), (KA+)(KA?) = (KA?)(KA*) et KA® c KHZ[0].

Comme 1l’a remarqué Gordon [Gorl], ces hypotheses permettent d’appliquer les
résultats de Holmes et Nakano [HoNa]. Rappelons que la k-algebre kW est dé-
ployée (voir le théoreme 1.4.1) : ceci implique que la K-algébre KA? = K ®y ¢ (k[€]®
kW)= KW est elle aussi déployée.

Tout d’abord, notons J * (respectivement J ~) 1'idéal bilatere nilpotent de H * (re-
spectivement H ~) engendré par les éléments homogenes de degré strictement posi-
tif (respectivement négatif). Si M est un kW-module, on notera M™) (respective-
ment M) le H*-module (respectivement H ~-module) d’espace vectoriel sous-
jacent k[¢]® M sur lequel A° =k[6]®kW agit naturellement et J * (respectivement
J ) agit par 0. On pose alors

M : kW-mod —  H-mod
M — H®g- MO,

Si P’ est une P-algebre (i.e. une k[%]-algebre), nous noterons P'.Z (M) le P’ ® H-
module P'®p .4 (M). Si y est un caractere irréductible de W, on notera V, un kW-

module irréductible admettant le caractere y et on posera pour simplifier ./Z(y)=
A (V,). On vérifie facilement que

(9.2.1) MM)~HQw M comme H T-module
et
(9.2.2) MM)~AT® M  comme AT-module.

Par conséquent, la décomposition H*+=A°®J * induit une décomposition

(9.2.3) MM)=(Kk[C]1M)®T T ®p (k[€] ® M) comme A’-module,
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ainsi qu'un isomorphisme
(9.2.4) MM))T T M(M) >~ M) comme H *-module.

Nous noterons iy : (k[€]®M) — A (M) ety : M (M) — M les morphismes déduits
de la décomposition 9.2.3. Alors iy est un morphisme de A°>-modules tandis que 7y,
est un morphisme de H *-modules.

Proposition 9.2.5. — Si y € Irt(W), alors K/ (y) est un KH-module indécomposable,
admettant un unique quotient simple, que nous notons Zx(y). L'application Irr(W) —
Irr(KH), y — Lx(y) est bijective et I'algebre KH est déployée.

Démonstration. — Cette proposition est démontrée dans [Gorl, proposition 4.3], en
se basant sur [HoNa], dans le cas ot K est algébriquement clos. La preuve se copie
ici mot pour mot pour obtenir toutes les assertions de la proposition, sauf 1’assertion
sur le déploiement.

Soit donc V un KW-module simple : le foncteur K.# induit un morphisme de
K-algebres m : Endgw (V) — Endga(Lx(V)). 1l suffit de montrer que m est un iso-
morphisme. Puisque KJ* c Rad(KH*), K.Z(V), vu comme KH*-module, admet
un unique quotient simple (ici, V). Ainsi, RadK.#Z(V) c KJ*K.#(V). Notons
iv:V — KAMWV) et my: KM(V) > V les morphismes induits par la décompo-
sition 9.2.3 : ce sont des morphismes de KW-modules et nyoiy =Idy. D’autre
part, puique RadK.# (V) c KJ*K.#4(V), ny induit un morphisme surjectif de KW-
modules 7ty : Zx(V) - V. Notons iy : V — Zx(V) le morphisme de KW-modules
composé du morphisme canonique K.# (V) — Zx(V) avec iy : iy est injectif car

ﬁ'VOlTV:Idv.

Soit maintenant ¢ € Endgy Lx(V). Alors tyopoiy : V— V est un endomorphisme du
KW-module V. Notons-le ¢y. Alors i = ¢ — m(gv) est un endomorphisme du KH-
module Zx(V), et il est facile de vérifier que Tyoi)o iv=0. Cela signifie que le noyau
de y est non nul. Puisque Lx(V)est simple, il résulte du lemme de Schur que y =0,
c’est-a-dire ¢ = m(py). Donc I'application naturelle m : Endxw(V) — Endga(Lx(V))
est un morphisme surjectif de K-algebres. Mais, V étant simple, Endxw (V)= K car
KW est déployée. O

A travers la proposition 9.2.5, nous identifierons le groupe de Grothendieck de
KH avec le Z-module ZIrr W :

(9.2.6) Ho(KH)~ZIrr W.
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Remarque 9.2.7. — 11 se peut que K soit différent de K,. Cependant, la proposi-
tion 9.2.5 s’applique aussi au cas oit K = K¢ et donc en particulier, K.H est une
K¢-algebre déployée. Cela implique que, dans la plupart des arguments qui vont
suivre, on pourra se ramener au cas ol K =K : en d’autres termes, les objets con-
struits ici dépendent plus de 1'idéal premier ¢ que du choix de l’extension K de
Ke.

Par exemple les idempotents primitifs centraux de KH appartiennent a Z(K.H)
(et donc a K¢z d’apres la proposition C.1.2). D’autre part, ’application #,(KeH) —
Ho(KH), [M ]g.q— [ K ®&, M ]y est un isomorphisme. B

9.3. Caracteres centraux

SizeZetsi y elirW, alors z agit sur Zx(y) par multiplication par un scalaire
(1%(z) € K (d’apres le lemme de Schur et le fait que K H est déployée). Nous noterons
parfois Q7 (z) I'élément Q7(z) : en effet, Q27(z) appartient a K¢ et ne dépend que de €
(voir la remarque 9.2.7). Pour simplifier, on posera 2, = Q7. Puisque Z est entier sur
P, Q,(z) est entier sur P/p =k[€6] donc 2, (z) €k[€], car k[€] est intégralement clos.
On a ainsi défini un morphisme de k[¢]-algebres

Q,:Z—Kk[F].

Notons la caractérisation suivante de Q?(z), qui découle immédiatement de la
proposition 9.2.5 :

Lemme 9.3.1. — SizeZet y elrr W, alors QX(z) est l'unique élément k € K tel que z—«
agisse de facon nilpotente sur K 4 (y).

Corollaire 9.3.2. — Qff =0xoQ,.

L’élément d’Euler est un élément particulier de Z. La formule, bien con-
nue [GGOR, §3.1(4)], décrivant son image par 2, est donnée par la proposition
suivante, dont nous rappelons une preuve pour le cas générique :

Proposition 9.3.3. — Si y €Irr(W), alors
D es)z(s)C ekl6]

sSER&f(W)

mg{_]‘ |Q|eQ
(,))en;,

1
QX(CU) = m
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Démonstration. — Rappelons (voir la section 4.4) que, si (x1,...,x,) désigne une k-
base de V* et si (yy,...,y,) désigne sa base duale, alors

eu= ixiyi + Z e(s)Css.
i=1 sEREf(W)
Soit h Qi -y v € (KH) ®iir -) (KV, )2 =4 (). Alors
eu-(h®gn -y v)=(euh)®xa-) vV = heu® a-) V.
Mais y; e H-, donc

eu-(h ®(fqﬁ[ ) l)): h®(]‘(ﬁ ) ( Z E(S)CSS . l)).
sER&f(W)
Mais Y pequn €(5)Css agit sur KV, par multiplication par
— Z e(s)y(s) Cs.
x(1) SEREf(W)
D’ou1 la premiere égalité.
La deuxieme découle immédiatement de la définition des Ky;; et de manipula-
tions élémentaires. O

I1 découle de la preuve de la proposition 9.3.3 que :

Corollaire 9.3.4. — Sim e K./ (y), alors eu-m :Q§(eu)m.

9.4. Familles de Calogero-Moser

9.4.A. Définition. — Si b € Idem,,(Z(KH)), on notera Irry(W, b) 'ensemble des car-
acteres irréductibles y de W tels que %x(y) appartienne a Irr KHb. Il découle de la
proposition C.1.2 que

Idem,,(KZ) = Idem,,(Z(KH)).
Ainsi,
9.4.1) mw)= ] (Wb,
beldemy(KZ)

On appelle ¢-famille de Calogero-Moser (ou K-famille de Calogero-Moser) toute partie
de Irr W de la forme Irrg(W,b), ot b € Idem,,(KZ). Le lemme suivant découle du
corollaire C.2.4 et de la remarque 9.2.7 :
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Lemme 9.4.2. — Soient y, y’ € IrrW. Alors y et y’ sont dans la méme C-famille de
Calogero-Moser si et seulement si Q2 = Q)Q{ D’autre part, I'application

O¢: IrWw — Y (pe)

(9.4.3) ; — Kero

est surjective et ses fibres sont les C-familles de Calogero-Moser.

Corollaire 9.4.4. — Si j est un idéal premier de Z au-dessus de p¢, alors I'inclusion P — Z
induit un isomorphisme P/pe¢ —Z/3.

Démonstration. — D’aprés le lemme 9.4.2, il existe y € Irr(W) tel que 3= Ker(Q%). Or,
d’apres le corollaire 9.3.2, Qf : Z — K se factorise a travers un morphisme surjectif
Z — P/pg, donc Z /3~ P/pe. ]

Exemple 9.4.5. — On appelle famille de Calogero-Moser générique toute ¢-famille de
Calogero-Moser, out € =0. Dans ce cas, I'application O, sera simplement notée ©.
Toute ¢-famille de Calogero-Moser est une union de familles de Calogero-Moser
génériques. &

Exemple 9.4.6. — Si c € 6, on appelle c-famille de Calogero-Moser toute € -famille de
Calogero-Moser. Dans ce cas, Qic sera notée Qj( et O¢, sera notée O,. A

Soit b € Idem,(KZ). Nous noterons Q} : Z — K le morphisme de k[6]-algebres
Q)’f ,ou y est n'importe quel caractere dans Irryg(W, b). Si €=0 (i.e. si K =k(¢)), alors
Q{f sera noté ;, tandis que, si €=¢, (avec ¢ € ¢), alors Q{f sera noté Q.

9.5. Caracteres linéaires et familles de Calogero-Moser

Si M est un H-module et si 7 € k* x k* x (W x.4"), nous noterons “M le H-module
obtenu de la fagon suivante. Comme k-espace vectoriel, “M ~ M (nous noterons
M — "M, m — "m l'isomorphisme en question). Si h €H et m € M, alors

h-"m="(""h-m).
Cela nous définit un foncteur
7 : H-mod — H-mod

et, plus généralement, une action de k* x k* x (W” x ¥ sur la catégorie H-mod. De
méme, on peut définir un foncteur

7 :A’-mod — A°-mod
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et une action de k* x k* x (W x /') sur la catégorie A>-mod. Le lemme 9.1.6 montre
que le diagramme

M

A%-mod H-mod
(9.5.1) T T
A%-mod H-mod

est commutatif. La proposition suivante est immédiate :

Proposition 9.5.2. — Si y elrf(W)etsi v =(&,&,y x g)ek* xk* x (WA x.X), alors
TAM(y) = Mgy

Corollaire 9.5.3. — Si y eTrr(W)et si T =(&,&",y x g)ek* x k* x (W" x A stabilise €,
alors
L) = LB yrh.

Corollaire 9.5.4. — Si y €lrr(W)et si 1=(&,&,y ¥ g)ek* x kX x (W' x.A), alors
Q,("2) = *(Quy1(2))

pour tout z € Z.

Corollaire 9.5.5. — Si y € Irx(W), alors Q, : Z — k[6] est un morphisme gradué. En
particulier, Ker(S), ) est un idéal homogene de Z.

Corollaire 9.5.6. — Soit ¢ € 6, soit y un caractére linéaire de W et soit F une c-famille
de Calogero-Moser. Alors Zy est une vy - c-famille de Calogero-Moser.

Démonstration. — 1l suffit d’appliquer le corollaire 9.5.4 avec £ =&’ =1 et de com-
poser avec le morphisme 6. :k[6] — K, ~k, C;— c; : en effet, O, 0T =0,... O

Corollaire 9.5.7. — Soit v =(&,&,yx g)ek* xk* x (W x.A) et soit F une C-famille de
Calogero-Moser. Si t stabilise €, alors Fy est une €-famille de Calogero-Moser.

Démonstration. — Cela découle immédiatement du lemme 9.4.2, et des corol-
laires 9.5.4 et 9.3.2. O
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Corollaire 9.5.8. — Soient y un caractere linéaire de W et soit F une famille de Calogero-
Moser générique. Alors Fy est une famille de Calogero-Moser générique.

Corollaire 9.5.9. — Supposons que toutes les réflexions de W sont d’ordre 2. Soit F une
C-famille de Calogero-Moser. Alors F € est une C-famille de Calogero-Moser (rappelons que
¢ est le déterminant).

Démonstration. — Posons 7 =(—1,1,e x1)ek* xk* x (W"x.4"). Alors 7 agit triviale-
ment sur k[¢]. On peut donc appliquer le corollaire 9.5.7. O

Exemple 9.5.10 (Familles génériques et caracteres linéaires)

Soient y € W" et y € Irr(W) dans la méme famille de Calogero-Moser générique.
Alors Q,(eu) = Q,(eu), ce qui implique que, pour tout s € Ref(W), x(s) = r(s)y(1).
En d’autres termes, toutes les réflexions de W sont dans le centre de y (c’est-a-dire
le sous-groupe distingué de W formé des éléments qui agissent sur V, comme une
homothétie), et donc le centre de y est W tout entier. Cela force y =7.

Par conséquent, un caractere linéaire est seul dans sa famille de Calogero-Moser
générique. Ce résultat s’applique en particulier a 1, et ¢ et est compatible avec le
corollaire 9.5.8. m

9.6. Dimension graduée, b-invariant

D’apres la proposition B.1.6, les éléments de Idem,,(KZ) sont de Z-degré 0. En
particulier, si b € Idem,,(KZ2), alors KZb est un K-espace vectoriel gradué. Le but de
cette section est d’étudier cette graduation.

Théoréme 9.6.1. — Soit b € Idem,,(KZ) et posons F = Irry(W, b). Alors :
(a) dim{ bKZ=)_ f,(t™) f,(0).

IET
(b) Il existe un unique y € F de b-invariant minimal : notons-le y .

(c) Le coefficient de t*z» dans f, . (t) est égal a 1.

(d) bKHe est une enveloppe projective de Lx(y 7).

(e) L'algebre Endgn(K A () 7)) est un quotient de bKZ : en particulier, elle est commu-
tative.

En vertu de 1.5.8, on obtient la conséquence immédiate suivante :
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Corollaire 9.6.2. — Soit b € ldem,,(KZ). Alors
dimg bKZ = Z 7 (172

y €lrra(W,b)

Remarque 9.6.3. — Le théoréme 9.6.1 généralise [Gorl, théoréme 5.6] et le corol-
laire 9.6.2 généralise [Gorl, corollaire 5.8]. Il est a noter que, comme nous l'a fait
remarquer lain Gordon, une erreur s’est glissée dans [Gorl, théoréme 5.6] : avec les
notations en vigueur dans [Gorl], il y est écrit que p, () = t° 2 f, () f,+(t"!). En fait,
la formule correcte est, toujours avec les notations de [Gorl], p, (t) = f,«(t)f,+(t!) : la
différence avec notre résultat provient du fait que nous avons pris une Z-graduation
opposée a celle de [Gorl, §4.1], ce qui revient a échanger V avec V* et donc a rem-
placer, dans la formule, y par y*. Nous remercions lain Gordon pour nous avoir
apporté ces précisions. B

Démonstration du théoreme 9.6.1. — Le KH ~-module gradué KH ~e est isomorphe
a K[V*]cW) la sous-algebre K[V*]©°(W) agissant par multiplication a gauche et W
agissant de fagon naturelle. Notons M; le sous-KH ~-module gradué de K[V*]cW)
formé des éléments de degré < —i. Notons N le plus grand entier tel que My # 0.
Alors

0=Mysy1 G My CMy_; C--C M, G My=K[V]©W),
Ecrivons f()= Zi.vzo 74t avecy,; €N. Alors

M; /Mt~ EB (KVX(_)(”)M
X €lrr(W)

comme KH ~-module gradué. Posons P, = KH®p - M;. Puisque KH est un KH -
module libre de rang |W]|, le foncteur KH®y - — est exact et donc

O:PN_HgPNCPN_1C"'CP1§P0:KI:Ie,

avec
P[P~ D (KAG)DH) .
x (W)
En tronquant par 1'idempotent central b, on obtient

(*) O:bPN_HCbPNCbPN_1C"'CbP1CbPOZbKHe,
avec
(+4) bP:/bPry = D (KA (1))

IET

En tronquant a nouveau par l'idempotent e, on obtient

0=ebPy,, CebPyCebPy_,C---CebP,CebPy=ebKHe,
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avec
ebP:/ebP~ (P (eK /A (x)i)™"".
YET
Ainsi,

N
dimf ebKHe=Y_ > v, it dim§(eK.A ()= Y _ f,(t")dim¥(eK /().
YEF i=0 IET
Puisque ebKHe ~ bKZ (comme espace vectoriels gradués), I’énoncé (a) découle du
lemme facile suivant :

Lemme 9.6.4. — dim%(eK. /4 (y))= f,(t).
Démonstration. — D’apres (9.2.2), on a
(9.6.5) [KA(GOV%w = [KIVI"Ey, - 1.

D’ou le résultat. O

Montrons maintenant les autres assertions. L’algebre d’endomorphismes de
bKHe est isomorphe a bKZ (voir le corollaire 5.2.13) et donc est une algebre
commutative locale. Cela montre donc que bKHe est indécomposable (et bien str
projectif), donc il admet un unique quotient simple. Compte tenu de la filtration (x)
et de la décomposition (x+), cela montre (b), (c) et (d).

Pour finir, K.#(y7) est un quotient du module projectif bKHe (notons M le
noyau de ce quotient) et, puisque les endomorphismes du KH-module bKHe sont
induits par multiplication par les éléments de KZ, cela montre que M est stable
sous l’algebre d’endomorphismes de bKHe. On obtient donc un morphisme de
K-algebres bKZ — Endyxu(K 4 (y#)) qui est surjectif en raison de la projectivité de
bKHe. U

Corollaire 9.6.6. — Soit z € Z et notons car.(t) € P[t] le polyndme caractéristique de la
multiplication par z dans le P-module Z. Alors
car,(t)= l_[ (t—Q,(2)*"" mod j.
2 E€lrr(W)
Démonstration. — Si b € Idem,,(k(6)Z), alors z — Q,(z) est un endomorphisme
nilpotent de bk(%6)Z. Donc le polyndme caractéristique de z sur bk(6)Z est
(t— Qp(2))dima P62 Par conséquent,
car,(t)= l_[ (t— Qp(2))dimn PKEZ mod p.

bEIdempr(k(‘g)Z_)
Puisque Q,(z) = Q,(z) pour tout y € Irry(W,b), le résultat découle de (9.4.1) et du
corollaire 9.6.2. O
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Corollaire 9.6.7. — Soit vy : W — Kk* un caractere linéaire. Alors Z est nette sur P en
Ker(£2,).
Démonstration. — En effet, si on note b, I'idempotent primitif de k(6)Z associé a

v, alors Irry(W, b,) = {r} d’apres I'exemple 9.5.10, ce qui implique, d’apres le corol-
laire 9.6.2, que dimy)(b,k(6)Z) =1.

Posons 3, = Ker(2,) (on a 3, NP =p). Alors Z/3, ~k[%] et donc Z, /3,7, ~k(6).
Mais, d’autre part, Z; /pZ; = b,k(6)Z. Donc dimy«)(Z;, /pZ;) =1, ce qui implique
que pZ, =32

., ce qui est exactement le résultat attendu. O

9.7. Géométrie
La composition

(9.7.1) K[€]C 7 L K[€]

est I'identité, ce qui signifie que le morphisme de k-variétés Qi 1 6 — % induit
par Q;, est une section du morphisme oY : Z — € (voir le diagramme 7.1.2). Le
lemme 9.4.2 nous dit que "application

Idem,,(k(€)2) — Y'(p)

b —  Ker(£,)

est une bijection ou, en termes géométriques, que les composantes irréductibles de
Y-!(%6 x 0) sont en bijection avec Idem(k(6)Z), via l’application b — Qi(%). Par
conséquent :

Proposition 9.7.2. — Soit c € 6. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) [Idemy,(k(6)Z)| = [Idem,(K.Z))|.
(2) [Y1(0)| est égal au nombre de composantes irréductibles de Y='(6 x 0).
(3) Tout élément de Y '(0) appartient a une unique composante irréductible de Y='(€ x0).
(4) Si b et b’ sont deux éléments distincts de Idem,,(k(6)Z), alors 0,08, # 0.0 Q.

Si ¢ € 6, nous dirons que c est générique s’il vérifie 'une des conditions équiv-
alentes de la proposition 9.7.2. 1l sera dit particulier dans le cas contraire. Nous
noterons 6, (respectivement 6 ,,,) 'ensemble des ¢ € 6 génériques (respective-
ment particuliers).

Corollaire 9.7.3. — 6 g¢n est un ouvert de Zariski non vide de 6. D’autre part, € pa, est
un fermé de Zariski de 6. Si W # 1, il est purement de codimension 1 et contient 0.
De plus, 6 g¢n et 6 par sont stables sous I'action de k* x k* x (W" X A").



123

Démonstration. — La stabilité sous l'action de k* x k* x (W" x 4) est évidente. Le
fait que €4 (respectivement €6,,) soit ouvert (respectivement fermé) découle
de la proposition C.2.11(2). Lorsque W # 1, le caractere trivial est seul dans sa
famille de Calogero-Moser générique (voir I'exemple 9.5.10) alors que sa 0-famille
de Calogero-Moser est Irrf(W). Cela montre que 0 € 6, et, en vertu de la proposi-
tion C.2.11(1), purement de codimension 1. ]

On déduit de I'exemple 9.5.10 que :

Corollaire 9.7.4. — Si ¢ € 6 est générique, alors tout caractere linéaire de W est seul
dans sa c-famille de Calogero-Moser.

Corollaire 9.7.5. — Soit y : W — Kk* un caractere linéaire et supposons c générique.
Alors Z est nette sur P en Ker(Q;).

Terminons par une courte étude de la lissité de #. Soit b € Idem,,;(KZ) et notons
3» 'idéal premier de Z égal au noyau de Q] : Z — K. D’apres [Gorl, théoreme 5.6],
ona:

Proposition 9.7.6 (Gordon). — Si I'anneau Z est régulier en 3, alors |Irry(W,b)| = 1.
De plus,

KHbD ~ Mat|W|(bKZ)

et bKZ est une K-algebre locale de dimension finie et de corps résiduel K.

Soit maintenant ¢ € 6 et supposons que ¢ = &.. Notons z, le point de Y_(0) C
%.C % correspondant a b.

Proposition 9.7.7. — Avec les notations ci-dessus, les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) Z est lisse en zy,.
(2) Z. est lisse en zy,.

Démonstration. — Rappelons pour commencer le lemme suivant :
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Lemme 9.7.8. — Soit ¢ : % — % un morphisme de k-variétés (pas forcément ré-
duites), soit y € % et soit x = p(y). On suppose qu’il existe un morphisme de
k-variétés o : X — ¥ tel que y =o(x) et ¢ oo =Idy . Alors

Ty (¥) =Ty (" (x) @ Ty (o (X))
Ici, 7,(%) désigne l'espace tangent a la k-variété % et @*(x) désigne la fibre (sché-
matique) en x de ¢, vue comme k-sous-variété fermée de %, non nécessairement
réduite.

Soit y € Irry(W,b). Le morphisme de variétés ng : 6 — Z qui est une section du
morphisme moY : Z — 6. D’autre part, par hypothese, z;, = ng(c). En vertu du
lemme 9.7.8 ci-dessus, on a

(%)= T, (%)@ T, (2 (6)).

Puisque %b(Qi(‘é )~ 7.(6), la proposition découle de la lissité de ¢ et du fait que
dim(%)=dim(%.)+ dim(%). ]

A la suite des travaux d’Etingof-Ginzburg [EtGi], Ginzburg-Kaledin [GiKa], Gor-
don [Gorl] et Bellamy [Bel2], une classification complete des groupes de réflexions
complexes W tels qu’il existe c € 6 tel que %, soit lisse a été obtenue. Notons que
les assertions “Il existe ¢ € 6 tel que % soit lisse” et “I'anneau k(6€) ®w¢) Z = k(6)Z
est régulier” sont équivalentes. Rappelons ici le résultat, sachant que 'on peut se
ramener tres facilement au cas ou W est irréductible :

Théoréme 9.7.9 (Etingof-Ginzburg, Ginzburg-Kaledin, Gordon, Bellamy)
Supposons W irréductible. Alors k(6)Z est un anneau régulier si et seulement si on est
dans un des deux cas suivants :
(1) W est de type G(d,1,n), avec d, n > 1.
(2) W est le groupe noté G4 dans la classification de Shephard-Todd.

Il découle des travaux d’Etingof-Ginzburg [EtGi], Gordon [Gorl], Bellamy [Bel2]
que la proposition suivante est vraie :

Proposition 9.7.10. — Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe c € 6 tel que % est lisse.
(2) 1l existe c € 6 tel que les points de Y1(0) sont lisses dans Z ..

A T'heure actuelle, la preuve de ce fait repose sur la classification de Shephard-
Todd des groupes de réflexions complexes.
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9.8. Problémes, questions

Ce chapitre souleve plusieurs questions numériques concretes, qu’il n’est pas
facile de résoudre (voir cependant [Gor2], [GoMa], [Bel5], [Mar2], [Thi]).

Probléme 9.8.1. — Calculer les familles de Calogero-Moser générique.

Probléme 9.8.2. — Calculer les c-familles de Calogero-Moser.
Un probleme beaucoup plus facile est le suivant :
Probléme 9.8.3. — Déterminer 6 par.
Les exemples connus jusqu’a présent suggerent la question suivante :

Question 9.8.4. — Est-ce que 6, est une réunion d'hyperplans ? Si oui, sont-ce les
hyperplans essentiels définis par Chlouveraki [Chl2, §3] ?

C’est vrai si W est abélien (par produits directs, on se ramene au cas ot dimy (V)=
1, qui est traité dans le chapitre 18). D’apres le corollaire 9.7.3, €. est un fermé
de ¢, de codimension 1 et stable par homothéties : ce ne peut alors étre qu'une
réunion d’hyperplans si dimy(%) € {1,2}. D’autres problémes sont soulevés par la
construction des bébés modules de Verma.

Probleme 9.8.5. — Déterminer 'image de K 4 (y) dans #o(KH) ~ ZIrr(W).

Rappelons que le KH-module simple Zk(y) hérite d'une graduation, et donc
d’une structure de K W-module gradué :

Probléme 9.8.6. — Déterminer la classe [ Lx(x)1%, € H(KW)[t, t1], ou plus simple-
ment [ Lx(y)xw € #o(KW), ou encore plus simplement dimg Lx(y).

Terminons par quelques questions de nature géométriques, en écho a la proposi-
tion 9.7.7 et au corollaire 9.7.10 :

Question 9.8.7. — Soit z € Z, C %. Est-ce que z est lisse dans % si et seulement si il
est lisse dans Z. ? Plus généralement, est-ce que les singularités de Z et Z. en z sont
équivalentes ?
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La proposition 9.7.7 (et sa preuve) montre que, si z € Y71(0), alors les singularités
de Z et Z, en z sont équivalentes.

La question suivante est suggérée par le corollaire 9.7.10 : il serait souhaitable de
I’étudier de maniere indépendante de la classification.

Question 9.8.8. — Est-ce que % est lisse si et seulement si Z . est lisse en tout point de
T-10) ?



CHAPITRE 10

CONJECTURE DE MARTINO

L’objet de ce chapitre est de rappeler 1'énoncé de la conjecture de Martino [Mar1]
reliant les familles de Calogero-Moser et celles de Hecke (voir la définition 2.2.13),
de rappeler 1'état des connaissances dans sa preuve et d’apporter quelques argu-
ments théoriques en sa faveur.

Dans ce chapitre, on suppose que k = C et on fixe une fonction in-
variante par conjugaison ¢ : Réf(W) — C (ainsi, ¢ € 6). On définit
alors une famille k = (kq,j)q,jen;, par les égalités du §4.1.B et on
suppose dans tout ce chapitre que kq; €R pour tout (2, j) €,
(ainsi, k € €r).

Notons k' = (kg,j)(g,j)e% I'élément de € défini par kﬁz,j = ko;
(les indices j étant vus modulo eq). Pour finir, on suppose que
I'hypotheése (Lib-Sym) est vérifiée (voir §2.1.B).

10.1. Enoncé et cas connus

Rappelons ici I'énoncé donné dans [Mar1, conjecture 2.7] :

Conjecture FAM (Martino). — Si b Idempr(Z_c), alors il existe un idempotent central
b” de 0%°[qR| 4, (k) vérifiant les deux propriétés suivantes :

(@) Irrg(W, b) =TIrr (W, b7%) ;

(b) dimc(Zb)=dimpgz) (F(q®)54, (k))b).

En particulier, toute c-famille de Calogero-Moser est une réunion de k*-familles de Hecke.

Cette conjecture a été vérifiée dans certains cas en calculant séparément les parti-
tions en familles de Hecke et en familles de Calogero-Moser. Aucun lien théorique
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n’a pour l'instant été établi permettant d’imaginer une preuve de cette conjecture
indépendante de la classification.

Théoréme 10.1.1 (Bellamy, Chlouveraki, Gordon, Martino)
Supposons que W soit de type G(d e, e, n) et supposons que, si n =2, alors e est impair
ou d =1. Alors la conjecture FAM est vraie.

La preuve de ce théoreme découle des travaux suivants :

— M. Chlouveraki a calculé la partition en familles de Hecke dans [Chl3]
et [Chl5].

— Lorsque e =1, la partition en familles de Calogero-Moser a été calculée par I.
Gordon [Gor2] pour des valeurs rationnelles de k (en utilisant des schémas
de Hilbert). Ce résultat a été étendu a toutes les valeurs de k par M. Mar-
tino [Mar2] par des méthodes algébriques.

- La combinatoire de M. Chlouveraki et celle de I. Gordon a été comparée par
M. Martino [Mar1] pour démontrer la conjecture FAM lorsque e =1.

— Lorsque e est quelconque, la partition en familles de Calogero-Moser a été
calculée par G. Bellamy [Bel5] pour les valeurs rationnelles de k, car ce calcul
reposait sur le résultat de I. Gordon. La méthode se généralisait toutefois a
toutes les valeurs de k, une fois le résultat de Martino [Mar2] établi.

Remarque 10.1.2. — 11 était conjecturé par M. Martino que, lorsque c est générique,
alors les partitions en c-familles de Calogero-Moser et en k*-familles de Hecke
coincident. Un contre-exemple a cela a été récemment trouvé par U. Thiel [Thi].
Grace a ses calculs, U. Thiel a aussi obtenu quelques nouveaux cas de la conjec-
ture FAM parmi les groupes exceptionnels : une publication d’U. Thiel viendra
bientot dresser une liste précise des cas connus.

Il faut noter que M. Chlouveraki a calculé les partitions en familles de Hecke des
groupes exceptionnels [Chl4] dans tous les cas et que les programmes d’U. Thiel
calculent la partition en familles de Calogero-Moser. B

10.2. Arguments théoriques

Le corollaire 9.6.2 montre que :

Proposition 10.2.1. — Dans la conjecture FAM, I'assertion (a) implique I’assertion (b).
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Démonstration. — Reprenons les notations de 1’énoncé de la conjecture FAM (b,
b”*,...). Puisque l'algebre F(q®).#,, (k") est déployée, on a
dim g (F(Q) A ()b ) = > 7(1)

€It (W,b7)

Mais d’autre part, il découle du corollaire 9.6.2 que
dime(Zb)= Dy
y €lrrua(W,b)

D’ou le résultat. O

Remarque 10.2.2. — L'argument théorique le plus probant en faveur de la conjec-
ture FAM est le suivant. Il a été montré que, si y et y’ sont dans la méme c-famille
de Calogero-Moser (respectivement k*-famille de Hecke), alors Qj{(eu) = Qj(,(eu) (re-
spectivement ¢, (k*) = c,/(k*)) : voir le lemme 9.4.2 (respectivement le lemme 2.2.14).
Or, il découle de la proposition 9.3.3 et de la définition de ¢, (k*) (voir §2.2.B) que

(10.2.3) Q (eu,) = ¢, (k7).

Si cet invariant numérique n’est pas suffisant pour déterminer en général la parti-
tion en familles de Calogero-Moser, il est quand méme assez fin. B

Un dernier argument est donné par la proposition suivante, qui fait une synthese
du lemme 2.3.2 et du corollaire 9.5.9 :

Proposition 10.2.4. — Supposons que toutes les réflexions de W soient d’ordre 2. Si
F est une c-famille de Calogero-Moser (respectivement une k'-famille de Hecke), alors F e
est une c-famille de Calogero-Moser (respectivement une k*-famille de Hecke).






CHAPITRE 11

CELLULES DE CALOGERO-MOSER BILATERES

Conformément aux notations en vigueur dans cette partie, nous fixons un idéal
premier ¢ de k[6¢]. Le but de ce chapitre est d’étudier les ¢-cellules de Calogero-
Moser bilatéres, en lien avec la théorie des bébés module de Verma rappelée dans
le chapitre précédent.

11.1. Choix

Espérant relier les cellules de Calogero-Moser bilateres avec celles de Kazdahn-
Lusztig, nous sommes contraints de préciser la fagon de choisir un idéal premier %,
de R au-dessus de p¢ : nous n"avons pas de réponses précises a cette question, mais
nous allons donner ici quelques éléments pour guider ce choix.

Rappelons que p désigne 'idéal premier de P correspondant a la sous-variété
fermée irréductible ¢ x {0} x {0} de & (voir la section 9.1). Il y a alors plusieurs
idéaux premiers de Z au-dessus de p : ils sont décrits dans le lemme 9.4.2, qui
nous dit qu’ils sont en bijection avec I'ensemble des familles de Calogero-Moser
génériques de W. Rappelons aussi que, d’apres I'exemple 9.5.10, le caractere trivial
1y de W forme a lui seul une famille de Calogero-Moser générique : nous noterons
3 'idéal premier de Z qui lui est associé :

3 = Ker(Qlw)-

Nous poserons ensuite q = cop(3).

Lemme 11.1.1. — q est 'unique idéal premier de Q au-dessus de p contenant eu —
Z e €K (rappelons que eu = cop(eu)). L'algebre Q est étale sur P au-dessus de q.
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Démonstration. — Il découle du corollaire 9.6.7 que Q est nette sur P au-dessus de q:
comme de plus Q est un P-module libre, donc plat et que, en caractéristique nulle,
toutes les extensions de corps sont séparables, on en déduit que Q est étale sur P au-
dessus de g. Le fait que eu— ZHE{ » enKpyp €3 découle de la proposition 9.3.3. Main-
tenant, si j est un idéal premier de Z au-dessus de p et contenant eu— e eaKuo,
alors il existe y € Irr(W) tel que 3’ = Ker(Q2,). En particulier, 2, (ew)=)_,,_ v enKpp et
donc O, (eu) = Q;, (eu). Or, il est démontré dans I'exemple 9.5.10 que cela implique
que y =1y. [l

Reprenons maintenant les notations du chapitre précédent 9. Comme précédem-
ment, le lemme 9.4.2, nous dit que 'ensemble des idéaux premiers de Q au-dessus
de p¢ est en bijection avec les ¢-familles de Calogero-Moser. Nous noterons 3¢ 1'idéal
maximal correspondant a la ¢-famille contenant le caractére trivial de W' :

5 =Ker(QX¢)

et nous posons ¢ = cop(3e).

Lemme 11.1.2. — g¢=q+€Q.

Démonstration. — Le morphisme ,,, : Z — k[¢] induit un isomorphisme Z /3 ~ k[ 6]
et, puisque 3¢ contient €, 3+ ¢Z est bien un idéal premier de Z, correspondant au
sous-schéma fermé irréductible 6, de 6. O

Corollaire 11.1.3. — §¢ est l'unique idéal premier de Q au-dessus de pe contenant eu —
2 ey enKino.

11.2. Cellules bilatéres

Hypothese. Dans la suite de cette partie, nous fixons un idéal pre-
mier t¢ de R au-dessus de §e. Rappelons que K¢ = kp(Pe) = ki¢)(€)
et nous posons Le = ko(de) et Mg = kg(Te). Par cohérence avec des
notations déja utilisées, nous noterons K, L et M (respectivement K.,
L, et M.) les corps Ke, Le et Mg lorsque € =0 (respectivement € =€,
avec c €6).

Le groupe de décomposition (respectivement d’inertie) de t¢ sera
noté Dy (respectivement Ig) : on définit de méme les notations D, I,
D, et I..
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11.2.A. Théorie de Galois. — Rappelons que, d’apres le corollaire 9.4.4, I'injection
canonique P/pe — Q/§e est un isomorphisme, ce qui signifique que K¢ = L. Puisque
Gal(M¢/L¢) = D¢/ I¢ (voir le théoreme A.2.3), on en déduit que

En particulier,

Par ailleurs, puisque 'algébre Q est nette au-dessus de P en § (voir le lemme 11.1.1),
il découle du théoreme A.2.5 que I ¢ H. Combiné a 11.2.2, on obtient

(11.2.3) IcDcH.

Comme le montre 17.1.2, ce dernier résultat ne se généralise pas forcément a I.
Pour terminer avec les propriétés galoisiennes immédiates, notons que, d’apres
les corollaires 9.4.4 et A.3.8, on a

(11.2.4) 1\G/H = D¢\G/H.

11.2.B. Cellules bilatéres et graduation. — Soit ¢ I'idéal homogene maximal con-
tenu dans € (ie. € = D, . Cnk[€IN[i]). Alors ¢ est un idéal premier de k[€¢] (voir
le lemme B.2.9). Notons t; 1'idéal homogéne maximal contenu dans % : c’est un
idéal premier de R au-dessus de gz (voir le corollaire B.2.11). II découle alors de la
proposition 8.1.5 que :

Lemme 11.2.5. — Ona Iy = I;. Les C-cellules de Calogero-Moser bilatéres et les €-cellules
de Calogero-Moser bilateres coincident.

11.2.C. Cellules bilateres et familles. — Par construction, M¢ (qui est une exten-
sion finie de K¢ = kp(pe) = Frac(k[6]/€)) est une k[6]-algebre et M¢H = M¢H. On peut
donc parler de M¢-familles de Calogero-Moser (qui sont les ¢-familles de Calogero-
Moser) : le théoreme 8.2.2 nous dit qu’il y a une bijection entre les te-cellules de
Calogero-Moser et les ¢-familles de Calogero-Moser : si b € Idem,,(R;,Z), alors cette
bijection fait correspondre CM,(b) avec Irru(W, b), ot b désigne 1'image de b dans
M H (notons que, en raison du déploiement de K¢H, ’élément b appartient en fait
a KeH).
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Terminologie, notation. Si b € Idem,,(M¢Z), nous dirons que la
&-cellule de Calogero-Moser bilatere CMz, (b) recouvre la ¢-famille
de Calogero-Moser Irry(W,b). Si T est une €-cellule de Calogero-
Moser bilatere, nous noterons Irr™(W) la €-famille de Calogero-
Moser recouverte par I'. L'ensemble des €-cellules de Calogero-Moser
bilatéres sera noté “MCellS ,(W).

Remarque 11.2.6. — 1l est bien str clair que la notion de ¢-cellule de Calogero-
Moser bilatere dépend du choix de l'idéal premier te au-dessus de ge. Cepen-
dant, si t, est un autre idéal premier de R au-dessus de g, alors il existe h € H
tel que ¥, = h(t¢) et les ¥ -cellules de Calogero-Moser se déduisent des t,-cellules de
Calogero-Moser en faisant agir h par translation sur W «— G/H. Le choix de I'idéal
te sera donc implicite tout au long de ce chapitre. B

Les liens entre ¢-cellules de Calogero-Moser bilateres et ¢-familles sont renforcés
par le théoreme suivant :

Théoréme 11.2.7. — Soient w € W, b € Idemy,(R;, Q) et y € Ire(W). Alors :

(a) Le groupe de décomposition D¢ agit trivialement sur SMCell§ ,(W).

(b) La €-cellule de Calogero-Moser bilatere de w est associée a la C-famille de Calogero-
Moser de y si et seulement si w='(t¢)NQ = cop(Ker(Qi )).

(c) La €-cellule de Calogero-Moser bilatere de w est associée a la C-famille de Calogero-
Moser de y si et seulement si (w(g) mod t¢) = Qf{(cop—l(q)) € M¢ = kg(te) pour tout
qeQ.

(d) SiT est une €-cellule de Calogero-Moser bilatere, alors |U| = et (W) y (1)

Démonstration. — (a) découle de 11.2.4.

(b) Notons &,, : Q — R/%¢ le morphisme de P-algebres qui, a g € Q, associe I'image
de ww(q) = w(q) € R dans R/te. Alors la ¢-cellule de Calogero-Moser bilatere de
w est associée a la ¢-famille de Calogero-Moser de y si et seulement si @, = £,.
Or, d’apres le lemme 9.4.2, ceci est équivalent a dire que Ker(w,) = cop(Ker(Qi)).
Puisque Ker(w, ) =w™(¥:)NQ, le résultat en découle.

(c) découle de (b) et du fait que Q = (w=(r)N Q)+ k[€] (voir le corollaire 9.4.4)
tandis que (d) découle des corollaires 9.6.2 et 8.2.5. ]
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Corollaire 11.2.8. — Soit ¢ un idéal premier de k[6] contenu dans € et soit te un idéal
premier de R au-dessus de pe et contenu dans te. Alors toute €-cellule de Calogero-Moser
bilatere est une réunion de ¢’-cellules de Calogero-Moser bilateres. De plus, si I' est une
C-cellule de Calogero-Moser bilatere et siT =T, I1---11T, oit les T'; sont des ¢’-cellules de
Calogero-Moser bilatéres, alors

Irr?M'e( W)= Irrng( W) U “e U Irr%v[’@(W).

Corollaire 11.2.9. — Supposons que toutes les réflexions de W sont d’ordre 2 et que wy =
—Idy € W. Si T est une C-cellule de Calogero-Moser bilatere recouvrant la C-famille de
Calogero-Moser Z, alors wel' = T'w, est une €-cellule de Calogero-Moser bilatere recou-
vrant la C-famille de Calogero-Moser e F .

Démonstration. — Tout d’abord, wel' =T'w, est une ¢-cellule de Calogero-Moser bi-
latere d’apres 1’exemple 8.1.4 tandis que €7 est une ¢-famille de Calogero-Moser
d’apres le corollaire 9.5.9.

Soient w €T, y € 7 et g € Q. D’apreés le théoreme 11.2.7(c), il suffit de montrer
que (wwy(g) mod t¢) = Qﬁ;’;&@)(q). Posons 7y = (—1,1,¢) € k* x k* x WA. D’apres la
proposition 6.5.2 on a wy(q) = “q pour tout g € Q. De plus, d"aprés le corollaire 9.5.4,
Q,:(q) ="Q,(q) (car 7, est d’ordre 2). Puisque 7, agit trivialement sur k[€], on a
Q,:(q) = Q,("q). 1l suffit donc de montrer que (w(™g) mod ) = Qf(“(fe)(foq). Mais
cela découle encore du théoreme 11.2.7(c). O

Exemple 11.2.10 (Lissité). — Sil’anneau Q est régulier en g, et si y désigne I'unique
élément de Irry(W,b) (en vertu de la proposition 9.7.6), alors |CM.(b)| = y(1)?
(théoreme 11.2.7(d). m

Remarque 11.2.11. — Si T et T sont choisis de telle sorte que T C ¢, alors I C I et
donc toute ¢-cellule de Calogero-Moser bilatere est réunion de cellules de Calogero-
Moser bilateres génériques. C’est le pendant “cellulaire” de I’énoncé équivalent sur
les familles. m

Si y est un caractére linéaire, alors il est seul dans sa famille de Calogero-Moser
générique (voir I'exemple 9.5.10) et la cellule de Calogero-Moser bilatere générique
correspondante ne contient qu'un seul élément (en vertu du théoreme 11.2.7(d)).
Notons w, cet unique élément. Alors, d’apres le théoréme 11.2.7(b), on a

(11.2.12) wr_l(f) NQ =Ker(£,).
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Corollaire 11.2.13. — On a w,,, = 1. En d’autres termes, 1 est seul dans sa cellule de
Calogero-Moser générique et recouvre la famille de Calogero-Moser générique du caractere
trivial 1y (qui est un singleton).

Démonstration. — D’apres le théoreme 11.2.7 et (11.2.12), w;,, est 'unique élément
w e W tel que w(t)nQ =Ker(£;,,)=q. Puisque tNQ=4g,ona w,, =1. L]

Proposition 11.2.14. — Soit y € W. Alors I Cw,Hw_".

Démonstration. — Nous allons donner deux preuves de ce fait. Tout d’abord, w,
est seul dans sa cellule de Calogero-Moser générique, donc Jw,H = w,H. D’out le
résultat.

Donnons maintenant une deuxieme preuve. D’apres le corollaire 9.6.7, Q est nette
sur P en Ker(f),) = wr—l(f) NQ. Donc, d’aprés le théoreme A.2.5, I we) C H, ce qui est
le résultat annoncé car I (e = wr‘ll_ w,y. O

Remarque 11.2.15. — L'action de H sur W «— G/H stabilise I’élément neutre (c’est-
a-dire que H stabilise eu). Cela montre que I"énoncé du corollaire 11.2.13 ne dépend
pas du choix de ¥, comme il se doit. B

11.3. Problemes, questions

Les notions définies dans ce chapitre requierent une bonne connaissance de
I'anneau R, du groupe de Galois G mais aussi la connaissance de groupes d’inertie.
D’apreés le corollaire 9.4.4, Q/§’ ~k[6] pour tout idéal premier §’ de Q au-dessus de
p. On sait aussi que t est un idéal (N x N)-homogene de R (voir le corollaire B.2.10),
et que la composante (N x N)-homogene de R/t de bi-degré (0,0) est égale a k. Il est
donc naturel de se poser la question suivante :

Question 11.3.1. — Est-ce que R/t ~k[€] ?

Puisque 1’extension de corps kg(t)/k(€) est galoisienne de groupe de Galois D/I,
cette question est équivalente a : est-ce que D=1 ? Nous verrons dans le chapitre 18
que c’est vrai si dimy(V)=1 (voir 18.3.10). Par produits directs, cela montre le résul-
tat lorsque W est abélien.

Si la réponse a la question 11.3.1 est positive, alors R./t. ~k et D, = I, pour tout
c € 6. Ceci est bien str vrai lorsque k est algébriquement clos, mais un tel résultat
éviterait de devoir se ramener au cas algébriquement clos.
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Question 11.3.2. — Supposons que W soit un groupe de Coxeter. Est-il possible de choisir
t de sorte que oy(t) =t ?

Rappelons ici que oy est 'automorphisme de H induit par 1'isomorphisme de
W-modules ¢ : V — V* et que 'on note encore gy 1'automorphisme de R qu'’il
induit.






CHAPITRE 12

CELLULES DE CALOGERO-MOSER A GAUCHE ET
A DROITE

Comme dans toute cette partie, ¢ désigne un idéal premier de k[6]. L’objectif
de ce chapitre est d’étudier les ¢-cellules de Calogero-Moser a gauche (ou a droite),
en lien avec les représentations de 'algebre H'*. Dans ce cadre, tout comme avec
les cellules bilateres, nous aurons a notre disposition des modules de Verma a gauche
(ou a droite). Ces modules de Verma nous permettront de définir les notions de CM-
caracteres C-cellulaires, dont nous espérons qu’ils coincident avec les KL-caractéres
cellulaires (lorsque W est un groupe de Coxeter).

L’essentiel de ce chapitre traitera des ¢-cellules de Calogero-Moser a gauche et
des modules de Verma a gauche : les résultats se transposent sans probleme dans le
contexte a droite.

12.1. Choix

Les questions de choix d’idéal premier de R au-dessus de p™" sont tout autant

cruciales que dans le cas des cellules bilateres. Nous allons définir et utiliser les
modules de Verma a gauche pour guider ce choix.

Rappelons que Pt ~k[¢ x V/W]. Il découle de la décomposition PBW que l'on
a un isomorphisme de P*®-modules

(12.1.1) H ~K[6 x V] @ kW @ k[V*]°W),

On retrouve alors 'algebre H ~ = k[6] ® (W x k[V*]©°(W)) comme sous-k-algebre de
H'*t. Cela nous permet de définir des modules de Verma a gauche : si y € Irr(W), on
pose

M) = @y - (K[6]® V),
Alors /'*%( ) est un H*-module a gauche et

(12.1.2) M"Y (y) est libre de rang |W|y (1) comme P*"-module.
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Lemme 12.1.3. — Si y est un caractere linéaire de W, alors Kleft_z/'*(y) est un KleftH'eft-
module absolument simple.

Démonstration. — Notons que, d’apres I'exemple 8.4.7, qing N P & p'eft. Ainsi, le
théoréme 8.4.6 s’applique et dong, si v désigne un idéal premier de R au-dessus de
plet, alors les kg(v)H'*"-modules simples sont absolument simples et de dimension
|W|. Donc, pour des raisons de dimension (voir 12.1.2), kg(t).#""(y) est forcément
absolument simple et le lemme en découle. O

Fixons donc un caractere linéaire y de W. Par le lemme 12.1.3, 1'algebre
d’endomorphismes de Ktz (y) est égale a K%, ce qui induit un morphisme
de P-algebres Q" : Z — K dont la restriction a P est le morphisme canonique
P — P*". Puisque Z est entier sur P, I'image de Q" est entiere sur P*" et contenue
dans Kt = Frac(P'"*""). Puisque Pt ~ k[%6¢ x V/W], Pt est intégralement clos, cela
force Q" & se factoriser a travers P*. Nous poserons

3left — Ker(Qlleft) et qleft — COp(jleﬁ).

Alors :

Proposition 12.1.4. — L’idéal q'°" de Q vérifie les propriétés suivantes :

(a) g’ est un idéal premier de Q au-dessus de p'ett.
(b) g cg.
(C) Ppleft — P/pleft ~ Q/qleft'

Démonstration. — Puisque K'°® est integre, g'°!t est premier. Puisque la restriction de
QFt 3 P est le morphisme canonique P — P'ft, gleftn p=ypleft. Cela montre (a).

Par construction, .#'*%(y)/p.#""(y) = . (y) et donc le morphisme Q, : Z — P=P/p
se factorise a travers les morphismes eref‘ :Z — Pleft ot pleft . p d’otu1 (b).

Pour finir, I'isomorphisme (c) découle du fait que 'image de €, est Pleft, O

La proposition 12.1.4 nous permet donc de faire un choix d’idéal premier de Q
au-dessus de p'ft cohérent avec notre choix de §. Le lemme suivant montre 1'unicité
de ce choix :

Lemme 12.1.5. — On a p'"Q; = q'*"Q;.
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Démonstration. — Il suffit de montrer que p'*tQ; est un idéal premier de Q;. D’apres
le lemme 11.1.1, le morphisme local d’anneaux locaux B, — Q; est étale. De plus,
P/plett ~k[6 x V*/W] est intégralement clos (c’est une algebre de polynomes) et donc
B;/p'ettp; I'est aussi. Par changement de base, le morphisme d’anneaux B;/p'*tB; —
Q;/p'Qy est étale, ce qui implique que Q;/p'"Q;, qui est un anneau local (donc
connexe), est aussi normal (en vertu de [SGA1, exposé I, corollaire 9.11]) et donc
integre (car connexe). Cela montre que p'*Q; est un idéal premier de Q;, comme
souhaité. O

Corollaire 12.1.6. — L’idéal q'" est I'unique idéal premier de Q au-dessus de p'tt et con-
tenu dans §. De plus, Q est étale sur P en g'°f.

Puisque Q/q'*® ~ P/plelt = k[¢ x V/W], on obtient que Q/(q"*" + €Q) ~ k[€¢]/€ ®
k[V/W] et donc ¢+ €Q est un idéal premier de Q. Nous le noterons gi¢".

Corollaire 12.1.7. — On a Q/q¢" ~ P/p". De plus, q" est I'unique idéal premier de Q

au-dessus de p" et contenu dans g. .

Démonstration. — La premiére assertion est immédiate et la deuxiéme en découle.
U

Choix, notations. Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de cette partie,
nous fixons un idéal premier vg" de R au-dessus de qi et contenu
dans te. Nous noterons K" = kp(p™), LE" = ko(q™) et Mg =
kr(t"). Le groupe de décomposition (respectivement d’inertie) de
velt sera noté D™ (respectivement I").

Lorsque € = 0 (respectivement € = &, avec ¢ € 6), les objets ti",
K, L, MM, D et 19" seront notés respectivement v'eft, Kieft, Lleft,
Miett, Dlett ot Jleft (respectivement ¢left, Kleft, Lleft, Mleft, Dleft gt Jleft),

Remarque 12.1.8. — 11 a été montré dans le corollaire 9.4.4 que, si g. est un idéal
premier de Q au-dessus de p, alors Q/q. ~ P/p. Bien que Q/q'*t ~ P/p'*lt, nous verrons
dans le chapitre 19 que ceci ne s’étend pas en toute généralité aux idéaux premiers
de Q au-dessus de p'ft : en effet, si W est de type B,, alors il existe un idéal premier
gt de Q au-dessus de p'ft tel que P/p'elt soit un sous-anneau propre de Q/q¢'* (voir
le lemme 19.7.12(c)). Donc, en général, K'eft & Ml |
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Corollaire 12.1.9. — On a I c D" c H. Si de plus v" contient v'ett, alors 't ¢ [,

Démonstration. — D’apres le corollaire 12.1.7 et le théoreme A.25, I c H et
kp(pe") = ko(ge™). Ainsi, (DE" N H)/(Ig" N H) ~ D"/, d’ou la premiere suite
d’inclusions.

La derniére inclusion est triviale. O

Nous allons montrer que ti" détermine T : pour cela, nous utiliserons la Z-
graduation sur R définie dans §6.3. Posons

Ro=EDR*[i] et R.o=EPRl.
i<0 i>0

Alors :

Proposition 12.1.10. — t¢ =t + (R=, R<o).

Démonstration. — Notons I l'idéal de R engendré par R., et Ro. L’idéal p, de P
est Z-homogene (il n’est pas forcément (N x N)-homogene) donc I'idéal t de R est
lui aussi Z-homogeéne (voir le corollaire B.2.10). L'extension R/t de P/p¢ est en-
tiere et, puisque P/p¢ a sa Z-graduation concentrée en degré 0, il en découle que
la Z-graduation de R/t est concentrée en degré 0 (voir la proposition B.2.4). En
particulier, I C t¢ et donc
tlgﬁ + 1 Ct.
D’autre part, (v + )N P contient € et p = (P, Pso), donc
pec g+ DNP

1 suffit donc de montrer que t + I est un idéal premier.

Posons Iy = INR,. Alors 'application naturelle Ry — R - R/I induit un isomor-
phisme Ry/Iy — R/I. Par conséquent, R/(t" + I) est isomorphe & Ry/((+" + I) N Ry).

Il nous suffit donc de montrer que (v + I)N Ry est un idéal premier de Ry. En fait,

nous allons montrer que (v + I)N Ry =t N R, ce qui terminera la démonstration.

Tout d’abord, remarquons que, puisque " et I sont Z-homogenes, on a (vg'+1)N

Ro=(x¥" N Ry) + I,. Il nous suffit donc de montrer que

left

(*) Iy CtQ‘ .

Puisque R/tS" est une extension entiere de P/pi" et que P/pi" est N-gradué, on
en déduit que R/r¢" est N-gradué (voir la proposition B.2.4). Donc R C v et

Iy =RoN(R-R>0) = RyN(R- Reg) = RyN(R<o Rog) C ™ O

Corollaire 12.1.11. — D¥" C Ds.
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Démonstration. — Cela découle immédiatement de la proposition 12.1.10 et du fait
que R, et R, sont G-stables (voir la proposition 6.3.1). O

Remarque 12.1.12. — La preuve algébrique de la proposition 12.1.10 présentée ci-
dessus est en fait une traduction d’un fait de nature géométrique, comme on le
verra dans le chapitre 14. B

Proposition 12.1.13. — Soit 3'° un idéal premier de Z au-dessus de p". Alors il existe

un unique idéal premier de Z au-dessus de pe contenant 3t : il est égal a 3t +(Z_y, Z-,).

Démonstration. — Puisque Z est entier sur P, la preuve de la proposition 12.1.10
s’applique mot pour mot dans cette situation pour fournir la méme conclusion. [

La proposition 12.1.13 fournit une application surjective

limer: Y7'(pg") — T (pe)
et — et (Z 0, Z0).

La notation limyes sera justifiée dans le chapitre 14.

12.2. Cellules a gauche

12.2.A. Définitions. — Rappelons les définitions posées en préambule a cette par-
tie :

Définition 12.2.1. — On appellera ¢-cellule de Calogero-Moser a gauche toute v
cellule de Calogero-Moser. Si ¢ € 6, on appellera c-cellule de Calogero-Moser a gauche
toute v'*t-cellule de Calogero-Moser. On appellera cellule de Calogero-Moser a gauche
générique toute v'*%-cellule de Calogero-Moser.

L'ensemble des €-cellules de Calogero-Moser i gauche sera noté MCell{(W). Si € =0
(respectivement € = €., avec ¢ € 6), cet ensemble sera noté “MCell (W) (respectivement
CMCellS(W)).

Comme d’habitude, la notion de ¢-cellule de Calogero-Moser a gauche dépend

du choix de I'idéal premier t"". La proposition suivante est immédiate :

Proposition 12.2.2. — Si ¢ est un idéal premier de k[€] contenu dans € et si viS" est
contenu dans ", alors toute €-cellule de Calogero-Moser a gauche est une réunion de €'-
cellules de Calogero-Moser a gauche.
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D’autre part, puisque t" C ¢, on obtient aussi :

Proposition 12.2.3. — Toute €-cellule de Calogero-Moser bilatere est une réunion de cel-
lules de Calogero-Moser a gauche.

Pour finir, soit € I'idéal homogene maximal contenu dans € (i.e. €=6@,.,¢N

K[6]N[i]). Alors € est un idéal premier de k[%] (voir le lemme B.2.9). Notons t'"

¢
l'idéal homogene maximal contenu dans " : ¢’est un idéal premier de R au-dessus

de qlgﬁ (voir le corollaire B.2.11). On déduit de la proposition 8.1.5 le résultat suiv-
ant :
Proposition 12.2.4. — On a I" = IX". En particulier, les C-cellules de Calogero-Moser

a gauche et les €-cellules de Calogero-Moser i gauche coincident.

12.2.B. Cellules a gauche et modules simples. — D’apres 'exemple 8.4.7, on a
(singN P & p'eft. Par conséquent, tous les résultats de la section 8.4 s’appliquent. Rap-
pelons ici quelques conséquences :

Théoréme 12.2.5. — Si € est un idéal premier de k[€], alors :

(a) L'algebre ME"H' est déployée et ses modules simples sont de dimension |W|.
(b) Chaque bloc de ME"H'*" admet un unique module simple.

Si C € MCell§(W), nous noterons Z<(C) 'unique ME"H**-module simple appar-
tenant au bloc de ME"H'! associé a C. Si € =0 (respectivement € =€, avec ¢ € 6),
le module ££"(C) sera noté £'*"(C) (respectivement .£*(C)).

12.2.C. Cellules a gauche et cellules bilateres. — Nous fixons ici une ¢-cellule
de Calogero-Moser bilatére I' ainsi qu'une ¢-cellule de Calogero-Moser a gauche
C contenue dans I'. Puisque Dy stabilise I' (voir le théoréme 11.2.7(a)) et puisque
D" c De (voir le corollaire 12.1.11), le groupe D" stabilise I' (et permute les cellules
gauches qui sont contenues dans I'). Posons

c’= | ac.
deDltt

Soit w € C”. On pose e(I) = w'(te) N Q et q(C?) = w='(x¥") N Q. On pose aussi
5¢(IN = cop~!(Ge(I) et 35"(C”) = cop~!(q"(C™)). 1l découle de la proposition A.3.5 que
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5¢(I') ne dépend que de T et non du choix de C et de w, tandis que 3"(C”) ne dépend
que de C” et non du choix de w. On pose

dege(C”) = [kz(3¢"(C™): kp(pg™)]-

Nous noterons quelquefois 3¥™(C) ou deg,(C) a la place de 3"(C”) ou degy(C").

Proposition 12.2.6. — Soit w € C*. Alors :
(a) 3e(I) = limyer(36™(CP)). y
|C”| D¢
b) deg.(C")= = .
( ) g€( ) |C| |(Dl€eftﬁ wH)Ilceft|
(¢) L'application DE™\I' — lim, ; G¢(I'), C* — 3(CP) est bijective.

Démonstration. — (a) Notons que j¢(I') € Y1 (pe), 357(CP) € Y1 (p™) et 35(CP) € 3¢(I),
d’ot1 le résultat d’apres la proposition 12.1.13.

(b) Par transport a travers w, 'extension kg(w~'(v"))/kp(p") est galoisienne de

groupe de Galois ¥~ DE"/w™ [ tandis que 1'extension kr(w ' (v€"))/ko(q™(CP)) est
galoisienne de groupe de Galois (*"'DE"n H)/(* "' I N H). D’ou

D

deg,(C")= .
g€( ) |(Dl€eft N WH)Ilceft|

Par ailleurs, |C|/|C| est égal a I'indice du stabilisateur de C dans D" : mais ce
stabilisateur est exactement (D" N “H) ™.

(c) découle essentiellement de la commutativité du diagramme

DEM\G/H —————=T"1(p¢")
limyeg
D:\G/H T (pe),

ot la fleche verticale de gauche est I'application canonique (car DE" € Dg). 11 faut
simplement rappeler que D¢\G/H = I;\G/H (voir (11.2.4)). O



146

12.3. Caracteres cellulaires

12.3.A. Multiplicités. — Les ME'H-modules simples étant paramétrés par
CMCelllé’ft( W), il existe une unique famille d’entiers naturels (multg\f( )ceomellt (W), yetrr(w)
telle que
M) Iy = Y multS! - [LE(C) Jygunggen
CceMcell§ (W)

pour tout y €Irr(W).

Proposition 12.3.1. — Avec les notations ci-dessus, on a :
(a) 5i y €Ir(W), alors ZCGCMCeuf(W) multg\; =x(1).
(b) Si C e MCellj(W), alors 3. ., multe”, 7(1)=ICl.
(c) SiCe CMCellf(W), si I est I'unique €-cellule de Calogero-Moser bilatere contenant C
et si y €Irr(W) est tel que multg\; #0, alors y € Ir™(W).

¢ €lrr(

Démonstration. — (a) découle du calcul de la dimension des modules de Verma a
gauche (voir (12.1.2)).

Montrons maintenant (b). Tout d’abord, remarquons que, grace a 1’'équivalence
de Morita du théoréme 5.3.8, on a
[MHe Jyu = Y [ Lo lvn-

weWw

En appliquant décy™ a cette égalité, on obtient

[MEH e e = Y [C] + [LE(C) ygengger.
CeMCellE(W)
Pour montrer (b), il suffit de montrer que
(12.3.2) [MEH S e [y = > (1) - [MER () g
y €lrr(W)
Puisque ME"H ! est un H ~-module libre, le foncteur ME"H'*" @5 - — est exact et il
suffit donc de montrer que
Aelg-= Y, [V7la-,
y €lrr(W)
ce qui découle du fait que H ~e est isomorphe, comme kW-module, a k[V*]c),
c’est-a-dire a la représentation réguliere de W. D’otu (b).

(c) est immédiat, car la réduction modulo p du module de Verma a gauche est
le bébé module de Verma correspondant, et est donc indécomposable comme K¢H-
module. O
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12.3.B. Premiére définition. — Si C est une ¢-cellule de Calogero-Moser a gauche,
on pose
(12.3.3) [CIM= D mukM ..

x (W)

Définition 12.3.4. — On appelle CM-caractere C-cellulaire de W tout caractere de W
de la forme [C13™, oit C est une €-cellule de Calogero-Moser a gauche. Si € =0 (respective-
ment € = €&, avec ¢ € 6), on parlera de CM-caractere cellulaire générique (respective-
ment CM-caracteére c-cellulaire) et on notera [C]™™ (respectivement [C]SV).

Compte tenu de la proposition 12.3.1(c), I'ensemble des caracteres irréductibles
apparaissant avec une multiplicité non nulle dans un CM-caractere ¢-cellulaire est
contenu dans une ¢-famille de Calogero-Moser. On parlera alors de CM-caracteére
¢-cellulaire associé a la famille en question.

Remarque 12.3.5. — Nous allons montrer ici que I'ensemble des CM-caracteres ¢-
cellulaires (associés a une ¢-famille) ne dépend pas du choix de I'idéal premier ti¢".

En effet, soit v un idéal premier de R au-dessus de p¢'. Alors il existe g € G tel que

g(t®™) =¢. Ainsi, g induit un isomorphisme R/t — R/t, qui induit un isomor-
phisme Mt — kx(x).

Notons CMCell%’*(W) I'ensemble des t-cellules de Calogero-Moser et, si C €
CMCellf‘*(W), notons Zé‘ift(C) le kg(v)H*"-module simple correspondant. Alors,
g '(C)e CMCellf(W) et I'isomorphisme M" — ka(v), qui se prolonge en un isomor-
phisme ME"H'*" — kp(v)H!*", envoie le module simple .£(g~!(C)) sur ££(C). Le
module de Verma a gauche étant défini sur K", la multiplicité de Z,*"(¢7'C) dans
M /(") est donc égale a celle de £, (C) dans kg(x).4""(y). D’ot1 le résultat. m

Si d € D" et C est une ¢-cellule de Calogero-Moser a gauche, alors d(C) est aussi
une ¢-cellule de Calogero-Moser a gauche. La remarque 12.3.5 montre que les CM-
caracteres ¢-cellulaires associés a C et d(C) coincident :

Corollaire 12.3.6. — Si d € D" et C est une €-cellule de Calogero-Moser a gauche, alors

[d(O)I"=[CI™M

Remarque 12.3.7. — Le corollaire 12.3.6 précédent montre en particulier que d(C)

zeN 2

est contenue dans la méme cellule bilatere que C, ce qui a déja été démontré
autrement (voir le début de la sous-section 12.2.C). &
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12.3.C. Deuxiéme définition. — La k-algebre H ~ ~k[€¢] ® (k[ V*]«°(") x W) est une
sous-k-algebre de H"*!t qui nous a servi a construire les modules de Verma a gauche.
Ainsi, ME" ® H ~ est une sous-Mi"-algebre de ME"H*" de dimension |[W|?, dont le
groupe de Grothendieck s’identifie a ZIrr(W) = #,(kW).

Si C est une ¢-cellule de Calogero-Moser a gauche, on notera 2"(C) une en-
veloppe projective du ME"H'*-module simple Z"(C).

Proposition 12.3.8. — Ona
MleiftH]eft e
[SOC(ResMIEﬁ@I.{ () Z multe") - .
y €lrr(W)
Démonstration. — Soit y € Irr(W). Puisque 1’algebre H est symétrique (voir (5.4.3)),
2,°1(C) est aussi une enveloppe injective de Z(C). On a donc

CM _ g left /lef lef
mult;’, = dimyper Homypenger (Mg 4 (), Z7(C)).

leftyyleft
Mais Mz () = Indxéﬂg ~(ME"® V). Par conséquent,
C . _ MleftH]eft
multcl'\;[{ = dimyper Homyyeng; - (Vx( ), Releieﬁ@ﬁ _2rM0)).
D’ou le résultat. O
12.3.D. Troisieme définition. — D’apres la remarque 12.3.5, I'ensemble des CM-

caracteres €-cellulaires ne dépend pas du choix de l'idéal " au-dessus de pi".

Nous allons tirer parti du fait que le module de Verma a gauche est défini sur H¢"
et du fait que le CM-caractere ¢-cellulaire associé a une ¢-cellule de Calogero-Moser
a gauche C ne dépend que de la D"-orbite de C pour donner une définition qui ne
passe pas par I'extension des scalaires a8 ME" (et donc qui ne passe pas par le choix
de tleft
e

Pour cela, si ; est un idéal premier de Z et si M est un Z-module de dimension de
Krull inférieure ou égale a celle de Z/3, alors M, est un Z,-module de longueur finie
et nous noterons Length, (M;) cette longueur.

Proposition 12.3.9. — Soit C une €-cellule de Calogero-Moser a gauche, soit 3=3<"(C?)
et soit M un PE"H-module de type fini. Alors eM; est un Z,-module de longueur finie et
Length,, (e M,) est égale a la multiplicité de £°™(C) dans M ® plet M.

Démonstration. — Notons [ la longueur du Z;-module eM; et m la multiplicité de
Z¢1(C) dans Mg ®pex M. Ainsi, le Z;-module e M, admet une filtration

OZM(]CMIC"'CMl:eMa
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telle que M;/M;_, ~Z,/37, = k,(3) pour tout i. Alors le M"® petZ;)-module Mt ® plt
eM, admet une filtration

0=MgCM;C--C M) =Mg" ®pen e M,

telle que M;/M;_, > M¢" ® i kz(3) pour tout i.

D’autre part, a travers 1'équivalence de Morita du corollaire 8.4.5, le module sim-
ple Z2F(C) devient e £E"(C), qui est un (ME"'® penZ)-module, de dimension 1 comme
Mit-espace vectoriel, et sur lequel un élément z € Z agit par multiplication par
w(cop(z)) mod v, ou w € C. Pour montrer que [ = m, il suffit donc de vérifier que la
multiplicité de e.Z"(C) dans le M ® per Z)-module Mt ®pur kz(3) est égale a 1, ce
qui découle de la proposition A.3.12 et de la définition de 1'idéal 3. O

Corollaire 12.3.10. — Soit C une C-cellule de Calogero-Moser a gauche et soit 3 =
3¢"(CP). Alors multy”, = Length,, (e Pz (y))..

Remarque 12.3.11. — Le corollaire 12.3.10 montre que

Z Length, (eP" 4" (7)), x
y €lrr(W)
est un CM-caractere ¢-cellulaire de W et tous sont obtenus ainsi, pour 3 € Y~!(p™).
Cela donne une définition de l’ensemble des CM-caracteres €-cellulaires qui

n’utilise & aucun moment le choix d’un idéal premier ¢ de R au-dessus de pi". m

Corollaire 12.3.12. — Soit C une C-cellule de Calogero-Moser a gauche et soit 3 =
3et(cr). Alors |C| = Length,, (Z [pErZ),.

Démonstration. — En effet, via ’équivalence de Morita du corollaire 8.4.4, le mod-
ule Z/p"Z correspond au module Py"He : ce dernier est filtré par les P /' (y),
chaque PF"_//'"'( ;) apparaissant y(1) fois (comme dans le théoréme 9.6.1). Ainsi,

Length,, (Z/p'Z), = Z mult - 7(1)=|C],

2 E€lrr(W)

en utilisant la proposition 12.3.1(b). O
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Corollaire 12.3.13. — Suposons que toutes les réflexions de W soient d’ordre 2 et notons
To=(—1,1,e) ek* xk* x WA, Soit 3 un idéal premier de Z et soient C et C, deux C-cellules
de Calogero-Moser a gauche telles que 3"(CP) =3 et 38"(C?) = To(3). Alors

[CIM=e-[CI™
Si de plus wy=—1dy € W, alors on peut prendre C. = Cw, et donc

[CwolM=e-[CIM.

Démonstration. — La premiere assertion découle du fait que "o " (y) ~ #'*%(y ¢)
tandis que la deuxieme se démontre comme le corollaire 11.2.9. O

12.3.E. Caracteres cellulaires et b-invariant. — Le théoréme suivant est un ana-
logue du théoreme 9.6.1 (énoncés (b) et (c)).

Théoréme 12.3.14. — Soit C une €-cellule de Calogero-Moser a gauche. Alors il existe un
unique caractere y de b-invariant minimal tel que multg\f{ # 0 (notons-le yc). De plus, le
coefficient de t°zc dans f,.(t) est égal 4 1.

Démonstration. — Notons bc 'idempotent primitif central de ME"H'*! associé a C.
L'algebre d’endomorphismes de bc M Hfte est égale a (MK ®p2)bc et cette algebre
(commutative) est locale. Cela montre que le module projectif beME H'*"te admet
un unique quotient simple.

La preuve se conclut alors comme dans le théoreme 9.6.1, en remarquant que
bcME H e est filtré par des modules de la forme beME" ' y). O

12.4. Problemes, questions

Les premieres questions théoriques générales concernent les idéaux premiers ¢l

et le corps kg(t"). En effet, la remarque 12.1.8 montre qu’en général Kt ¢ Meft,

Néanmoins, la question de déterminer M'* est intéressante :

Probleme 12.4.1. — Calculer R/v'" ou, du moins, déterminer ’extension Kt ¢ M'eft oy
son groupe de Galois (qui est égal a D't/ [1eft),

Question 12.4.2. — Est-ce que ' + &R est un idéal premier de R ?
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Si la réponse a la question 12.4.2 est positive, alors on peut prendre ¢l = vleft +
€R. Cela impliquerait entre autres que D' c Di". Une variante plus faible de la
question 12.4.2 est la suivante :

Question 12.4.3. — Peut-on choisir t" de sorte que v'°ft C vl et Dleft ¢ D" ?
igh = . N N
On a plef + pi®™ = p;. Il est naturel de se demander si cela se reléve a R :
. . . igh _
Question 12.4.4. — Est-il vrai que v +v,#" =t ?

A ight -
Bien stir, I et I,*" sont contenus dans I;.

Question 12.4.5. — Est-ce que I = (1%, 1" ?

Une réponse positive a la question 12.4.5 impliquerait que toute partie de W qui
est a la fois une union de ¢-cellules de Calogero-Moser a gauche et une union de
C-cellules a droite serait aussi une union de ¢-cellules bilateres.






CHAPITRE 13

MATRICES DE DECOMPOSITION

13.1. Cadre général

Soit R; une R-algébre commutative intégre et soit v; un idéal premier de R;. On
pose R, = R;/v;, Ki = Frac(R,;) et K, = Frac(R,) = kg,(t;). Nous dirons que le couple
(Ry,v;) vérifie la propriété (Zéc) si les trois assertions suivantes sont satisfaites :

(D1) R, est noethérien, integre.

(D2) Si h e RH et si £ est un K;H-module simple, alors le polyndme
caractéristique de h (pour son action sur .¢) est a coefficients
dans R, (notons que cette assertion est automatiquement satis-
faite si R, est intégralement clos).

(D3) Les algebres KiH et K;H sont déployées.

Dans ce contexte, totalement similaire a celui de la section C.3 (voir I'appendice C),
I'application de décomposition
décp!y : Ho(KiH) — Ho( K- H)
est bien définie (voir la proposition C.3.1).
Si v, est un idéal premier de Ry contenant vy, notons Rs = R;/t, = Ry/(t2/v1), Kz =
Frac(Rs3) = kg, (v2) = kg,(v2/v1) et supposons que (R;,t,) vérifie (Zéc). Ainsi, les appli-
cations décfH décgég et décggg sont bien définies et, d’apres le corollaire C.3.2, le

RyH’
diagramme
decl !
Ho(K H) Ho(KoH)
13.1.1 . R
( ) e deciﬁ
déc RH
Ho(KzH)

est commutatif.
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Exemple 13.1.2 (Spécialisation). — Soit ¢ € ¢. Rappelons que q. =p.Q est premier
et notons t. un idéal premier de R au-dessus de q.. Reprenons les notations de
I'exemple 8.2.6 et de la sous-section 6.1.A. Alors R/t. est une R-algébre, de corps des
fractions M,. Comme dans la preuve du théoreme 5.3.8, on déduit du corollaire 8.4.4
un isomorphisme de K.-algebres

H, — Maty(L,)

qui induit, comme dans le cas générique (voir §6.2), un isomorphisme de M.-
algebres
M:H, — l_[ Mat;y(M,).
d(D.NH)ED./(D.NH)

Ainsi, la M.-algebre M H, est déployée, tout comme MH, et ses modules simples
sont indexés par D./(D.N H) : ce dernier ensemble est en bijection naturelle avec
W (corollaire 6.1.15). L'application de décomposition décﬁf‘H est donc bien définie :
nous la noterons déc.. On peut de plus identifier #,(M.H.) avec le Z-module ZW
et, a travers cette identification, le diagramme

2

éc,

Ho(MH)

(M H,)
(13.1.3)

| H
W Zw W

est commutatif. Cela découle du fait que I'équivalence de Morita entre H, et L. est
la “spécialisation en ¢” de I’équivalence de Morita entre Het L. B

13.2. Cellules et matrices de décomposition

Soit ¢ un idéal premier de R. Nous noterons D, le groupe de décomposition de ¢
dans G et I, son groupe d’inertie. Le groupe de Galois G (respectivement le groupe
de décomposition D,) agit naturellement sur le groupe de Grothendieck .#,(MH)
(respectivement #(kg(t)H)). Alors :

Lemme 13.2.1. — Supposons que la kg(v)-algebre kr(v)H est déployée. Alors :

RH

(a) L'application de décomposition déc iy

Ho(MH) — Ho(kr(v)H)).
(b) L'application de décomposition déc. est D.-équivariante.
(c) Le groupe I, agit trivialement sur Ay(kg(t)H).
(d) Siw et w’ sont dans la méme v-cellule de Calogero-Moser, alors déc.(ZL,,) = déc.(Luw).

est bien définie (nous la noterons déc, :
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Démonstration. — Puisque R est intégralement clos, dire que la kg(r)-algébre kz(v)H
est déployée équivaut a dire que (R, t) vérifie (Zéc). Les applications de décomposi-
tion étant calculées par réduction des polyndmes caractéristiques, 1’assertion (b) est
immédiate. Le groupe I, agissant trivialement sur kg(r) par définition, (c) est clair.
L’assertion (d) découle alors de (b) et (c) car les t-cellules de Calogero-Moser sont
les I.-orbites. O

Le lemme 13.2.1 dit que, restreinte a un t-bloc, 1’application de décomposition
déc, est de rang 1.

Exemple 13.2.2. — Posons p = tN P et supposons dans cet exemple, et seulement
dans cet exemple, que qsng NP ¢ p. Alors le théoréme 8.4.6(a) nous dit que la
kg(r)-algebre kg(t)H est déployée. Par conséquent, l'application de décomposition
déc, : Ao(MH) — #y(kg(v)H) est bien définie. Puisque les modules simples de MH
sont de dimension |W|, tout comme les kg(r)H-modules simples, I'application de
décomposition envoie la classe d'un MH-module simple sur la classe d"un kg(t)H-
module simple. Ainsi, déc, définit une application surjective

(13.2.3) déc,: W — Irr(kg(v)H)

dont les fibres sont les t-cellules de Calogero-Moser (en vertu du lemme 13.2.1). B

Remarque 13.2.4. — L'exemple précédent s’applique en particulier au cas ot v =l

right
out,". W

13.3. Cellules a gauche, a droite, bilatéres et matrices de décomposition

Pour pouvoir définir des matrices de décomposition, il faut vérifier que certaines
hypothéses sont satisfaites (voir les conditions (D1), (D2) et (D3) précédentes). C’est
'objet de la proposition suivante que de vérifier ces hypotheses dans les cas qui
nous intéressent :

left righ

Proposition 13.3.1. — Soit v un idéal premier de R parmi te, ¢S, 5" ou t. Alors :

(a) La kg(v)-algebre kr(v)H est déployée.

(b) Supposons ici v # 7t ou €=0o0u &, pour un ¢ € 6. Si £ est un kg(v)H-module simple
et si h € H/tH = (R/v)H, alors le polynome caractéristique de h (pour son action sur
%) est a coefficients dans R/x.
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Démonstration. — (a) a été démontré pour v =r. dans 'exemple 13.1.2, pour v =rt}"
dans le théoreme 12.2.5(a) et pour ¢t =t, dans la proposition 9.2.5.

. . ight .
Montrons maintenant (b). Tout d’abord, si vt = t¢ ou vt ou v,*", alors les im-

ages dans le groupe de Grothendieck #(kg(v)H) des kg(r)H-modules simples sont
les images des MH-modules simples par 1’application de décomposition (voir
I'exemple 13.2.2 et la remarque 13.2.4). Ainsi, si h est l'image dans H/tH de h’ €H,
alors le polyndme caractéristique de h’ agissant sur un MH-module simple est a co-
efficients dans R (car R est intégralement clos) et donc le polynome caractéristique
de h est a coefficient dans R/t (c’est la réduction modulo t de celui de R).
Maintenant, si t =t ou ¢, alors les kg(r)H-modules simples sont obtenus par ex-
tension des scalaires a partir des kp(tN P)H-modules simples, et le résultat découle
alors du fait que P/p ~k[€¢] et P/p. ~k sont intégralement clos. O

Compte tenu de la proposition 13.3.1, on peut donc définir des applications de
décomposition

déce : Ho(MH) — #,(MH),

déc™ : Ao(MH) — Ho(METH™),

déci® : #o(MH) — (ML HI8),

déce : Ho(MH) — #o(MH),

déc, : AMIH ") — to(McH),
déc,™ : Ho(MEEMHIEN) s (M)
et décy” : Ho(MH) — Ho(McH).

Comme d’habitude, I'indice € sera omis lorsque ¢ =0 ou sera remplacé par c si € =
¢, (avec ¢ € €). Rappelons que déce est un isomorphisme (d’apres I'exemple 13.1.2,
qui s’étend facilement au cas ou €, est remplacé par un idéal premier ¢ quelconque
de k[€]) et que

Ao(McH)~ZW et Ho(MeH) ~ ZIrr(W).

Notons qu’en revanche, décy” : #,(M H) ~ ZIrr(W) — #o(McH) ~ ZIrr(W) n’est pas
un isomorphisme en général. Des formules de transitivité découlent de 13.1.1.
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13.4. Classes des bébés modules de Verma

Les modules de Verma .#'*( ) étant définis sur 'anneau P, les propriétés fonda-
mentales des applications de décomposition montrent que

——left e e _ -
(13.4.1) déc, [Mg" /" () lyetggen = [ Ml () I

Les multiplicités multc”) sont définies a partir de I'image de M¢"./'"(y) dans le
groupe de Grothendieck #,(ME"H" ). Nous allons maintenant nous intéresser a
'image de M¢.# () dans le groupe de Grothendieck #,(McH) :

Fixons une ¢-cellule de Calogero-Moser bilatere I" et posons L¢(I') = déce[ Lw lun,
pour w € I. Notons que L¢(I') ne dépend pas du choix de w € I' d’apres le
lemme 13.2.1.

Proposition 13.4.2. — Si y € Iir™(W), alors
[Me. /() Inern = ¥ (1) Le(T).

Remarque 13.4.3. — La proposition 13.4.2 dit que, a l'intérieur d’une famille
de Calogero-Moser donnée, la matrice de décomposition des bébés modules de

Verma dans la base des modules simples est de rang 1, résultat conjecturé par U.
Thiel [Thi]. m

Démonstration. — Soit C une €-cellule de Calogero-Moser a gauche. Alors
multg\; = 0 si C n’est pas contenue dans I' (voir la proposition 12.3.1(c)). Ainsi,
d’apres (13.4.1), on a

_ _ —left
Mol (D=, mult? déc’ [ Le(C) .

CceMcellf (W)
ccr

Mais, si C c T, alors [.,%Q‘(C)]MlceftHleft = déclé’ft [Zw]luun o0 w € C. Alors, par la transitivité
des applications de décomposition, on a

déc” [ Le(C) lygn = Ze(T)

(d’apres le lemme 13.2.1). Le résultat découle alors de la proposition 12.3.1(a). O

Nous terminons par un résultat comparant les CM-caracteres ¢-cellulaires pour
différents idéaux premiers € :
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Proposition 13.4.4. — Soit ¢ un idéal premier de k[6] contenu dans € et choisissons un
idéal premier vs" au-dessus de qg" et contenu dans vg". Soit C une ¢-cellule de Calogero-
Moser a gauche et écrivons C = C, [1---11C., oit les C; sont des ¢-cellules de Calogero-

Moser a gauche (voir la proposition 12.2.2). Alors
[CIM=[C 1M+ +[C I
Démonstration. — D’aprés la proposition 13.3.1, I'application de décomposition d:
Ho(MTH' ) — o (My"He") est bien définie et elle vérifie la propriété de transitivité
dodécy" =décy". De plus, on a
d [ME" A () lpepne = [M" A () g,

Le résultat découle alors du fait que d [ Le/(C;) lypetgen = [.géeﬁ(c)]MlgftH]eft pour tout i
(voir 'exemple 13.2.2). O

13.5. Problemes, questions

Le calcul des matrices de décomposition pose aussi de nombreuses questions.
Une solution au probleme 9.8.2 peut étre approchée si on sait résoudre le prob-
leme 9.8.1 et calculer la matrice de décomposition déc™ :

Probléme 13.5.1. — Calculer déc, déc, et déc'™ pour tout c € 6.
Question 13.5.2. — Soit c € 6. Les assertions suivantes sont-elles équivalentes ?
(1) cec (ggén.

(2) déCl;,es = IdZIrr(W)-



CHAPITRE 14

CELLULES DE BIALINICKY-BIRULA DE %,

Hypothese. Dans ce chapitre, nous supposons que k = C et nous
fixons un élément c € 6.

Le groupe C* agit sur la variété algébrique Z.. Nous allons ici réinterpréter
géométriquement diverses notions introduites dans ce mémoire (familles, carac-
teres cellulaires,...) en termes de cette action (points fixes, ensemble attractifs ou
répulsifs,...). Le résultat principal de ce chapitre (et peut-étre de ce mémoire) con-
cerne le cas d'une famille associée a un point lisse de %, : nous montrerons qu’alors
les caracteres cellulaires associés a cette famille sont irréductibles. Ce résultat sera
vu comme étant de nature géométrique. En effet, la lissité du point fixe implique
que les ensembles attractifs et répulsifs sont des espaces affines s’intersectant pro-
prement et transversalement ; un calcul de multiplicité d"une intersection conclura
la preuve (voir le théoréme 14.4.1).

14.1. Généralités sur les actions de C*

Soit 2 une variété algebrique affine munie d’une C*-action réguliére C* x 2 — %,
(&,x) = Eex. On notera ¢ la sous-variété fermée formée des points fixes sous
I'action de C*. Si x € 2, nous dirons que lim:_,&+x existe et vaut x, s’il existe un
morphisme de variétés ¢ : C — 2 tel que, si £ € C*, alors ¢(&)=Eex et p(0) =x,. 11
est alors clair que xo € Z©". De méme, nous dirons que lim:_, &~ 1ex existe et vaut x,
sil existe un morphisme de variétés ¢ : C — X tel que, si & € C*, alors p(&) =& tex
et ¢(0) = xo.
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Nous noterons 2" (respectivement Z ™) I'ensemble des x € Z tel que lim;:_ &« x
(respectivement lim:_ e x) existe. C’est une sous-variété fermée de 2’ et les ap-
plications

limy: 2 — xc
x > limgg&ex

lime,: 2™ — 2

et .
x — limz & tex

sont des morphismes de variétés (qui sont évidemment surjectifs : une section est
donnée par l'identité sur 2" c N X™P), car Z est affine par hypothese (cela
découle du fait que c’est vrai pour la variété C¥ muni d’une action linéaire de C* et
que X peut-étre vue comme une sous-variété fermée C*-stable d"un tel CV). Notons
que cela n’est plus vrai si 2 n’est pas affine, comme le montre I'exemple de P*(C)
muni de I'action &« [x;y] = [Ex;y].

Pour finir, si xo € 2", nous noterons 2 *(x,) (respectivement 2 (x,)) 'image
inverse de x, par l'application lim, (respectivement lim,sp). Alors 2*"(x,) (respec-
tivement 2 (x,)) sera appelé I'ensemble attractif (respectivement I'ensemble répulsif)
de x, : c’est une sous-variété fermée de 2'. Rappelons le fait classique suivant, dt a
Bialynicki-Birula [Bia] :

Proposition 14.1.1. — Si x, est un point lisse de X, alors il existe N >0 tel que
X (x0) =~ CN. En particulier, 2 *"(x,) est lisse et irréductible.
Les mémes assertions valent pour P (x,).

Nous allons dans ce chapitre revisiter les notions introduites dans les chapitres
précédents (familles, CM-caracteres cellulaires) a travers les notions de points fixes
et d’ensembles attractifs attachés a ’action de C* sur %Z..

14.2. Points fixes et familles

Ayant le choix pour 'action de C* sur nos variétés (2, Z, Z,...), nous ferons le
choix de l'action qui induit la Z-graduation de I'exemple 4.2.1. En d’autres termes,
un élément & € C* agit sur Hcomme 1’élément (71, &,1x1) de C*xC* x(Hom(W, C*)x
). Ainsi, pour 'action sur H, & agit trivialement sur C[6]®CW, agit avec des poids
positifs ou nuls sur C[V], avec des poids négatifs ou nuls sur C[V*]. On récupere
ainsi une action sur P et Z,, qui induisent des actions régulieres de C* sur les var-
iétés 2, ~ V/W x V*/W et Z. rendant le morphisme naturel

Y, %, — P =V/Wx VW
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Cx-équivariant. Si & € C* et z € Z,, I'image de z a travers cette action de & sera
notée &.z. L'unique point fixe de #, est (0,0) :

(14.2.1) P =(0,0).
Puisque Y. est un morphisme fini, on en déduit que
(14.2.2) Z& =71.0,0).

On obtient ainsi une bijection naturelle entre %" et les c-familles de Calogero-
Moser.

14.3. Ensembles attractifs et caractéres cellulaires

Tout d’abord, il est clair que
(14.3.1) PM=V/Wx0CV/WxV/W et P2P=0xV'/WcCV/WxV/W.

En d’autres termes, 222" est la sous-variété irréductible de &, associée a 'idéal pre-
et . . ..
mier p''. De plus, puique T, est un morphisme fini, on a

(14.3.2) ZM=T(V/Wx0) et ZP=_'0xV/W).

Démonstration. — 11 suftit de montrer la premiere égalité, I’autre se montrant de
méme. Tout d’abord, il est clair que Y. (Z%") c 23" = V/W x 0. Pour montrer
l'inclusion inverse, il suffit de montrer que, si p : Z, — C[t,t7!] est un morphisme
de C-algebres tel que p(P.) c C[t], alors p(Z.) c C[t]. Mais cela découle du fait que Z,
est entier sur P, (et donc p(Z,) est entier sur p(P.)) et du fait que C[t] est intégrale-
ment clos. O

Il découle de 14.3.2 que les composantes irréductibles de 22" sont en bijection
avec I'ensemble Y_!(p'!t) des idéaux premiers de Z. au-dessus de pleft. Si 3 est un tel
idéal premier, nous noterons Z2"[3] la composante irréductible associée. Puisque
limy, : & ‘;‘“ — % <ch est un morphisme de variétés, I'image de & ‘;‘“ [3] est irréductible :
ZZ’(EX étant fini, lim,(Z2"[3]) est donc réduit a un point. Ainsi, le morphisme de
variétés lim,, : 2 — Z*" induit une application surjective Y_!(p*) — YT 1(p.) qui
n’est autre que l'application limye; définie dans la section 11.1.

On obtient ainsi une application entre les composantes irréductibles de 3" et
I'ensemble des CM-caracteres c-cellulaires (voir la remarque 12.3.11).
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14.4. Le cas lisse

Hypotheses et notations. Nous fixons dans cette section, et dans
cette section seulement, un point zo € Z< que nous supposerons
lisse dans % .. On note y l'unique caractere irréductible de la c-
famille de Calogero-Moser associée i zo. Nous notons I la c-cellule
de Calogero-Moser bilatere de W associée a z, et nous fixons une
c-cellule de Calogero-Moser a gauche C contenue dans T'.

Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 14.4.1. — Avec les hypotheses et notations ci-dessus, on a :

(@) IT]=x (1)
(b) Uyyeppn ‘C=T.
(c) [Cl=x(1).
(d [CIM=1.
(e) deg.(C)=x(1).

NOTATION - Si A est un anneau commutatif local, d’idéal maximal m et si M est
un A-module de type fini, on notera en(M) la multiplicité de M pour 1'idéal m, telle
qu’elle est définie dans [Ser, chapitre V, §A.2].

Si A est un anneau commutatif régulier (pas forcément local), si M et N sont deux
A-modules de type fini tels que M ®, N soit de longueur fini, et si a est un idéal
premier de A, on posera

dimA

2:(M,N)=>_(~1)'Length, (Tor}(M, N),),

i=0

conformément a [Ser, chapitre V, §B, théoreme 1] . B

Démonstration. — (a) découle du théoreme 11.2.7(d).

(b) L'ensemble des composantes irréductibles de lim_,(z,) est en bijection avec
I'/ D't (voir la proposition 12.2.6(c)). Puisque z, est lisse (et isolé), alors

gftt(ZO) ~ Cn’
et donc que Z'(z,) est lisse et irréductible (voir la proposition 14.1.1). Cela montre
que lim;&(zo) est irréductible et isomorphe a un espace affine. Ainsi [I'/D| =1, ce

qui montre (b). En d’autres termes, avec les notations introduites dans le chapitre
précédent, ona C*=T.
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(c) Notons 3, = 3%(C) : alors 3, est I'idéal de définition de Z%(z,), mais nous
le verrons comme un idéal premier de Z, par passage au quotient. Notons j =
3¢(I') : alors j est I'idéal de définition du point z, (nous le verrons aussi comme un
idéal de Z,). On définit de méme 3z comme étant I'idéal de définition de P (z,) :
on note C’ une c-cellule a droite contenue dans I' (de sorte que 3z = 3?ght(C’)). Le
corollaire 12.3.12 montre que

(&) |C|= Lengch%L (Z. /plcefth) et |C'|= Lengthzm (Z. /prcighth).
Si on note m; = multg\f{, alors

(1) ICl=m.y(1) et [C]SM:mL)(.
Symétriquement, on peut définir un entier naturel mp vérifiant

(Or) |IC’| = mpgy(1).

Commengons par calculer la multiplicité du Z. ;-module Z ;/p!tZ, ; pour 3Z.;. La
dimension de Krull de ce module est n = dimy V. Par la formule d’additivité [Ser,
chapitre V, §A.2],

€Z.; (Zc,z/plceftzcyé) = Z Lengch% (Zc,g, /plceﬁzc,g,)eg;Zc,g (Zc,z/ﬁzc,z)-
coht(3)=n

Ici, coht(3) désigne la cohauteur de I'idéal premier 3 de Z, ;. Mais, puisque Z2%(z,) est
irréductible de dimension n, iln’y a qu’un seul idéal premier de Z. ; de cohauteur n
qui contienne p!'Z. ; (et donc tel que Length, (Z,;/p\"Z,;) soit non nul), c’est I'idéal
premier 3;. De plus, puisque Z,;/3,Z. ; est un anneau régulier (car Z"(z,) est lisse),
la multiplicité ey, .(Z.5/3Z.;) vaut 1 (voir [Ser, chapitre IV]). Ainsi, il découle de ()
et (¢1) que

(@) €57, (Zc,z/Plcefth,g) =mpy(1).
Symétriquement,
(Or) €37, (Zc,g/Prcighth,;;) =mgy(1).

D’autre part, P/p't est un anneau de polynome et Z,/p!tZ, est un P/p'et-module
libre de rang |W|. Donc Z;/pZ, ; est un Z ;-module de Cohen-Macaulay de di-
mension n. De méme, chg/p?ghtZC,Z; est un Z.;-module de Cohen-Macaulay de di-
mension n. Puisque Z, est de dimension 2n, il découle de [Ser, chapitre V, §B, corol-

laire du théoreme 1] que
() )(;;(Zc,g/PlceﬁZc,g;Zc,g/Pzighth,;;) =Length,, (Zc,;;/PlceﬁZc,g ®z.; Zc,z/Prcighth,;;) = y(1)*>0.
Par conséquent [Ser, chapitre V, §B, théoreme 1],

€37, (Zc,g/Plffth,g) €37, (Zc,;;/Prcighth,g) < )(;;(Zc,z/PlceﬁZc,gch,g/p?ghth,g)-
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De cette derniere égalité, on déduit, en utilisant (V;), (V) et (#) que
mpmp<1.
Ainsi, m;=mpg=1, ce qui prouve (c)
(d) découle immédiatement de (c).

(e) découle de (b) et de la proposition 12.2.6(b).



PARTIE V

GROUPES DE COXETER :
CALOGERO-MOSER VS
KAZHDAN-LUSZTIG



Hypotheses. Tout au long de cette partie, nous supposerons que W
est un groupe de Coxeter, que k= C et que kg =R. Nous fixons aussi
un élément c € 6 C 6.

Dans ce cas, nous avons rappelé dans la section 3.3 la définition des c-cellules
de Kazhdan-Lusztig a droite, a gauche et bilateres, des c-familles de Kazhdan-
Lusztig, et des KL-caracteres c-cellulaires. De méme, les notions de c-cellule de
Calogero-Moser a droite, a gauche et bilatere, de c-famille de Calogero-Moser et
de CM-caractere c-cellulaire ont été définies et longuement étudiées dans la par-
tie IV. Il est assez tentant de conjecturer que ces notions coincident. Le but de cette
partie est d’énoncer des conjectures aussi précises que possible et de donner des
arguments en faveur de ces conjectures.



CHAPITRE 15

CONJECTURES

15.1. Cellules et caracteéres

La premiére conjecture concerne les cellules bilateres et leur famille associée :

Conjecture LR. — Soit ¢ € 6. Alors il existe un choix de I'idéal premier ¥, au-dessus de
q. tel que :
(a) La partition de W en c-cellules de Calogero-Moser bilateres coincide avec la partition
en c-cellules de Kazhdan-Lusztig bilateres.
(b) Supposons que c; = 0 pour tout s € REf(W). Si T € “MCell] ,(W) = XCell] (W), alors
IrrtM(W) = IrrfH(W).

Du coté des cellules a gauche, nous proposons une conjecture similaire, qui se
décline aussi au niveau des caracteres cellulaires :

Conjecture L. — Soit ¢ € 6. Alors il existe un choix de l'idéal premier vt au-dessus de
qlett tel que :
(a) La partition de W en c-cellules de Calogero-Moser a gauche coincide avec la partition
en c-cellules de Kazhdan-Lusztig a gauche.
(b) Supposons que c; = 0 pour tout s € Réf(W). Si C € “MCell} (W) = KLCell (W), alors
[C1M=[CI¥

On a bien stir une conjecture identique pour les cellules a droite. En outre, les
conjectures LRet L devraient avoir des réponses positives avec tléft C t..
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15.2. Caracteres

Tout d’abord, remarquons que I'ensemble des c-familles de Calogero-Moser est
indépendant du choix de t.. De méme, 'ensemble des CM-caractéres c-cellulaires
ne dépend pas du choix de l'idéal ¢!*. Au niveau des caracteres, les énoncés (b) des
conjectures LR et L impliquent les énoncés suivants, plus simples, qui ne font pas
référence au choix d'un idéal premier de R.

Conjecture CAR. — Soit c € ‘6. Alors :

(a) La partition de Irr(W) en c-familles de Calogero-Moser coincide avec la partition en
c-familles de Kazhdan-Lusztig (Gordon-Martino).

(b) Si ¢ = 0 pour tout s € Réf(W), alors I'ensemble des CM-caracteres c-cellulaires coin-
cide avec I'ensemble des KL-caracteres c-cellulaires.

Notons que le point (a) ci-dessus a été conjecturé par Gordon et Martino [GoMa,
conjecture 1.3(1)]. La conjecture LR releve donc la conjecture de Gordon-Martino
au niveau des cellules bilateres.

COMMENTAIRE - Si le choix des idéaux premiers &, ou ¢!t n’a aucune importance
pour la conjecture CAR, il n’en est pas de méme pour les conjectures LR et L. En
effet, remplacer t. par un autre idéal ¥/ transforme 1’ensemble des cellules bilateres
a travers l'action d’un élément g € G C Sy (tel que ¥, = g(&.)). Or, dans certains cas,
G est le groupe Gy tout entier...

D’autre part, la partition en c-cellules de Kazhdan-Lusztig dépend elle aussi
fortement du choix d’un ensemble S de réflexions simples (changer cet ensemble
reviendrait a conjuguer les cellules par un élément de W). Il est donc impératif de
lier le choix de & (ou ¢") au choix de S, ce que nous ne savons pas faire pour le
moment. H



CHAPITRE 16

ARGUMENTS

Comme cela sera expliqué dans la partie VI, toutes les conjectures énoncées dans
le chapitre 15 sont vérifiées si W est de type A; ou B, : le cas du type A, peut aussi
étre traité mais nous n’avons pas inclus les calculs dans ce mémoire. Le cas du
type B, est traité dans le chapitre 19. Cependant, la difficulté des calculs ne nous
permet pas, en 1’état actuel de nos connaissances, d’allonger cette liste d’exemples.
Le but de ce chapitre est plutot d’avancer des arguments théoriques en faveur de
ces conjectures, qui seront distillés sous forme de remarques successives.

16.1. Lecas c=0

Les faits suivants seront démontrés dans le chapitre 17 :

Proposition 16.1.1. — Il n"y a qu’une seule 0-cellule de Calogero-Moser bilatere, a gauche
ou a droite : c’est W tout entier. De plus,

mMW)=I(W) et [WIM=[kWlgy = Y z()yr.

y €lrr(W)
Corollaire 16.1.2. — Les conjectures L et LR sont vérifiées lorsque ¢ = 0.
Démonstration. — Cela découle de la comparaison de [Bon2, corollaires 2.13 et 2.14]

avec la proposition 16.1.1. O
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16.2. Caracteres constructibles, familles de Lusztig

Dans la suite de ce chapitre, nous nous intéresserons au cas des parametres
strictement positifs : nous ne savons pas traiter le cas ol seulement certains
parametres sont nuls (pour comparer avec [Bon2, corollaires 2.13 et 2.14]).

Fixons dans cette section un élément ¢ € ¢ tel que ¢, >0 pour
tout s e Réf(W).

CONVENTION - Si (W,S) est de type B, alors nous noterons S = {t,s1,5,,...,5,-1}
avec la convention que t n’est conjugué a aucun des s;. En d’autres termes, le
diagramme de Dynkin est

t S1 So Sn—1
Dans ce cas, nous poserons b= c;eta= Cs, =Cs,="+=Cs,_,- [ |

Lusztig [Lus3, §22] a défini la notion de caractere constructible de W, que nous
appellerons ici caractere c-constructible. On peut alors définir un graphe ¥.(W) ainsi :

e ['ensemble des sommets de ¥.(W) est Irr(W).
e Deux caracteres irréductibles de W sont reliés dans ¥.(W) s’ils apparaissent
dans un méme caractere c-constructible.

On définit alors les c-familles de Lusztig comme les composantes connexes de ¥.(W).

Proposition 16.2.1. — Supposons que l'une des assertions suivantes soit satisfaite :

(1) c est constante ;

2) ISI<2;

(3) (W,S) est de type F, ;

(4) (W,S) est de type B,, a#0et b/a<c{1/2,1,3/2,2}Uln —1,400).
Alors :

(a) Les caracteéres c-constructibles et les KL-caracteres c-cellulaires coincident.
(b) Les c-familles de Lusztig et les c-familles de Kazhdan-Lusztig coincident.

Démonstration. — Lusztig [Lus3, conjectures 14.2] a énoncé une série de conjectures
(numérotées P1, P2,..., P15) portant sur les cellules de Kazhdan-Lusztig. Elles ont
été démontrées :

(1) si c est constante dans [Lus3, chapitre 15] ;

(2) si|S| <2 dans [Lus3, chapitre 17] ;

(3) si(W,S) est de type F, dans [Ge2] ;
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(4) si (W,S) est de type B, eta=0oubiena#0etb/ac{1/2,1,3/2,2} dans [Lus3,
chapitre 16] ;
(4') si(W,S) est de type B,, a#0 et b/a>n—1 dans [Bola], [Bon1] et [Gela].
D’autre part, il est démontré dans [Lus3, lemme 22.2] et [Ge3, §6 et §7] que ces
conjectures impliquent que les caracteres c-constructibles et les KL-caracteres c-

cellulaires coincident. Cela montre (a). L'énoncé (b) est alors démontré dans [BoGe,
corollaire 1.8]. ]

16.3. Conjectures sur les caracteres

16.3.A. Familles. — Les caractéres c-constructibles (et donc les c-familles de
Lusztig) ont été calculé(e)s dans tous les cas par Lusztig [Lus3]. On déduit de la
proposition 16.2.1 ce que sont les c-familles de Kazhdan-Lusztig dans les cas (1),
(2), (3) et (4). Or, le calcul explicite des c-familles de Calogero-Moser en type clas-
sique a été effectué par Bellamy, Gordon et Martino dans la série d’articles [Bell],
[Bel5], [Gorl], [Gor2], [GoMa], [Mar2]. Il en résulte le théoreme suivant :

Théoreme 16.3.1. — Supposons que I'une des assertions suivantes soit satisfaite :
(D) IS/ <2
(2) (W,S) est de type Ay, D,, ou F,.
(3) (W,S) est de type B, et a=0ou bien a#0et b/a <€ {1/2,1,3/2,2}U]n —1,400).

Alors la conjecture CAR(a) est vérifiée.

16.3.B. Caractéres cellulaires. — Si (W,S) est de type A ou si (W,S) est de type
B, avec a #0 et b/a € {1/2,3/2}U]n — 1,4+00), alors il découle des résultats précé-
dents que les KL-caracteres c-cellulaires sont les caracteres irréductibles. De plus,
il découle aussi des travaux de Gordon et Martino que, toujours dans le méme
cas, l'espace de Calogero-Moser %, est lisse. Le théoreme suivant résulte alors du
théoreme 14.4.1.

Théoréme 16.3.2. — Supposons que I'on est dans ['un des cas suivants :
(1) (W,S) est de type A ;
(2) (W,S) est de type B, avec a#0et b/a €{1/2,3/2}U]n —1,+00).

Alors la conjecture CAR(Db) est vraie (et les caracteres c-cellulaires sont irréductibles).
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16.3.C. Autres arguments. — Tout d’abord, remarquons que, si I'on suppose les
conjectures de Lusztig P1, P2,..., P15 vraies (voir [Lus3, conjectures 14.2]), alors les
raisonnements précédents impliquent que la conjecture CAR(b) est vraie en type B
et la conjecture CAR(a) est vraie en type B avec a #0 et b/a & {1,2,...,n — 1} (car
alors les caracteres c-constructibles sont les caracteres irréductibles et 1'espace de
Calogero-Moser est lisse).

Remarque 16.3.3. — Si 7 est une c-famille de Calogero-Moser (respectivement
Kazhdan-Lusztig), alors Z ¢ est une c-famille de Calogero-Moser (respectivement
Kazhdan-Lusztig) : voir le corollaire 9.5.9 et (3.3.14).

De méme, si y est un CM-caractere (respectivement un KL-caractere) c-cellulaire,
alors y e est un CM-caractére (respectivement un KL-caractere) c-cellulaire : voir le
corollaire 12.3.13 et (3.3.13). B

Remarque 16.3.4. — Si 7 est une c-famille de Calogero-Moser (respectivement de
Lusztig), alors il existe un unique caractere y € Z de b-invariant minimal : voir
le théoreme 9.6.1(b) (respectivement [Bon4], ou [Lus2, theoreme 5.25 et sa preuve]
dans le cas ou ¢ est constant).

De méme, si y est un CM-caractere c-cellulaire (respectivement un caractere
c-constructible), alors il existe une unique composante irréductible de y de b-
invariant minimal : voir le théoréme 12.3.14 (respectivement [Bon4], ou [Lus2,
theoreme 5.25 et sa preuve] dans le cas ou ¢ est constant). B

16.4. Cellules

16.4.A. Cellules bilateres. — Le premier argument en faveur le la conjecture
LR vient de la comparaison du cardinal des cellules, et du fait que la conjec-
ture CAR(a) a été démontrée dans de nombreux cas.

Remarque 16.4.1. — Supposons ici que (W,c) vérifie I'une des hypotheses du
théoreme 16.3.1. Soit .7 une c-famille de Calogero-Moser (c’est-a-dire une c-famille
de Kazhdan-Lusztig en vertu du théoréme 16.3.1). Notons I'cy (respectivement I'x;)
la c-cellule de Calogero-Moser (respectivement Kazhdan-Lusztig) bilatére associée.
Alors, il découle du théoréme 11.2.7(d) que

Teml= Z){(Uz

IET
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et il découle de (3.3.6) que
Tial= > 2 (1)%
IET
Ainsi,
IToml| = T l-
Ce n’est évidemment pas suffisant en général pour montrer que I'cyy =I'xr. En re-
vanche, cela démontre la conjecture LR dans le cas ot G = &y (ce qui pourrait étre
le cas si W est de type A,) : en effet, quitte a remplacer t. par g(t.) pour un certain
g € G = Gy, on pourrait s’arranger pour que I'cy = I'x. (et ce pour toute famille
7). Cela montre aussi qu'il faudrait savoir préciser le choix de t. dans la conjec-
ture LR. m

Remarque 16.4.2. — Soit I'cy (respectivement I'x;) une c-cellule de Calogero-Moser
(respectivement de Kazhdan-Lusztig) bilatere. Notons w, 1'élément le plus long de
W. Alors :

- D’apres (3.3.12) et (3.3.15), wol'kxi. =T'x.wy est une c-cellule de Kazhdan-Lusztig
bilatere et Irr,). (W) =1Irr (W)e.

— Puisque toutes les réflexions de W sont d’ordre 2, il a été montré dans le corol-
laire 11.2.9 que, si wy est central dans W, alors woI'cm =T'cmwy est une c-cellule
de Calogero-Moser bilatere et Irr;". (W)=Trrt™ (W)e.

Ces résultats montrent une certaine analogie lorsque wy est central dans W. Pour
le deuxiéme énoncé, il n’est pas raisonnable d’espérer que ce soit vrai lorsque wy
n’est pas central (comme le montre I'exemple du type A,) sans avoir fait un choix
judicieux de l'idéal premier t.. B

16.4.B. Cellules a gauche. — Commencons en rappelant que 1'expérience mon-
tre que de nombreuses c-cellules de Kazhdan-Lusztig donnent lieu au méme KL-
caractere c-cellulaire. Sur le versant Calogero-Moser, le corollaire 12.3.6 montre que,
si d € D!, alors les CM-caracteres c-cellulaires [C]SM et[4 C]SM sont égaux. Ainsi,
de nombreuses c-cellules de Calogero-Moser donnent lieu au méme CM-caractere
c-cellulaire (voir par exemple le théoreme 14.4.1 dans le cas lisse).

Remarque 16.4.3. — Soit Ccy (resp. Cxi) une c-cellule de Calogero-Moser (resp. de
Kazhdan-Lusztig) a gauche. Notons w, I’élément le plus long de W. Alors :

- Il découle de (3.3.12) et (3.3.13) que wCx. et Cxrw, sont des c-cellules de
Kazhdan-Lusztig a gauche et que [w,Cxi 15" = [ Crowo 15 = [ Cia I e.
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— Puisque toutes les réflexions de W sont d’ordre 2, il découle du corol-
laire 12.3.13 que, si wy est central dans W, alors wyCcm = Comw, est une c-cellule
de Calogero-Moser a gauche et que [w,Com 1™ = [ Comwo I =[Com]Me. @

Remarque 16.4.4. — Notons aussi 1'analogie des égalités numériques suivantes :
si C est une c-cellule de Calogero-Moser (respectivement de Kazhdan-Lusztig) a
gauche et si y € Irr(W), alors

Cl= Y. multMy(1),

Yelrr(W)

2= Z multgl,\flx

C’eCMCellz (W)
(respectivement

Cl= Y. multf y(1),

Yelrr(W)

2= Z multlé,L,x ).

C'eXLeell, (W)

Il serait intéressant d’étudier si d’autres propriétés numériques des cellules de
Kazhdan-Lusztig a gauche (comme par exemple [Ge3, lemme 4.6]) sont aussi
vérifiées par les cellules de Calogero-Moser a gauche. B

Outre les exemples en petit rang, notre argument le plus probant en faveur des
conjectures L et LR est le suivant :

Théoréme 16.4.5. — Supposons que I'on soit dans ['un des cas suivants :
(1) (W,S) est de type A et c#0;
(2) (W,S) est de type B avec a #0 et b/a € {1/2,3/2}U]n —1,4+00).
Alors il existe une bijection ¢ : W — W telle que :
(a) SiT est une cellule de Kazhdan-Lusztig bilatere, alors ¢(I') est une cellule de Calogero-
Moser bilatere et Irrp (W) = Irrg(‘ﬁ)(W).
(b) Si C est une cellule de Kazhdan-Lusztig a gauche, alors ¢(C) est une cellule de
Calogero-Moser a gauche et [ C15"=[¢(C)I™.



175

Démonstration. — Sous les hypothéses (1) ou (2), 'espace de Calogero-Moser Z . est
lisse (voir [EtGi, théoreme 1.24] dans le cas (1) et [Gorl, lemme 4.3 et sa preuve])
dans le cas (2)) et donc le théoreme 14.4.1 s’applique a toutes les cellules de
Calogero-Moser de W. Le résultat découle alors d’'une comparaison de car-
dinaux. O






PARTIE VI

EXEMPLES






CHAPITRE 17

UN EXEMPLE ASSEZ NUL : LE CAS ¢=0

17.1. Cellules bilateres, familles

Rappelons que R, désigne I"'unique idéal bi-homogene maximal de R et que
R/R,. ~k

(voir le corollaire 6.3.4). Rappelons aussi que D, (respectivement I,) désigne son
groupe de décomposition (respectivement d’inertie) et que

D+ = I+ - G
(voir le corollaire 6.3.5).
Proposition 17.1.1. — R, est 'unique idéal premier de R au-dessus de p.
Démonstration. — En effet, po = P, et donc R, est un idéal premier de R au-dessus
de py : il est stabilisé par G ce qui termine la preuve de 'unicité. O

Notons donc ¥, I'unique idéal premier de R au-dessus de j, = P;, D, son groupe
de décomposition et I, son groupe d’inertie. Alors

(1712) E():R+ et D_OZI_():G.
Ainsi :
Corollaire 17.1.3. — W ne contient qu'une seule 0-cellule de Calogero-Moser bilatere, a

savoir W, et
IrrM(W) =Tre(W).
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Une des particularités de la spécialisation en 0 est que l'algebre H, hérite de la
(N x N)-graduation, et donc de la N-graduation. Si on note

I:IO,+ = EBI:ION[Z'],

i>1
alors Hy . est un idéal bilatere nilpotent de Hy et, puisque H)[0] =kW, on obtient le
résultat suivant :

Proposition 17.1.4. — Rad(H,) =H, . et Hy/Rad(H,) ~kW.

En particulier,

(17.1.5) [ L ()15 = 1 € kW)L, ]
et
(17.1.6) [Koll ()i, = 2 (1) [KW lyy, € ZIrr(W) = #o(Hy).

17.2. Cellules a gauche, caracteres cellulaires

Rappelons que, dans §6.1.B, il a été fixé un idéal premier ¢, de R au-dessus de
go = ¢ Q ainsi qu'un isomorphisme de corps

isog : k(V x V¥)AW) 25 My = kg(to)

dont la restriction a k(V x V*)AW est I'isomorphisme canonique k(V x V*)AW —
Frac(Z,) — Lo. Ainsi, R/ty C isoo(k[V x V*]AZ") et ces deux anneaux ont le méme
corps des fractions, a savoir M. Rappelons aussi que nous ne savons pas si ces
deux anneaux sont égaux, ce qui est équivalent a savoir si R/t, est intégralement
clos (question 6.7.6).

Proposition 17.2.1. — Il existe un unique idéal premier de R au-dessus de pg™ et con-
tenant vo.
Démonstration. — Notons p* = isoy " (pg™/po). Alors k[V x V¥]WXW /p* ~ K[V x 0]W*W.

Donciln’y a qu'un seul idéal premier t* de k[V x V*] au-dessus de p* : c’est1’idéal de
définition de la sous-variété fermée irréductible V x 0 de V x V*. En d’autres termes,
k[V x V*]/e* =Kk[V x 0].

Par conséquent, le seul idéal premier i de R au-dessus de pg" et contenant v, est
défini par " /vy = isoo(t* Nk[V x V22N (R/xy). O
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Notons tf 'unique idéal premier de R au-dessus de g et contenant v, (voir la

proposition 17.2.1) et notons D" (respectivement ;") son groupe de décomposi-
tion (respectivement d’inertie). Alors :

Proposition 17.2.2. — (a) (W x W) C D" et «(W x 1) C I}et.
(b) L'application canonique T: W x W — D/ Ii™™ est surjective et son noyau contient
W x Z(W).

(c) DE/ 1™ est un quotient de W /Z(W).
(d) Si R/v, est intégralement clos (i.e. si R/vo ~k[V x V*]AZW)) alors Ker(1) = W x Z(W)
et DIt/ Tt ~ W /Z(W).

Démonstration. — La premiere assertion de (a) découle de l'unicité de it (voir

la proposition 17.2.1). Pour la deuxieme assertion, reprenons les notations de la
preuve de la proposition 17.2.1, et remarquons que W x 1 agit trivialement sur
k[V x V*]/¢*.

Notons B, I'image inverse de R/t, dans k[V x V*] via isog. Alors k[V x 0]"*W c
By/t* C K[V x 0]22W) = K[V x 0]W*AW) Cc k[V x 0]. (b), (c) et (d) découlent alors de ces
observations. 0

Apres cette étude des groupes de décomposition et d’inertie, on peut immédiate-
ment en déduire :

Corollaire 17.2.3. — W ne contient qu’une seule 0-cellule de Calogero-Moser a gauche, a
savoir W, et

(WIM =[kWlgw= D, 2().

2 E€lrr(W)
Démonstration. — La premiere assertion découle de la proposition 17.2.2(a) tandis
que la deuxieme découle de la proposition 12.3.1(a). O

Terminons avec une remarque facile, mais qui, combinée avec la proposi-
toin 17.2.2, montre que le couple (I}, D) est assez surprenant :

Proposition 17.2.4. — Soit € un idéal premier de k[6]. Alors il existe h € H tel que
h Il@eft C I(l]eft'

Démonstration. — Notons ¢ 1’idéal homogene maximal de k[%] contenu dans €.
D’apres la proposition 12.2.4, on a I" = I*". Cela signifie que ’on peut supposer €
homogene. En particulier, ¢ c &,. Donc g5 c qi™ et il existe h € H tel que h(x¢") C

velt. Par suite, "1 c It O
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Il serait tentant de penser, apres la proposition 17.2.2, que DE" = (W x W) et
1" = (W x Z(W)). Cependant, ceci entre en contradiction avec la proposition précé-
dente 17.2.4, surtout si 'on espere que les conjectures LR et L soient valides : en
effet, I;"" doit donc contenir des conjugués de sous-groupes admettant pour orbites
les cellules de Calogero-Moser a gauche. Nous verrons dans le chapitre 18 que si
dimy(V) =1, alors D' =G.



CHAPITRE 18

GROUPES DE RANG 1

Hypotheses et notation. Dans ce chapitre, et seulement dans ce
chapitre, nous supposons que dimy V = 1, nous fixons un élément
non nul y de V et nous noterons x 'unique élément de V* tel que
(v,x) =1. Fixons un entier d = 2 et supposons que k contienne une
racine primitive d-ieme de I'unité {. Notons s I'automorphisme de
V défini par s(y)={y (on a alors s(x)={~'x) et supposons de plus
que W = (s) : s est une réflexion (!) et W est cyclique d’ordre d.

18.1. L’algebre H

18.1.A. Définition. — Bien sir, Réf(W)={si|1<i<d-1}. Pour1<i<d-1,nous
noterons C; l'indéterminée C;i, de sorte que k(6] = k[C;,C,,...,C4q—1]. La relation
suivante est vérifiée dans H :
(18.1.1) yxl= > (-1 s

1<i<d-1
Nous poserons Cy = C, = 0. Puisque l'arrangement d"hyperplans ./ est réduit a un
élément, et donc .«/ /W aussi (écrivons ./ /W = {Q}), nous poserons pour simplifier
Kj =Kq; (pour 0 < j < d —1). Rappelons que la famille (K;)y < j < a—1 est déterminée
par les relations

d-1
(18.1.2) Vo<i<d-1, Ci=) (UK.
j=0
Pour simplifier certains énoncés de cette partie, nous posons
Kaivj=K;

pour tout i €Z et j €{0,1,...,d — 1}. Rappelons que
K0+K1+"'+Kd_1:0 (c’est-é-dire K1+K2++Kd:0)
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18.1.B. Calcul de (V x V*)/W. — Posons X =x49, Y =y4 et rappelons que euy = xy.
Ainsi

k[V x V]V =K[X, Y, eup)
et la relation suivante

(18.1.3) eu! = XY

est satisfaite. Il est facile de vérifier que cette relation engendre 1'idéal des relations.

18.2. L’algebre Z

Rappelons que eu = yx +Z?:_11 C; s' (de sorte que son image dans Hj est euy) et
que €: W — k* est le déterminant : il est caractérisé par e(s)=¢. Ona e? =1 et
IrrW={1,¢e,¢€%...,%'}.
L'image de 1'élément d'Euler par 2, se calcule grace a la proposition 9.3.3 :
(18.2.1) Qi(eu)=dK_;

pour tout i € Z. Le résultat suivant est certainement bien connu :

Théoréme 18.2.2. — On a Z = Pleu] =k[C,,...,Cy_1,X,Y,eu] = Kk[K},...,K;_1,X, Y, eu]
et I'idéal des relations est engendré par

d
I]@u—ng:XK
i=1
Démonstration. — Soit z = ]_[?zl(eu—d K;)—XY.Onaz € k[€6].Z et z est bthomogene
de degré (d,d). On en déduit que z = Z;i:—ol zjdJew , ou z; € k[6] est bthomogene
de bidegré (d —j,d —j). On a Qi(z) =0= Zj:_ol z;K’,. Les z; sont solutions d'un
systeme de Vandermonde de déterminant [, . ;_; < ,(K; — Kj) #0, donc zg = -+ =
Z4—1= 0.
Puisque le polyndme minimal de eu sur P est de degré |W| = d (voir le corol-
laire 5.2.10), on en déduit que

ﬁ(t—dKi)—XY

i=1

est le polyndme minimal de eu sur P, ce qui termine la preuve du théoreme. O

Corollaire 18.2.3. — La k-algebre Z est d’intersection complete.
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Nous noterons F.(t) € P[t] le polynome minimal de eu sur P. D’apres le
théoreme 18.2.2, on a

d
(18.2.4) Eu(®=] J(t-dK)-xY.
i=1

18.3. L’anneau R, le groupe G

18.3.A. Polynémes symétriques. — DPour tirer parti du fait que le polynome
minimal de I'élément d’Euler est symétrique en les variables K;, nous rappelons
quelques résultats classiques sur les polyndmes symétriques. Si T, T,..., Ty
sont des indéterminées et si 1 <i <d, notons o;(T) la i-ieme fonction symétrique
élémentaire
o) =0(T,.... Ta)= >, T T
1< ji<<j; <d

Rappelons la formule bien connue

(18.3.1) det(aai(T))lgw_gd: [] @-m.

oT;
J 1<i<j<d

Le groupe &, agit sur k[T;,..., T;] par permutation des indéterminées. Rappelons le
résultat classique suivant (cas particulier du théoreme 1.2.1) :

Proposition 18.3.2. — Les polynomes o+(T),..., o4(T) sont algébriquement indépen-
dants et K[Ty,..., T;]%¢ = k[o(T),...,04(T)]. De plus, la k-algebre k[T;,..., T;] est un
k[o(T),...,04(T)]-module libre de rang d!

Rappelons aussi que o1(T) =T, + -+ Ty :

Corollaire 18.3.3. — On a (K[T,..., Td]/(al(T)))G" ~ k[oy(T),...,04(T)] et la k-algebre
K[Ty,..., T;]1/(01(T)) est un k[oy(T),...,04(T)]-module libre de rang d!

Comme conséquence de la proposition 18.3.2, il existe un unique polyndéme A,
en d variables tel que

(18.3.4) [1 @-12=240:),05D)...,04(D).

1<i<j<d
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18.3.B. Présentation de R. — Notons 0;(K)=0;(Kj,...,Ks) (en particulier, o,(K) =
0). Alors, d’apres le corollaire 18.3.3, Py =k[02(K),...,04(K), X, Y] est 'anneau des
invariants, dans P, du groupe &, agissant par permutations des K;. De plus,

(18.3.5) P est un Pym-module libre de rang d!

Introduisons une nouvelle famille d’indéterminées E,,..., E;_;, et définissons
Eqy = —(E1 + -+ E41) et 0i(E) = 0i(E;,...,Eqs) (en particulier o4(E) = 0). No-
tons Rgm = K[Ei,...,Eq1,X,Y] = K[E},...,Eg,X,Y]/(01(E)), sur lequel le groupe
symétrique S, agit par permutations des E;. L'anneau R{¢ est donc encore une
algebre de polyndmes égale a k[o,(E),...,04(E),X,Y] (toujours grace au corol-
laire 18.3.3).

Identification. Nous identifions les k-algébres Pym et R34 4 travers
les égalités
01(dK)=0,(E)=0
V2<i<d-1, 0idK)=0;(E)
04(dK)=04(E)+(-1)XY

Rappelons que o ;(dK) = d'o;(K).

Ainsi,
(18.3.6) Rgym est un Pyy-module libre de rang d!
Lemme 18.3.7. — L'anneau P ®p,, Rym est integre et intégralement clos.
Démonstration. — Notons tout d’abord que nous pouvons, et nous le ferons, sup-

poser dans cette preuve que k est algébriquement clos. Posons R = P®p,,, Rym. Alors
R admet la présentation suivante :

Générateurs: K, K,...,K;,E1,Es,...,E5,X,Y
01(dK)=0,(E)=0

Relations : V2<i<d-1, 0i(dK)=0;(E)
04(dK)=04(E)+(-1)4XY

()

La présentation (22) de R montre que 1'on peut graduer R de sorte que deg(K;) =
deg(E;) =2 et deg(X) = deg(Y)=d. Ainsi, la composante de degré 0 de R est isomor-
phe a k, ce qui montre que

(&) R est connexe.
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D’autre part, il découle de (18.3.5) et (18.3.6) que R est un P-module libre de rang
d! (et un Pyy-module libre de rang (d!)?), et donc que

<) R est un anneau de Cohen-Macaulay purement de dimension d + 1.
Mieux, la présentation (%) montre que
() R est un anneau d’intersection complete.

Montrons maintenant que

() R est réqulier en codimension 1.

Pour cela, notons # la sous-variété fermée de A24+2(k) formée des éléments r =
(ki,...,ka,ei,...,eq,x,y) satisfaisant aux équations (#?). Le Jacobien Jac(r) du sys-
téme d’équations (2) en r € Z est donné par

d d 0 0 0 0
0 0 -1 -1 0 0
00,(dK) d0,(dK) d0,(E) 20,(E)
T ok, D TR W T O 0 0
Jac(r)=
00 4-1(dK) 00 ,4-1(dK) 00,4-1(E) 00,4-.1(E)
—ax 7 Tak W TTan O TTgg, 00 0
GoudK) | 20udK) [ 20uE) | 00 e, iy

oK, 9Ky E, 9E4

Puisque # est purement de dimension d + 1 et d’intersection complete, r est un
point lisse si et seulement si le rang de Jac(r) est égal a (2d +2)—(d+1)=d +1. Or,
si le rang de Jac(r) est inférieur ou égal a d, cela implique que

det(M ao.i(E)(el,...,ed))l =0.

JK; (ky a) 1<ij<d JE; <ij<d

= det(

D’apres (18.3.1), cela signifie que

[ ts-kd= ]] (e-en=0

1<i<j<d 1<i<j<d
En particulier,
Ad(O'l(kl,...,kd),...,O'd(kl,...,kd)):Ad(O'l(el,...,ed),...,O'd(el,...,ed)):().

Compte tenu du fait que r € Z vérifie les équations (#), cela montre que la projec-
tion du lieu singulier de Z sur la variété Poym >~ A4T1(k) est contenu dans I'ensemble
des (d +2)-uplets (ay,...,aq,x,y) € A*1(k) tels que

(*) Ad(O’ azy...,A4q-1, le) = Ad(o) azy...,Aq-1,04 +(—1)de/) =0.

I est bien connu que A4(0,U,...,Uy) est un polyndme irréductible en les indéter-
minées U,,..., U;. Par conséquent, pour montrer que la sous-variété de A+!(k)



188

définie par les équations (*) est de codimension > 2, il suffit de montrer qu’il ex-
iste (ay,...,aq,x,y) € Adtl(k) tel que A4(0,ay,...,a4-1,a4)=0et Ay(0,ay,...,a4-1,aa+
(-1)?xy)#0. Il suffit pour cela de prendre a, =---=a, =0 et x =y =1. Cela termine
la démonstration de ().

En conclusion, d’apres ({) et (#), R est normal (voir [Ser, §IV.D, théoreme 11]).
C’est donc un produit direct d’anneaux integres intégralement clos mais, étant con-
nexe d’apres (&), cela signifie que R est integre et intégralement clos. O

Comme conséquence du lemme précédent, nous obtenons :

Théoreme 18.3.8. — L’anneau R vérifie les propriétés suivantes :
(a) R est isomorphe i P®p,,, Roym. 1l admet la présentation suivante :

Geéneérateurs: K, K»,...,Kz,E1, Es,...,Eq,X,Y
o1(dK)=0.(E)=0

Relations : V2<i<d-1, 0;(dK)=0;(E)
o4(dK)=04(E)+(-1)4XY

()

(b) R est un anneau d’intersection compléte et R est un P-module libre de rang d! (en
particulier, R est un anneau de Cohen-Macaulay).

(c) 1l existe un unique morphisme de P-algebres cop : Z — R tel que cop(eu) = E4. Ce
morphisme est injectif (on note Q son image).

(d) Pour I'action du groupe &, par permutation des E;, on a RS =P et RS =Q.

e)G=6yw>6,;,s10€B,et1<i<d, alors o(E;) = Ey;). L'élément eu de Q
s’identifie a Eg4.

(f) G est un groupe de réflexions pour son action sur R, /(R4 )%

Démonstration. — Reprenons la notation R=P@® Pym Reym utilisée dans la preuve du
lemme 18.3.7. Les relations (22) montrent que, dans ’anneau de polynomes R|[t], on

a l’égalité
d d
l_[(t— dK;)— XY = l_[(t— E)).
i=1 i=1

Ainsi, E; annule le polyndme minimal de eu sur P ce qui, compte tenu du
théoreme 18.2.2, montre qu’il existe un unique morphisme de P-algebres cop:Z — R
tel que cop(eu) = E,. Si on note 3 =Ker(cop), alors 3n P=0 car P C R et, puisque Z est
integre et est un P-module de type fini, cela force 3 =0. Donc cop : Z — R est injectif
(on note Q son image).

Notons M le corps des fractions de R (rappelons que R est intégre en vertu
du lemme 18.3.7). Par construction, R est P-libre de rang d! et, d’apres le corol-
laire 18.3.3, R® = P. Donc l'extension M/K est galoisienne, contient L (le corps



189

des fractions de Q) et vérifie GalM/K) = &,. De plus, toujours par construction,
GalM/L) = &,_, (car &,_, est le stabilisateur de E; dans &,). Puisque le seul
sous-groupe distingué de &, contenu dans &,_, est le groupe trivial, cela montre
donc que M/K est une cloture galoisienne de L/K. Donc M ~ M.

Puisque R est intégralement clos (voir le lemme 18.3.7) et entier sur P, cela im-
plique que R~ R. Tous les énoncés du théoreme 18.3.8 se déduisent de ces observa-
tions (pour 1’énoncé (f), on peut cependant utiliser (b), et la proposition B.3.7 car &,
agit trivialement sur les relations, ou alors vérifier directement en remarquant que
R./(R;)? est le k-espace vectoriel de dimension 2d engendré par K;,..., Kq4, Ei,...,
Eq, X, Y, avec les relations K1 +---+K; =0 et E; +---4+ E; = 0 : cela montre que,
comme représentation de &4, R,/(R;)* est la somme directe de la représentation
irréductible de réflexion et de d + 1 copies de la représentation triviale). O

18.3.C. Choix de I'idéal v,. — Notons v 1'idéal de R engendré par les éléments
E;,—{'E;. On a alors

0./(E)=0,(E)=--=0,4.1(E)=0 modv'.
Nous choisissons pour t, 1'idéal de R égal a vo =v'+(K;,...,Ks)r. Alors R/ty admet

la présentation suivante :

Générateurs: E ;XY
()

Relation : Ed=XY

Rappelons que Z(W)=W. Ainsi, comme prévu, R/vo>~Q/qo ~k[V x V*]AW  a travers
I'isomorphisme qui envoie eu = E; sur eu, = yx € k[V x V*]AW, Rappelons qu'un
élément w € W, vu comme un élément du groupe de Galois G = Gy ~ &, est
caractérisé par 1’égalité

(w(eu) modty)=w(y)x ek[V x V]2V,
Or, si(y)={'y, donc
(18.3.9) s'(eu)=E;.

Pour l'action de G = Gy ~ &4, cela revient a identifier les ensembles {1,2,...,d} et
W a travers la bijection i — s, ce qui est naturel.
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18.3.D. Choix des idéaux v'°ft, ¢right et . — Notons v” I'idéal de R engendré par les
E,' — dK, Ainsi

V1<i<d, 0;(dK)=0;(E) modt”.
En particulier, XY € v”. Nous choisissons vt = ¢/ + (Y)g, tght = ¢/ + (X)p et T =
t”+(X,Y)g. Alors

R/t ~K[K,..., K _1,X] = P/plelt,
(18.3.10) R/vight ~ KK, ..., K1, Y] = P/pright,
R/t ~K[K;,...,K4-1] =k[€]=P/p.

Il en résulte immédiatement la proposition suivante :

Proposition 18.3.11. — D'eft = [left = pright = Jright = D= =1,

18.4. Cellules, familles, caracteres cellulaires

Notation. Nous fixons dans cette section un idéal premier € de k[ 6]
et nous notons k; l'image de K; dans k[€]/¢.

Compte tenu de (18.3.10), on a

A4, =ML @R, =t 4 CR et T =F+CR
18.4.1 et = et @R, B = @ ¢
et

R/ =K(6)/€ @ K[X] = P/pL",
(184.2) R/ =61/ @ k(Y] = P/pe",
R/te =k[€]/€ = P/pe.

On notera &[¢] le sous-groupe de &, formé des permutations stabilisant les fibres
de l'application {1,2,...,d} = k[€¢]/¢€, i — k;. En d’autres termes,

Sl¢]l={oce6,|V1<i<d, kouy=ki}.
Alors :

Proposition 18.4.3. — D= [ = DI®" = [*" = D, = [, = &[¢].

Corollaire 18.4.4. — Soient i, j € Z. Alors s’ et si sont dans la méme €-cellule de
Calogero-Moser bilatere (resp. a gauche, resp. a droite) si et seulement si k; = k;.
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Terminons avec la description des familles et des caracteres cellulaires.

Corollaire 18.4.5. — Soient i, j € Z. Alors €7 et €7/ sont dans la méme €-cellule de
Calogero-Moser bilatere (resp. a gauche, resp. a droite) si et seulement si k; = k;.

L'application w — Y, &~" induit une bijection entre I'ensemble des S[€]-orbites dans
{1,2,...,d} (c’est-a-dire 'ensemble des fibres de I'application i — k;) et I'ensemble des CM-
caracteres C-cellulaires.

Démonstration. — Puisque Z = Pleu], on déduit que ¢~/ et £/ sont dans la méme
¢-famille de Calogero-Moser si et seulement si Qf_ﬁ(eu) = foj(eu). Donc la premiere
assertion découle de 18.2.1.

Pour la deuxieme, on remarque que eu agit sur .%;: par multiplication par s‘(eu)=
E;. Donc, modulo " (ou t¢), 'élément si(eu) est congru a dk; = fo,- (eu). Ainsi, si
w est une G[¢]-orbite dans {1,2,...,d}, alors C = {s’ | i € w} est une ¢-cellule de
Calogero-Moser a gauche, a droite ou bilatere (voir le corollaire 18.4.4) et, en tant
que cellule bilatere, elle recouvre la ¢-famille de Calogero-Moser {¢~ | i € w}. Or,
MEt e (=) est un ME"H'*-module (absolument) simple (car il est de dimension

[W]) : ’est forcément .£,°"(C). Ceci montre que [C]M =", el O

i€Ew

18.5. Compléments

On va s’intéresser ici aux propriétés géométriques de % (lissité, ramification) et
aux propriétés du groupe D.. Pour simplifier les énoncés, nous ferons 1’hypothese
suivante :
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Hypothese et notations. Dans cette section, et seulement dans cette
section, nous supposerons que k est algébriquement clos. Nous identi-
fierons la variété % avec

d
Z={(ky,...,ka,x,y,) €A | ky+-+ka=0et | J(e—dk)=xy}.
i=1
De méme, 2 (respectivement 6) sera identifié avec I'"hyperplan
P ={(ky,..., ka,x,y) €ATHK) | ky+ -+ + kg =0}
(respectivement
€ ={lki,....,ka) €AW | ky+---+ka=0} ),
ce qui permet de redéfinir
T: % — 2
(ky,....ka,x,y,e) — (ki,...,ka,x,¥).

Pour finir, nous noterons %ng le lieu singulier de % et % um le lieu de
ramification du morphisme Y.

18.5.A. Lissité. — Commencons par la description des singularités de la variété
Z .

Proposition 18.5.1. — Si1<i<j<d, notons Z;;={(ki,....ka,x,y,e)€eZ | e=k;=
kj et x =y =0}. Alors
% ging = U %)
1<i<j<d
De plus, % ;; ~ A4=2(k) est une composante irréductible de % sng et %sing €st purement de
codimension 3.

Démonstration. — La variété % étant décrite comme une hypersurface dans
I'espace affine {(k,...,kq,x,y,€) € A43(k) | ki + -+ kg = 0} ~ A4+2(k), un point
z = (ky,...,ka,x,y,e) € Z est singulier si et seulement si la matrice jacobienne de
cette équation s’annule en z. Cela est équivalent au systéme d’équations :

X = y e O,
v1<i<d,[], (e—dk)=0,
ST, e —dkp=o.
La derniere équation étant impliquée par la deuxieme famille d’équations, il est

alors facile de vérifier que Zng est bien décrit comme 1'énoncé le prétend.
Les derniéres assertions sont immédiates. O
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Corollaire 18.5.2. — Sice 6 et z € %, alors z est singulier dans % si et seulement si il
I'est dans % ..

18.5.B. Ramification. — La variété & étant normale, la variété & étant lisse et le
morphisme T : Z — 2 étant plat et fini, le théoréme de pureté du lieu de ramifica-
tion [SGA1, Exposé X, théoreme 3.1] nous dit que le lieu de ramification de T est
purement de codimension 1. Il est en fait aisément calculable :

Proposition 18.5.3. — Soit z = (ki,..., ka,x,y,e) € Z et p = (ky,..., ka,x,y) =Y(2z) €
P . On note Feyp(t) € k[t] la spécialisation de Feu(t) en p. Alors Y est ramifié en z si et
seulement si F} p(e) =0, c’est-a-dire si et seulement si e est une racine multiple de Foyp.

Démonstration. — Puisque Z = P[t]/{Feu(t)) (voir le théoreme 18.2.2), cela découle
immédiatement de [SGA1, Exposé I, corollaire 7.2]. ]

Corollaire 18.5.4. — Soit c =(ky,..., kq) € 6 et (x,y) € A%(k) (de sorte que (c,x,y) € 2P).
Alors (¢,x,y) € Y(Zam) Si et seulement si Ay(0,02(¢),...,04-1(¢),04(c)—(=1)?xy)=0.

18.5.C. Sur les groupes D,. — Parmi les groupes D,, le seul dont nous ayons be-
soin est le groupe Dy. Dans cette sous-section, nous allons montrer que, méme
lorsque n =dimy(V) =1, les groupes D, ont un comportement extrémement difficile
a cerner : c’est une chance de ne pas avoir a les utiliser.

Les faits rapportés dans cette sous-section nous ont été expliqués par G. Malle (les
erreurs éventuelles nous étant dues). Nous le remercions chaleureusement pour son
aide. Fixons c € 6, et notons F¢ (t) la spécialisation de Fey(t) en c. C’est un polyndme
appartenant a k[X, Y][t] et D, est le groupe de Galois de F¢,(t) ek[X, Y][t], vu comme
polyndme a coefficients dans le corps k(X, Y). Notons qu’en fait F¢ (t) € k[XY][t] :
nous noterons T = XY, de sorte que F¢ (t) € k[T][t]. Le résultat suivant permet de
simplifier le calcul de D, :

Lemme 18.5.5. — D, est le groupe de Galois de F£ (t) vu comme polynome a coefficients
dans le corps k(T).

Démonstration. — Si L est un corps de décomposition du polyndme F¢,(t) sur k(T),
alors le corps L(Y) des fractions rationnelles est un corps de décomposition du
méme polyndme sur k(7, V) =k(X,Y). Le résultat en découle. O

Corollaire 18.5.6. — Le sous-groupe D, de G = &, contient un cycle de longueur d.
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Démonstration. — Grace au lemme 18.5.5, voyons F¢(t) comme appartenant a
K[T][t]. Puisque k est de caractéristique zéro et k[T] est régulier de dimension 1, le
groupe d’inertie a l'infini I est cyclique. Puisque d > 2, le polyndme F¢ (t) est to-
talement ramifié a l'infini, ce qui implique que I agit transitivement sur {1,2,...,d}.
D’ou le résultat. ]

Le corollaire 18.5.6 impose des restrictions séveres sur le groupe D.. Notons
celles-ci (la premiere est due a Schur, la deuxiéme a Burnside) :

Corollaire 18.5.7. — (a) Si d n’est pas premier et D, est primitif, alors D, est 2-
transitif.
(b) Si d est premier, alors D, est 2-transitif ou bien D. contient un d-sous-groupe de
Sylow distingué.

De plus, k(T)[t]/{E5, (1)) ~ k(t), donc la courbe projective lisse de corps des frac-
tions k(T)[t]/(F£ (1)) est isomorphe a P!(k) : elle est de genre zéro. La conjecture
de Guralnick-Thompson, dont la preuve a été complété par Frohardt et Maga-
ard [FrMa], implique alors le résultat suivant :

Théoreme 18.5.8 (Conjecture de Guralnick-Thompson). — Il existe un ensemble fini
& de groupes finis simples tels que, pour tout d =2 et pour tout ¢ € 6, tout facteur de
composition de D, non abélien et non alterné appartienne a &.

Nous allons montrer ici par quelques exemples que le calcul de D, en général
peut cependant se révéler extrémement compliqué : il peut méme dépendre du
choix du corps de base k, comme le montre le tableau suivant, qui donne le groupe
D, selon que k= Q ou k= C (dans ce tableau, Fr,, désigne le groupe de Frobenius
(Z/rZ)X (Z/pZ), vu comme sous-groupe de &,, ou p est premier et r divise p —1).
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Feu(t) k=Q k=C
(2 +20t+180)(t>?—5t—95)* — XY Aut(g) Aut(0g)
(t+1)*(t—2)*(2—3t—14)— XY (63163)N2Ag | (G3163)NAg
t(t®+6t*+25)— XY g g
t(t*+6t>+25)? - XY g g
0 —9t" +27t° - 303+ 9t — XY S3X(Z/32)* | &3 % (Z/3Z)?
=116 4447 =770+ 552 — 11t — XY Frio Fr,,
t13 — 13t + 65t — 1567 +182t> — 913 + 13t — XY Friss Frog

A propos de ce tableau, quelques commentaires s'imposent. Pour préciser sur
quel corps on travaille, notons DX le groupe de Galois D.. Commengons par rap-
peler quelques faits classiques :

(a) DC est un sous-groupe distingué de D

(b) Le calcul de DY dans tous les exemples ci-dessus peut étre effectué grace au
logiciel MAGMA (voir [Magmal).

(c) Puisqu’il n’existe pas de revétement non ramifié de la droite affine, Dt est
engendré par ses sous-groupes d’inertie.

(d) Siz €C, notons E%*(t) la spécialisation en T — z de E£ (t). Si @ € C est une racine
de E&#(t) de multiplicité m, alors D¢ contient un élément d’ordre m.

A partir de ces faits-13, le tableau ci-dessus s’obtient de la facon suivante (notons
A (T)€Kk[T] le discriminant du polyndme F¢ (1)) :

(1) Le calcul de DY dans le premier exemple est effectué dans [MalMat,
théoreme 1.9.7]. Notons que, pour retrouver le polynome de [MalMat,
théoreme 1.9.7], il faut remplacer dans le polynéme ci-dessus t par 2t —5, et
renormaliser : cette opération nous permet d’obtenir un polyndéme dont le
coefficient de t° est nul, comme cela doit étre le cas pour E. (t). Le passage de
Q a C en découle, car cet exemple provient d'un triplet rigide.

(2) Dans le deuxieme exemple, le logiciel MAGMA nous dit que D2 =(63165)Ns.
D’autre part, D est un sous-groupe distingué de D contenant un élément
d’ordre 9. De plus, —1 est une racine de E%°(t) de multiplicité 4, donc D¢ con-
tient un élément d’ordre 4 (voir (d)). Il contient aussi un élément d’ordre 9



196

(voir le corollaire 18.5.6). Or D¢ ne contient qu’un seul sous-groupe distingué
contenant un élément d’ordre 9 et un élément d’ordre 4, c’est lui-méme. D’ol
DE=Dy.

(3-4) Dans les troisiéme et quatrieme exemples, le fait que D¢ =2y est obtenu grace
au logiciel MAGMA. Le fait que DF =2y découle de ce que D¢ est distingué dans
D2 et contient un élément d’ordre 9.

(5) Une fois le calcul de D via MAGMA effectué, remarquons que
ES2(t) = (t—2)(t+1)*(€* — 3t+1)?

ce qui permet d’affirmer, grace a (d) et au corollaire 18.5.6, que Dt contient
un élément d’ordre 9 et un élément d’ordre 2. Donc 18 divise [DE|. Or DY
ne contient pas de sous-groupe distingué d’indice 3 et contenant un élément
d’ordre 9.

(6-7) Les deux derniers exemples se traitent de la méme maniere. Nous ne traiterons
ici que le dernier. Dans ce cas, grace au logiciel MAGMA, on obtient
A(T)=133(T -2)%(T+2)°.

Ce discriminant n’est pas un carré dans Q(7T), alors que c’est un carré dans
C(T). Les groupes d’inertie non triviaux de D, en dehors du groupe d’inertie
a l'infini, se trouvent au-dessus des idéaux (T —2) et (T +2). Or,

ES2(t)=(t—2)(t°+t° — 5t* — 4’ + 66"+ 3t — 1)°
et
ES2(0)=(t+2)(t° — € — 5" + 46 + 66 — 3t — 1)°.
Donc les groupes d’inertie sont d’ordre 2, ce qui montre que Df est engendré
par ses éléments d’ordre 2. D’ott DS = Fryg.



CHAPITRE 19

LE TYPE B,

Hypotheses et notations. Dans ce chapitre, et seulement dans ce
chapitre, nous supposons que dimy V = 2, nous fixons une k-base
(x,y) de V et nous noterons (X, Y) sa k-base duale. Notons s et t les
deux réflexions de GLi(V) dont les matrices dans la base (x,y) sont

données par
(01 PR o B
=1 o —lo 1)

Nous supposons de plus que W = (s, t) : c’est un groupe de Weyl de
type B,.

19.1. L’algebre H

Posons alors w=st, w =ts,s'=tst,t’=sts et wo=stst =tsts =—1dy. Alors

W=1{l,s,t,w,w’, s’ t', we} et Réf(W)={s,t,s’,t'}.

De plus,

Réf(W)/W = {{s,s'}, {t, t'}}.
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Les matrices des éléments w, w’, s/, t’ et w, dans la base (x,y) sont données par

0 1
w=st=s't'= ,

-1 0

0 -1
w=ts=t's'= ,

1 0

0 -1
(19.1.1) {8 =tst= )
-1 0

1 0
t'=sts= ,
0 -1
-1 0
Wo=Sss'"=tt'= .
0 -1

Nous poserons A = C; et B = C, de sorte que, dans H, les relations suivantes sont

vérifiées :
[x,X]=—-A(s+s’)—2Bt,
[xr Y] :A(S - S/)!
[er] :A(S - S/),
v, Y]=—A(s+s’)—2Bt".

(19.1.2)

On en déduit par exemple

[x, X?]|=—-A(s + )X - A(s — 5,
[x,XY]=—2BtY,

[x, Y2 ] =A(s+s)X+A(s —s')Y,
[y, X2]=A(s + )Y+ A(s — s)X,
[y,XY]=—-2Bt'X,

v, Y2 =—A(s+s)Y —-A(s — s)X.

(19.1.3) !

. . . -1 1
Notons enfin que H est muni d"un automorphisme n correspondant a ( | 1) EN:

Y—-X X+Y
nx)=y—-x, ny)=x+y, MX%=—E—n n03=—7;n

nA)=B, n(B)=A, n(s)=t et n(s)=t.

19.2. Caracteres irréductibles

Notons ¢ (respectivement ¢,) 1'unique caractere linéaire de W tel que &,(s) = -1
et £,(t)=1 (respectivement ¢,(s)=1 et £,(¢) =—1). Remarquons que &;¢;, = ¢. Notons
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g 1 Wy S t w
|Clw(g)I 1 1 2 2 2
o(g) 1 2 2 2 4

Cw(g) | W | W |(ss)| (1) | (w)

1 1|1 1 1 1
& 1|1 | -1 1 | -1
& 1|1 1 -1 | -1
¢ 1| 1] -1 ] -11]1
¥ 2 | —21] 0 0 | o

TABLE 19.2.1. Table des caracteres de W

x le caractere de la représentation V de W. Alors
Irr(W) = {1r€S!€t)€rZ}

et la table des caracteres de W est donnée dans la table 19.2.1. Les degrés fantomes
sont donnés par

(fH=1,

fe (=13
(19.2.2) { fe (=1,
fe(t) = t4,
f,O=t+¢.

19.3. Calcul de (V x V*)/W

Avant de calculer le centre Z de H, nous allons calculer sa spécialisation Z, en
(A, B)—(0,0). D’apres I'exemple 5.2.7,

Zo=k[V x V]V,
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Grace a (19.2.2) et a la proposition 1.5.12. la série de Hilbert bi-graduée de Z, est
donnée par
1+ tu+tud + 2t%0? + tu+ Cu’ + ttu?

. bigr _
(1931) dlmk (ZO) - (1 _ tz)(l _ t4)(1 _ u2)(1 — u4)

Posons
o=x*+y* mnm=x%y* Y=X*+Y* et MN=X*Y~
Alors
(19.3.2) k[V*]" =Kk[o, 7] et k[ V] =Kk[3,10].
La série de Hilbert bi-graduée de P, =k[V x V¥|WV*W =Kk[V]V @ k[V*]|V = k[0, 7, %, ]
est donc donnée par

1
(1-t)1-t)(1-uw?)(1-u?)

(19.3.3) dim, ¥ (P.) =
Posons maintenant
euy=xX+yY, eu,=(xY+yX)XY, euj =xy(xY+yX), eu) =xy(xX+yY)XY,
6o=xyXY, 6,=x"-y)X*-Y?) et Ay=xy(x’—-y))XY(X*-Y?).

Il est alors facile de vérifier que la famille (1,euy,eu),eu;,eu’, o, ES,AO) est P.-
linéairement indépendante et est contenue dans k[V x V*]W. D’autre part, 1, eu,,
eu;, euy, euy’, 0y, 56 et Ay ont respectivement pour bi-degré (0,0), (1,1), (1,3), (3,1),
(3,3),(2,2), (2,2) et (4,4). Donc la série de Hilbert bi-graduée du P.-module libre de
base (1,euy, eu),eu),eu)’,60,8,,A,) est égale a celle de Z, (voir (19.3.1) et (19.3.3)).
Ainsi

(19.34)  k[Vx V]V =P @Peu®P.eu,®P.eu;®P.eu; ®P.6,®P.o,® P A,.

Le résultat suivant, déja connu (voir par exemple [AlFo]), décrit 'algebre Z; :

Théoréme 19.3.5. — Z, = k[V x V¥]W = k[o, r,%,11,euq, eu),eu;, o). D’autre part,
l'idéal des relations est engendré par les relations suivantes :

(D) ey, eu; =oll+ o,
2) euy eu; =X+ 0 0,
(3) 0 eu; =II euy,
(4) 0, euy =T euy,
1(5) o, =ll,
(6) eu? =II(4 6, —eu; + oY),
(7) eu?=rm(4 6o—eul+oX),
(8) eu) eu; =4nll+0X 6,— 6, euj,
(9) euy(4 6o—eu; +o0X)=0 eu)+X euy.

De plus, Zy = P ® Peu, ® Peu; ® Po, ® Po,eu, ® Po,eu’ ® Peu) ® Peuy.
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Démonstration. — 1l est facile de vérifier que

"

(1936) 56:2 eu(z)—O'Z—4 50, A0:50 5/ et euo

0 :50 euy.

En vertu de (19.3.4), ces trois relations impliquent immédiatement que k[V x V*]W =
klo, 7, %, 11, euy, eug, euy, 6. Cela montre la premiére assertion.

Les relations présentées dans 1’énoncé du théoreme 19.3.5 résultent de calculs
directs. Compte tenu de la relation (5), la relation (8) peut se réécrire

(8) eu) eu; =6o(4 6o+0T—eu)),
tandis que (6) et (7) impliquent

(10) m eu; =II eu;”.
Soient E, E’, E” et D des indéterminées sur le corps k(o, 7, %, II) et notons

p:k[lo, 7, 1LE,E,E”, D] — k[V x V]V

I'unique morphisme de k-algebres qui envoie la suite (o,n,%,IL E,E’,E”,D)
sur (o, X,I1,eup, eu),eu;,0,). Alors p est surjectif. Notons f; I'élément de
klo,n, %11, E, E’, E”, D] correspondant a la relation (i) de 1'énoncé (pour 1<i<9),
en soustrayant le terme de droite au terme de gauche. Posons

I={f1, f2, f3, far [5, fo, f1, [, fo) CKerp.

Notons Z, = k[o, 7, %11, E, E/, E”, D] /7 et soient e, e/, e” et d les images respectives
de E, E/, E” et D dans Z,. Posons

Zy=P+P.e+Pe*+Pe+Pe"+Pd+Pde+Pde’

Alors Z(’) est un sous-k-espace vectoriel de Z,. Les relations données parles(fihi<i<o
montrent que Z; est une sous-k-algebre de Z,. Comme de plus o, 7, %, 11, e, e/, e” et
d appartiennent a Z, on en déduit que Z, =Z;.
Par conséquent, Z, est un quotient du k-espace vectoriel gradué
&=P®P[-2]®(P.[-4])’ @ P.[-6]® P.[-8],

et Zy est un quotient de Zo. Comme la série de Hilbert du k-espace vectoriel & est
égale a la série de Hilbert de Z,, on en déduit que

Zi=P.®oPe®Pe’®Pe’®Pe”"®P.ddPdedPde’

et que Zo~Z,, Ce qui montre que Kerp =7. O

Corollaire 19.3.7. — Les relations (1), (2),..., (9) forment un systeme minimal. En par-
ticulier, ln k-algebre Zy =k[V x V*]W n’est pas d’intersection complete.
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Démonstration. — En reprenant les notations de la preuve du théoreme 19.3.5, il
suffit de montrer que (fi): < i <9 est un systéme minimal de générateurs de J. Notons
Zy=2,/{o,m,%,II) et notons e, e’, e” et d les images respectives de eu,, euy, eu; et o
dans Z,. Alors il découle de 19.3.2 et des relations 19.3.6 que

Zo=kokedke’dke’ ke’ ®kd ®kde ®kde>.

Notons f,- € k[E, E’,E”, D] la réduction du polyndéme f; modulo (o, 7, %,1I). 1l suf-
fit de montrer que ( fi)i<i<oestun systeme de générateurs minimal du noyau du
morphisme de k-algébres

p:K[E,E,E",D] — Z,
qui envoie E, E’, E” et D sur e, e/, e” et d respectivement.

L'algebre N =k[E, E’,E”, D] est bigraduée, avec E, E’, E” et D de bidegrés respec-
tifs (1,1), (1,3), (3,1) et (2,2), et les éléments fi,..., fy sont homogenes de bidegrés
respectifs (2,4), (4,2), (3,5), (5,3), (4,4), (2,6), (6,2), (4,4), (3,3). On en déduit que

QKN QN € (Q_KkF) n (Q_KEf)

Puisque tous ces espaces sont bigradués, cette intersection est contenue dans
(kfs)N(KE f1)+(kfa) N (KE f2) + (kfs +kfs) N (KE fs).

Puisque E ne divise pas f; ni f, ni aucun élément non nul de k5 + ks, on conclut
que (3_ kfi)n(X,_, N+ fi) =0, donc (fi)i < <9 est un systéme minimal de généra-
teurs de kerp. O

Corollaire 19.3.8. — Le polyndme minimal de eu, sur P, est
t’—20% t°+ (02 + 2(0* 1+ X2 — 871)) t* — 20X (0*T1+ X2 — 87) t* + (011 — X2 7).

Démonstration. — En multipliant la relation (9) par eu, et en utilisant les relations
(1) et (2), on obtient

eu (46o+ 0% —ew)) = 0’l1+X°1+20%4,.
On en déduit immédiatement que

6o(4eu’ —20Y) = euj — oXeu} + 011+ X%,

En élevant au carré cette relation et en utilisant la relation (5), on obtient que le
polynéome annoncé annule eu,. Le degré du polyndme minimal de eu, sur P, étant
égal a |[IW|=8, la preuve du corollaire est terminée. O
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19.4. L’'algebre Z

Rappelons que
eu=xX+yY+A(s+s)+B(t+1t)
et posons
e =(xY+yX)XY—-A(s —s )XY+ BtY?+ Bt'X?,
e’ =xy(xY+yX)—Axy(s —s’)+ By?t + Bx*t/,
0 =xyXY+ Bxt'X+ BytY+ B?>(1+ wy)+AB(w+ w’).

Un calcul assez fastidieux montre que
(19.4.1) eu,eu,eu’,6 €Z=7(H)

et que les relations suivantes sont satisfaites :

(Z1) eueu =cll+X> 0,
(72) eueu’'=X7+0 0,
(Z3) 0 e’ =11 eu” + B?Y eu,
(Z4) 0 eu” =T eu + B?0 eu,

(19.4.2) 1 (Z5) 6° =nll+ B? ew?,
(Z6) eu?=TI(4 6 — eu?+ o>+ 4A% — 4 B2) + B2Y2,
(Z7) eu”?=m(4 6 —eu’>+0X+4A%—4B?)+ B%0?,
(Z8) ev eu' =0(4 0 —euw’+0X+4A>—4B?%)— B%0Y,
(79) eu(4 6 —eu’+0X+4A>—4B?*) =0 eu’' +X eu”.

On voit immédiatement que eu,, eu;, eu; et 6, sont les images respectives, dans
Zy=Z[poZ, des éléments eu, eu’, eu” et 6. D’autre part, les relations (1), (2),..., (9)
du théoréme 19.3.5 sont aussi les images, modulo p,, des relations (Z1), (Z2),...,
(29).

Théoréeme 19.4.3. — La k-algeébre Z est engendrée par A, B, o, m, £, 11, eu, ew’, eu” et 6.
L’idéal des relations est engendré par (Z1), (Z2),.. ., (29).
De plus, Z= P & Peu® Peu’ ® Po ® Poeud Poeu’ & Peu’ ® Peu”.

Démonstration. — La preuve suit strictement les mémes arguments que ceux du
théoreme 19.3.5, basés entre autres sur des comparaisons de séries de Hilbert bi-
graduées. O

Corollaire 19.4.4. — Les relations (Z1), (Z2),..., (Z9) forment un systéme minimal. En
particulier, la k-algébre Z n’est pas d’intersection complete.
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Démonstration. — Cela découle immédiatement du théoréme 19.4.3 et du corollaire
19.3.7. [l
Corollaire 19.4.5. — Le polynome minimal de eu sur P est

t?—2(0T+4A%+4B*) O+ (0* 2+ 2(0° T+ X2 — 8711) + 8(A*+ B*)o X+ 16(A*— B*)*) t*
—2((0X44A*>—4B*)(0*1+ Y?11) — 80 Lnll 4+ 2 B°0°Y?) ¢+ (0* 11 — Y272

Démonstration. — La preuve suit exactement le méme schéma que la preuve du
corollaire 19.3.8, mais en partant des relations (Z1),..., (Z29) au lieu des relations
D),..., 9). O

Remerciements — Les calculs ci-dessus (vérification du fait que eu, ew, eu” et &
sont centraux et vérification des relations (Z1),..., (Z9)) ont été effectués a la main.
Malgré toute notre bonne volonté, la lourdeur des calculs fait qu’il pourrait étre
envisageable qu’une erreur se soit glissée insidieusement. Cependant, Ulrich Thiel
a écrit des programmes (basés sur le logiciel MAGMA, voir [Magma]) permettant de
calculer dans l'algebre H : ainsi, il a pu vérifier indépendamment que les éléments
eu, e/, eu” et 6 sont centraux et que les relations (Z1),..., (Z9) sont satisfaites. Nous
tenons a remercier chaleureusement Ulrich Thiel pour avoir effectué ce travail de
vérification : il a aussi vérifié que le polyndme minimal de eu est bien donné par le
corollaire 19.4.5. m

19.5. Familles de Calogero-Moser

La table 19.5.1 donne la valeur de Q, (pour y €Irr(W)) en les générateurs de la P-
algebre Z. Elles sont obtenues soit en calculant effectivement l’action des éléments
eu, ew, eu” et 6 ou alors en utilisant la proposition 9.3.3 et en utilisant ensuite les
relations (Z1),..., (Z9) (sachant que Q(0) =Qy () = 2, (X) = Q,(I1) = 0).

Soit maintenant k un corps commutatif et fixons un morphisme k[¢] — k. On
note a 'image de A et b 'image de B (dans k). Le tableau précédent permet de cal-
culer immédiatement les partitions de Irr(W) en k-familles de Calogero-Moser, en
fonction des valeurs de a et b. Le résultat (classique) est donné dans la table 19.5.2.
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zeZ eu eu | eu”’ o
o —2(B+A)| 0 | 0 |2B(B+A)
Q.. | —2(B-A)| 0 | 0 |2B(B—-A)
Q, | 20B=A) | 0 | 0 |2B(B-A)
Q. 2(B+A) | 0 | 0 |2B(B+A)
Q, 0 0] 0 0

TABLE 19.5.1. Table des caracteres centraux de H

Conditions k-familles
a=b=0 Ire(W)
a=0,b#0 {le}, {ene} et {x}
a#0,b=0 1,6}, {e5,e} et {y}
a=b#0 {1}, {et et {e5, e, 08
a=-b#0 {est, fe} et {lLeyd
ab#0,a*#b* | {1}, {&}, {e}, {eb et {y}

TABLE 19.5.2. k-familles de Calogero-Moser

19.6. Le groupe G

Puisque wy, = —1dy appartient a W (et puisque les réflexions de W sont d’ordre 2),
les résultats de la section 6.5 s’appliquent. En particulier, si 7o =(—1,1,¢) e k* x k* x
W*, alors 7, peut étre vu comme l'élément wy € W — G et est central dans G (voir
la proposition 6.5.2). Ainsi, d"aprés (6.5.3), on a

GCW,

ou W, est le sous-groupe de Gy, formé des permutations o de W telles que o(—x)=
—o(x) pour tout x € W. On note N, le sous-groupe (distingué) de W, formé des
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permutations o € W, telles que o(x) € {x,—x} pour tout x € W. Alors, en notant
p2 =1{1,—1%,
Nj >~ ()",

De plus,

IW,|=384 et |N,=16.
Notons ey : & — u, = {1,—1} la signature et posons W) =W,NKereyw et N; = W/NN,.
Alors

Ni ={(N1,M2,n3,M4) € (u2)* | MinN2nsns =1}~ (u2)’.

De plus,

IW/|=192 et |N]|=8.
Rappelons que H s’identifie au stabilisateur, dans G, de 1€ W. De plus, G contient
I'image de W x W dans &y,. Cette image, isomorphe a (W x W)/AZ(W), est d’ordre
32 et son intersection avec H, isomorphe a AW/AZ(W)~ W /Z(W), est d’ordre 4. Les
éléments (s,s) et (¢,t) de W x W s’envoient sur des éléments distincts de N,. Donc
HN N, est un sous-groupe de N; d’ordre 4. Puisque (wy,1) s’envoie aussi sur un
élément de N, qui n’est pas dans H, on en déduit que

N, CG.
Notons f(t) € P[t] 'unique polyndme unitaire de degré 4 tel que f(eu?) =0 (ce
polyndme est donné par le corollaire 19.4.5). En vertu de (A.6.1), on a
disc(f(t*)) =256 disc(f)*-(o*I1 — X*m)?,
et donc le discriminant du polyndme minimal de eu est un carré dans P. Ainsi,
GCWw,.

Nous allons montrer que cette inclusion est une égalité.

Théoréeme 19.6.1. — G=W,.

Démonstration. — 1l suffit de montrer que |G| =192. On sait déja que N; C G C W},
ce qui montre que G NN, = N;. Pour montrer le théoreme, il suffit de montrer que
G/N; ~&,. Or, G/N; = G/(GNN,) est le groupe de Galois du polyndme f. Il suffit
donc de montrer que le groupe de Galois de f sur K est &,. Notons G ce groupe de
Galois.

Posons p=(0c —2,X+2,A—1,B,I1—- ). Alors p est un idéal premier et P/p ~k[7].
Notons f la réduction de f modulo p. Alors

fO=tt+(167m—167*)t—647°).
Donc, d’apres (A.6.2), on a
disc(f) = (647%)?- (—4(16 T —1672)? —27-(—64 712)2) =22 (t—4)2m+ 1)
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Donc le discriminant de f n’est pas un carré dans k[7], ce qui implique que le dis-
criminant de f n’est pas un carré dans P. Donc G n’est pas contenu dans le groupe
alterné 2,.

Puisque f est irréductible, G est un sous-groupe transitif de &,. En particulier, 4
divise |G|. D’autre part, si ¢ € 6 est tel que ¢; = ¢, =1, alors, d’apres la table 19.5.2
et le théoreme 11.2.7, G admet un sous-groupe (le groupe d’inertie de t.) qui admet
une orbite de longueur 6. Donc 3 divise |G| et donc 3 divise aussi |G|. Ainsi, 12
divise |G| et, puisque G ¢ 2,4, cela force G =&,. O

Remarque 19.6.2. — Rappelons que W, est un groupe de Weyl de type B, et que W,
est un groupe de Weyl de type D,. B

19.7. Cellules de Calogero-Moser, CM-caracteres cellulaires

19.7.A. Résultats. — L’objectif de cette section est de démontrer les conjec-
tures LR et L pour W. Si a et b sont des nombres réels strictement positifs et si
cs = a et ¢, = b, alors la description des cellules de Kazhdan-Lusztig bilateres, a
gauche, a droite, des familles de Kazhdan-Lusztig et des KL-caractéres cellulaires
est facile et est faite, par exemple, dans [Lus3]. Les différents cas a considérer
sont a > b, a=>b et a <b : en utilisant 'automorphisme de W qui échange s et
t, on se ramene aisément au cas oll @ = b > 0. Les conjectures LR et L découlent
alors de la description des cellules de Calogero-Moser bilateres, a gauche, a droite,
des familles de Calogero-Moser et des CM-caractéres cellulaires donnée dans la
table 19.7.2 :

Théoreme 19.7.1. — Soit ¢ € 6, posons a = c; et b = ¢, et supposons que ab # 0. Alors il
existe un choix d’idéaux premiers vt C ¢, tel que les c-cellules de Calogero-Moser bilateres,
a gauche, les c-familles de Calogero-Moser et les CM-caracteéres c-cellulaires soient donnés
par la table 19.7.2.

En conséquence, les conjectures LR et L sont vérifiées si W est de type B,.

NOTATIONS - Dans la table 19.7.2, on a posé :
I, ={t,st,ts,sts}, 1"; ={t,st}, 1"; ={ts,sts}, I'y=14s,ts,sts}etl',=1t,st,tst}.

D’autre part :

e W/ = H désigne le stabilisateur de 1 € W dans G = W et W) désigne le stabilisa-
teur de s dans W,. Notons que W, (respectivement ) est un groupe de Weyl
de type Ds (respectivement D, = A; x A;).

e &3 désigne le sous-groupe de W qui stabilise I'; (c’est aussi le stabilisateur de
I';) : il est bien isomorphe au groupe symétrique de degré 3.
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Conditions | D, = I. Cellules bilateres ¢ | dimez(y)| e | e Cellules a gauche|
r 0| | Trep (W) c |lc| e
1 1 1w 1w 8 1 1 1w
2 2 ’ wo 1 € € 8 wo 1 €
Ao . Zj2r | Wy
a S 1 & & 8 S 1 &
Wys 1 e e 8 wes | 1 £
+
r, 4 x | 8 5 2 X
|2 4
1 1 1w 1w 8 1 1 1w
;b:7éb0 VV?’/ Wy 1 € & 8 63 63 Wwo 1 &
&5 1 Iy | 3 Es+y
W\ {1, w 6 | &6,
\{1, wo} seorf : S I I,
X 6

TABLE 19.7.2. Cellules de Calogero-Moser, familles, caracteres cellulaires

e 7/2Z désigne le stabilisateur, dans W}, de 1"; (ou 1";). [ |

Nous allons maintenant nous consacrer a la preuve du théoréeme 19.7.1 : nous
commencerons par étudier le cas générique, en descendant la chaine d’idéaux pre-

miers p D peft > (7). L'utilisation de l'idéal premier (m) nous servira a lever une
ambiguité pour le calcul des cellules de Calogero-Moser a gauche. II est naturel
de se demander si cette méthode ne peut pas se généraliser, car 1'idéal premier ()
n’est pas quelconque : c’est I'idéal d’annulation d’une W-orbite d’hyperplans de

réflexions dans V*.

Apres avoir étudié le cas générique, nous spécialiserons nos parametres pour en
déduire le théoreme 19.7.1. Le point le plus délicat est la détermination des cellules

a gauche (notamment la proposition 19.7.23).

Notation. Si z € Z (ou g € Q), nous noterons F,(t) (ou E,(t)) le
polynéme minimal de z (ou q) sur P. Si F(t) € P[t], nous noterons
F(t) (respectivement F'°fi(t), respectivement F™(t)) la réduction de
F(t) modulo p (respectivement p'°tt, respectivement (r)).
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19.7.B. Cellules bilatéres génériques. — Cette section contient le travail pré-
paratoire a la preuve du théoreme 19.7.1, qui en découlera assez facilement. On
pose eu = cop(eu), eu’ = cop(euw’), eu” = cop(eu”) et 6 = cop(6). Rappelons que
p=(om,X,I)p, que j=Ker(;) et que §=cop(3) : en vertu de la table 19.5.1, on a

(19.7.3) §=pQ+ (eu+2(A+ B),0 —2B(A+ B),eu,eu”),.
On a Q/q=P/p =k[A, B]. Rappelons que
(19.7.4) E () =t(t—2(A+ B))(t—2(B—A))(t+2(A+ B))(t+2(B—A)).

Rappelons aussi que, puisque wy,=—Idy € W et que W est engendré par des réflex-
ions d’ordre 2, on a eu,,, = —eu, pour tout v € W (voir la proposition 6.5.2).

Lemme 19.7.5. — Soit v € W\ {1, w,}. Alors il existe un unique idéal premier t de R
au-dessus de q tel que eu, =2(A— B) mod .

Démonstration. — Montrons tout d’abord ’existence. Soit ¥ un idéal premier de R
au-dessus de g : alors eu = —2(A+B) mod ¥ et eu,,, =2(A+B) mod ¥'. D’apres (19.7.4),
il existe un unique élément v’ € W\ {1, wo} tel que eu,y =2(A — B) mod t.

Rappelons que H est le stabilisateur de 1 € W dans G € &y : c’est aussi le stabil-
isateur de w,. Alors H agit transitivement sur W\ {1, w,} (d’apres le théoreme 19.6.1)
et donc il existe o € H tel que o(v’)=v. Posons t =0 (¥). Alors t est un idéal premier
de R au-dessus de q (car o € H) et eu, =2(A— B) mod t. Cela termine la preuve de
"existence.

Montrons maintenant 1'unicité. Soient donc t et ¥ deux idéaux premiers de R au-
dessus de g tels que eu, —2(A— B)etn¥. Alors il existe o € H tel que ¥ = o(t). On
a donc eu, = euy(,) = 2(B—A) modt. D’apres (19.7.4), on sait que 2(A — B) est une
racine simple de f(t), donc o(v)=v. Par conséquent, o € I, ot1 I est le stabilisateur
de v dans H. D’apres le théoreme 19.6.1, I est le groupe de Klein agissant sur
WA\ {1, wy, v, vw,} (notons que |I|=4).

Notons D (respectivement I) le groupe de décomposition (respectivement
d’inertie) de t (dans G). D’apres (19.7.4), on a I ¢ D c I et il nous reste & montrer
que I = 1. Or la cellule bilatere générique recouvrant la famille de Calogero-Moser
générique {y} a pour cardinal y(1)>=4, et c’est une orbite sous 'action de I. Donc
|I| > 4=|I|. D’ou le résultat. d

Comme conséquence de la preuve du lemme précédent, nous obtenons le résultat
suivant :
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Corollaire 19.7.6. — Soit v e W\ {1, wo}. Notons t I'unique idéal premier de R au-dessus
de q et tel que eu, =2(A— B) mod t. Notons D (respectivement I) le groupe de décomposi-
tion (respectivement d’inertie) de © dans G. Alors :

(a) D=I={reG|t()=1et 1(v)=v}~Z/27 x Z/27Z.

(b) R/t=Q/q=P/p~K[A, B].

(c) Les cellules de Calogero-Moser bilateres génériques (par rapport a t) sont {1}, {w,},
v}, fvwet et W\ {1, wo,v,vwe}. De plus, Irrpy(W) = {1y}, Irrg, (W) = {e},
Irry (W) = {e,}, Ity (W) = {e, } et Ity (W) = {y}.

Choix. Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de ce chapitre, nous noterons
t l'unique idéal premier de R au-dessus de q tel que eu; = 2(A— B)
mod t.

Dans ce cas,
(19.7.7) D=I=w,
les cellules de Calogero-Moser bilateres génériques sont {1}, {s}, {w,s}, {wo} etT', et

Irrﬁl\}/l(w) = {]-W})

Iy (W) = {e},
(19.7.8) { It (W)= e},

Irr (W) = {e},
Irr%“(W) ={y}

19.7.C. Caracteres cellulaires génériques. — Rappelons que p'eft = (X, 11) .

Lemme 19.7.9. — On a g =pe*Q + (eu+2(B+ A),eu’ + BX,eu”,6 —2B(A+ B))q.

Démonstration. — Posons q’ = (eu+ 2(B + A),eu’ + BX,eu”,6 —2B(A + B))g. Tout
d’abord, remarquons que Q/p'Q est la P/p'elt = k[A, B, ¥, IT]-algebre admettant la
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présentation
(Q1'eft) eueu’' =X 9,
(Q2eft) eu eu” =0,
(Q3eft) 0 ew’ =1l eu” + B%Y. eu,
(Q4left) 0 eu” =0,
(19.7.10) 1 (Q5left) 6% = B? eu?,
(Qo6'ft) eu? =114 6 —eu®+4A%?—4B?)+ B?>2,
(Q7left) eu”? = 0’
(Q8'eft) eu’ eu” =6(4 6 —eu®+4A2%—4B?),
(Q9eft) eu(4 6 —eu?+4A%2—4B?) =Y eu”.

Un calcul immédiat montre que toutes ces relations sont satisfaites dans Q/q'.
Posons q” =p'tQ+q’. Alors Q/q” ~k[3,1I, A, B] ~ P/p'!t, donc q” est un idéal premier
de Q, contenant p'°® et contenu dans § (d’apres (19.7.3)). Le résultat découle alors
de l'unicité d'un tel idéal premier (voir le corollaire 12.1.6). O

Rappelons que 1'on peut définir les CM-caracteres cellulaires sans passer par le
calcul des cellules de Calogero-Moser a gauche, en utilisant les idéaux premiers de
Z (ou Q) au-dessus de p'eft (voir la remarque 12.3.11). Remarquons aussi que

(19.7.11) Ee'(t)=t*(t—2(A+ B))(t— 2(B— A))(t+2(A+ B))(t+2(B— A)).

Cette égalité nous permet de construire d’autres idéaux premiers de Q au-dessus de
pleft :

Lemme 19.7.12. — Posons

qleft = gleft = pleftQ + (eu+2(B+ A),ew’ — B, eu”,6 —2B(B+ A))q,
Kt =pletQ + (eu+2(B — A),eu’ — BY, eu”,6 —2B(B—A))q,

left — plefi() + (eu — 2( B — A), e’ + BY., e, 5 — 2B(B— A))q,
left = pleftQ 4 (eu — 2(B+ A),eu’ + BY, eu”,6 —2B(A+ B))o,
ot =pQ + (eu,eu”, 6)o.

q
q
q
q

Alors :

(a) Siy elrr(W), alors qlreft est un idéal premier de Q au-dessus de p'*®. Le CM-caractere
cellulaire générique associé est y.

(b) SiyeWH", alors q‘fft = Ker(eref‘) et Q/ qlreft = pleft,

(c) Sion note ew, I'image de ew’ dans Q/ qfﬁ, alors Q/ qfﬁ = (P/pleﬁ)[eu} ] et le polynome
minimal de eu; est t2 —11(4A% — 4 B?)— B2X2. En particulier, [kQ(qB?ft) s kp(ple)] = 2.

(d) Si q est un idéal premier de Q au-dessus de q'°%, alors il existe y € Irt(W) tel que

— ~left
q=qpt.
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Démonstration. — (b) est aisément vérifiable par un calcul direct, ce qui implique
(a) lorsque 7 est un caractere linéaire.

Il découle de la présentation (19.7.10) de Q/p'Q que Q/ qfﬂ = (P/pleft)[eu;{] etquele
polyndme minimal de eu; est t? —TI(4A%? —4 B?)— B?¥2. Puisque ce dernier polynome
a coefficients dans P/p'*!t = k[3,II, A, B] est irréductible, cela implique que qff‘ est
bien un idéal premier au-dessus de p't. On en déduit (c) et la premiere assertion de
(a). La deuxieme assertion de (a) résulte du théoreme 14.4.1.

(d) découle du fait que la somme des CM-caracteres cellulaire déja construits est
égal au caractere de la représentation réguliére de W. O

19.7.D. Cellules a gauche génériques. —

Corollaire 19.7.13. — Soit v yn idéal premier de R au-dessus de q'°" et contenu dans ©
et notons D't son groupe de décomposition et I'*" son groupe d’inertie. Alors D' =W et
| Ileft| =2,

Démonstration. — Tout d’abord, d’apres le corollaire 12.1.11, ona D c D=W}. Il
résulte du lemme 19.7.12(c) que, si C est une cellule a gauche générique contenue
dans la cellule bilatére I" associée a y, alors |C|=2 et |C?|=4. En particulier, 2 divise
|['eft] et ['eft & Dleft d’apres la proposition 12.2.6(b). D’ot1 le résultat. O

Corollaire 19.7.14. — Il existe un unique idéal premier ¢'°* de R au-dessus de ¢! et con-
tenu dans .

Démonstration. — Soient vt et ¢!t deux idéaux premiers de R au-dessus de g'°ft et
contenus dans t. Alors il existe h € H tel que ¢t = h(¢!elt). On déduit de la proposi-
tion 12.1.10 que t = g(t). Donc h appartient au groupe de décomposition de t, qui
est le méme que celui de vl (d’apres le corollaire 19.7.13). Donc cleft = ¢left, O

Nous noterons vl 'unique idéal premier de R au-dessus de q'°tt et
contenu dans t. Nous noterons D' son groupe de décomposition et
I'*t son groupe d’inertie.

Le corollaire 19.7.13 nous dit que

(19.7.15) D'=w/ et |["*f|=2.

Corollaire 19.7.16. — R/t ~Q/ qfﬁ est intégralement clos.
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Corollaire 19.7.17. — {1}, {s}, {tst} et {w,} sont des cellules de Calogero-Moser a gauche
génériques, et leurs CM-caracteres cellulaires associés sont donnés par

CM

[1 ]kW =1w,
[s ]lc(lll\/f[/ =&y,
CM _

[ rst ]kW =&

[wolgy =¢.
Démonstration. — Cela découle du fait que les parties données sont aussi des cel-
lules de Calogero-Moser bilatéres génériques et que les familles de Calogero-Moser
génériques associées sont données dans le corollaire 19.7.6. O
Corollaire 19.7.18. — Les congruences suivantes sont vérifiées dans R :

eu=—-2(B+A) mod tleft,

s(eu)=—-2(B—A) mod tleft,

{ tst(eu)=2(B—A) mod tleft,

wo(eu)=2(B+A) mod tleft,
t(eu)=st(eu)=rs(eu)=sts(eu)=0 mod vleft,

Démonstration. — D’apres (19.7.11), la congruence suivante est vérifiée dans R[t] :

(*) 1_[ (t—w(eu)) =t*(t—2(A+ B))(t—2(B— A))(t+2(A+ B))(t+2(B—A)) mod t""RIt].
wew

On sait déja, puisque g'°ft c v, que eu = —2(B + A) mod v"*". Cela implique que
s(eu) est congru a —2(B —A), 2(B+ A), 2(B— A) ou 0 modulo t'*. Mais, puisque
s(eu)=—-2(B—A) mod t par construction, cela force s(eu)=—2(B—A) mod tl°ft.

Les troisieme et quatrieme congruences s’obtiennent a partir des deux premieres
en remarquant que ¢st(eu)= wys(eu) = —s(eu) et wy(eu) = —eu.

La derniere découle de (x). O

Corollaire 19.7.19. — Les congruences suivantes sont vérifiées dans R :

0 =2B(B+A) mod vleft,
s(6)=2B(B—A) mod tleft,
{tst(6)=2B(B—A) mod tleft,
wo(6)=2B(B+A) mod t'eft,
t(0)=st(0)=ts(6)=sts(6)=0 mod vleft




214

e =—BY mod tleft,

s(ew)=—BY mod tleft,

et { tst(ew’)= BY. mod tleft,

wo(ew’)= BX mod vleft,

tlew') =stlew')=ts(ew' )2 =sts(ew)? = BA(X2 —411)+4A2%I1 mod vleft,

Pour finir, g(eu”) =0 mod ¢!t pour tout g €G.

Démonstration. — Les égalités (Q1'f),..., (Q9'*") sont évidemment satisfaites aussi
dans l’algebre R/p'“tR. Puisque p'*iR est un idéal G-stable de R, on peut appliquer
tout élément de G aux égalités (Q1'%),..., (Q9'lt), et ensuite réduire modulo rlef.
On déduit par exemple de (Q7'*") que g(eu”) =0 mod ¢ pour tout g € G, comme
annoncé.

Lorsque g(eu) # 0 mod ¢, on déduit de (Q9'") que 4g(6) = g(eu)? — 4A% + 4 B2
mod t'f, ce qui permet de montrer que les congruences de &, s(8), tst(6) et wy(6)
modulo ¢t sont bien celles attendues. D’autre part, si g € W\ {1,s,¢s¢,w,}, alors
g(eu)=0 mod v’ et on déduit donc de (Q5'") que g(6)=0 mod v'f.

Pour finir, lorsque g(eu)#0 mod '*", la congruence de g(eu’) modulo t'*!t est aisé-
ment déterminée par (Q1'%), et est conforme aux prévisions. En revanche, lorsque
g(eu) = 0 mod ¢!, alors g(6) = 0 mod t'*® d’apres ce qui précede, et il découle de
(Q6') que g(ew')? = B?(X? —4I1)+4A%Il mod v'ef. O

Lemme 19.7.20. — FM(t)=(t— BL)(t+ BL)A(t? — B?X2 — 4A’T1 + 4 B?I1).

Démonstration. — Tout d’abord, en appliquant les éléments de W x W a euj e k[V x
V*], on remarque que eu;, a huit conjugués, et donc le polyndme minimal de eu) sur
P, est de degré 8. Par conséquent, F.,(t) est de degré 8 : c’est en fait le polyndme
caractéristique de la multiplication par eu’ dans le P-module libre Z. Ainsi,
Ew(®)= ] J(t-w(ew))
wew

et le résultat découle alors du corollaire 19.7.19. O

En conclusion, si g € {t,st,ts,sts} et si g €{eu,eu”, o} alors

(19.7.21) (g)=0 mod v
8
et
(19.7.22) g(ew'’ = BX(X? — 411) + 4A%TT mod ¢,

La proposition suivante précise la congruence 19.7.22 : c’est le point le plus délicat
de ce chapitre.
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Proposition 19.7.23. — Les congruences suivantes sont vraies dans R :
t(euw)=st(eu’) mod cleft,

ts(ew’)=sts(ew’) mod veft,
t(eu)Z ts(eu’) mod vleft,

Démonstration. — D’apres le corollaire 19.7.19,
(t—t(ew))(t—st(ew))(t—ts(ew))(t—sts(ew)) = (t? — B?X2 —4A*T1+4B*M1)*> mod ¢R][t].

Cela montre qu'il existe un unique g, € {st,ts,sts} tel que go(ew’) = t(ew’) mod tleft.
Puisque t(eu’) Z0 mod v et sts(eu’) = twy(ew’) = —t(ew), 'élément g, n’est pas égal
a sts. Donc

go <€ {st,ts}.

Il nous suffit de montrer que

(%) go=Sst.
Notons E7 (t) la réduction modulo 7P du polyndme minimal de eu’. Posons
F™(t) = t*+2BX+(—4ATI+4B1 - o XI)t?
—(8A?BXI1+2B%*Y3 —8B3*YI1+2Bo X1 — 4Boll?)t
—4A*B*Y°T1— B*S* +4B*Y*11 — B*°0 XTI+ 4 B*0XI1* + o °11°.
En utilisant le logiciel MAGMA (voir [Magmal), on obtient :
FT,(t)= F™(t)- F"(—t).

Notons t* un idéal premier de R au-desus de 7P et contenu dans t!. Notons t7 un
idéal premier de R au-dessus de P+ p, et contenu dans ™. On vérifie facilement
que F™(t) est premier avec F"(—t) et est séparable, donc F’ (t) admet huit racines
distinctes dans R/t™, qui sont les classes des g(eu’), out g parcourt W. Notons F'eft(t)
la restriction modulo p'ft de F7(t). Alors

F'f{(t) = (t+ BX)*(t? — B?X? — 4A%T1 + 4 B10).

Donc il découle du corollaire 19.7.19 que eu’ et s(eu’) sont des racines de F7(t) dans
R/x™. D’autre part, puisque W, agit transitivement sur {t,st,ts,sts} et stabilise vleft,
on peut, quitte a remplacer ™ par g(t*) pour un g € W/, supposer que f(eu’) est une
racine de F*(t) modulo v*. [autre racine modulo t" est donc st(eu’) ou ts(eu’) (ce ne
peut pas étre sts(eu’) = —t(euw’), car ce dernier est une racine de F*(—t) modulo t7).
Notons donc g; 'unique élément de {st, ts} tel que g,(eu’) soit une racine de F7(t)
modulo ¢". Par réduction modulo t7, on obtient

eu’- s(eu)- t(eu’)- gi(eu’) = F7(0)= o°II° mod t].
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D’autre part, il existe g € G tel que vy C g(r7). Or, puisque G = W}, il existe des signes

N1, N2, N3, Na tels que {g(1), g(s), g(t), g(g1)} = (N1, 25, n3t,na g1} et mn2nsns =1. Par
conséquent,

3

eu’-s(eu’)- t(eu’)- g (eu’) = o?IT° mod .

Le calcul suivant peut s’effectuer directement a l'intérieur de k[V x V*]24W) 5 R/x,
eu-s(eu))- r(eup)-ts(eu)) = (xY+yX)xX+yY)(—xY+yX)(—xX+yY)X'V*
_ (yz y2_ szz)(szz — YOI
= ((x"+y"H - n(X*+ YT
o’I* mod nk[V x V*].

Donc g, =ts.
On a donc montré que

(t—eu’)(t—s(ew’))(t— t(eu))(t—ts(eu’)) = F*(t) mod " R][t].
Par réduction modulo t'*ft, on obtient
(t—t(ew))(t— ts(ew)) =t> — B>X? —4AT1+4B’I1 mod " R[t].

Donc t(eu’) = —ts(eu’) mod t'°ft, ce qui montre que g, # ts. Donc go=st. O

Corollaire 19.7.24. — Pour le choix de v'°% effectué dans cette section, les cellules de
Calogero-Moser a gauche génériques sont {13}, {s}, {tst}, {wo}, {ts,sts} et {t,st}.

Notons gt I'involution de G qui laisse fixe 1, s, tst et wy et telle que gien(t) = st et
Glete(ts)=sts. Alors ' = (gier,).

Remarque 19.7.25. — On comprend mieux ici la convention choisie pour l’action
de W x W sur k(V x V*) (voir la sous-section 6.1.B). En effet, si on avait choisi
'autre action (celle décrite dans la remarque 6.1.10), les cellules de Calogero-Moser
a gauche auraient coincidées avec les cellules de Kazhdan-Lusztig a droite. B

19.7.E. Preuve du théoréeme 19.7.1. — Reprenons les notations du théoreme 19.7.1
(a = c5, b =c;). Fixons pour l'instant un idéal premier ¢** de R contenant ¢! et
p.R. Puisque R/t ~ P/p, on déduit que ¥, = t+p.R est 'unique idéal premier de R
au-dessus de t et contenant t!. On notera D! (respectivement I'*") le groupe de
décomposition (respectivement d’inertie) de t'* et D, (respectivement I.) le groupe
de décomposition (respectivement d’inertie) de t,.
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I1 découle des corollaires 19.7.18 et 19.7.19 et de la proposition 19.7.23 que :

eu=-2(b+a) mod ',

s(eu)=—2(b—a) mod tlt,
(&) { tst(eu)=2(b —a) mod e,
wo(eu) =2(b+a) mod cleft,

t(eu)=st(eu)=ts(eu)=sts(eu)=0 mod tleft,

0 =2b(b+a) mod tlt,

s(6)=2b(b—a) mod tlt,

<) { tst(6)=2b(b—a) mod tleft,
wo(6)=2b(b+a) mod tlt,
t(0)=st(0)=1ts(6)=sts(6)=0 mod vleft

(ew'=—b> mod cleft,
s(ew’)=—bX mod tlef,
tst(euw’)=bY mod el

Y%

) wo(ew)=bT mod tet,
tlew)=st(ew)=—ts(ew)=—sts(ew) mod ",
t(eu')? = b?22 4 4(a? — b1 mod tleft,

et

(®) gleu”)=0 mod "

pour tout g € G. Rappelons que I'on suppose que ab # 0 et que deux éléments g et
g’ de W sont dans la méme c-cellule de Calogero-Moser a gauche (respectivement
bilatere) si et seulement si g(g) = g’(g) mod vt (respectivement mod t.) pour tout
g €{eu,eu,eu”,6} (car Q= Pleu,eu’,eu”,d)).

Le cas a*# b?. — Supposons ici que a? # b?. Il découle des congruences (¢&), (<),
(V) et (#) que les c-cellules de Calogero-Moser a gauche sont {1}, {s}, {tst}, {wy},
I ={r,st} et I') = {rs,sts} et que les c-cellules de Calogero-Moser bilateres sont
{13, {s}, {rst}, {fwed et T,

Les résultats sur les c-familles de Calogero-Moser et les CM-caracteres c-
cellulaires donnés par la table 19.7.2 découlent alors du corollaire 11.2.8, de la
proposition 13.4.4, de (19.7.8) et du corollaire 19.7.17.

Déterminons maintenant D't et I, Notons que I'*t C I'*t et que, vu la descrip-
tion des c-cellules de Calogero-Moser a gauche, c’est-a-dire des I'-orbites, cela
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force 1’égalité. D’autre part, puique & =t +p.R, on a D't C Dl*ft, Puisque les D!eft-
orbites sont contenues dans les c-cellules de Calogero-Moser bilateres, la descrip-
tion de ces derniéres force encore 1'égalité. On montre de méme que D, =D =W, et
que I, =I=W,.

Le cas ot a=b. — Dans ce cas, la derniere congruence de (©) devient

t(ew')’ = b*L* mod ¢!
Donc t(eu) = bX mod ¢ ou t(eu’) = —bX mod ¢!, Quitte a remplacer ¢ par
g(delt), olt g € W) = D't échange ¢ et sts, on peut faire le choix suivant :

Choix de t*. Nous choisissons l'idéal premier ¥ de sorte que
t(ew’)= b mod vleft,

La famille de congruences (&), (&), (V) et (#) montre que les c-cellules de
Calogero-Moser a gauche sont {1}, {wo}, I's ={s,ts,sts} et I', = {t,st,tst} et que les
c-cellules de Calogero-Moser bilatéres sont {1}, {w,} et W\ {1, wo}.

Comme précédemment, les résultats sur les c-familles de Calogero-Moser et
les CM-caracteres c-cellulaires donnés par la table 19.7.2 découlent alors du corol-
laire 11.2.8, de la proposition 13.4.4, de (19.7.8) et du corollaire 19.7.17.

Terminons par la description de D', I'*f, D, et I.. Tout d’abord, I'* a deux
orbites de longueur 3 (I'; et I';) donc son ordre est divisible par 3. De plus, il contient
It qui est d’ordre 2. Donc son ordre est divisible par 6. La description des c-
cellules a gauche permet alors de conclure que It = &;. D’autre part, D'* permute
les c-cellules a gauche qui ont le méme CM-caractere c-cellulaire associé. Donc D'eft
stabilise I'; et I';, ce qui force 1'égalité Dt = et = G3.

Du co6té des cellules bilateres, rappelons que D, = I. car D./I, est un quotient
de D/I. De plus, les inclusions W, C I, et I'*f C I, montrent que W] C I.. L'égalité
I. =W/ s'impose alors.
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APPENDICE A

RAPPELS DE THEORIE DE GALOIS

Soit R un anneau commutatif, G un groupe fini agissant sur R et H un sous-
groupe de G. On pose Q = R et P = R, de sorte que P C Q C R. Si t est un idéal
premier de R, on note kg(t) le corps des fractions de R/t (c’est-a-dire le quotient
R./tR.) et GP le stabilisateur de v dans G. Ce sous-groupe de G agit alors sur R/t et
on note G/ le noyau de cette action. En d’autres termes,

G/'={geG|VYreR, g(r)=r modr}.

Le groupe GP (respectivement G!) est appelé le groupe de décomposition (respective-
ment le groupe d'inertie) de G en .
Nous fixons dans ce chapitre un idéal premier v de R et nous posons q=tNQ et
p=tNP=qNP:
t C

R
= Q
P

o — =X

On note
Pc :SpecR — SpecP,

Pu:SpecR— SpecQ
et T :SpecQ — SpecP

les applications induites respectivement par les inclusions PC R, QC Ret Q C R. On
a bien stir pg =Y o py : en d’autres termes, le diagramme

SpecR SpecQ SpecP.

~_ .
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est commutatif. Par exemple,

pc(t)=p, pu(t)=q et T(q)=p.

Pour finir, posons
D=G’ et I=Gl

A.1. Autour du lemme de Dedekind

Rappelons que (R, x) est un monoide. Si M est un autre monoide, on notera
Hompmen(M, R) 'ensemble des morphismes de monoides M — (R, x). Si A est un
anneau commutatif, on notera Hom,nn(A, R) 'ensemble des morphismes d’anneaux
de A vers R : on peut le voir comme un sous-ensemble de Hompon((4, %), R). Ce sont
des sous-ensembles de I'ensemble .Z (M, R) des applications de M dans R : notons
que Z(M, R) est un R-module.

Lemme de Dedekind. Si R est intégre, alors Hompen(M, R) forme une famille R-
linéairement indépendante d’'éléments de F (M, R).

Démonstration. — Supposons que ce n’est pas le cas et notons d un entier na-
turel minimal tel qu’il existe une relation de dépendance linéaire non triviale de
longueur d entre éléments de Hompyn(M, R). 11 existe donc des éléments ¢;,..., ¢4
de Homy,on(M, R) et des éléments non nuls A,,..., A, de R tels que

(%) VmeM, Lip,(m)+--+Az904(m)=0.

Notons que d > 2 car l'intégrité de R forcerait ¢,(m)=0 pour tout m € M, ce qui est
impossible. De plus, par minimalité de d, on a ¢ # @,.
Ainsi, il existe my € M tel que ¢1(my) # @2(my). Par conséquent, il résulte de (x)
que
AMpr(mom)+---+Agpa(mom)=0.

et ©1(mo)- (Arpr(m)+---4+Ag9a(m)) =0

pour tout m € M. En soutrayant la deuxiéme équation a la premiere, on obtient :

d
VmeM, > Ai(pilmo)— @i(mo))pi(m)=0.

i=2
Or, puisque R est integre, A,(¢2(mo)—p1(my)) est non nul, donc on a trouvé une rela-
tion de dépendance linéaire non triviale de longueur inférieure a d, ce qui contredit
la minimalité de d. O
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Corollaire A.1.1. — Soit A un anneau commutatif et supposons R intégre. Alors
Homun (A, R) forme une famille R-linéairement indépendante d’éléments de F (A, R).

Démonstration. — En effet, 1’'ensemble Hom,.,(A,R) est un sous-ensemble de
I"ensemble Hompmon((4, x), R) : on applique alors le lemme de Dedekind. ]

A.2. Groupe de décomposition, groupe d’inertie

Nous rappelons quelques résultats plus ou moins classiques dans cette situation.
Proposition A.2.1. — Le groupe G agit transitivement sur les fibres de pg.

Remarque A.2.2. — Bien str, 'énoncé s’applique a H : le groupe H agit transitive-
ment sur les fibres de py. R

Démonstration. — Voir [Bou, chapitre 5, §2, théoreme 2(i)]. O

Théoreme A.2.3. — L'extension de corps kg(r)/kp(p) est normale, de groupe de Galois D/
(=GP/G)).

Démonstration. — Voir [Bou, chapitre 5, §2, théoréme 2(ii)]. O

Corollaire A.2.4. — Soit v/ un idéal premier de R contenant v et soient D’ =GJ et I' =G].
Alors D'/ I’ est isomorphe a un sous-quotient de D/I.

Démonstration. — En remplagant R par R/t, Q par Q/q et P par P/p, D/I s’identifie
a G et le corollaire se déduit immédiatement du théoreme A.2.3. O

Théoréme A.2.5. — Si Q est nette sur P en q (i.e. si pQ,=qQ,), alors I est contenu dans
H.

Démonstration. — Voir [Ray, chapitre X, théoreme 1]. O
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A.3. Sur la P/p-algébre Q/pQ

A.3.A. Doubles classes. — La proposition A.3.5 ci-dessous, certainement bien
connue (et facile), sera au coeur de notre mémoire. Nous en donnons donc une
preuve pour la commodité au lecteur. Nous aurons besoin de quelques notations.

Si g € G, le morphisme composé Q £, R =5 R/x se factorise en un morphisme
g :Q/pQ — R/r. Les deux remarques suivantes sont évidentes.

(A.3.1) SiheHeticl, alorsigh=g.
On obtient donc une application bien définie

ING/H — Homp/)-aig(Q/pQ,R/x)

Notons que Homp/y)-aig(Q/pQ, R/t) = Homp.ag(Q, R/v). Si ¢ € Hompy-aig(Q/pQ, R/v),
alors on note ¢ la composée Q =% Q/p0Q -, R/tR et il est clair que Kerg € Y-!(p).
Cela nous définit une application

Homyp/p)aig(Q/pQ, R/t) — T7'(p)
¥ —  Kerg.

(A3.2)

(A.3.3)

Puisque R/t est integre, Ker ¢ est un idéal premier de Q.
Si g €@, alors g(t)NQ e Y (p). De plus,si he H et d € D, alors

hgd®)NQ=g(X)NQ.
On a ainsi défini une application

D\G/H —  T7\(p)

(434 DgH +— g ONQ.

Proposition A.3.5. — L'application I\G/H — Hompy)a1,(Q/pQ, R/v) définie en A.3.2
est bijective, tout comme I'application D\G/H — Y~'(p) définie en A.3.4. De plus, le dia-
gramme suivant est commutatif :

I\G/H Ig;[ _ g Hom(P/p)—alg(Q/pQr R/t)
can ¢ —Keryp
D\G/H = T-1(p).

DgH— g '(v)nQ
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Démonstration. — Commencons par montrer l'injectivité de la premiere applica-
tion. Soient g et g’ deux éléments de G tels que g = g’. Cela signifie donc que

VqeQ, glg)=g'(q) modr.

Par conséquent,

V reR, Zgh(r)EZg’h(r) mod t.

heH heH
Or, d’apres le lemme de Dedekind, la famille des morphismes d’anneaux R — R/t
est R/t-linéairement indépendante. Cela signifie donc qu’il existe h € H tel que

VreR, g(r)y=g'h(r) modr,

ou encore
VreR, gh(g7'(r)=r modr.
En d’autres termes, g’hg=' €l etdonc g’ IgH.

Montrons maintenant la surjectivité. Soit ¢ € Hompj,_a1(Q/pQ, R/t) et soit q' =
Ker ¢. Puisque ¢ est (P/p)-linéaire, on a NP =p. Notons v’ un idéal premier de R au-
dessus de q’. Alors il existe g € G tel que v' = g(r). Donc 'application go ¢ : Q — R/v/
a pour noyau ¢ =t NQ et est Q-linéaire. D’apres le théoreme A.2.3, il existe donc
d € G tel que go p(q)=d(q) mod v pour tout g € Q. Ainsi, p(q) = g~'d(q) modr,
c’est-a-dire que ¢ = g~ 'd.

Montrons maintenant la bijectivité de la deuxieme application. Si ¢’ € Y~1(p), alors
il existe v € SpecR tel que ¢ NQ =v. En outre, Y NP =g’ NP =p et donc, d’apres la
proposition A.2.1, il existe g € G tel que v = g(r). Cela montre la surjectivité de
la fleche horizontale inférieure du diagramme. L'injectivité découle encore de la
proposition A.2.1.

La commutativité du diagramme découle des arguments précédents. O

A.3.B. Corps résiduels. — Soit g € [D\G/H]. On pose pour simplifier q, = tN
g(Q). Notons que gz NP =p et que I'on obtient une suite de morphismes injectifs
d’anneaux P/p — g(Q)/qs — R/r. On a donc une suite d’inclusions de corps

kp(p) <  kgolag) < kr(v).

Lemme A.3.6. — L’extension kg(v)/kgq)(qg) est normale de groupe de Galois (DNEH)/(IN
8H).

Remarque A.3.7. — Notons que (DN¢&H)/(IN8H) est naturellement un sous-groupe
de D/I, comme il se doit... B
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Démonstration. — En effet, cela découle du fait que g(Q) = R* et du théoreme A.2.3.
]

Corollaire A.3.8. — Supposons que, pour tout idéal premier ¢’ € Y=(p), on ait ko(q') =
kp(p). Alors D\G/H=1\G/H.

Démonstration. — D’aprés le lemme A.3.6 et le théoreme A.2.3, il découle de
I'hypothese que, pour tout g €G, (DN8H)/(IN&H)~D/I. En d’autres termes,

VgeG, D=1-(DNEH).

Soient donc g € G et d € D. Alors il existe i € I et h € H tels que d = ighg™!,
c’est-a-dire dg=igh. Donc DgH=1gH. O

Lemme A.3.9. — Ecrivons Y-Y(p) ={q1,...,q9.} et supposons que Q est nette sur P en q;
pour tout i. Alors I (), 8H.

Démonstration. — Soit g € G. Alors g(tr)NnQ € Y-(p) et donc il découle du
théoreme A.2.5 que €I C H (car £1 est le groupe d’inertie de g(v)). Ainsi, I c ¢ 'H. O

Proposition A.3.10. — Si I = ﬂgeG 8§H =1 et si 'extension kg(v)/kp(p) est séparable,
alors kg(r)/kp(p) est la cloture galoisienne de la famille d’extensions ksq(qg)/kp(p), g €
[D\G/H].

REMARQUE - Si R est integre (ce qui implique que P et Q le sont) et si G agit fidele-
ment, alors I'hypothese gec 8H =1 équivaut a dire que I'extension Frac(R)/Frac(P)
est la cloture galoisienne de Frac(Q)/Frac(P).

Notons aussi que ’hypothése I =1 implique que G agit fidelement. B

Démonstration. — D’apreés le théoreme A.2.3, I'extension kg(t)/kp(p) est normale de
groupe de Galois D. D’apres le lemme A.3.6, 'extension kg(r)/kg(q)(qe) est normale
de groupe de Galois DN ¢H.

Notons k la cloture normale de la famille d’extensions kgg)(qg)/kp(p), g €
[H\G/D]. Alors le groupe de Galois Gal(kg(r)/k) est I'intersection des conjugusés,
dans D, des groupes DN éH, g variant dans [H\G/D]. On a

Gal(kg(v)/k)= ﬂ dpDNSH)= ﬂ DN9sH.

8€[H\G/D] g€[D\G/H]
deD deD

Puisque "H = H pour tout h € H, on a donc
Gal(kp(v)/k)= ()| Dn“"H=()¢H=1,
g<[D\G/H] 8<G

deD
heH
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par hypotheése. D’ot1 le résultat. O

Contre-exemple A.3.11. — S'il y a de la ramification, alors la proposition ci-dessus
est fausse, méme si on suppose que P, Q et R sont des anneaux de Dedekind (méme
de valuation discrete). En effet, soit v2 une racine cubique de 2 dans C, { une
racine primitive cubique de 1'unité dans C et notons R la cloture intégrale de Z dans
M =Q(V2,). Posons G = Gal(M/Q) ~ &5 et H= Gal(M/Q(V2))~7Z/27Z. Alors, P=17
et, si v est un idéal premier de R tel que tNZ=2%Z, alors D=G et |I|=3.

Ainsi, D\G/H est réduit a un élément et 1'extension de corps correspondante
kr(t)/kq(q) est galoisienne de groupe de Galois Z/2Z (en vertu du lemme A.3.6),
tout comme kg(r)/kp(p). Donc kp(p) = ko(q) =, et kg(t) ~F;. Donc kg(r) n’est pas la
cloture galoisienne de I'extension kq(q)/kp(p). B

A.3.C. Cas des corps. — Dans le cas ot R est un corps, la situation se simplifie
grandement.

Hypothese. Dans cette sous-section, et dans cette sous-section
seulement, nous reprenons les notations de la sous-section précé-
dente (P, Q, R, G, H, D, 1...) et nous supposons de plus que R
est un corps : nous le noterons M. Nous poserons L =Q = M et
K =P = MS. Nous supposerons aussi de plus que G agit fidelement
sur M. Ainsi, M/K est une extension galoisienne de groupe G et
M/ L est une extension galoisienne de groupe H.

Il découle de I'hypothese que p=q=t=0et que D=G et I =1. Ainsi, la proposi-
tion A.3.5 fournit une bijection

G/H «— Homg_g(L, M).
Si g € G, le morphisme de K-algebres L — M, g — g(q), s’étend en un morphisme de
M-algebres

gr: M®xL — M
megl — mg(l).

Proposition A.3.12. — Le morphisme de M-algebres
Y giiMerLl— P M
g<lG/H] g<lG/H]

est un isomorphisme.
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Démonstration. — Puisque L est un K-espace vectoriel de dimension |G/H|, alors
M ®k L est un M-espace vectoriel de dimension |G/H|. 1l suffit donc de montrer
l'injectivité de > geio/m 81, €€ qui équivaut exactement a la M-indépendance linéaire
des applications L — M, g — g(q), lorsque g parcourt [G/H] (voir le corollaire A.1.1
au lemme de Dedekind). O

A.4. Rappels sur la cl6éture intégrale

Proposition A.4.1. — Soit f € P[t], soit P’ une P-algebre contenant P et soit g € P'[t].
On suppose que f et g sont unitaires et que g divise f (dans P'[t]). Alors les coefficients de
g sont entiers sur P.

Démonstration. — Voir [Bou, chapitre 5, §1, proposition 11]. ]
Corollaire A.4.2. — Si P est intégre et intégralement clos, de corps des fractions K,

si A est une K-algebre et si x € A est entier sur P, alors le polyndéme minimal de x sur K
appartient a P[t].

Démonstration. — Voir [Bou, chapitre 5, §1, corollaire de la proposition 11]. O
Proposition A.4.3. — Si P est integre et si f € P[t,t™!] est entier sur P, alors f € P.

Démonstration. — Soit d > 1 et soient po, pi1,..., pa—1 des éléments de P tels que
po+pif+-+pai f4 = f. Notons § la t-valuation de P et 6’ son degré. Puisque P
est integre, le degré de f4 est do’, et donc 1'égalité ci-dessus ne peut avoir lieu que
si 6’=0. De méme, 6 =0. Donc f est constant. U

Contre-exemple A.4.4. — L'hypothése d’intégrité est nécessaire dans la proposition
précédente. Par exemple, si p € P est nilpotent, alors pt est entier sur P. B

A.5. Rappels sur les calculs de groupes de Galois

Soit K un corps commutatif et soit f(t)=t?+a,_1t?"'+---+a;,t+a, € K[t]. On note
M un corps de décomposition de f (sur K) et on note
Galx(f)=Gal(M/K).

Le groupe Galk(f) est appelé le groupe de Galois de f sur K.
Notons t4,..., t4 les éléments de M tels que

d
fo=]Jae-1u),
i=1
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de sorte que
M:K[tl,...,td] :K(tl,...,td).
Cette numérotation nous fournit un morphisme de groupes injectif

Galg(f) — Sa.

Supposons que P est intégre et intégralement clos, que K est le corps des fractions
de P, et que f € P[t]. Notons R la cloture intégrale de P dans M et soit G = Gal(M/K).
Alors P = RC car P est intégralement clos. Si r € R, on note 7 son image dans R/x.

Ecrivons
i
i=11s
j=1

ou fj € kp(p)[t] est un polyndme irréductible. Alors D/I = Gal(kg(t)/kp(p)) d’apres le
théoreme A.2.3. Mais, R contient ty,..., t;, donc

d
fo=] Je-2.
i=1

On note ; la partie de {1,2,...,d} telle que
fio=] Je-).

1€Q;
Soit k; = kp(p)((i)icq;) : c’est un corps de décomposition de f; sur kp(p). Soit G; =
Gal(k;/kp(p)), c’est-a-dire le groupe de Galois de f] Alors,
(A5.1)
le morphisme canonique D/I = Gal(kg(v)/kp(p)) — Gal(k;/kp(p)) =G, est surjectif

pour tout j. Comme G; agit transitivement sur ©;, on obtient en particulier que

(A5.2) 1| divise |G| pour tout j.

A.6. Quelques calculs de discriminant

Soient P un anneau commutatif et soit f(t) € P[t] un polyndme unitaire de degré
d. On notera disc(f) son discriminant. Alors

(A.6.1) disc(f(£)) = (—4)* disc(£)? - £(0).

Démonstration. — Par des arguments faciles de spécialisation, on peut supposer
que P est un corps algébriquement clos. Notons Ej,..., E; les éléments de P tels
que

d
fo=]Je-En.
i=1
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Fixons une racine carré e; de E; dans P. Alors

fen= T T[] t-een

1<i<deefl,—1}

et le discriminant de f(t?) vaut donc

disc(f@)= [T T[] teer—ee?): ]_[(el (—en).

1<i<j<deeefl,-1}

En d’autres termes,

disc(f(tz)):4d-( [] &- 5)4) l_[E =44 disc(f)?-(~1) f(0),

1<i<j<d

comme annoncé. O

Terminons par un résultat tout aussi facile :
(A.6.2) disc(tf(t) = disc(f)- f(0)2.

Démonstration. — Comme précédemment, on peut supposer que P est un corps
algébriquement clos, et on note Ej,..., E; les éléments de P tels que

fH= ﬁ(t— E;).

Alors
d

disctf)=( [] E-57)]Jo-E2

1<i<j<d i=1

D’ot1 le résultat. O



APPENDICE B

GRADUATION ET EXTENSIONS ENTIERES

B.1. Idempotents, radical

Soit A=@P,.; A; un anneau Z-gradué. Si B est un anneau contenant A et si £ € B*
commute avec A, alors il existe un unique morphisme d’anneaux

us:A— B
tel que ,uf,(a) =a&' si a € A;. Notons que, si A est N-gradué (c’est-a-dire si A; =

0 pour i < 0), alors u; peut étre défini aussi lorsque & n’est pas inversible. Par
exemple, si t est une indéterminée sur A, alors

ul s A— At

est un morphisme d’anneaux. Si on note ev : A[t,t"}] — B le morphisme
d’évaluation en &, alors

(B.1.1) ,uf‘:evio‘uf{.

En particulier, si B=A et £ =1, alors

(B.1.2) ph =1d, et  eviou =Ida.

D’autre part, le morphisme ,uf‘ : A — B s’étend en un morphisme Z[t, t™!]-linéaire
WAl 1] — Bt et

(B.1.3) oy = '

Comme cas particuliers, on peut prendre B = A[u,u™!] et £ =u, ou u est une autre
indéterminée, ou bien on peut prendre B = A[t,t"!] et £ =t~!. On obtient les deux
égalités suivantes :

(B.1.4) Wy ou =it et W out(a)=acAltt]

pour tout a € A. Pour finir, remarquons que

(B.1.5) eviopd = ev!

A
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Proposition B.1.6. — Supposons A commutatif. Soit e un idempotent de A. Alors e € A,.

Démonstration. — Quitte a remplacer A par I’anneau engendré par les composantes
homogenes de e, on peut supposer que A est noethérien. De plus, u'(e) est un
idempotent de A[t,t"!] pour tout [ € Z. Puisque A est commutatif et noethérien,
Alt,t71] est aussi commutatif et noethérien, et donc ne contient qu'un nombre fini
d’idempotents. Par conséquent, il existe m > [ > 0 tels que u%(e) = uY (e), ce qui
implique que e € A,. O

Proposition B.1.7. — Rad(A) est un idéal homogene de A.

Démonstration. — Voir [Puc]. ]

B.2. Extension de la graduation

Notations. Nous fixons dans cette section un anneau commutatif
Z-gradué intégre P. Nous noterons P; sa composante homogene de
degré i. Soit Q un anneau intégre contenant P et entier sur P.

Le but de cette section est d’étudier les graduations de Q qui étendent celles de
P. Commengcons par régler le probleme de 'unicité :

Lemme B.2.1. — Si Q=@D,, Qi = D,c, Q: sont deux graduations de Q étendant celle de
P (c’est-a-dire que P;=Q; N P=Q; N P pour tout i €Z), alors Q; =Q, pour tout i 7).

Démonstration. — Comme dans la section B.1 (dont on reprend les notations), les
graduations Q=@,_, Q; et @,., Q; correspondent a des morphismes d’anneaux g‘Q :
Q—Q[tt™'] et A5, : Q — Q[t, t7'] étendant uj: P— P[t,t™']. Notons
a: Q — Q]
a — i (@q)

Alors a est un morphisme d’anneaux et a(p) = p pour tout p € P d’apres B.1.4. Par
conséquent, si g € Q, alors a(q) € Q[t,t7!] est entier sur P. En particulier, a(q) est
entier sur Q. Puisque Q est intégre, cela implique que a(q) € Q (voir la proposition
A4.3).

Mais evg(a(q)) = g d’apres (B.1.5), donc a(q) = g, ce qui implique que ,ﬂg ‘o fo =
,ag‘ o fig,, toujours d’apres (B.1.5). Puisque ,agl est injectif, on en déduit que [, =
2o O
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Corollaire B.2.2. — Si Q=,_,Q; est une graduation sur Q étendant celle de P et si G
est un groupe agissant sur Q, stabilisant P et respectant la graduation de P, alors G respecte
la graduation de Q.

Démonstration. — En effet, si g € G, alors Q =, g(Q;) est une graduation sur Q
étendant celle de P. En vertu du lemme B.2.1, on a g(Q;)=Q; pour tout i. O

Contre-exemple B.2.3. — On ne peut pas se passer de '’hypothése d’intégrité de Q
dans le lemme B.2.1. En effet, si P = P, et si Q = P® P¢ avec ¢? =0, alors on peut
munir Q d'une infinité de graduations étendant celle de P en décrétant que ¢ est
homogene de degré arbitraire. B

Proposition B.2.4. — Si Q=@,.,Q; est une Z-graduation de Q étendant celle de P et si
P; =0 pour tout i <0, alors Q; =0 pour tout i <0.

Démonstration. — Soit i <0 et g €Q;. Puisque Q est entier sur P, il existe r > 0 et p,,
pi,..., pr dans P tels que g"*!' = po+ p1g+---+ p,q". Alors q"™ € Q41); tandis que
pot+pig+--+p.q €D, ,;Q;. Donc g"*' =0 et donc g =0. O

Nous allons maintenant nous intéresser a la question de 1’existence. Pour cela,
notons K = Frac(P), L=Frac(Q) et supposons que 'extension L/K est de degré fini.

Lemme B.2.5. — La graduation de P s’étend en une graduation de sa cloture intégrale
dans K. En outre, si P est en fait N-gradué (c’est-a-dire P; = 0 si i <0), alors sa cloture
intégrale dans K I'est aussi.

Démonstration. — Voir [Bou, chapitre 5, §1, proposition 21]. ]

Nous allons maintenant montrer que la question de l'existence se transmet a la
cloture normale. Notons M la cloture normale de 1’extension L/K et R la cldture
intégrale de P dans M. Le lemme suivant est facile :

Lemme B.2.6. — Graduons P[X] en attribuant a x le degré d € Z. Soit F € P[X] un
polynome unitaire et homogeéne pour cette graduation. Si F = F ---F,, avec F; € P[X]
unitaire, alors F; est homogene pour tout i.
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Démonstration. — Le morphisme d’anneaux u}, : P — P[t,t7!] associé a la graduation
sur P (voir la section B.1) s’étend en un morphisme d’anneaux ,u},[X] : P[x] — P[x,t,t71]
envoyant x sur xt?. Notons ! le degré total de F. Alors

Uy (F) = FOOU = by (R o (F).

L’anneau P[x] étant intégre, de corps des fractions K(x), la factorialité de K(x)[t,t™!]
implique qu'il existe A,,..., A, € K(x) et d,,..., d, €Z tels que

t _ d;
.LLP[X](E) - Ait

pour tout i. Cela force F; a étre homogene de degré d;, et F, = 2;. O

Corollaire B.2.7. — Graduons P[X] en attribuant a x le degré d € Z. Soit F € P[X] un
polyndme unitaire et homogeéne pour cette graduation. On suppose que M est le corps de
décomposition de F sur K. Alors R admet une graduation étendant celle de P.

En outre, si P est N-gradué et d > 0, alors R est N-gradué.

Démonstration. — D’apreés le lemme B.2.5, on peut supposer que P est intégrale-
ment clos. Notons 6 le degré de F en la variable x. Nous allons montrer le résultat
par récurrence sur 6, le cas ot 6 =1 étant trivial (car alors P =R).

Supposons donc 6 > 2 et soit F{ un polynome irréductible unitaire de K[x] di-
visant F. D’apres la proposition A.4.1, F;, € P[x]. Posons K’ = K[x]/ < F, > et notons
x I'image de x dans K’. Alors K’ est un corps commutatif et il contient I’'anneau
P’ = P[x]/ < K, >. En fait, K’ est le corps des fractions de P. Puisque F est ho-
mogene, P’ est gradué (avec x homogene de degré d). D’apres le lemme B.2.5, la
cloture intégrale P” de P’ dans K’ hérite d"une graduation. D’autre part, K’ C M et
M est le corps de décomposition de F sur K’. Dans P”[x], on a

F(x) = (x—x)F(x),

avec Fy(x) € P”[x] homogene, et de degré en la variable x égal a 6 —1. Puisque le corps
de décomposition de F sur K est égal au corps de décomposition de F, sur K’, le
résultat se déduit de I'hypothese de récurrence.

L’énoncé concernant la N-graduation découle de la preuve ci-dessus et de
I"unicité de I'extension de la graduation (voir le lemme B.2.1). O

Proposition B.2.8. — Supposons P et Q intégralement clos. Si la graduation de P s’étend
en une graduation sur Q, alors elle s’étend aussi en une graduation de R.
En outre, si Q est N-gradué, alors R I'est aussi.

Démonstration. — Soient q,. .., g des éléments de Q, homogenes de degrés respec-
tifs d,..., d, et tels que L= K]|q,...,q;]. On note F; € K[t] le polyndme minimal de
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q; : en fait, F; € P[t] en vertu du corollaire A.4.2. Alors M est le corps de décomposi-
tion de F --- F.. Quitte a raisonner par récurrence, on peut alors supposer que r =1:
on écrira alors g=¢q,, d=d, et F=F,.

Si on attribue a I'indéterminée t le degré d, alors on vérifie facilement que F est
un polyndme homogene (pour le degré total sur P[t]). L'existence de l'extension de
la graduation découle alors du corollaire B.2.7.

Le résultat sur la N-graduation se démontre de méme. O

Lemme B.2.9. — Soit p un idéal premier de P et notons p l'idéal homogene maximal de P
contenu dans p (c’est-a-dire p =, pN P,). Alors p est premier.

Démonstration. — En effet, (P/p)[t,t™!] est intégre et p est le noyau du morphisme
composé P — P[t,t™!] - (P/p)[t,t7!] (ici, la premiere application est u}). ]

Lemme B.2.10. — Soit q un idéal premier de Q et soit p = qnN P. Supposons que la gradu-
ation de P s’étende a Q. Alors p est homogene si et seulement si q I’est.

Démonstration. — Si q est homogeéne, alors p 1'est bien évidemment. Réciproque-
ment, supposons p homogene. On pose ¢’ = @,.,(qNQ;). Alors ¢’ est un idéal ho-
mogene de Q contenu dans q et ¢ NP =p=qnP. D’apres le lemme B.2.9, ¢’ est un
idéal premier, donc ¢’ =q car Q est entier sur P. O

Terminons par quelques résultats sur les homogénéisés des idéaux premiers de P
ouQ:

Corollaire B.2.11. — Supposons que la graduation de P s’étende a Q. Soient p un idéal
premier de P et q un idéal premier de Q tel que qN P = p. Notons p (respectivement §)
l'idéal homogene maximal de P (respectivement Q) contenu dans p (respectivement q). Alors
p=gnP.

Démonstration. — Cela découle de la preuve précédente et du fait que le dia-
gramme

P (P/p)It ]

Q Q/alt, ]

est commutatif. O
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Corollaire B.2.12. — Supposons que la graduation de P s’étende a Q et qu’il existe un
groupe fini G agissant sur Q et tel que P = Q. Soit q un idéal premier de Q et notons §
l'idéal homogene maximal de Q contenu dans q. Notons D, (respectivement D) le groupe
de décomposition de q (respectivement §) dans G et I, (respectivement I3) le groupe d’inertie
de q (respectivement ) dans G. Alors

Dq (@ Dq et Iq = Iq
Démonstration. — La premiere inclusion est immédiate, car G respecte la gradua-
tion (voir le corollaire B.2.2). D’autre part, Q/q est un quotient de Q/q, donc I; C I,.
Réciproquement, si g € I, € D, C D; et si g € qNQ;, alors g(q)—qg € qNQ; € §. Donc

B.3. Graduation et groupes de réflexions

Notation. Dans cette section, nous fixons un corps commutatif k
de caractéristique nulle et une k-algebre commutative N-graduée in-
tegre R = @, Ri. Nous supposons de plus que Ry = k et que R
est de type fini. Nous fixons aussi un groupe fini G agissant fidele-
ment sur R par automorphismes de k-algebre graduée et nous notons
P =RC. Notons Ry =@, R; : c’est 'unique idéal maximal gradué
de R. Nous fixons un sous-espace vectoriel gradué et G-stable E* de
R tel que R, = R2 ® E* (un tel sous-espace existe car kG est semi-
simple) et nous notons E le k-dual de E*.

Le groupe G agit sur 1'espace vectoriel E et le but de cette section est de don-
ner quelques critéres permettant de déterminer si G est un sous-groupe de GLi(E)
engendré par des réflexions. Nos résultats s’inspirent de [BeBoRo].

Tout d’abord, le graduation sur E* induit une graduation sur E et une graduation
sur k[E], I'algébre des fonctions polynomiales sur E (ou encore 1'algebre symétrique
de E*). De méme, k[E] hérite d"une action de G, qui préserve la graduation. Nous
noterons k[E], 'unique idéal maximal gradué de k[E]. L'inclusion E* — R induit
un morphisme G-équivariant de k-algebres gradués

n:k[E]—R
dont il est facile de vérifier qu'il est surjectif et que
(B.3.1) le nombre minimal de générateurs de la k-algebre R est dimy E
(voir par exemple [BeBoRo, lemme 2.1]). Nous noterons

I =Kerm,
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de sorte que
(B.3.2) R~ k[E]/I.

En particulier, G agit fidélement sur E. Puisque I est homogene, il découle immé-
diatement du lemme de Nakayama gradué que

(B.3.3) le nombre minimal de générateurs de l'idéal I est dimy I/k[E], I
D’autre part, il est tout aussi facile de vérifier que
(B.3.4) 1= k[E]IC si et seulement si G agit trivialement sur I/k[E].1.

(voir par exemple [BeBoRo, lemme 3.1]). Pour finir, puisque kG est semi-simple,
ona

(B.3.5) P~ Ek[E]®/IC.

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant :

Lemme B.3.6. — Si R est un P-module libre, alors le rang du P-module R est |G|.

Démonstration. — Notons d le P-rang de R. Puisque R est integre, P 'est aussi et,
si on pose K =Frac(P) et M =Frac(R), alors K = L® (etdonc [L: K]=|G|) et L=K®pR
(et donc [L: K] =d). Par conséquent, d =|G]|. O

Le résultat principal de cette section est le suivant (comparer avec [BeBoRo,
théoreme 3.2], dont nous reprenons presque mot pour mot la preuve) :

Proposition B.3.7. — On suppose que P est réguliere et que R est un P-module libre.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) R est d’intersection complete et G agit trivialement sur I/k[E]1.
(2) G est un sous-groupe de GLi(E) engendré par des réflexions.

Remarque B.3.8. — Si P est réguliere et puisque l'on travaille avec des objets
gradués, les assertions suivantes sont équivalentes :

¢ R est un P-module libre.
¢ R est un P-module plat.
¢ R est de Cohen-Macaulay.

D’autre part, si R est d’intersection complete, alors R est de Cohen-Macaulay. B
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Démonstration. — Posons e =dimy E, i =dimy I/k[E]I et notons d la dimension de
Krull de R (qui est aussi celle de P). De plus, e est la dimension de Krull de k[E] et
de k[E]°.

Montrons tout d’abord que (1) = (2). Supposons donc que R est d’intersection
complete et que G agit trivialement sur I/k[E],I. Puisque R est d'intersection com-
plete et d’apres (B.3.2) et (B.3.3), on a

d=e—1.

De plus, puique G agit trivialement sur I/k[E].I, 1'idéal I de k[E] peut étre engen-
dré par i éléments G-invariants homogenes f,..., fi et donc l'idéal I¢ de k[E]®
est engendré par f,..., f;. Puisque P est réguliére de dimension de Krull d, P =
k[E]¢/I¢ peut-étre engendrée par d éléments 7(g;),..., n(gq) ou g; € k[E]® est ho-
mogene. Par conséquent, la k-algebre k[E]¢ est engendrée par fi,..., fi, &1,---, 8a,
c’est-a dire qu’elle est engendrée par i +d = e éléments. Puisque la dimension
de Krull de k[E]C est aussi égale a e, cela montre que k[E]® est une algebre de
polynomes, donc que G est un sous-groupe de GL(E) engendré par des réflexions
d’apres le théoreme 1.2.1.

Réciproquement, montrons maintenant que (2) = (1). Supposons donc que G est
un sous-groupe de GLi(E) engendré par des réflexions. Alors k[E] est un k[E]°-
module libre de rang |G| (d’aprés le théoreme 1.2.1) et donc (k[E]¢/I%) ® g k[E]
est un P-module libre de rang |G| (voir (B.3.5)). D’autre part, k[E]/I = R est un
P-module libre de rang |G| d’apres le lemme B.3.6. Donc la surjection canonique
(k[E]C/1%)®¢gc k[E] - k[E]/I (entre deux P-modules de méme rang) est un isomor-
phisme, ce qui signifie que I est engendré par I¢ et donc que G agit trivialement sur
I/k[E]+I (d’apres (B.3.4)).

D’autre part, puisque k[E]° et k[E]¢/I¢ = P sont toutes deux des algebres de
polynomes (d’apres le théoréme 1.2.1 pour k[E]°), P est d’intersection complete et
donc I¢ peut étre engendré par e — d éléments. On décuit de (B.3.3) et (B.3.4) que
i < e—d etdonc forcément i = e —d et R est d'intersection complete. O



APPENDICE C

BLOCS, MATRICES DE DECOMPOSITION

Hypotheses et notations. Nous fixons dans cet appendice un
anneau commutatif R que nous supposerons noethérien, inteégre
et intégralement clos. Nous fixons un idéal premier v. Nous
fixons aussi une R-algebre € que nous supposons étre, comme R-
module, libre et de type fini. Nous noterons Z(7¢) le centre de A,
k = Frac(R/t) = kg(r) et K = Frac(R) = kg(0). Pour finir, I'image
d'un élément h € 4 dans k7 sera notée h.

C.1. Blocs de k.#

Si A est un anneau (non nécessairement commutatif), nous noterons Idem,(A)
I'ensemble de ses idempotents primitifs. Par exemple, Idem,,(Z(.%)) est I'ensemble
des idempotents primitifs centraux de 5. Puisque Z(¢) est noethérien,

(C.1.1) 1= Y e

eeldemy; (Z())
D’autre part, le morphisme # — k. induit un morphisme 7, : kZ(A#) — Z(k )
(qui peut n’étre ni surjectif ni injectif). Cependant, le résultat suivant a été démontré
par Miiller [Miil, théoréme 3.7] :

Proposition C.1.2 (Miiller). — (a) Si e € Idemy,(kZ()), alors 7t;(e) € Idemp(Z(k 7).
(b) L'application Idemy,(kZ()) — Idem(Z(k 7)), e — 1z(e) est bijective.

Dans une k-algebre commutative de dimension finie .¢/ (par exemple Z(k.#) ou
kZ(¢)), les idéaux premiers sont maximaux et sont en bijection avec 1'ensemble
des idempotents primitifs de .« : si m € Spec.«/ et e € Idem,,(.</), alors e et m se
correspondent par cette bijection si et seulement si e € m (ou encore si et seulement
si m=Rad(.</e)+(1—e).</). La proposition C.1.2 montre donc que Spec kZ(¢) est en
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bijection avec Idem,,(Z(k.¢)), c’est-a-dire avec I’ensemble des idempotents primitifs
centraux de k..

Par ailleurs, le morphisme naturel (et injectif) R — Z(¢) induit un morphisme
T : SpecZ(s) — SpecR. L'application Z(#) — kZ(¢) induit une bijection entre les
ensembles Spec kZ() et Y~!(r). Rappelons que

T !(v)={3€SpecZ(s) | 3N R=r1}.
Au final, on obtient une bijection
(C.1.3) =, : Idemy, (Z(k#)) — Y7 (x)

caractérisée par la propriété suivante :

Lemme C.1.4. — Si e € Idemy,(Z(k ) et si 3 € Y~Y(v), alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(1) 3=E(e).
(2) e &ma(ks).
(3) 3 est l'image inverse, dans Z(), de 7t,' (Rad(Z(k #)e)+ (1 — e)Z(k 7))

Maintenant, par localisation en v, T~!(r) est en bijection avec Y !(tR,), ou T :
SpecR.Z(#) — SpecR, est l'application induite par l'inclusion R, — R.Z(5). Les
bijections, réciproques I'une de 'autre, entre T~!(t) et Y, !(xR.) sont données par

T7(r) — Y7'(rRY)
3 —_— R’Cﬁ

T7(cR) —  Y7(v)

et 50— 3NZA),

Le centre de I'algebre R.# est égal a R.Z(.¢) et le morphisme canonique & — k.
s’étend en un morphisme R, — k., que nous noterons encore h — h. Pour finir,
nous noterons R.Z(#’) — kZ(#), z — z, le morphisme canonique (de sorte que zZ =
n7(2) si z € RZ()).

Pour résumer, on obtient un diagramme naturel de bijections
(C.1.5)

T-1(v) = Y7(tR) = . SpeckZ() = SpecZ(k.2)
2 2
Idem,, (kZ(.#)) Idem,, (Z(k ).
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C.2. Blocs de R .27

Hypothese. Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de ce chapitre, nous
supposerons que la K-algebre K7 est déployée.

La question du relevement des idempotents lorsque I’anneau local R, est complet
pour la topologie t-adique est classique. Nous proposerons ici une autre version,
valable lorsque la K-algeébre K. est déployée (seule la normalité de R intervient :
aucune hypothése sur la dimension de Krull de R ou sa complétude n’est néces-
saire).

C.2.A. Caracteres centraux. — Si V est un K-module simple, et si z € KZ(),
alors z agit sur V par multiplication par un élément wy(z) € K (car K. étant dé-
ployée, on a Endk (V) = K). Cela définit un morphisme de K-algébres

wy:KZ(H#)— K

dont la restriction a Z(>¢) est a valeurs dans R (car Z(.¢) est entier sur R et R est
intégralement clos). Ainsi, cela définit un morphisme de R-algebres

wy:Z()— R.
Par composition avec la projection canonique R — R/t, on obtient un morphisme de
R-algebres

W\, 1 Z(H)— R/x.

Puisque wy(1)=1 et que R/t est intégre, Ker wy est un idéal premier de Z(¢) tel que
KerwyNR=rt. Donc
(C.2.1) Ker !, € T7'(x).
Cela nous définit une application

Her.: Ir(K) — T (v)
14 — Kerwj, -

Définition C.2.2. — Les fibres de 'application Aer. sont appelées les v-blocs de .

Les t-blocs de s sont donc des sous-ensembles de I’ensemble Irr(K.#), dont ils
forment une partition. Notons que, puisque Z(#) = R+Ker(w},), le caractere central
w}, est déterminé par son noyau. Ainsi, deux K. #-modules simples V appartien-
nent au méme t-bloc si et seulement si w}, = w},.



242

C.2.B. Reléevement des idempotents. — Le résultat principal de cette section est
le suivant :

Proposition C.2.3. — Ona:

(a) Si e eldemy,(R.Z(H)), alors é € Idemy(kZ(H)).
(b) L'application Idemy,(R.Z()) — Idemy(kZ()), e — é est bijective.

Démonstration. — Soit

Q: th(‘%) - l_[VEIrr(I(,%”)Rt
z —  (wv(2))verr(k )

Alors Q est un morphisme de R.-algebres, de noyau I égal a R.Z(4)NRad(K. ) et
dont on notera A I'image.

Par conséquent, I est nilpotent et donc © induit une bijection Idem (R.Z()) P
Idem,(A). De plus, d’aprés le corollaire C.4.3, la réduction modulo v induit une
bijection Idem,,(A) s Idem,,(kA). Il nous reste donc a montrer que le noyau de
I'application naturelle kZ() - kA est nilpotent, ce qui est évident car c’est 'image
de I dans kZ(2). O

Corollaire C.2.4. — L'application Aer, : Irt(K #) — Y~1(v) est surjective. Ses fibres sont
de la forme Irt(K # e), oit e € Idemy, (R Z(A)).

Démonstration. — La premiere assertion découle de C.4.4 et la deuxiéme de la
preuve de la proposition C.2.3. O

En combinant les propositions C.1.2 et C.2.3, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire C.2.5. — Ona:

(a) Si e eldemy,(R.Z(H)), alors é € Idemy(Z(k 7).
(b) L'application Idemy,(R.Z()) — Idem(Z(k 7)), e — € est bijective.

Ainsi, on obtient une bijection
(C.2.6) T~ (v) — Idem,(R.Z(A))
Si3eY !(tR,) et si e € Idemy(R.Z(¢)), alors

(C.2.7) e et 3 sont associés par cette bijection si et seulement si e & R3.
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Pour résumer, on obtient un diagramme naturel de bijections
(C.2.8)

T1(r)

=~ Y(tR) - SpeckZ(#) - SpecZ(k )
A
h AN Ry |
A [
SLy

Idem, (RZ(A4)) < — — — — > Idem,(kZ())

Idem,,(Z(k 7)),

les bijections en pointillé n’existant a coup str que parce que la K-algebre K. est
déployée.
Nous noterons
T(t) — Idempy(RZ(H))
3 — €;
la bijection du diagramme C.2.8. On obtient une partition de Irr(K. %) grace a
’action des idempotents centraux e; :
(C.2.9) m(K)= | | m(koee,).
3ET()

Les sous-ensembles Irr(K 7 e;) sont les t-blocs de .

Exemple C.2.10. — Lorsque v est I'idéal nul, alors R, = k = K, Y~!(v) ~ Spec KZ(.#¢),
Idemy,(R.7¢) =Idem, (K7€) et ), = wy. A

C.2.C. Lieu de ramification. — La proposition suivante est certainement classique
(et nécessite le fait que R soit intégralement clos) :

Proposition C.2.11. — Supposons l'algebre K¢ déployée. Alors il existe un idéal a de
R vérifiant les deux propriétés suivantes :

(1) Spec(R/a) est vide ou purement de codimension 1 dans Spec(R) ;
(2) Sivestunidéal premier de R, alors Idemy,(R.Z()) = Idem(KZ(#)) si et seulement
siagt.

Démonstration. — Soit (by,...,b,) une R-base de . et soit Idem,(KZ(/)) =
{ei,...,e;} avec | =|Idem,,(Z(#))|. Fixons un idéal premier v de R. On écrit

e; :ikij bj
j=1

avec k;; € K. Alors Idemy,(R.Z()) =1dem,,(KZ(.¢)) si et seulement si
(*) V1<l$l,V1<]<n,k,]€Rt
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Si k€K, onpose ar={reR|rkeR}. Alors a; est un idéal de R et, si v est un idéal
premier de R, alors k € R, si et seulement si a; ¢ t. Posons

a= |I akij.

1<i
l<i

l
js<n

ININ
ININ

Ainsi, (&%) devient équivalent a a ¢ v. Cela démontre 1’assertion (2).

Montrons maintenant que Spec(R/a) est vide ou purement de codimension 1 dans
Spec(R). Pour cela, il suffit de montrer que Spec(R/a;) est vide ou purement de codi-
mension 1 dans Spec(R). Si k € R, alors a; = R et il n'y rien a montrer. Supposons
donc que k & R, et montrons qu’alors Spec(R/a) est purement de codimension 1
dans Spec(R). Soit v un idéal premier minimal de R contenant a;. Alors k & R..
Il nous faut montrer que t est de hauteur 1. Mais, puisque R est intégralement
clos, il en est de méme de R, : donc R, est l'intersection des localisés Ry, o1 v/ par-
cours I'ensemble des idéaux premiers de hauteur 1 de R contenus dans ¢ (voir [Mat,
théoreme 11.5]). Donc il existe un idéal premier v’ de R de hauteur 1 contenu dans ¢
et tel que k & Rv. Ainsi a; C v C v etla minimalité de v implique que v =/, c’est-a-dire
que v est de hauteur 1. O

C.3. Matrices de décomposition

Soit R, une R-algébre commutative et soit v; un idéal premier de R;. On pose
R, = R;/vy, K = Frac(R;) et K, = Frac(R,) = kg, (t;). Notons Z (¢, K;[t]) 'ensemble
des applications # — Ki[t]. Si V est un K;7-module de type fini et si h € 52,
nous noterons Charl‘gl(h) le polyndme caractéristique de h pour son action sur le
K;j-espace vectoriel de dimension finie V. Ainsi, Charl‘g1 € Z (A, K [t]). D'autre part,
Charl‘g1 ne dépend que de la classe de V dans le groupe de Grothendieck .#,(K;.7¢).
Cela définit donc une application

Chary, : A, (K ) — F (A, K [t]),

ot A, (K, ) désigne le sous-monoide de #,(K; ) formé des classes d’isomorphie
de K, -modules de type fini. Il est bien connu que Chary, est injective [GeRo,
proposition 2.5].
Nous dirons que le couple (R;,t;) vérifie la propriété (Zéc) si les trois assertions
suivantes sont satisfaites :
(D1) R, est noethérien, integre.
(D2) Si h € RiH et si V est un K;H-module simple, alors Charl‘él(h) €
Ri[t] (notons que cette propriété est automatiquement satisfaite
si R, est intégralement clos).
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(D3) Les algebres K H et K;H sont déployées.

On note réd,, : Z (4, R [t]) — Z (A, R,[t]) la réduction modulo v,. D’autre part, sous
I'hypothése (D3), si K, est une extension de K5, ’extension des scalaires induit un

isomorphisme (K, #) = Ho(K;.7¢), et nous identifierons donc ces deux groupes
de Grothendieck.

Proposition C.3.1 (Geck-Rouquier). — Si (Ry,v;) vérifie (%éc), alors il existe une

unique application décﬁiﬁ : Ko (K ) — Ao (Ko ) vendant le diagramme suivant

Charg,
Ho(Ky ) ——— F (A, Ry [t])

2

décgj; réd,,

arg,

Ho(Ko ) F (A, K, [t])

commutatif. Si O est un sous-anneau de K, contenant Ry, si wmy est un idéal de 0, tel que
my N Ry =1y, et si £ est un O\ 4-module qui est O-libre et de type fini, alors kg (m;) est
une extension de K, et

décy 0 [ K1l i, = ko, (M) 1k (mr) -

Démonstration. — Cette proposition est démontrée dans [GeRo, proposition 2.11]
lorsque R; est intégralement clos. Nous allons déduire le cas général du cas par-
ticulier. Si on suppose seulement que (D2) est vraie, notons R] la cloture intégrale
de R, dans K. Puisque R] est entier sur R), il existe un idéal premier v, de R] tel
que ) NR; = ;. Posons R, = R /¢,. Alors kg (t;) est une extension de kg, (r;) donc
kg (v1)7¢ est déployée, ce qui signifie que, d"apres [GeRo, proposition 2.11], déc};iji :
Ho(Ky ) — Hy(k(v)) ) est bien définie et vérifie les propriétés souhaitées. On
définit alors décﬁijﬁ en utilisant I'isomorphisme (kg (v))#) ~ Ay (Ko €) et il est
facile de vérifier que cette application vérifie les propriétés attendues. O

Il s’en suit un résultat de transitivité immédiat [GeRo, proposition 2.12] :

Corollaire C.3.2 (Geck-Rouquier). — Soit R, une R-algebre, soit v, un idéal premier de
Ry et soit v, un idéal premier de R, = R, /v,. On suppose que (Ry,t;) et (R,,t,) vérifient (Péc)
et on pose Ry =R, /t,. Alors

L RA _ 14 R 34 RIA
decmﬁ—decRS%OdeCRZM.
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C.4. Idempotents et caracteres centraux

Le but de cette section est de compléter la preuve de la proposition C.2.5. Soit ¢
un anneau local noethérien et soit A une sous-0-algebre de 09 =0x 0 x---x 0 (d
fois). On note m= J(0), k = 0/met, si r € 0, on note 7 son image dans k.

Sil<i<d,onnoter;:0%— 0 lai-eme projection et

wi:A— 0
désigne la restriction de 7; a A. On pose
Cz_)i i A — k
a — wila).

Sur I'ensemble {1,2,...,d}, on note — la relation d’équivalence définie par
i—j sietseulementsi @;=do;.

Pour finir, on pose
e;=(0,...,0, _1_ ,0,...,00€ 0.
~——

i-eme position

Alors :

Lemme C.4.1. — Soit 1 €{1,2,...,d}/ —. Alors ).._, e; €A.

Démonstration. — Quitte a réordonner, on peut supposer que I = {1,2,...,d’} avec
d’ < d. Procédons par étapes :

() Siieletj¢l, alorsil existe a;; €A tel que wi(a;j)=1et wj(a;;)=0.

Preuve de (&). Puisque i ¥ j, il existe a € A tel que w;(a) # @;(a).
Posons r = wj(a) et u = w;(a)— w;j(a). Alors u € 0* car 0 est local et
a;j=u"(a—r-1,)€A véritie les conditions. B

) Il existe a, € A tel que wy(a;)=1et wj(a;)=0sij&1I.

Preuve de (). D’apres (&), il existe, pour tous i€l et j € J, a;; €A
tel que w;(a;j)=1 et w;(a;j)=0. Notons que, si i’ € I, alors wy(a;;) =
1 modm car @; = @;. Posons a = Hie[,j¢1“ij- Alors il est clair que
wijla)=0sij&Ietwi(a)=1 modmsi i€ l. Il suffit alors de prendre
a,=wi(a)'a. ®



On définit alors par récurrence la suite (a;)1<i<a’ :
_ 2 -2 2
aiv1 = a;(1+win(a;) (1 —ay)).
on va montrer par récurrence sur i €{1,2,...,d’} les deux faits suivants :

@) L’élément a; est bien défini et appartient a A.

() Sil<i'<ietj¢l, alors wy(a;)=1et wi(a;)=0.

Preuve de (©;) et (#;). C’est clair pour i = 1. On raisonne donc par
récurrence en supposant que (©;) et (#;) sont vérifiées (avec i < d’—1).
Montrons (©;1) et (#;11).

Alors i — i+1 et donc w;i;i(a;) = wi(a;) =1 modm. Donc w;(a;)
est inversible et donc a;, est bien défini et appartient a A (ce qui est
exactement (©;4)).

D’autre part, posons pour simplifier r = w;11(a;). Alors :

eSil<i’<i,onawi(a1)=1-1+r21-12)=1.

e wi(ain)=r*(1+r21-r?))=1.

e 5ij¢1,alors wi(ai11)=0-(14+r"2(1-0%)=0.

D’otu le résultat. B
Ainsi, ag =),

ier €i e A.

Corollaire C.4.2. — L'application
11,2,...,d}/— — Idemp/(A)

1 — e;
iel

est bien définie et bijective.
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Démonstration. — Le lemme C.4.1 montre que, si I € {1,2,...,d}/ —, alors e; =
Y. e €A. Sie;n’est pas primitif, cela signifie, puisque O est local, qu’il existe
deux parties non vides I, et I, de I telles que e, e, € A, et I = L]] L. Mais, si
iyl eti,el,, alors @; (e;)=1#0=w,(ey), ce qui est impossible car i; — i,. Donc

I'application I — e; est bien définie. Sa bijectivité est claire.
Sia €A, onnote a son image dans kA=k ®, A.
Corollaire C.4.3. — Avec ces notations, on a :

(a) Si e €eldemy,(A), alors é € Idemy,(kA).
(b) L’application Idemy (A) — Idemy,(kA), e — é est bijective.

O
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Démonstration. — (a) Soit e € Idem,,,(A) et supposons que é = e;+e,, 0'u e, et e, sont
des idempotents centraux orthogonaux de kA. L'anneau ¢ étant noethérien, kA est
une k-algebre commutative de dimension finie. Donc il existe deux morphismes de
k-algébres p,, po: kA — k’ (ou k’ est une extension finie de k) tels que p;(e;)=0;,;.
Notons p; la composition A — kA L e,

Posons a; =Ker(p;). L'image de p; étant un sous-corps de k’, a; est un idéal max-
imal de A. Puisque 0 est entier sur 4, il existe un idéal maximal m; de 0 tel que
a; =m; NA. Puisque 0 est local, m; est de la forme 0 x---x O xmx 0 x---x 0,oum
est en t;-iéme position (pour un ¢; €{1,2,...,d}), ce qui implique que p; = &y,.

Puisque p; # p, et pi(e;) = 6, ;, on obtient &, # &, et &,(e) =piler+e)=1=
p2(e1+ ex) =@y, (e). Cela contredit le corollaire C.4.2. O

Dans le cours de cette preuve, le résultat suivant a été démontré : si k’ est une
extension finie de k et si p : kA — k’ est un morphisme de k-algebres, alors

(C44) il existe i €{1,2,...,d} tel que p(a)= &;(a) pour tout a € A.
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