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UN THEOREME LIMITE LOCAL
EN ENVIRONNEMENT ALEATOIRE STATIONNAIRE DE CONDUCTANCES SUR Z

A LOCAL LIMIT THEOREM
IN STATIONARY RANDOM ENVIRONMENT OF CONDUCTANCES ON Z

Jean-Marc Derrien *
Vendredi 1 Février 2013

Résumé. On démontre un théoreme limite local pour les marches aléatoires aux plus proches
voisins en environnement aléatoire stationnaire de conductances sur Z en s’affranchissant simul-
tanément des deux hypotheses classiques d’uniforme ellipticité et d’indépendance sur les conduc-
tances. Outre le théoreme limite central, on utilise pour cela des inégalités différentielles discretes
du type «inégalités de Nash» associées avec la représentation de Hausdorff des suites complétement
décroissantes.

Abstract. We prove a local limit theorem for nearest neighbours random walks in stationary
random environment of conductances on Z without using any of both classic assumptions of uniform
ellipticity and independence on the conductances. Besides the central limit theorem, we use discrete
differential inequalities of “Nash-type inequalities” associated with the Hausdorff’s representation
of the completely decreasing sequences.
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1. Le modele et la présentation des principaux résultats

Depuis les années 1980, une part importante de I’étude des milieux aléatoires concerne les
marches aléatoires aux plus proches voisins en environnement aléatoire stationnaire de conductances
sur Z? (dont notamment les marches aléatoires sur I’amas de percolation). Dans ce cadre particulier,
les différences entre les modeles considérés s’articulent essentiellement autour des trois modalités
suivantes :

- la dimension d,
- le domaine des valeurs autorisées pour les conductances,
- considérer une famille de conductances aléatoires stationnaire ergodique (environnement
stationnaire) vs considérer le cas particulier d’une famille de conductances indépendantes
et identiquement distribuées (environnement i.i.d.).
Par exemple, I’hypothese d’uniforme ellipticité, c’est-a-dire du fait que les conductances soient enca-
drées par deux constantes strictement positives, permet 1'utilisation de nombreux outils classiques
dans I’étude des équations aux dérivées partielles.

Pour faire un historique succinct des travaux qui ont motivé la présente étude, on peut citer par
exemple [8] pour une vue d’ensemble des modeles de marches aléatoires en milieux aléatoires sur Z<
et la systématisation des techniques de martingales et d’«environnement vu de la particule» dans ce
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contexte, [13], [16] et [17] pour I’étude de la récurrence sur ’amas de percolation et en environnement
(de conductances) stationnaire non uniformément elliptique en dimension d > 1, [28] pour une étude
de la variance asymptotique en environnement stationnaire non uniformément elliptique sur 7Z, [18],
[21] et [35] pour un théoréme limite central en environnement stationnaire uniformément elliptique
en dimension d > 1, [21], [22], [23], [24], [26], [30] et [34] pour des théorémes limites centraux et
des principes d’invariance pour ’amas de percolation et en environnements i.i.d. non uniformément
elliptiques en dimension d > 2, [14] pour des inégalités gaussiennes en environnement déterministe
uniformément elliptique en dimension d > 1, [15], [20] et [19] pour des inégalités gaussiennes pour
lamas de percolation en dimension d > 2, [25], [31] et [32] pour des comportements singuliers du
noyau de la chaleur en environnements i.i.d. non uniformément elliptiques en dimension d > 4, [27]
pour un théoréme limite local pour I’amas de percolation en dimension d > 2.

Précisons maintenant le modele dans le cas stationnaire non uniformément elliptique unidimen-
sionnel considéré ici.

On considére en tout premier lieu un systeme dynamique probabilisé ergodique (92, F, u, T),
c’est-a-dire une mesure de probabilité p sur un espace mesurable (€2, F) et une transformation 7'
de 2, inversible, bi-mesurable, préservant la probabilité i et pour laquelle les ensembles invariants
sont de mesure égale & 0 ou a 1 (voir [6] par exemple). Alors, étant donnée une application mesurable
¢ : 2 —]0, 4+o0[, on appelle conductance de I'aréte (non orientée) {z, z+1} de Z dans I’ environnement
w le réel strictement positif ¢(z, x +1)(w) := ¢(T*w) (on pose aussi c¢(x+ 1, z)(w) := c(z,z+1)(w)).
De la sorte, la famille de conductances (¢(x,z + 1))ez constitue une suite de variables aléatoires
stationnaire ergodique.

Un environnement w dans {2 étant fixé, on s’intéresse au comportement de la chaine de Markov
(Sn)n >0 sur Z partant de xo € Z dont les probabilités de transition sont données par :

c(z,z+1)(w)

=:p(z,z+1)(w)

et
c(z,x —1)(w)
Py Sny1 =2 —1| S, =2]= ——~——=pz,v -1 )
S =211 8y =l = ) - )
ot I'on a posé ¢(z)(w) := c(z — 1,2)(w) + c(x,z + 1)(w), ceci pour tout x dans Z (Py, est la

probabilité sous laquelle évolue, dans I'environnement w, la chaine de Markov (Sy,)n > o partant de
x0). Notons que la chaine de Markov (S),), > o est réversible sur Z au sens ou :
VneN, Vo,ycZ, 2[S9 =yl _ y[_” ]
c(y) c(x)

L’objet de cet article est de démontrer les trois résultats suivants qui prolongent le travail
commencé dans [29]. Ceux-ci donnent l'ordre de grandeur de la probabilité pour la marche partant
de 0 d’étre au temps n en 0 pour le premier théoreme, en un point quelconque xy de Z pour le
troisieme.

Théoréme 1.1 On a, pour presque tout w dans §2,

_ 1
% % si € et 1/c sont intégrables
. /o ow o
nﬂrﬁx, 2nPg[Son = 0] = 0 si 1/c est intégrable et si [Cduy = +oo
L +o0 si [Ldpu = +o00 et siC est intégrable



Théoréme 1.2 Si 1/c est intégrable alors, pour presque tout w dans 2, la suite
P¥[So, =
Von max w
zeBOV2n)2z  C(T) -

est bornée.
Si, de plus, [€dp = +o0 alors, pour presque tout w dans {2,

lim \/% max (W) =0.

n—r+00 2€B(0,7/2n)N2Z ¢(z)

Théoréme 1.3 Si 1/c et ¢ sont intégrables alors on a, pour presque tout w dans 2, pour tout z
dans 27,

_ 1 - 1
. " c(xg)(w =d cd =d
i VRS = = S [ o (PR )

Remarques

- A posteriori (car cela n’apparait pas explicitement dans les preuves), le théoreme 1.1 doit
pouvoir s’interpréter de la facon suivante : les grandes valeurs prises par ¢ constituent des
«pieges» pour la marche (Sy,), > o qui la «retiennent loin de 0» tandis que les grandes valeurs
prises par 1/c sont des «barriéres» qui, au contraire, la «confinent» dans des voisinages de 0.

- Dans le théoreme 1.1, le cas ou 1/c et ¢ sont intégrables est un cas particulier du théoreme
1.3; le cas ou 1/c est intégrable mais ¢ ne 'est pas est un cas particulier du théoréeme 1.2.

- Ces théoremes constituent des «localisations» du théoreme limite central pour la marche
(Sn)n > 0- Sauf pour le cas ou 1/c n’est pas intégrable, on les démontre & partir d’estimations
du noyau de la chaleur associé a la marche (S,), > o qui résultent elles-mémes d’inégalités
différentielles discretes du type «inégalités de Nash» et de la représentation de Hausdorff
des suites completement décroissantes (voir la propriété 2.2 ci-dessous pour une définition
des suites completement décroissantes). L’utilisation des idées de Nash ([3]) pour obtenir
des estimations sur les probabilités de transition des processus de Markov réversibles est
maintenant tres classique (voir [9] et [12] par exemple). La représentation de Hausdorff des
suites completement décroissantes comme suites de moments de lois sur [0,1] (cf aussi le
«probleme des momentsy) est exposée dans [5] chapitre VII. Le théoreme limite central pour
la marche (Sy,)n > o est rappelé ci-dessous.

Théoréme 1.4 (Théoréme limite central ([8], [28], [33]))
(1) Si € et 1/c sont intégrables alors, pour presque tout w dans €2, pour tous —oo < a <

b< 4+ o00,0n a

S b
i X =
nEIJIrlOOIP’O [a < i S b} /a ko(z)dz,

1 22 2
ky(z) = —— t o= — .
@=m o (ga) o o [edu [ Tdu

(2) Si [edp = 400 ou si f%d,u = 400 alors, pour presque tout w dans {2, pour tous
—o00o < a<b< 4 oo avec a et bnon nuls, on a

g .
lim ]P)LOU |:a < n < b:| _ { 1 S% 0 E](I, b]
n—+o00 vn 0 sinon

avec
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Quelques remarques et notations supplémentaires
- Pour tout xy dans Z et pour tout réel r > 0, on note B(xg,r) 'ensemble des éléments x de
Z tels que |z — xo| < 7.
- On désigne par F(Z) 'ensemble des fonctions définies sur Z, a valeurs dans R et a support
fini.
- Dans la suite (sauf dans le paragraphe 2 ou il n’y a pas d’aléa), tous les raisonnements sont
faits presque stirement en w dans 2. On omet systématiquement de mentionner les «w».

- Pour toute partie finie A de Z, on désigne par ¢(A) le volume de A défini par :

x€A
- L’opérateur de transition P sur Z de la marche (Sy,), > o est donné par :
Pf(z)=f(e—=1)p(x,z — 1)+ fle+ 1) px, 2 +1), xz€Z, feF(Z).

Il préserve 'ensemble F(Z).

- On munit F(Z) d’un produit scalaire et de la norme associée en posant pour f et g dans
F(Z) -
(fr9) =Y fl@)g(x)e(@) et |IfI*:=(f,f).
TEZ
La réversibilité de la marche (Sp)n >0 s’exprime alors de maniere fonctionnelle comme
suit :
Vfge F(Z), (f Pg)=(Pfg).

En particulier, (¢(x))zez est une mesure sur Z invariante sous l'action de P.

Plan de l’article Dans le paragraphe suivant, on étudie I’équation de la chaleur discrete associée a
une chaine de Markov réversible et on remarque en particulier la «complete décroissance» au cours
du temps de I’«énergie» de la solution d’une telle équation. La représentation de Hausdorff des
suites complétement décroissantes nous permet alors de majorer la différence entre deux valeurs
successives de cette «énergie». Cette majoration est exploitée dans les paragraphes 3 et 4. Deux
inégalités gaussiennes ainsi que les cas dégénérés du théoreme 1.1 sont obtenus dans le paragraphe
3. Les théoremes 1.2 et 1.3 sont démontrés dans le paragraphe 4 a la suite d’une étude de la
régularité du noyau de la chaleur associé a (Sp,)n > 0. On termine par quelques remarques sur les
cas multidimensionnels.

2. Sur ’équation de la chaleur associée a une chaine de Markov réversible

Dans ce paragraphe, on considere une probabilité de transition @ = (g;;)ijes sur un espace
d’états dénombrable S et une mesure positive A = (\;);es sur S que 'on suppose réversible pour
@. On a donc :

Vi,jES, )\iqij:)\jqﬁ.

On munit 'ensemble F(S) des fonctions définies sur S, a valeurs dans R et a support fini, d’un

produit scalaire et d’une norme en posant :

(f.9) =Y _f@)g@) A et |fII*:= (£ f).

€S



Pour simplifier la rédaction et compte tenu des applications en vue, on suppose pour la suite
que, pour tout élément f de F(S), Qf est encore élément de F(S).
Un calcul élémentaire utilisant la réversibilité de A pour ) montre que :

Vf, g€ F(S), (f,Qg)=(Qf,9).

La forme de Dirichlet associée a Q? et \ est définie par :

E(F.9) =5 3 (F)— 1)) (9)) — 9i)) oD i, frg € F(S).,

1,jE€S
ou 'on a noté qzj =Y res ik Qk;j le coefficient d’indice (i, j) de Q2.

Le lemme suivant est 'analogue de la premiere formule de Green pour le laplacien discret I — Q2.
Lemme 2.1 : Pour tout élément f de F(S), on a :

ELH = T=Q))=fIP—Qf*.

En particulier, pour tout entier £ > 0, on a :
(f,I-@)"f) =0

Preuve L’argument est calculatoire. On a

) = 5 3 (O - FG) 4 x

ijeS

= %Zf(i)Q S q Az+%2f(j)2 (Zq§§’ Az) N O 6 N

€S JjES jeS €S 1,jES

= S FO*n - Y F@FG) aS N

i€S i,JES
en utilisant la réversibilité de A pour Q2. En utilisant la réversibilité de A pour @, on obtient donc :
D=1 | F@O =3 fG) e | X = (1T = Q) = IFIP = 1QfI-
ics jes
Ainsi, toujours par réversibilité de A, il vient, pour k = 2[ pair,
(f U= == f,(I-Q)'f)=0
et, pour k = 2] + 1 impair,

(f (I =@ )= (T - f,(I-Q) (I -@*)'f) >0



Etant donné f dans F(S), on considére a présent la suite (f,,)y > o d’éléments de F(S) solution
de I'équation de la chaleur discréte (associée a @ et f) :

{f(J:f,
fn_fn+1:(I_Q)fn, n=>0.

On a donc, pour tout n > 0, f, = Q" f.

Intéressons-nous plus particulierement a la suite des «énergies» (HQ" f ||2) ‘une telle solu-

. . . . . . n=0 d
tion et, pour cela, introduisons la famille des suites de ses «différences successives» en notant, pour

tout k > 0,
AED () =AW () = a® (r), n>0,

ou l'on a posé A,(lo)(f) = [|Q"f|I?, n = 0.

La propriété suivante est élémentaire mais elle joue un role déterminant dans la suite.

Propriété 2.2 Pour tout élément f de F(S), la suite (|[Q™f||*)n > o est complétement décroissante
au sens ou :

Vk,neN, AF(f)>0.

Preuve C’est une conséquence du lemme 2.1 une fois vérifié par récurrence sur k et en utilisant la
réversibilité de A que

Vk,neN, AP(f) = (Q”f, (I- Q%’“Q"f) :

Corollaire 2.3 Pour tout élément f de F(S), il existe une mesure de probabilité borélienne vy
sur [0,1] telle que :
Wn >0, QU =IfIP [ amduy).
[0,1]
Preuve C’est une application directe du théoreme de Hausdorfl de représentation des suites com-
pletement décroissantes (voir par exemple [5] chapitre VII).

Remarques
- Si la quantité || f||* est non nulle alors la mesure de probabilité v est unique.

- Le théoréeme de Hausdorff de représentation des suites completement décroissantes ([2]) est
a rapprocher du théoreme d’Herglotz de représentation des suites de type positif ([1]); la
premiere représentation est donnée par la suite des moments d’une loi sur [0,1], la seconde
par la transformée de Fourier d’une telle loi.

- La théorie spectrale des opérateurs symétriques dans les espaces de Hilbert permet d’obtenir
cette méme représentation de la suite (||[Q" f||*) mais de manitre moins élémentaire (voir [10]
par exemple).

Corollaire 2.4 Pour tout élément f de F(S), pour tout entier n > 0, on a :

nn
(’I’L + 1)n+1

1Q*" fII? — lQ* 1 f* < Q™ FII -



Preuve En utilisant la représentation de Hausdorff précédente, il vient :

)

mwwwWWm2=HWj 22 (1 — 2) dvy(z)

z€]0,1]

)

< max (2"(1 - x)) <Hf\|2/ 90”de(~’6)>

nn

e 19

On suppose a présent que, pour tout ¢ dans S, \; est strictement positif. De plus, on particularise
un élément o de S.
On définit le noyau de la chaleur (hy)n > 0 («basé en o » et) associé a la probabilité de transition
() comme étant la solution de I’équation de la chaleur discrete associée a @) et a la fonction hg donnée
par :
_ 1 )\—10 sit=o

ho(z) . H{O}(i) = { 0 sinon , 1€8.

Il vient, pour tout entier n > 0 et pour tout ¢ dans S,

hn(Z) = thO(Z) _ Pz[X;O: 0] _ PO[)()Z: ’L] ’

ou (X,)nen désigne la chaine de Markov sur S de probabilité de transition () partant de o (et
évoluant sous la probabilité P,).

Le lemme suivant est tres classique. Il permet notamment de reformuler le théoreme 1.1 en
terme d’«énergie» du noyau de la chaleur.

Lemme 2.5 Pour tout entier n > 0, on a :

]P’O [Xgn = O]

hn? =
ey X,

= hzn(o) .

Preuve On a :

=i\ > =i
ol = 3 (P =) o = S, = g =

€S €S
Soit, en utilisant la réversibilité de A,
Il = SR, = i =
€S
- Yics Pol Xy = 1] Po[Xop =0 | X, = 1] ~ Py[X, =0
>\0 AO .

3. Des inégalités gaussiennes et les cas dégénérés

On revient a présent a la marche (Sy,), > o du paragraphe 1 (& environnement fixé). Les résultats
du paragraphe précédent s’appliquent a lopérateur P et & la mesure réversible (¢(z)),ez. Dans ce



contexte, la forme de Dirichlet associée & P? est donnée, pour tout f et g dans F(Z), par :

clx —1,z)c(x,z+1)
c(x) '

E(f,9) =) (flz=1) = fz+1)) (gl — 1) — g(z + 1))

TEZL

(La quantité
clx —1,z)c(x,z + 1) 1

= 1 1

C(x) c(z—1,z) + c(z,x+1)
est égale, comme il se doit, a la conductance d’un circuit électrique constitué de deux conductances
clx —1,z) et ¢(x,z + 1) disposées en série.)

On note encore (hy,)n > o le noyau de la chaleur associé a (S,,), > o partant de 0 :
Yn>=>0, h,=P" = I
=z U, n — E(O) {0} ) -

Commencons par constater la convergence vers 0 de la suite (||h”H2)n -0

Proposition 3.1 La marche (Sy,), > o est une chaine de Markov récurrente nulle.
On a donc en particulier la convergence :

Py|S2, =0
lim |hn]® = lim FolSan =0 _ .
n—-—4o00 n—-+o0o C(O)
Preuve Pour tout K dans N* la probabilité pour (S,), > o d’atteindre {—K, K} avant de revenir
en 0 est donnée par la conductance effective entre 0 et {—K, K} divisée par ¢(0) :

1 ( 1 . 1 )
A0 \ Xk o Lo sy

([7]). Or, le théoreme de récurrence de Poincaré (voir [6] par exemple) garantit les deux divergences :

—1 1 +o00 1
_— = t —_— = 0 .
Z c(x,x+1) oo e Z clx,x+1) +
T=—00 z=0

On en déduit la récurrence de (S,), > 0. La récurrence nulle de (Sy,), > o résulte alors de ce que
(¢(x))zez est une mesure sur Z P-invariante de masse totale infinie (toujours d’apres le théoréeme
de récurrence de Poincaré).

La convergence de la suite (Po[S2, = 0]),, - vers 0 est une conséquence de cette récurrence
nulle comme il est exposé par exemple dans [11] p. 214.

Le théoréme suivant donne un minorant (asymptotique) de la suite (v/n [|hal?), - -

Théoréme 3.2 Si ¢ est intégrable alors

1| zdu
lim inf hy? > — c — .
lim inf v/ [ * > 35 [edu

En particulier, si ¢ est intégrable et si [ % dp = 400 alors

lim /7 || = +oo .
n—-+o00
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Preuve On exploite le fait que, typiquement, jusqu’a l'instant n, la marche (S,,), > ¢ «évolue» dans
un voisinage de 0 de longueur d’ordre y/n.

Pour tout § > 0 et pour tout entier n > 1, on a, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

2
S BiSa=el| < eBOovm) Y Colh=al
z€B(0,6y/n) e B 08y é(x)
= ©(B(0,0vn)) Y hi(x)c(a).
z€B(0,6v/n)
Ainsi,
Valhal? = Vo > hi(x)e(x)
z€B(0,6y/n)
2
1 20yn .
> wemo.avay |2 Tl
_ 1 2vn S 2
- wewoava ™ vl <

On applique a présent le théoreme ergodique ponctuel de Birkhoff & ¢ (voir [6] par exemple) et
le théoreme limite central (théoréme 1.4 ci-dessus) en distinguant selon que 1/c¢ est intégrable ou
non.

-Sif % dp = +o0 alors, pour tout § > 0,

1 .
20 [cdu’
ce qui donne, en passant a la limite § — 0T, la convergence :

lim 7 ||ha||? = +oo.
n—-+o0o

liminf /7 ||y ||? >
n—-+o0o

- Si 1/c est intégrable alors il vient, pour tout > 0 et avec les notations du théoreme 1.4,

1 1 g
.. 2y L
ot Vi 1> 5 o (/6k0<z>dz>

2
1 1 o 5/o 22
1. . f 2 2 - J— I .
ﬁgl}rgo \/E thH A1 UfEd,U ) (/_6/0 €xp < 2 > dz)

En prenant par exemple § = o, on obtient par une minoration grossiere :
1 f Lau 1 /[ Ladu

1. . f h 2 2 c 2 i c ]
i fnf /o rev2 \| Jedp 7 13\ Jedp

On s’intéresse & présent & la majoration de la suite (/7 ||k, [|?)

2

ol

Soit encore :

n=>0"



Théoréme 3.3 Si 1/c est intégrable alors

1 Lau
hmsup\/_Hh I? < h;zd,u .

n—-+o0o

En particulier, si 1/c est intégrable et si [ €dp = +oo alors

lim /||| =
n—-4oo

Preuve Pour tout n > 1, pour tout K > 1, on considere un élément zy dans B(0, K') N 27Z tel que

hon (o) = min{hoy () | z € B(0, K) N2Z} .

Il vient :

haon(z9) < ! — Z hon (z)e(z) < L

2 2eB(0.5)n2z ¢(%) 2€B(0,K)N2Z 2 veB(0.5)n2z C(T) '

Ainsi, on obtient, avec par exemple xg = 2lp +2 et lp >0
1
> _weB(0,K)n2z ¢(T)

17 ® =

< h2n(0) - h2n($0)
lo
< Z|h2n(2l) _h2n(2l+2)|
lo
91,20 + 1) (20 + 1,21 + 2)
< B (21) — oy (21 a2 2 ’
;(2() 2( +)) E(Ql—i—l)
lo 1 1
. lzgc(Zl,ZH—l) TRl 242

en utilisant I'inégalité triangulaire puis I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Ainsi, compte tenu de 'ex-
pression de la forme de Dirichlet associée & P? et du lemme 2.1, il vient :

1

> _weB(0,K)n2z &%)

o : 1/2
< & (han, han) (Z m)

r=—K
K—1 1/2
Vlhan | — \2+1H<Zcxx+1>

Le corollaire 2.4 assure alors que

1 nn = 1 v
Bl — < hn, — 1
el = 5 eromme@ S\ e 1! (ZK c<x,x+1>> W

10
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Pour tout entier n assez grand, on définit a présent K(n) > 1 par la relation
_ 3 _
Z c(z) < Tl < Z c(z) (2)
z€B(0,K (n)—1)N2Z " 2€B(0,K (n))N2Z
Remarquons que la proposition 3.1 garantit que lim,, .~ K(n) = +o0.

Il vient d’apres (1) et la seconde inégalité de (2) :

nn
CrEs ([l

—1/2
K(n)-1
2 1
> Z E - -
. ~1/2
ECIT KZ() b
- g lim 2K (n) T clx,x+1)

—-1/2

y (erB(O,KI({n()nl)mZ 5(@) v 3 o(z) :

z€B(0,K(n)—1)N2Z

ce qui donne en utilisant cette fois la premiere inégalité de (2) :

nn
\/m [

K(n)—-1 —1/2 = 1/2
ST R S - Laenorm-nrzz @)\ (]
-3 2K (n) ~ ) c(x,x+1) K(n) 3 '

On achéve la preuve du théoreme 3.3 en divisant par ||hy,||/+/n et en appliquant & 1/c et & € le
théoreme ergodique ponctuel de Birkhoff.

4. Un théoréme limite local non dégénéré

On commence par étudier la régularité du noyau de la chaleur.

Théoréme 4.1 Si 1/c est intégrable alors, pour tout zy dans Z, il existe un réel C' > 0 (fonction
de Penvironnement et de xg) tel que, pour tout § > 0, pour tout entier n > 1, on a :

Vo
max hon () — hop(z9)| < C —.
xeB(xo,am)n2z| 2n(®) = han(@0)] NG

De plus, si [€dp = +o00 alors

lim v2n max |hon () — hapn(z0)] =0 .
n—r+00 € B(x0,v/2n)N27Z

Preuve Compte tenu de la stationnarité de ’environnement, il suffit de considérer le cas x¢ = 0,
ce que 'on fait dans la suite.

11



Pour tout 6 > 0, pour tout entier n > 1, pour tout  dans B(0,dv/2n) N 2Z, on a, en procédant
comme dans la preuve du théoreme 3.3,

nn 1
|han (@) = hon(0)] <y | =577 1Pl > ——
n 1
(n+1) 2€B(0,6V2n)N2Z o(zz+1)

Le théoreme 3.3 et le théoreme ergodique ponctuel de Birkhoff appliqué & 1/¢ permettent donc de
conclure.

1/2

Remarques

- Dans I’approche classique de Moser ([4]), un tel résultat de régularité se déduit d’inégalités
du type «inégalités de Harnack paraboliques» (voir [14] et [27] pour des applications de cette
méthode dans le cas d’espaces discrets). En utilisant les inégalités gaussiennes du paragraphe
précédent, on est ici plus proche des idées de Nash ([3]).

- Le théoreme 1.2 est maintenant une conséquence facile des théoreme 3.3 et 4.1 compte tenu
de I'inégalité triangulaire :

han(x) < [h2n(@) = h2n(0)] + h2n(0) = [h2n(@) — h2n(0)] + 1 -

Preuve du théoréme 1.3 On procede comme dans [27].

Pour tout § > 0, pour tout n > 1, on a :

PolSon =20] (_, 1 [ [1 = dut oxc _fadl‘f%dﬂmQ
VS [ean [ f e p( i °>

= VI | zap - AB@NVIINIE)

5
+ % S holeo) () - % S (o))
x€B(20,6V2n)N2Z x€B(20,6V2n)N2Z
1 1 x0+0
+ 3Bl € Blao. VI — 5 [ ho(2)d:
To—0

0
1 zo+0

+ = / ko(z)dz — 2ky(xg)
o To—0

ou ’on a repris les notations du théoreme 1.4.

Po[Son =] (_ 1 [[1 _ _fEde%dﬂxQ
\/%76(560) /cd,u NG /Cd,u/cd,u exp( — %0 )

_ ¢(B(z0,6v2n) N 27)
/Cd” - 5+v/2n

+ 1 max (hen(zo) — han(@))) (B(xo,5v2n) N22)) 3)

0 x€B(x0,0v/2n)N2Z

Ainsi,

< V21 hay, (CC(])
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1 S o+o
+ < |Py | == € B(0,6 —/ ko(z)d
5 0 |:\/% (xo ):| 20— (Z) z

42 (2—15 /mjm(z) —kza(xo)|dz> . ()

Tro—

Un réel € > 0 étant donné, on peut fixer § > 0 assez petit de maniere a majorer les expressions
(3) et (4) par €. Pour cela, on utilise le théoréme 4.1, le théoreme ergodique ponctuel de Birkhoff
appliqué a ¢ et la continuité de z — k,(z) en xg. On conclut alors en passant a la limite supérieure
en n et en utilisant a nouveau le théoreme ergodique ponctuel de Birkhoff appliqué a ¢, le théoreme
3.3 et la stationnarité de 'environnement (pour justifier que la suite (v/2n ha, (20))n > o est bornée),
et le théoreme limite central.

Quelques remarques concernant les dimensions supérieures

Compte tenu de la preuve du théoréme 1.3, on voit que pour en obtenir une version d-dimensionnelle
avec, pour simplifier, g = 0, il suffit que les trois propriétés suivantes soient satisfaites :

(i) La marche (Sy,), > o satisfait un théoréme limite central avec matrice de covariance
non dégénérée.
(ii) La suite (n%2Pg[Sa, = 0]), > o est bornée.

(iii) On a

. . d/2 _ C =
lgrg(l)rjf max | n ~Z |hon (0) — han(x)] €(x) 0
z€B(5+v/2n)

avec

d d
B(6v2n) := {:c = (z1,2,...,24) € Z¢ | ZCE? < 2n6% et sz € QZ} .
i=1 i=1

Ces trois conditions sont vérifiées dans le cas d’un environnement stationnaire uniformément
elliptique de conductances en dimension d > 1 ([14], [18], [21], [35]) et pour l'amas de percolation
en dimension d > 2 ([27]). En environnement i.i.d. non uniformément elliptique en dimension d > 2,
la condition (i) est satisfaite, tout au moins en temps continu, lorsque les conductances sont inté-
grables et que la probabilité pour une conductance d’étre strictement positive dépasse strictement
le seuil critique de percolation ([34]). En environnement i.i.d. et méme dans le cas de conductances
uniformément majorées, la condition (ii) ci-dessus peut ne pas étre satisfaite en dimension d > 4

([25])-
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