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Estimation de la di�usion thermique dansles Plasmas de Tokamak ⋆Sarah MECHHOUD ∗,∗∗ Emmanuel WITRANT ∗Lu DUGARD ∗ Didier MOREAU ∗∗∗
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∗∗∗ CEA, IRFM, F-13108 Saint Paul-Lez-Durane, FraneRésumé : Ce travail onerne l'étude du pro�l de transport de la température des életronsdu plasma. Une approximation numérique basée sur la méthode de Galerkin est proposée.Le oe�ient de di�usion est estimé grâe à la projetion spatiale qui réduit le problèmeà une dimension �nie. Le �ltre de Kalman étendu est proposé pour ette identi�ation. Letravail est aompagné par un ensemble de simulations et de omparaisons ave des donnéesexpérimentales.Mots lés : Fusion thermonuléaire, formulation variationnelle, méthode de Galerkin,systèmes à paramètres distribués (SPD), identi�ation, �ltre de Kalman mixte étendu (FKME)1. INTRODUCTIONTout phénomène physique de transport appartient à lalasse des systèmes à paramètres distribués (SPD). Poures systèmes, les entrées, les sorties et les paramètrespeuvent varier aussi bien dans le temps que dans l'espae.Leur desription mathématique onsiste en un ensembled'équations aux dérivées partielles (EDP) ave des ondi-tions aux limites, mixtes ou homogènes.Généralement, les oe�ients de l'EDP ne sont pas onnusa priori et ont besoin d'être estimés. Plusieurs travauxont été dédiés à e problème : Jarny (1981), Banks et al.(1985), Point et al. (1996), Isakov et Kindermann (2000),Orlov et Bentsman (2000), ... D'autres études traitentl'identi�ation des systèmes SPD pour les besoins de on-tr�le : l'objetif n'est plus d'estimer un paramètre mais lesmodes propres du système, voir Gay et Ray (1995), Zhenget al. (2002),...Le tokamak (ou fusion thermonuléaire) appartient à lalasse des SPD, où di�érentes variables distribuées et ou-plées entrent en jeu.Dans le adre de e travail, nous nous onentrons surl'étude du transport de la température des életrons dansle plasma. Ce phénomène est omplexe et ne béné�iepas enore d'un modèle physique entièrement dé�ni. On ledérit par une EDP parabolique où le terme de di�usionest de dépendane spatio-temporelle. Plusieurs modèlesexistent pour la desription de e oe�ient : Erba et al.(1997), Taroni et al. (1994), Erba et al. (1998), Hoanget al. (1998), haun suivant son hamp d'appliation (typede tokamak et paramètres de la déharge). Cependant, eoe�ient de di�usion dépend du gradient de la tempéra-ture, du pro�l de ourant, du isaillement magnétique,du isaillement de vitesse, et. Cei a pour onséquened'ampli�er la omplexité du problème en le transformant
⋆. Ce projet béné�ie d'un �nanement partiel fournit par leBonus Qualité Reherhe de Grenoble-INP.

en une EDP parabolique non linéaire.Dans Zou et al. (2003) un pro�l analytique de la tempéra-ture des életrons du plasma a été onçu en supposantles oe�ients onstants (dans le temps et dans l'espae).L'objetif de ette approhe était de fournir une interpré-tation physique du proessus et de prouver la stabilité dumodèle résultant par rapport à la méthode utilisant latransformée de Fourier rapide (FFT) et la méthode deséquilibres énergétiques.Toutefois, ette approhe est valable uniquement dansles as où la variation spatiale du oe�ient de di�usionpeut être supposée faible, e qui n'est pas le as généraldes tokamaks. Une autre méthode, également analytique,mais ave un oe�ient évoluant uniquement dans l'espae(une fontion radiale monomiale) a été développée dansClémençon et al. (2004). Cette étude n'a pas été validéepar des données expérimentales.Dans le présent travail, nous nous intéressons d'abord auproblème de transport en négligeant les propriétés intrin-sèques du oe�ient de di�usion (ouplage non linéaire).Ainsi, une approximation numérique du pro�l de tempéra-ture des életrons du plasma par la méthode de Galerkinmodale ontinue (MGMC) est proposée. La MGMC appar-tient à la famille des méthodes des éléments �nis et four-nit des approximations su�samment lisses (Fairweather(1978), Salsa (2008)). Cette tehnique se base sur la for-mulation variationnelle des problèmes di�érentiels. C'estun lassique largement utilisé pour la résolution des EDP(exemple : Brezis (2011) ).D'après Kopriva (2009), la MGMC donne de bonnes per-formanes ave, entre autres, les systèmes à oe�ientsvariables, les systèmes à géométrie ylindrique et pour lesappliations qui néessitent une bonne préision.L'appliation de la MGMC permet une disrétisation spa-tiale de l'EDP du transport, le système de dimensionin�nie est transformé en un système d'état �ni. Dans la



seonde partie, nous nous intéressons plus au oe�ientde di�usion dont l'estimation sera basée sur la séparationdes variables par projetion spatiale. Grâe à ette teh-nique, le modèle devient un système linéaire à paramètresinonnus. Ainsi, un �ltre de Kalman étendu peut lui êtreappliqué.L'artile est organisé omme suit : la deuxième setiontraite de la modélisation du transport de haleur dansle plasma, de l'existene et l'uniité de la solution et dudéveloppement de la MGMC. Le problème d'identi�ationdu oe�ient de di�usion est étudié en troisième setion.Les résultats de la MGMC et de l'identi�ation sont om-parés à des données expérimentales.2. ÉQUATIONS DE LA TEMPÉRATURE DESÉLECTRONS DU PLASMALe pro�l de la température des életrons du plasma estobtenu à partir de la loi de onservation de l'énergie, quipeut s'érire en oordonnées ylindriques sous ertaineshypothèses omme :
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T (r, t) + S(r, t) (1)où T est la température des életrons (exprimée en unitéénergétique : keV ), r est la oordonnée radiale le long dea (rayon mineur du plasma), t la variable temporelle, χele oe�ient de di�usion, τ le paramètre d'amortissementmodélisant les pertes d'énergie non di�usives (par onve-tion, rayonnement, ...) et S le terme soure, donné par :

S(r, t) =
2
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P (r, t)où P est la densité de puissane absorbée par le plasmaà partir du système de hau�age extérieur (hau�ageohmique, ondes radio-fréquenes ou par injetion de fais-eaux neutres). ne est la densité des életrons du plasma,supposée onstante.Pour des raisons de simpliité et de symétrie, les onditionsaux limites et la ondition initiale sont les suivantes :
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(3)où Ω est l'intervalle ouvert ℄0,1[, tf est l'instant �nal et
χe(z, t) est une forme normalisée de χe(r, t) :
χe(z, t) =

2

3 a2
χe(r, t)Les équations (1) et (2) montrent que la températuredes életrons à l'intérieur du plasma est dé�nie par uneéquation parabolique linéaire évoluant dans le temps.

Il est à noter que le paramètre χe reste un sujet de disus-sion dans la ommunauté de la fusion thermonuléaire.Toutefois, sa dépendane, entre autres, au gradient dela température a été prouvée. La prise en ompte deette propriété transforme l'équation (3) en une équationparabolique non linéaire.L'objetif de e travail étant l'estimation de e oe�ient
χe, on suppose qu'on ne dispose a priori d'auune infor-mation le aratérisant.Dans e qui suit, nous démontrons l'existene et l'uniitéde la solution pour le système (3) puis proposons une ap-proximation numérique fondée sur la méthode de Galerkinmodale ontinue (MGMC).2.1 Existene et uniité de la solutionEn premier lieu, on dé�nit les espaes de Hilbert suivants :
L2(Ω) = { f :

∫

Ω
f2 ∂Ω < ∞}

H1
0,{1}(Ω) = {f ∈ L2(Ω) : f |1 = 0 , ∇f ∈ L2(Ω)}Soit Xe l'ensemble dé�ni par :

Xe = {f ∈ L∞(0 , tf ;H
1
0,{1}(Ω)) : f(t, x) > c > 0 , ∀t ∈

[0, tf ], ∀x ∈ Ω)}L'appliation de la formulation variationnelle au système(3) donne :
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S(z, t) v(z) dz (4)où v(z) est une fontion de test ∈ H1
0, {1}(Ω).En utilisant le théorème de Lax-Milgram étendu auxéquations évoluant dans le temps (voir Fairweather (1978),Salsa (2008)), la ondition néessaire et su�sante pourl'existene et l'uniité de la solution de l'équation (4) dansl'espae L2(0, tf ;H
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(5)Il est à noter que les onditions dé�nies dans (5) garantis-sent l'existene et l'uniité de la solution pour l'équation(4), qui est pour le système initial (3) une solution varia-tionnelle (dite aussi faible). En imposant des onditions derégularité sur la solution faible, on arrive ainsi à démon-trer l'existene et l'uniité de la solution lassique dans
C1(0, tf ; C

2(Ω)).Dans notre as, il su�t que S ∈ C0(0, tf ; C
0(Ω)) et χe ∈

C0(0, tf ;C
1(Ω)). Ces onditions sont onformes aux ar-atéristiques physiques de la soure S et du oe�ient dedi�usion χe.2.2 Approximation de la solution par la méthode deGalerkin modale ontinue (MGMC)Les prinipales étapes de la MGMC sont les suivantes(Salsa (2008)) :



• Choix d'une suite de fontions lisses {ωk}
∞
k=1

onsti-tuant une base orthonormale dans H1
0,{1}(Ω)

1 ;
• Constrution d'une suite �nie de sous-espaes de laforme :







Vn = span{ω1, ω2, ..., ωn}

Vn ⊂ Vn+1 et ∪Vn = H1
0,{1}(Ω)Ainsi, pour un n dé�ni, les projetions respetives de

T (z, t) et v(z) sur l'espae Vn donnent :
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(6)En remplaçant (6) dans (4), le problème de résolutionde l'EDP (3) se ramène à elui d'un système d'équationsdi�érentielles ordinaires (EDO) qu'on peut érire sous laforme d'un système linéaire temps variant :






Ẋ(t) = A(t)X(t) +B(t)

X(0) = 0.
(7)Ave X(t) = [x1(t), x2(t), ..., xn(t)]

T (X ∈ R
n), A(t) estune matrie symétrique dé�nie par :
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et :
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2.3 Résultats de simulationTore Supra (TS) est un grand tokamak à aimants supra-onduteurs, aratérisé par un rayon majeur R = 2.4m,un rayon mineur a = 0.72m, une setion irulaire, unhamp magnétique toroïdal B ≤ 2.4T et un ourantplasma Ip ≤ 2MA. Dans ette setion, nous onsidéronsla déharge TS 35109, ave un hau�age prinipalementohmique.D'après Hoang et al. (1998), dans Tore Supra, si la puis-sane d'entrée est de valeur moyenne P <5MW et si lehamp magnétique toroïdal est supérieur à un ertain seuil(>1.5T), les modèles de τ et du oe�ient de di�usionnormalisé sont donnés par les formules de Taroni (voir1. Par exemple les fontions propres de l'opérateur de Laplaedé�ni sur l'espae H1

0,{1}
(Ω) (Salsa (2008), Al-Gwaiz (2008)).

Taroni et al. (1994)) :
τ = 0.0199R2 I

0.98

p B
0.2

φ0
n0.43
e P

−0.75
.Et :







χe(z, t) = αB

T (z, t)

Bφ0

a |∇pe(z, t)|

pe(z, t)
q2(z, t).

αB = 0.33.
pe(z, t) = ne T (z, t).

(8)aveBφ0
la valeur moyenne du hamp magnétique toroïdalau entre du plasma, Ip la valeur moyenne du ourantplasma, pe la pression du plasma et q le fateur de séurité.En onsidérant les hypothèses données par Erba et al.(1997), le modèle (8) de χe peut être simpli�é par :
{

χe(z, t) = αB

a

Bφ0

∇T (z, t) q2(z, t).

αB = 0.33.
(9)Ces formules ont été utilisées pour simuler le pro�l de latempérature des életrons du plasma. Le résultat de lasimulation est omparé ave elui issu des mesures.La puissane S absorbée par le plasma est approximée parune distribution gaussienne dont les aratéristiques sontdonnées par des lois d'éhelle (voir Witrant et al. (2007)).Les bases de projetion hoisies sont trigonométriqueset tirées de la résolution du problème de Laplae aveomme onditions aux limites elles dé�nies dans (2).Le système (7) est résolu en utilisant la routine RK45de la fontion ode15s de MATLAB. Il apparaît dans la
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Figure 1. Comparaison entre la température expérimen-tale (pointillés) et elle du modèle physique (traitontinu) à t= 19s.Fig. 1 que la MGMC donne une bonne approximation.Pour x ∈ [0.7, 1], les phénomènes de bord font intervenird'autres dynamiques que notre modèle ne prend pas enompte (voir Erba et al. (1997)).2.4 Analyse statistiqueComme ela est souvent le as, une étude statistique esttoujours plus illustrative qu'une ourbe. En suivant Erbaet al. (1998), on alule la déviation entre le pro�l prédit
Tegal et le pro�l expérimental Teexp en introduisant lesgrandeurs m et ∆ dé�nies par :









m =
1

N

∑

0.2<x<0.8

(Te− Teexp)/Teexp

∆ =
1

N

∑

0.2<x<0.8

[(Te− Teexp)/Teexp −m]2
(10)où N est le nombre des points d'éhantillonnage x prisdans l'intervalle [0.2, 0.8].Les deux ourbes présentées Fig. 2, montrent que la valeurmaximale de la moyenne de l'erreur relative m ne dépassepas les 10% et que son éart-type ∆ maximal est de 7%.Ces valeurs apparaissent en régime transitoire initial. Enrégime établi, on remarque pour m et ∆ l'existene detrois paliers orrespondant à la variation temporelle duterme soure (la puissane d'entrée) en trois éhelons. Plusla température est importante, plus l'éart entre Tegal et

Teexp et don m est faible. Cei est dû prinipalement àl'estimation qualitative du terme soure.
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(b) Éart-typeFigure 2. Déviation entre Tegal et Teexp3. IDENTIFICATION DU PARAMÈTRE DEDIFFUSIONÉtant donné qu'il existe dans L2(0, tf , L
2(Ω)) un ensem-ble omplet de polyn�mes orthonormaux (voir Shima etNakayama (2010)), χe(z, t) peut s'érire sous la formesuivante :
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αk(t) pk(z) = θT (t) P (z). (11)Ave :






θT (t) = [α1(t), α2(t), ..., αM (t)] , θ ∈ R
M

P (z)T = [p1(z), p2(z), ..., pM (z)]La matrie A(t) dé�nie dans la setion 2.2 devient :
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(12)On note la matrie qui apparaît dans le deuxième termede A(t) par PW (formée prinipalement des polyn�mes

de {pk} et de {wk}) . Le symbole ⊗ est un opérateur demultipliation spéial utilisé pour ompater l'ériture de
A(t), qui peut se mettre alors sous la forme :

A(t) = − θT (t) ⊗ PW (13)Et le système (7) devient :






Ẋ(t) = A(θT (t)) X(t) +B(t)
X(0) = 0
y(t) = X(t)

(14)Une approhe similaire a été utilisée en premier par Bankset al. (1985) où les oe�ients étaient projetés simultané-ment sur une base spatiale polynomiale (splines ubiques)et une base temporelle. Les onditions néessaires et su�-isantes pour la onvergene de l'estimation d'un systèmede dimension in�nie par un système d'EDOs ont été dé-montrées dans et artile, mais le problème �nal devenaitnon linéaire et l'identi�ation se faisait en parallèle dans letemps et dans l'espae. L'avantage de notre approhe estd'arriver à un système linéaire temps variant uniquement.L'identi�ation d'un tel système est en e�et plus faile quedans le as des systèmes non linéaires.La formule d'approximation de T (z, t) donnée dans (6)permet d'obtenir les oe�ients expérimentaux {yk, exp}Mk=1de l'expression suivante :
ykexp

(t) =

∫ 1

0

Texp(z, t) ωk(x) dxoù Texp(z, t) est le pro�l mesuré de la température et
yexp = [y1exp

, y2exp
, ..., yMexp

]T est la sortie mesurée dusystème (14).La formulation du problème d'identi�ation devient ainsi :Étant donné l'entrée B(t), la sortie yexp(t) et le modèle d'é-tat (14), l'objetif est d'estimer le veteur des paramètres
θ(t) et par onséquent de trouver la loi inverse θ = f−1(y).Il faut par ailleurs noter que l'état initial y(0) est dé�ni etindépendant de θ(t).Conlusion :Le problème initial qui onsistait à identi�er un paramètredistribué d'un système de dimension in�nie est onverti,grâe à la méthode de Galerkin et de la projetionsur des bases appropriées, en un problème d'identi�a-tion paramétrique ordinaire (système d'état linéaire àparamètres inonnus). Ainsi, l'appliation des tehniquesd'identi�ation des systèmes dérits par des EDOs devientpossible.Une fois le problème formulé, l'objetif est d'estimer θet par onséquent le oe�ient de di�usion χe. Une destehniques les plus robustes d'identi�ation des systèmeslinéaires est le �ltre de Kalman.3.1 Identi�ation par le �ltre de Kalman mixte étendu(FKME)Lorsque les mesures sont bruitées, estimer θ diretement àpartir de es données pose problème. Le �ltre de Kalmanmixte étendu est dédié à ette problématique. Il permet



d'estimer aussi bien les états que les paramètres, à partirdes entrées et sorties du système. Un �ltre de Kalman estun observateur d'état basé sur l'ajustement stohastiquedes gains de orretion (Kalman (1960)). C'est un �ltreréursif qui onvient bien aux appliations temps réel(Wan et Nelson (2001)). Les onditions de onvergene du�ltre de Kalman étendu sont données dans Ljung (1979).Le système (7) est disrétisé dans le temps par la méthoded'Euler, puis étendu pour inlure les paramètres :
x

ext
(k + 1) =

(
X(k + 1)
θ(k + 1)

)Ainsi, le système (7) disrétisé étendu devient :






xext(k + 1) =

(
(I − dt ∗ θT ⊗ PW )X(k) + dt ∗B(k)

θ(k)

)

︸ ︷︷ ︸

f(x(k),θ(k),B(k))

+

(
r(k)

0

)

y(k) = [I 0] xext(k) + v(k) = g(x(k), θ(k), v(k))où dt est le pas d'éhantillonnage, r(k) et v(k) sont respe-tivement le bruit d'état et le bruit d'observation (supposésblans gaussiens). Leurs matries de ovariane sont R et
V (respetivement).Les étapes du FKME données dans Wan et Nelson (2001)appliquées au système (7) sont les suivantes :
• Initialisation : X̂(0); θ̂(0); Z(0);
• Prédition :

{

x̂−
ext(k + 1) = f(X̂(k), θ̂T (k), B(k))

Z−(k + 1) = E Z(k)ET +R

• Estimation :






K(k+ 1) = Z−(k + 1)CT [CZ−(k + 1)CT + V ]−1

x̂ext(k + 1) = x̂−
ext(k + 1) +K(k + 1)[yexp(k + 1) − C x̂−

ext(k + 1)]

Z(k + 1) = (I −K(k+ 1)C)Z−(k + 1)où x̂ext(k) et x̂−
ext(k) sont respetivement l'état étenduestimé et prédit à l'instant k, K est le gain de orretion,

Z et Z− sont les matries de ovariane de l'erreur deprédition et de l'erreur d'estimation. E et C sont lesmatries d'état du système étendu et des observations.Elles sont données par :






E =
∂f

∂xext

|xext

C =
∂g

∂xext

|xext3.2 Résultats de l'identi�ation par le FKMELe hoix d'une base de Legendre pour la projetion de χeet l'appliation de l'algorithme du FKME au système (14)donne des estimations satisfaisantes pour les objetifs deommande.Le pro�l de χe ,estim présenté dans la Fig. 3 est ompatibleave une forme de Bohm (voir Erba et al. (1998)) véri�éepar la roissane monotone au bord (e�et de q).Pour quanti�er la qualité de l'estimation de χe et Te,

on utilise les mêmes variables m et ∆ dé�nies dans lasetion 2.4. Pour χe, la valeur maximale de la moyennede l'erreur relative entre le χe, estim et le χe du modèle(9) pour t ∈ [9 s, 17 s] est de 8% alors que l'éart-type enmoyenne se situe autour de 2% (voir Fig. 4). La Fig. 5montre que pour l'estimation de Te, m est de 0.01% alorsque ∆ ne dépasse pas les 0.02%.L'apport de l'appliation du FKME est visible, on améliorenettement l'approximation de Teexp. Toutefois, sur laFig. 3b et la Fig. 4a, on voit bien que l'erreur sur l'estima-tion de χe n'est pas ompatible ave elle sur l'estimationde T . Cei prouve que e problème d'identi�ation n'admetpas de solution unique.
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(b) Comparaison à t=19 s entre le
χe,modèle et le χe, estim.Figure 3. Pro�l de l'estimation du oe�ient de di�usion
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(b) Éart-typeFigure 4. Comparaison entre le pro�l de χe estimé par leFKME et le χe donné par la loi physique (9)4. CONCLUSIONDans e travail, une méthode d'approximation de l'EDP detransport de la haleur dans les tokamaks a été présentée.Cette approximation est e�etuée ave la méthode deGalerkin qui donne une préision satisfaisante. L'absenede lois spéi�ques pour le oe�ient de di�usion χe et pourla puissane absorbée ont motivé à développer par identi-�ation une solution possible à e problème. Cette étudeest foalisée sur l'estimation du paramètre de di�usion,
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