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Résumé– On introduit les différents types d’incertitudes, la variabilité des systèmes réels, les
types d’approche probabiliste pour modéliser les incertitudes, les types de représentation pour les
modèles probabilistes des incertitudes, la construction des modèles probabilistes en utilisant le
principe du maximum d’entropie. Puis on développe l’approche probabiliste non paramétrique
des incertitudes pour les problèmes elliptiques, pour l’élastodynamique 3D avec non-linéarités
géométriques et pour la vibroacoustique BF et MF avec validations expérimentales.
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1 Introduction sur les modélisations probabilistes des incertitudes
Incertitudes et variabilité . Lesystème conceptuelou encore système sur plan, est le système

qui sert à construire lesystème réelà l’aide d’un processus de fabrication mais qui sert aussi à
construire le modèle numérique nominale encore appelé lemodèle moyendont l’objectif est de
prévoir les réponses du système réel dans son environnement. Le système réel placé dans un
environnement fixé peut présenter une variabilité des réponses liée par exemple à des variations
du processus de fabrication, à des petites variations de configuration, etc. Le modèle moyen qui
résulte d’un processus de modélisation mathématique-mécanique du système conceptuel présente
des paramètres qui peuvent être incertains et on parle alors desincertitudes sur les paramètres du
modèle. Le processus de modélisation induit aussi des erreurs de modélisation qui apparaissent
alors comme desincertitudes de modélisation. Il est important de prendre en compte ces deux
types d’incertitudes pour améliorer la qualité des prévisions d’un modèle et de pouvoir ainsi utiliser
le modèle pour optimiser la conception vis-à-vis de critères fixés. Il est admis aujourd’hui que,
dès que la théorie des probabilités peut être utilisée pour prendre en compte les incertitudes, alors
cette dernière est la plus efficace et la plus complète et c’est l’approche que nous retenons dans ce
papier.

Types d’approche probabiliste pour modéliser les incertitudes. L’approche probabiliste
paramétriqueconsiste à modéliser les paramètres incertains du modèle moyen par des variables
aléatoires puis à construire explicitement le modèle probabiliste de ces variables aléatoires à l’aide
de l’information disponible. Cette approche est la plus adaptée et la plus efficace pour prendre en
compte les incertitudes sur les paramètres du modèle dès lors que la théorie des probabilités peut
être utilisée. De très nombreux travaux ont été publiés en ce domaine et un aperçu de l’état de l’art
peut être appréciée au travers des travaux récentes (voir par exemple [16,34,46,47]). Par contre
l’approche paramétrique ne permet pas de prendre en compte les incertitudes de modélisation
(voir par exemple [4,51, 56]). Une solution possible pour résoudre ce problème difficile de prise
en compte des incertitudes de modélisation a été proposée dans [51,52] sous le libelléapproche
probabiliste non paramétriqueavec des extensions et développementsde la théorie présentées dans
[53-56]. Cette approche consiste à remplacer les matrices des approximations finies des opérateurs
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du modèle moyen par des matrices aléatoires dont les moyennes sont les matrices du modèle moyen
et pour lesquelles le modèle probabiliste doit être construit à l’aide de l’information disponible.
Cette approche utilise la théorie des matrices aléatoires (voir par exemple [36]) et a nécessité le
développement de nouveaux ensembles de matrices aléatoires [51,52,55,37] construits à l’aide du
principe du maximum d’entropie (voir ci-dessous). Cette approche a été appliquée et validée, pour
des problèmes directes de prévision, des problèmes stochastiques inverses d’identification et des
problèmes d’optimisation robuste [2,3,8-11,13,14,20,22,44,53-56,64,65] pour de nombreuses sit-
uations, souvent avec des validations expérimentales, et des extensions ont été proposées, en parti-
culier en sous-structuration dynamique et en dynamique non linéaire [3,6,7,12,17,21,38,39,45,61].

Types de représentation des modèles probabilistes des incertitudes. Une question fonda-
mentale est la construction du modèle probabilistea priori des incertitudes. Ce modèlea priori peut
ensuite être utilisé pour étudier la propagation des incertitudes dans le système incertain analysé.
Si des mesures expérimentales sur des observations du système sont disponibles, alors ces mesures
peuvent être utilisées pour identifier les paramètres du modèle probabiliste ainsi construit (voir
par exemple [65]) en utilisant par exemple la méthode du maximum de vraisemblance [48,66] ou
encore en construisant le modèle probabilistea posteriori(voir par exemple [4]) en utilisant la
méthode de Bayes (voir par exemple [31,66]). Pour la construction du modèle probabilistea priori
d’une variable aléatoire vectorielleA appartenant à l’ensembleL2

N de toutes les variables aléatoires
définies sur un espace probabilisé, à valeurs dans�

N et du second ordre (variable aléatoire qui
peut résulter d’une approximation de dimension finie d’un processus ou d’un champ stochastique)
deux méthodes peuvent être utilisées.
(i)- La première est une approche directe qui consiste à construire directement sa loi de probabilité
PA(da) sur�N en utilisant par exemple le principe du Maximum d’Entropie (ce point est développé
dans le paragraphe suivant).
(ii) - La seconde est une approche indirecte qui consiste à introduire une représentationA = g(X)
pour laquelleA ∈ L2

N résulte d’une transformation par une application non linéaire déterministe
g (qu’il faut construire) d’une variable aléatoire vectorielleX = (X1, . . . , Xν) à valeurs�ν dont la
loi de probabilitéPX(dx) est donnée et donc est connue. AlorsPA résulte de la transformation de
PX par l’applicationg. On peut distinguer deux grands types de méthode.
(ii.1)- La première est liée aux méthodes spectrales telles que les Chaos polynômiaux [15,25,26,32,
41,42,62,63,67] qui s’appliquent aussi en dimension infinie pour les processus et les champs
stochastiques, qui permettent d’avoir un méthode constructive deg et qui permettent d’écrire pour
toute variable aléatoireA dansL2

N , la représentation

A = Σ+∞

j1=0 . . . Σ+∞

jν=0 aj1,...,jν ψj1(X1) × . . . × ψjν
(Xν) ,

où lesψj sont des polynômes réels connus etaj1,...,jν sont des vecteurs dans�N qui définissent
complètementg. Ainsi la construction deg consiste à identifier les coefficients vectorielsaj1,...,jν .
Si X est Gaussien alors les polynômes sont les polynômes d’Hermite normalisés et on a les chaos
Gaussiens. On peut trouver aujourd’hui de nombreuses applications de cette approche (pour des
problèmes directes et inverses, voir par exemple [1,5,18,19,23,27,28,33]).
(ii.2)- La seconde consiste à construirea priori une représentation algébriqueA = g̃(X, w) ayant
un paramétrage de dimension minimalw, où X est une variable aléatoire vectorielle donnée de
loi PX , où g̃ est une application non linéaire explicitement donnée et où le paramètre vectorielw
doit être identifié. On pourra par exemple trouver des représentations de champs stochastiques à
valeurs tensorielles basées sur cette approche dans [57,58].
Si la méthode (ii.1) permet de représenter n’importe quel vecteur aléatoireA dansL2

N (mais la
représentation peut alors nécessiter un très grand nombre de coefficients, ce qui peut conduire
à des problèmes insurmontables d’identification), la méthode (ii.2) ne permet pas en général de
représenter n’importe quel vecteur aléatoireA dansL2

N mais dans un sous-ensemble deL2
N lorsque

w parcourt tout l’espace admissible (par contre l’identification dew est en général faisable, par
construction).

Construction des modèles probabilistes en utilisant le principe du maximum d’entropie.
La mesure du niveau d’incertitudes par l’entropie a été introduite par Shannon en 1948 [49] dans
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le cadre de la théorie de l’information. Le principe du maximum d’entropie (c’est-à-dire de
la maximisation du niveau d’incertitude) pour construire un modèle probabilistea priori d’une
grandeur aléatoire sous la contrainte définie par l’information disponible, a été formalisé par Jaynes
en 1957 [30]. Ce principe apparaît comme un outil majeur pour construire le modèle probabiliste
a priori des incertitudes sur les paramètres du modèle moyen et pour l’approche probabiliste
non paramétrique des incertitudes de modélisation. Soita = (a1, . . . , aN ) un vecteur réel et soit
A = (A1, . . . , AN ) une variable aléatoire du second ordre à valeurs dans�

N dont la loi de probabilité
est donnée par une densité de probabilitéa �→ pA(a) sur�N par rapport àda = da1 . . . daN et qui
vérifie la condition de normalisation

∫
�N pA(a) da = 1. En fait on suppose queA est à valeurs dans

une partie quelconqueAde�N ce qui implique que le support de la fonctionpA estA. L’information
disponible est représentée par l’équation vectorielle suivante sur�

µ, définissant les contraintes,
E{g(A)} = f avecE l’espérance mathématique,f = (f1, . . . , fµ) un vecteur donné dans�µ et où
a �→ g(a) = (g1(a), . . . , gµ(a)) est une fonction donnée de�N dans�µ. SoitC l’ensemble de toutes
les densités de probabilitéa �→ pA(a) définies sur�N à valeurs dans�+ vérifiant la condition de
normalisation et l’équation des contraintesE{g(A)} = f . Le principe du maximum d’entropie
consiste à trouverpA dansC qui maximise l’incertitude,

pA = arg max
p∈C

S(p) , S(p) = −

∫

�N

p(a) log(p(a)) da

avecS(p) l’entropie de la densité de probabilitép. En introduisant le multiplicateur de Lagrange
� ∈ Lµ ⊂ �

µ associé à la contrainte oùLµ est le sous-ensemble de�µ de toutes les valeurs
admissibles de�, il est facile de vérifier que la solution du problème d’optimisation s’écrit

pA(a) = c0 �A(a) exp(− < �, g(a) >) , ∀a ∈ �
N

où < x , y >= x1y1 + . . . + xµyµ et où�A est la fonction indicatrice de l’ensembleA. La con-
stante de normalisationc0 et le multiplicateur de Lagrange� sont calculés en résolvant une équation
algébrique non linéaire vectorielle déduite de la condition de normalisation et de l’équation des con-
traintes. Cette équation algébrique non linéaire vectorielle peut être résolue avec des algorithmes
appropriés. Ensuite, il est nécessaire de construire un générateur de réalisations indépendantes de
la variable aléatoireA dont la densité de probabilité est celle qui a été construite. En petite dimen-
sion (N quelques unités), il n’y a pas de difficulté. En grande dimension (N plusieurs centaines
voire plusieurs milliers), il y a deux grandes difficultés. La première est liée au calcul d’intégrale
en grande dimension du typec0

∫
A

g(a) exp(− < �, g(a) >) da nécessaire pour mettre en oeuvre
l’algorithme de calcul dec0 et�. La seconde est la construction du générateur une fois quec 0 et
� ont été calculés. Ces deux aspects peuvent être résolus en utilisant la méthode de Monte Carlo
pour les chaînes de Markov (MCCM) (voir par exemple [31,35,66]. Le noyau de transition de la
chaîne de Markov homogène de la méthode MCCM peut être construit en utilisant l’algorithme de
Metropolis-Hastings [29] ou de Gibbs [24] qui est un algorithme légèrement différent pour lequel
le noyau est directement déduit de la densité de probabilité de transition et pour lequel les tirages de
Gibbs sont toujours acceptés. Ces deux algorithmes construisent le noyau de transition pour lequel
la mesure invariante estpA. En général, ces algorithmes sont efficaces, mais peuvent aussi ne pas
l’être lorsque qu’il existe des régions d’attraction qui ne correspondent pas à la mesure invariante.
Ces situations ne peuvent pas être facilement détectées et sont consommatrices de temps calcul.
Récemment, une nouvelle approche [59] de la classe de la méthode de Gibbs a été proposée pour
éviter ces difficultés et est basée sur l’introduction d’une équation différentielle stochastique d’Itô
dont l’unique mesure invariante estpA et est la solution explicite d’une équation de Fokker-Planck
[50]. L’algorithme est alors obtenu par discrétisation de l’équation d’Itô.

2 Approche probabiliste non paramétrique des incertitudes pour
les problèmes elliptiques
Nous présentons ci-dessous une synthèse de l’extension de l’approche probabiliste non para-

métrique des incertitudes pour le cas général des problèmes aux limites elliptiques, récemment
introduite dans [60]. On considère le modèle numérique moyen suivant résultant de la discrétisation
par éléments finis d’un problème aux limites strictement elliptique :[� ] [ x ] = [ b ] avec[� ] une

3



matrice sparse réelle(n × n) définie positive,[ x ] la matrice réelle(n × m) des inconnues et
[ b ] la matrice réelle(n × m) dont les colonnes sont les vecteurs d’une base algébrique générant
un sous espace vectoriel de dimensionm de�n et qui est relative aux chargements du système.
L’approche probabiliste non paramétrique des incertitudes ne peut être utilisée directement, d’une
part à cause de la présence des zéros topologiques dans la matrice sparse[� ] et d’autre part parce
que pour les problèmes en grande dimension une matrice aléatoire pleine ne pourrait être gérée
(si n = 107, alors il y a0.5 × 1014 éléments non nuls !). Il est donc nécessaire de construire une
réduction de modèle de dimensionN ≪ n sachant qu’une réduction de type modale ne serait
pas efficace vis-à-vis de la convergence enN . L’approche proposée dans [60] consiste à associer
au modèle numérique moyen le système stochastique[� ] [ X ] = [ b ] où {[�N ], N = 1, . . . , n} est
une famille de matrices aléatoires(n × n) appartenant à l’ensemble SE+ défini dans [55] telle
que la solution aléatoire[XN ] de l’équation stochastique[�N ] [ XN ] = [ b ] admette une solution
du second ordreE{‖ [XN ] ‖2

F } = c < +∞ qui soit telle quelimN→n E{‖ [XN ] − [X] ‖2
F} = 0, où

N ≤ n est la dimension du modèle réduit. PourN fixé, la matrice aléatoire{[�N ] est définie par
[�N ] =

{
[ΦN ]([ KN ]−1 − [ KN ]−1)[ΦN ]T + [� ]−1

}−1 avec[ΦN ] la matrice réelle(n × N) dont les
colonnes sont lesN vecteurs propres orthonormés de[� ] associés auxN premières valeurs propres
positives0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λN . La matrice diagonale[ KN ] des valeurs propresλ1, . . . λN s’écrit
[ KN ] = [LN ]T [LN ] et la matrice aléatoire pleine[ K N ] est telle que[ K N ] = [LN ]T [GN ] [LN ] avec
[GN ] la matrice aléatoire pleine de dimension(N × N) appartenant à l’ensemble SG+ défini dans
[55]. On a doncE{[ K N ]} = [ KN ]. Évidemment, la matrice aléatoire(n × n) pleine[ K N ] n’est
jamais assemblée et on utilise l’algorithme spécifique décrit dans [60] dans lequel les propriétés
mathématiques sont aussi étudiées.

A titre d’exemple, on considère le problème suivant d’élastostatique linéaire. Le maillage par
éléments finis du domaine est montré à la Figure 1 (gauche) et il y a 17 355 DDL. Le matériau est
élastique linéaire homogène et isotrope. Il y a des conditions de Dirichlet sur une partie du bord
et il y am = 4 chargements statiques indépendants appliquées sur la surface latérale extérieure du
cylindre. Le niveau d’incertitudes est défini par la valeur du paramètre de dispersionδ de la matrice
aléatoire[GN ]. Le solver stochastique est la méthode de Monte Carlo pour laquellens = 20000
réalisations indépendante sont utilisées. La Figure 1 (droite) montre la convergence en moyenne
d’ordre deux de la solution stochastique en fonction de la dimensionN de la réduction pourδ = 0.5.
La convergence est obtenue pourN ≥ 300
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Figure 1 (Gauche) : maillage du domaine par éléments finis. (Droite) : convergence en moyenne
d’ordre deux par rapport àN .

Soit U (resp. V ) la variable aléatoire représentant la composante de la réponse aléatoire pour
laquelle la valeur moyenne (resp. l’écart type) est la plus grande. SoitFU (u) = Proba{U ≤ u}
(resp.FV (v)) la fonction de répartition deU (respV ). Les Figures 2 (gauche) et (droite) montrent,
pourns = 20000 et N = 500 les graphes des fonctionsu �→ log10 FU (u) et v �→ log10 FV (v) pour
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différentes valeurs deδ.

1.1 1.2 1.3 1.4

x 10
−8

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

u

lo
g 10

(F
U

(u
))

−1 −0.5 0 0.5 1

x 10
−8

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

v

lo
g 10

(F
V
(v

))

Figure 2 (Gauche) : graphe deu �→ log10 FU (u), (droite) : graphe dev �→ log10 FV (v), pourδ = 0.1
(sans symbol),δ = 0.2 (x), δ = 0.3 (carré),δ = 0.4 (triangle bas),δ = 0.5 (triangle haut).

3 Approche probabiliste non paramétrique des incertitudes en
élastodynamique 3D avec non-linéarités géométriques

Nous présentons ci-dessous une synthèse de l’extension récemment introduite dans [39] relative
à l’approche probabiliste non paramétrique des incertitudes pour le cas général de l’élastodynami-
que 3D en grands déplacements mais avec des matériaux à comportement linéaire, c’est-à-dire, en
présence de non-linéarités géométriques. La première étape consiste a introduire le modèle moyen
réduit du systèmes dynamique non linéaire. Le champ de déplacement{u(x, y, z, t), (x, y, z) ∈ Ω}
est écritu(x, y, z, t) =

∑n
i=1 q

i
(t)�

i
(x, y, z) avec�

1
, . . . ,�

n
une base adaptée (modes élastiques

du système linéarisé, modes POD du système non linéaire, etc). Dans ces conditions, le vecteur
q(t) = (q

1
(t), . . . , q

n
(t)) des coordonnées généralisées vérifie l’équation dynamique non linéaire

(modèle moyen réduit),[Mn]q̈(t) + [Dn]q̇(t) + kNL(q(t))=F(t) aveckNL(q) les forces élastiques

généralisées{kNL(q)}i =
∑n

j=1[K
(1)]ijqj +

∑n
j,ℓ=1 K

(2)
ijℓ qjqℓ +

∑n
j,ℓ,p=1 K

(3)
ijℓp qjqℓqp. On introduit

le vecteur des contraintess(t) qui s’écrits(t) = s0 +
∑n

i=1 s(1)i q
i
(t) +

∑n
i,j=1[S

(2)]ij q
i
(t) q

j
(t). Le

calcul des coefficients du modèle réduit moyen est mené en utilisant la procédure développée dans
[40,39] qui est valable pour le cas général de la dynamique non linéaire en grand déplacements
et qui n’utilise qu’un logiciel quelconque du commerce faisant des analyses statiques en grands
déplacements. Pour analyser les propriétés algébriques de la raideur non linéaire, le tenseurK

(2)
iℓj

est réécritK(2)
ijℓ = 1

2 (K̂
(2)

ijℓ + K̂
(2)

ℓij + K̂
(2)

jℓi)dans lequel le tenseur̂K
(2)

ijℓ est parfaitement défini. Le

tenseur̂K
(2)

ijℓ est réécrit (reshaped) à l’aide d’une matrice(n×n2) et le tenseurK(3)
ijℓp à l’aide d’une

matrice(n2×n2) tels que[K̃
(2)

]iJ = K̂
(2)

ijℓ et[K̃
(3)

]IJ = K
(3)
ijℓp pourI = j+n(i−1) etJ = p+n(ℓ−1).

On démontre alors que la matrice[KB ] de dimension(ν × ν) avecν = n + n2 telle que

[KB] =

[
[K(1)] [K̃

(2)
]

[K̃
(2)

]T 2[K̃
(3)

]

]

est symétrique définie positive. L’approche probabiliste non paramétrique des incertitudes pour
ce système dynamique non linéaire conduit au modèle réduit stochastique suivant du champ de
déplacement aléatoireU(x, y, z, t) =

∑n
i=1 Qi(t)�i

(x, y, z) et du vecteur aléatoire des contraintes

S(t) = s0 +
∑n

i=1 s(1)i Qi(t)+
∑n

i,j=1[S
(2)]ij Qi(t)Qj(t) où le vecteur aléatoireQ(t) des coordonnées

généralisées vérifie l’équation dynamique non linéaire stochastique

[Mn]Q̈(t) + [Dn]Q̇(t) + KNL(Q(t))=F(t) ,
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le vecteur des forces élastiques non linéaires généralisées s’écrivant

{KNL(q)}i =

n∑

j=1

[K (1)]ij qj +

n∑

j,ℓ=1

K (2)
ijℓ qjqℓ +

n∑

j,ℓ,p=1

K (3)
ijℓp qjqℓqp ,

dans lequel la matrice aléatoire[K B] s’écrit

[KB] =

[
[K (1)] [K̃ (2)]

[K̃ (2)]T 2[K̃ (3)]

]
.

Les matrices aléatoires[M n], [Dn] et [KB], dont les niveaux d’incertitudes sont contrôlés parδM ,
δD etδKB

, sont statistiquement indépendantes, symétriques définies positives presque sûrement, et
appartiennent à l’ensemble SE+ défini dans [55]. Les matrices aléatoires[K (1)], [K̃ (2)] et[K̃ (3)] sont
statistiquement dépendantes et sont déduites de la matrice aléatoire[K B]. Les tenseurs aléatoires
K (2)

ijℓ et K (3)
ijℓp sont statistiquement dépendants et se déduisent de[ K̃ (2)] et [K̃ (3)].

A titre d’exemple, on considère une poutre droite en acier, encastrée à ses deux extrémités,
de longueur 0.2286 m, de largeur 0.0127 m et d’épaisseur 0.000775 m. L’excitation est une force
concentrée appliquée au centre de la poutre et à un spectre plat sur la bande [-2000 , 2000] Hz. La
poutre est discrétisée en 40 éléments finis CBEAM de Nastran. Les modes du système linéarisé (12
modes dans le plan et 10 modes transverses) sont choisis pour que la réponse modale totale de la
réponse soit convergée. On prendδM = δD = 0 et δKB

est choisie pour que la première fréquence
propre (mode transverse) ait 4% de coefficient de variation. La Figure 3 montre les résultats pour
le spectre aléatoire de la réponse transversale au milieu de la poutre du système dynamique non
linéaire stochastique.
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Figure 3 (Gauche) : modèle moyen (ligne en tirets), moyenne statistique (ligne verte), région de
confiance à 95% (lignes bleue claire et rouge). (Droite) : région de confiance à 95% pour deux
niveaux de réponse (basse amplitude (comme la figure gauche) et haute amplitude =2.25× basse
amplitude.

4 Approche probabiliste non paramétrique en vibroacoustique BF
et MF et validation expérimentale

Nous présentons ci-dessous une synthèse du développement présenté dans [22] relatif à l’ap-
proche probabiliste non paramétrique des incertitudes de modélisation et des incertitudes sur les
paramètres du modèle moyen pour un système vibroacoustique complexe avec application à une
automobile. Les incertitudes concernent la structure, la cavité acoustique et le couplage vibroa-
coustique sur l’interface de couplage. Les incertitudes sur le modèle de la cavité acoustique et le
modèle de la structure sont identifiées expérimentalement. Une validation expérimentale globale
est présentée. Un seul modèle vibroacoustique moyen est développé pour un type de voiture et
plusieurs options ce qui induit une variabilité dans les comportements vibroacoustiques du système
réel. L’objectif est la prévision de la pression acoustique dans l’habitacle générée par la rotation
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du moteur pour les régimes[1500, 4800] tours par minute correspondant à la bande[50, 160] Hz.
L’excitation est donc solidienne et est constituée de forces dynamiques appliquées aux supports du
moteur. Le système vibroacoustique est constitué d’une structure viscoélastique à comportement
linéaire couplée à une cavité acoustique remplie d’un fluide acoustique dissipatif. Le modèle
élément fini nominal du système vibroacoustique constitue le modèle moyen. La formulation est
faite dans le domaine fréquentielω. Le vecteur des déplacements de la structure estu(ω) avec
ns DDL. Le vecteur des pressions acoustiques estp(ω) avecn f DDL. Le modèle moyen réduit
est construit par projection des équations du système couplé sur lesN s premiers modes élastiques
�

α
de la structure dans le vide à fréquence nulle et lesNf premiers modes acoustiques�

β
de la

cavité à parois rigides. Le modèle moyen réduit s’écrit alors (voir [43]),u(ω) =
∑Ns

α=1 qs
α
(ω)�

α
et

p(ω) =
∑Nf

β=1 qf
β
(ω)�

β
avec

⎡
⎣

[As(ω)] [C]

ω2[C]T [Af (ω)]

⎤
⎦

⎡
⎣

qs(ω)

qf (ω)

⎤
⎦ =

⎡
⎣

f s(ω)

f f (ω)

⎤
⎦ ,

où [As(ω)] = −ω2[M s] + iω[Ds(ω)] + [Ks(ω)] est la raideur dynamique généralisée de la structure,
[Af (ω)] = −ω2[Mf ] + iω[Df ] + [Kf ] est la raideur généralisée acoustique et[C] est la matrice
rectangulaire(Ns × Nf ) du couplage vibroacoustique. L’approche probabiliste non paramétrique
des incertitudes [51-56] conduit au modèle réduit stochastique suivant. Pour toutω fixé dans la
bande d’analyse, la réponse stochastique est représentée par les vecteurs complexes aléatoires
U(ω) =

∑Ns

α=1 Qs
α(ω)�

α
et P(ω) =

∑Nf

β=1 Q
f
β(ω)�

β
tels que

⎡

⎣
[As(ω)] [C]

ω2[C]T [Af (ω)]

⎤

⎦

⎡

⎣
Qs(ω)

Qf (ω)

⎤

⎦ =

⎡

⎣
f s(ω)

f f (ω)

⎤

⎦

avec[As(ω)] = −ω2[Ms] + iω[Ds(ω)] + [K s(ω)], [Af (ω)] = −ω2[Mf ] + iω[Df ] + [Kf ] et [C] des
matrices aléatoires telles que[M s], [Ds(ω)], [K s(ω)] appartiennent à l’ensemble SE+, où [Mf ]

appartient à SE+ mais où[Df ] et [Kf ] appartiennent à SE+0, et finalement où[C] appartient à SEinv,
ces trois ensembles de matrices aléatoires pleines étant définis dans [55]. La loi de probabilité
est complètement définie pour chaque ensemble de matrices aléatoires et ne dépend que de la
dimension de la matrice, de sa valeur moyenne (par exempleE{[M s]} = [M s], etc) et du paramètre
de dispersion qui contrôle le niveau d’incertitudes. les paramètres de dispersion sont notésδ Ms

, δDs
,

δKs
, δMf

, δDf
, δKf

etδC . Le solveur stochastique est la méthode de Monte Carlo et la convergence
en moyenne d’ordre deux est étudiée par rapport au nombre de réalisations et les dimensions(N s

etNf ).
Le modèle moyen du véhicule est constitué d’un modèle éléments finis de la structure ayant

978 733 DDL de déplacement (voir Figure 4 (gauche)) et un maillage compatible sur l’interface de
couplage de la cavité acoustique ayant 8139 DDL de pression (voir Figure 4 (droite)).

Figure 4 (Gauche) : modèle éléments finis de la structure. (Droite) : modèle éléments finis de la
cavité acoustique.
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Le modèle moyen réduit a 1722 modes élastiques pour la structure et 57 modes acoustiques pour
la cavité. Les niveaux d’incertitudes sont représentés par� = {δMs

, δDs
, δKs

} pour la structure, par
δf = δMf

= δDf
= δKf

pour la cavité acoustique et parδC pour le couplage.

Le paramètre de dispersionδf est identifié expérimentalement. Les mesures sont effectuées
sur ν = 30 voitures d’un même type avec différentes configurations de position des sièges, de
température intérieure, du nombre de passagers, etc. Il y aµ = 32 microphones distribués dans la
cavité acoustique et l’excitation et une source acoustique placée dans la cavité. On s’intéresse à
l’observation aléatoire suivante

Z(δf )=

∫

B

dB(ω, δf ) dω avec dB(ω, δf )=10 log10

⎛

⎝p−2
ref

1

µ

µ∑

j=1

|Pj(ω, δf )|2

⎞

⎠ .

L’identification deδf est faite par la méthode du maximum de vraisemblance :

δ
opt
f = argmax

δf

L(δf ) , L(δf ) =

ν∑

k=1

log10(pZ(zexp,k, δf)) ,

où la densité de probabilitépZ(zexp,k, δf) est estimée avec le modèle réduit stochastique de la
cavité acoustique en utilisant la méthode de Monte Carlo avecm = 2000 réalisations. La Figure 5
(gauche) montre le graphe de la fonction de vraisemblance et la Figure 5 (droite) montre la réponse
acoustique aléatoire donnée par le modèle acoustique dont le niveau d’incertitudes estδ f = δ

opt
f .

L(δf )

δ
opt
f δf Fréquence en Hz

Figure 5 (Gauche) : graphe de la fonction de vraisemblanceδf �→ L(δf ). (Droite) : Réponse
acoustique de la cavité en dB rms en fonction de la fréquence en Hz. Région de confiance à 0.96
de ω �→ dB(ω, δ

opt
f ) construit avec le modèle réduit stochastique pourδf = δ

opt
f (lignes épaisses

supérieure et inférieure). Mesures expérimentales (30 lignes bleues). Réponse du modèle moyen
réduit (ligne verte).

Le paramètre vectoriel de dispersion� de la structure est identifié expérimentalement à l’aide
de mesures d’accélération structurale effectuées pour des excitations aux supports du moteur sur
ν = 20 voitures de même type avec différentes configurations. Le vecteur aléatoire d’observation
estY(ω, �) = (Y1(ω, �), . . . , Yµ(ω, �)) avecYj(ω, �) = log10(wj |Uℓj

(ω, �)|) où w1, . . . , wµ sont des
constantes de normalisation telles que0 < wj ≤ 1. L’identification expérimentale de� est obtenue
en résolvant le problème d’optimisation suivant

�opt = arg min
�

J(�) , J(�) = |||Y(., �) − Y(., �)|||2 + ||Y(., �) − yexp||2B

avec|||Y(., �) − Y(., �)|||2 = E{
∫
B
||Y(ω, �) − Y(ω, �)||2 dω} qui est estimé avec le modèle réduit

stochastique vibroacoustique et la méthode de Monte Carlo avecm = 1000 réalisations. La
Figure 6 montre le résultat de l’optimisation et les régions de confiance calculées avec le modèle
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stochastique pour la valeur� = �opt et pour une observation.

 

δ

J(δ)

δ
opt

Figure 6 (Gauche) : Graphe de‖�‖ �→ J(�) (l’axe horizontal est‖�‖ =
√

δ2
Ms

+ δ2
Ks

).
(Droite) : Module de la FRF aléatoire en dB en fonction de la fréquence en Hz. Région de
confiance (en jaune) pour 0.96 et 0.99. Mesures expérimentales (20 lignes bleues). Modèle moyen
réduit (ligne verte).

La Figure 7 permet de valider l’ensemble de la modélisation stochastique et montre la prévision
du domaine de confiance à 0.95 pour la pression acoustique en un point donné de la cavité et
pour une excitation donnée du moteur. Les calculs sont faits avec le modèle réduit stochastique
vibroacoustique pourδf = δ

opt
f , � = �opt et δC fixé. La méthode de Monte Carlo est utilisée avec

m = 600 réalisations.
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Figure 7 : Prévision de la région de confiance à 0.95 en dBA (en jaune) du module de la pression
acoustique interne à un point fixé de la cavité acoustique et pour une excitation moteur donnée.
Axe horizontale est la fréquence exprimée en nombre de tours par minute du moteur. Mesures (20
lignes bleues). Modèle moyen réduit (ligne noire épaisse).
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