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RESUME.En génie parasismique, la matrice d'impédance de fondation est une fonction gendgléa fréquence. Elle peut
étre calculée par des méthodes numériques classiques, mais on utilise sogverdddes a masses concentrées, comme les
modéles a ressort de Winkler ou ceux résultant des travaux de Wolf. On pré&sentenodéle plus général, dit & variables
cachées, basé sur les propriétés mathématiques des matrices d'impédarch tellesalité et la stabilité. La méthode d'iden-
tification de ces modeles est présentée en détail. Deux applications d’intérétierpgéasismique sont ensuite décrites.

ABSTRACTIN seismic engineering, the soil impedance matrix is a complex function of the f@®queoan be computed using
classical numerical methods, but simpler lumped-parameter models are ofttnAmeeng these, the most famous are Winkler-
spring models and those derived from the works of Wolf. A more general maliied, the hidden variables model, is presented
in this paper. It is based on the study of the mathematical properties of impedaatrices, such as the causality and the
stability. The identification method for this type of models is presented in detail. TwWicajmms, of interest in seismic
engineering, are described.

MOTS-CLES :Matrice d’'impédance, modele a variables cachées, modele a ressorts de Wirddéterde Wolf, Identification
modale, domaine non-borné.

KEYWORDSImpedance matrix, lumped-parameter model, Winkler-spring model, Wolf mmoddgl identification, unbounded
domain.

1. Introduction
En génie parasismique, la matrice d’impédance de sol est une fonction complaXedd@ence. Elle peut étre

calculée par des méthodes numériques classiques, notamment par Elénisrts Frontiere (EFF). Cependant,
on préfere souvent utiliser des modeles simplifiés, en particulier pour les coumsrmatieles non-linéaires de
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Figure 1. La méthode de décomposition de domaines en ISS : le probléme global (Zey&st décomposé en
deux problémes locaux au S0, définissant les chargements inddits(w) par le champ sismique incident et
la matrice d'impédance du s, (w), et un probleme global posé sur le batimént

la structure. Les plus connus de ces modeles simplifiés sont les modéles & massasrées - avec notamment

les travaux de Wolf (Wolkt al., 1986) - et les modeéles a ressorts de Winkler. Ces modeles sont limités au cas
des fondations rigides, et le couplage entre les différents degrés de liberté (DDhsfoddation, ainsi que les
phénomeénes de résonance interne du sol- comme dans le cas d'une cowlgmisespace rigide - sont difficiles

a mettre en ceuvre.

On propose ici un modeéle a variables cachées, plus général, basé sur I'exigt@iakglinternes, en plus des
DDLs de frontiére, et la construction de matrices sous-jacentes de masse, rigiditértetssament. La signature
de ces matrices correspond directement aux propriétés de causalité et de stabilitdppéidalioe. Ces modeles
a variables cachées ne sont pas soumis aux restrictions des modéeles a massaséesn En particulier, les
couplages dans la matrice d'impédance y sont pris en compte de fagcon naturelle

La construction et I'identification des modéles a variables cachées sont d’abeehfges, et, par rapport a de
précédents travaux (Cottereatal.,2007), on se concentre sur I'étape d'identification. Notamment, on propose
ici une nouvelle contrainte pour assurer la stabilité du polyndme interpolant. Léuresfdndation enterrée dans
une couche homogene de sol reposant sur un demi-espace rigide est ensidréon

2. Définition de la matrice d'impédance de fondation
2.1. Méthode de décomposition de domaines

En génie parasismique, le phénoméne d’interaction sol-structure (ISS) est souventprigpéavia la matrice
d’'impédance du sol (Wolf, 1985). Le probleme entier (& gauche sur la figuresB o0 I'union des domaines sol
Q, et batiment(),, est alors séparé en trois sous-probléemes. Le premier sert de support pour la défastion d
chargements induitB(w) par I'onde sismique incidente , le second pour celle de la matrice d’'impédance du sol
Z.(w), et le troisieme pour le dimensionnement global du batiment, en tenant coenfetébn du sol vidZ s (w)
etF (w).

Dans le cadre du probléme représenté par le troisieme schéma de la figure 1, orunedisisg v, }1<i<n
de discrétisation des mouvements de la fondafipdans laquelle les éléments de la matrice d'impédance de sol
sont définis, a une fréquence par

Zij(w) = / ajk(uf(w))@bj(w)nkds, Vi, 7 € {1,...,n}, [1]
r
ol uf(w) est le champ de déplacement induit dans le sol par un déplacement fguende forme imposég ;, a

la fréquencev, o*(uj (w)) = {05, (uj(w))}1<jk<s le champ de contraintes correspondant) et {n;}1<;<3 le
vecteur normal a I'élément de surfaé§.
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2.2. Cas des fondations rigides axisymétriques

Dans le cas, classique en ISS, d’'une fondation rigides 6, et les champg,}1<¢<, représentent les
mouvements de corps rigide de la fondation. Si de plus la fondation est axisyra¢&ique I'on choisit une base
dont une direction est la verticale, alors de nombreux éléments de la matrice diingeésiannulent. De plus, les
deux translations horizontales sont équivalentes, de méme que les deux raatmmsdes axes horizontaux, et
I'on choisit de ne pas représenter les éléments redondants de la matrice d’ingécielfesci est alors écrite

Zn(w) 0 Ze(w) 0
Z.(w) = R 2]
(sym.) Zy(w)

ou Zp(w), Zy(w), Zp(w), Z:(w), et Z.(w) sont respectivement appelées impédance horizontale, impédance ver-
ticale, impédance de balancement, impédance de torsion, et impédanmaptiege. Ce choix de représentation
sera respecté pour le reste de l'article, et les applicaticihsdction 6) seront faites dans ce cadre. Cependant, il
faut noter que le modéle a variables cachééséction 4) n'est pas limité a ce contexte et peut s'appliquer au cas
général d’'une matrice d'impédance de sol pleine, et définie par rapportizasaeinématique flexible.

2.3. Normalisation de la matrice d'impédance

Afin de comparer plus aisément différents problémes d'ISS, et éventuelldmémirnir des formules simpli-
fiées valables pour des ensembles de cas, il est courant d’écrire la matriced@imopélu sol

Z,(w) = Ky'* (K, (a0) + iC4(a0)) Kp /2, [3]

ou K, est une matrice de normalisation, réelle et diagonale, qui vaut approximativiemeatrice d’impédance en
statique, eK;(ag) et C;(ag) sont des matrices réelles, appelées respectivement coefficient de rigiditéigyea
et coefficient d’'amortissement dynamique. Ces deux matrices héritent de largtrdeZ ;(w), donc on utilisera
les mémes conventions pour les indi¢aesh, v, b, t, ¢} que pour celle-ciK, dépend du probléme considéré (fon-
dation superficielle, enterrée, filante) et des caractéristiques géométriquesaeiqués du sol, et sa valeur est
donnée par exemple dans (Sieffer@l.,1992).a, est une fréquence adimensionnelle qui vaut

wr

ap = —, [4]

Cs

our est le rayon de la fondation ef la vitesse de cisaillement de la couche superficielle du sol.

3. Modeles a masses concentrées de la matrice d'impédance

La construction des modéles a masses concentrées répond au besoin dearsgénignie parasismique a
disposer de formules simples pour calculer I'influence du sol sur les batiments sareadblements de terre. Le
principe consiste a remplacer le sol réel par un systemes de masses, ressorts, et amortsséarstracture
dépend du type de probleme considéré (fondation superficielle ou enterée, sgidmamu couche sur rocher, par
exemple) et les valeurs sont données dans des tables fonction a la fois die fypEbléeme et des parametres du
sol. Ces valeurs sont identifiées par rapport a des résultats de calcul plusxasnpée exemple par des méthodes
d’EFF. Les deux types de modéles a masses concentrées les plus souventrésndans la littérature sont les
modeéles issus des travaux de Wolf, et les modéles a ressort de Winkler (figure 2).

Les principaux défauts de ces approches sont les suivants :
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Figure 2. Modéles a masses concentrées : exemple de modele de Wolf (a gauchenadede de Winkler (a
droite).

— Spécificatiora prioride la structure du modélee qui limite la précision que I'on peut obtenir par l'identifi-
cation.

— Identification indépendante de chaque élément de la matrice d'impédBesetentatives de modélisation
du couplage ont été faites pour les modeles de Wolf (\&hbél., 1986), mais restent relativement complexes, et
ne peuvent pas étre généralisées a des fondations flexibles. Le couplagér@guis en compte dans certains
cas pour les modéles de Winkler, par la continuité du champ de ressorts, mastcgas le cas en général, et
notamment pour le terme de couplaggw) dans le cas important d’une fondation superficielle.

— ldentification de paramétres non-physiguess parametres des modeles de Wolf et de Winkler ne sont pas
analysables directement en termes de parameétres géométriques ou méaodmigakse qui ameéne parfois a
identifier des valeurs négatives des masses, ressorts, ou amortisseurs.

Le modele que nous proposons a la suite reprend l'intérét des modeles & massesrées par I'utilisation
de matrices de masse, rigidité et amortissement, en en gommant les inconvénjents.n particulier, nous
verrons que la structure de ce modéle peut s’analyser de facon systématiquenmaiglisation des couplages
se fait alors de facon naturelle et que la positivité des matrices de masse, rigiditlgréssement est liée a des
propriétés de la matrice d'impédance.

4. Modeles a variables cachées de la matrice d'impédance

Un cadre général pour la construction de modéles simplifiés de matrices d’'incpédiafrontiére, assurant la
vérification de leurs principales propriétés mathématiques et physiques, notelacersalité et la stabilité, a été
décrit dans (Chabaat al., 1987) pour le cas d'impédance monodimensionnelles. Dans (Cotteted12007),
ce cadre a été généralisé au cas multidimensionnel, notamment par la résolutoldéses d’identification
associés.

La construction du modéle a variables cachées pour une matrice d'impédarficaddtion donné& ,(w)
consiste a postuler I'existence, en plus agsDDLs associés a la cinématique de la fondationngeDDLs,
cachésassociés de facon heuristigue a des modes internes au sol. On suppose enbaitgoquéeconstruire les
matrices de mass¥l, rigidité K, et amortissement, associés a cette cinématique. Ces matrices sont de taille
n X n, avecn = nr + ny, définies positives, et on peut les écrire par blocs :

_ MF Mc o KF Kc _ CF Cc
M= [MZ MJ K= {KCT KJ C = [CZ CJ ’ 5]
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ol Mr, Kr, et Cr sont des matricear x nr définies positivesM;,, K;,, et C;, sont des matrices;, x n
définies positives, é¥I., K., etC. sont des matricesr x n; a priori sans signature. Avec ce modéle, de forme
trés générale, on obtient, par condensation dynamique, une matrice d'irnpébafondation sous la forme :

Zs(w) = —OJQMF +iwCr + Kp
— (WM, + iwC, + K.)(—w?*M, + iwC}, + Kp,) ! (—w?*M, + iwC, + K.)T [6]

On observe que ce modeéle est beaucoup plus général que les précédeatsicHler, la structure du modéle
n'est pas contraignante, et seule le nombre de variables cachgesjt étre choisi en fonction du probléme.
Nous verrons que ce nombre est directement lié au degré d’approximation quhdisit pour I'identification.
Par ailleurs, le caractére multidimensionnel de la matrice d'impédance est pris eteaeriagon naturelle, et
les modes internes sont globaux, dans le sens ou ils ne sont pas attachéaldils#e la fondation. Enfin, on
peut noter que des valeurs négatives des éléments des matkjd€s et C sont possibles, tant que les matrices
elles-mémes restent définies positives.

5. Méthode d’identification des modéles a variables cachées

Le modéle a variables cachées est a la fois simple et trés général, mais la méithentiEfidation de ses
parameétres, c’est a dire la valeur des éléments des maicds, et C, doit étre décrite en détail, pour que ce
modeéle puisse étre utilisable. On part donc d’une matrice d'impédénge), évaluée, par exemple a l'aide d’une
méthode EFF, en un ensemble de points de fréquéngk <,<;. La méthode proposée dans (Cottereaal.,
2007) est d’abord rappelée. Elle consiste a séparer I'identification en deux étd¢esridantes :

— Interpolation deZ, (w) parP/Q
— Identification deM, K, C a partir deP etQ

Cette séparation a I'avantage d’ouvrir le choix de la méthode utilisée a la premiéreditapst trés générale.
En revanche, elle empéclepriori d’assurer la stabilité de I'impédance identifiée, puisque I'on définit ici ces
propriétés en termes de signature des matideK, et C. On présente donc a la suite une amélioration qui
assure, au niveau de l'interpolation Ag(w) parP/Q la stabilité du modéle & variables cachées identifé.

5.1. Interpolation deZ, (w) par P/Q

Un polyndme a coefficients matriciels réel¥iw), et un polyndme a coefficients scalaires ré€lgw), sont
d’'abord identifiés, tels que

L

(P,Q) = argmin Y w(w)?||P(iwe) — Q(iwe)Zs(we) || 7- [7]
=1

Cette étape correspond a une interpolation classique par une fonction colt aukenaarrés, ow(w) est

une fonction permettant d’accorder plus de poids & certaines fréquences, sehmplieations. De nombreuses
méthodes (Guillaumet al., 1996) permettent d’obtenir un tel résultat, et le choix d’'une méthode particuliere
n'enléve rien a la généralité de la méthode proposée, ni a I'applicabilité de la setapdale I'identification.

La méthode choisie pour les applications (van Batedl., 1993, Pinteloret al., 2004) consiste a définir un
espace de vecteurs de polyndmes, dont les composantes des élghreptennent, en les empilant, les com-
posantes déP et Q, et un produit scalaire associé, fonction de la matrice a identifier. On peut congbarire,
la méthode de Gram-Schmidt (Goleb al., 1983), une bas§P;}i<;<m,, orthonormale pour cet espace, ou
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my, = 2n,(n? + np, + 1). Dans cette base, le probléme de minimisation [7] est alors transformé en un probléme
simple

(P,Q) =P = argmin E;n"l a 8
(n}+1,2np) ’ [ ]

Qmy, = Fmy,

oUP (iw) = Y1 Pj(iw), etPanH’Znh) est le coefficient de degt#:, de la(n} + 1)-iéme composante du
mp,-iéme vecteur de polyndmes de la b4¥®;}:<;<n, . La contrainte assure que le polynémest monique. Le
co(t numérigue de cette méthode est entierement reporté sur la partie d’orthondionalis&ram-Schmidt.

5.2. ldentification deM, K, C a partir deP etQ

A partir d’'une étude des triplets équivalents de matrisésK, C, c’'est a dire les différents triplets corres-
pondant a une seule et méme matrice d'impédahde), il est possible de restreindre I'espace des parameétres a
identifier (Cottereawt al.,2007). On montre que, sans restreindre la généralité du modéle a variables cachées
de l'identification, on peut procéder a I'identification des matrices sous la forme

~[Mr 0 _ |Kr K. _|Cr C.
M[O I]’K{KCT kh}’c{cf Ch], ol

ouky, etcy, sont diagonaled, est la matrice identité, €t est la matrice nulle. Dans ce cAg(w) vaut

2 (iwCh 4 Kb (iwCl + K4)T

Zs — _ 2M iwC Kr — (Zw c c c c

(w) w*Mr + iwCr + Kr ;::1 — t iwc 4 K

: [10]

ol {K’}1<r<n, et{C-}1<i<n, soOntles vecteurs colonne des matrigéset C.., et {k} }1<i<n, €t{ct }1<i<n,
les éléments de la diagonale des matricgetcy,. Par ailleurs, le développement en éléments simples du quotient
des polynome® et () identifiés a I'étape précédente donne

Piw) _ 5 Sn Ry
= R_ R_ R
Qliw) 2B+ Rot ), 7

ol chaque paire pole-résidp,, R,) est associée a une paire conjug(ge R, ). L'identification se fait alors, dans
I'ordre, par

[11]

Mr =R_,

CF =R_;

¢, = —2R{pe}, 1<t<ny,

ki, = lIpell?, 1<l<ny, [12]
K. = S{p}R{Le} — R{pe}S{Le}, 1<0<my

C! = ${L,}, 1<l<my,

Kr =Ro + Y%, CiCLT

ouf{-} et3{-} représentent les parties réelle et imaginaire des nombres complexds; jat; <., est calculé
par factorisation de Takagi (Takagi, 1925), de

. Ry
J{p I
Cette étape d’identification, contrairement a I'interpolation de la partie précédentegdiit pas d’approxima-

tion, et peut toujours se faire, a la seule condition Qusoit stable, c’est a dire que ses pdles soient a partie réelle
négative.

Lng = 1<l <mny [13]
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Figure 3. Coefficients de rigidité dynamique de la matrice d'impédance de fondation,|&alpar une méthode
EFF (ligne continue), et approximation par un modeéle a 6 variables cachées (iggcontinue).

5.3. Stabilité et causalité de la matrice interpold®/Q

Or, tel quindiqué précédemment, la stabilité @en’est pas imposée pendant I'étape d'interpolation. Cela
signifie que I'identification peut éventuellement ne pas se faire. On complétdalprobléme de minimisation [8]
avec la contrainte suivante :

(n2+1,[1,2n4]) a
|: :| |:,P[m}h 2np, m}h] :| « S [a] ’ [14]

ou I est la matrice identité, ici de tailleny x 2n,, [’P("h“ [1.2nn]) | et |a matrice des coefficients, d’ordre

[mp—2np,my]
inférieur a2ny,, de la(n? + 1)-iéme composante dex;, derniers vecteurs de la bas$®;}i<j<m,, o =
{@j }imy —2nn,<j<m, €St le vecteur de2n;, derniéres coordonnées @ dans cette base, &’ a”]” est un vec-
teur de constantes qu'il faut choisir telles que les quatre polynémes de Khardssaciés (Rantzer, 1992) soient
stables. Numériquement, la stabilité d’un polyndme se vérifie aisément, par exemide aliaritere de Routh-
Hurwitz (Chappellakt al., 1990), et la contrainte supplémentaire [14] complique peu le probleme de minimisa-
tion [8].

6. Application

On présente ici la construction du modéle a variables cachées correspondanfoadation enterrée dans
une couche de sol, reposant sur un demi-espace rigide. Les caractéristiquagjuascat géométriques sont
adimensionnées, et telles que les fréquences de résonance de la couchg seritaetag = 1, respectivement
pour la compression et le cisaillement. Le modeéle a variables cachées est coasidéngification sur le résultat
d’'un calcul par la méthode des EFF.

Le modéle a variables cachées est construit ayee- 6. Les courbes d’'impédance calculées a partir de ce
modéle sont tracées sur les figures 3 et 4, et comparées avec le modélatiakE&s fréquences de résonance
valent

{\/ ki Y1i<e<n, = {0.5,0.9,1.7,2.5,3.3, 4.8}, [15]

et I'on y retrouve bien les fréquences de couche. De fagon générale, l&@dgdu modéle a variables cachées
avec le modéle EFF est excellent. C’est également le casfidur) et Z;(w), qui ne peuvent étre montrées, faute
de place.
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Figure 4. Coefficients d’amortissement dynamique de la matrice d’impédance de fondzglounlée par une
méthode EFF (ligne continue), et approximation par un modeéle a 6 variabtdses (ligne discontinue).

7. Conclusion et perspectives

On a présenté dans cet article la construction d’'un modéle a variables cachéestiiess d'impédance de
fondation, qui reprend les avantages des modéles & masses concentrées,lésugénéralisant. Les résultats
obtenus pour le cas d'une fondation enterrée dans une couche de sol sut sigiidtraont excellents. Une piste
est également donnée pour permettre d’améliorer éventuellement les résudiadslastabilité de 'impédance

interpolée pose probléme.
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